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An Object-Oriented Approach to Curves
and Surfaces

Philipp Slusallek
Reinhard Klein
Andreas Kolb
Günther Greiner

Applications in computer graphics and geometric modeling generally require the integration
of a variety of curve and surface types into a single system. Object-oriented design offers
the opportunity to use the inherent hierarchical structure of curves and surfaces to solve
this problem. This paper presents a top down approach to the design of an object-oriented
framework for curves and surfaces together with its C++ implementation. We start from an
abstract class of general differentiable curves and surfaces and in turn refine this design
to various parametric representations of curves and surfaces. This design includes all of the
standard curve and surface types and provides a powerful and uniform interface for applications.
Examples from differential geometry, blending, and scattered data interpolation illustrate the
approach.
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2.2 Parameterized Curves
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Figure 1: Schematic view of the class hierarchy. Ovals indicate abstract classes,
rectangles actual implementations, solid arrows derivation in the class hierarchy,
and dotted arrows references between related classes.

3547618:9�;7<�=)35>?4@9A<�BDCE6GF7CD9H>?354JIK<#9H;73MLN3EO�9H;7<�P�FRQ�B5<DS
T 3U3EV)<�QWCE6G6X9H;R>GYZO�FR47P�9�>G354XCD6G>?9�8[O�3EQWCE4@8KP�F7Q�B5<.9H;XC 9\CD9]6G</CDY�9W^_473a`AYA;73a`b9H3U<#BDCE6GFXC 9H<cCd=)35>?4@9eKf�g�h#i `Z<j;XC/B5<kPl;735Y�<�4m9�3n>?IK=R6G<�Ik<�4@9'9H;7>?Y�O�FR47P�9�>G354XCD6G>?9�8o>?4p9�;7<kCEq7Y�9HQHCDP�9rP�6GCEY�Y.sRt5uRt v7wExyu_zR{7S| 9.9H;R>GYc6?<�B5<�6}9H;R<UIK<#9H;73ML7Y.F7Y�<[4_F7IK<�Q�>?P/CE6}CE=7=7Q�3a~y>?I:CD9�>G354o9H<�Pl;747>G�_F7<�Y i 9�3J35qR9lCD>G4�Q�<�Y�FR6?9HYcO�3EQ

C��5<�47<�Q�CE6�L7>?V)<�Q�<�4@9H>GCEq76G<kP�FRQ�B5<DS��%O�C�Y�F7q)P�6�CEY�YU3EOACnP�F7Q�B5<J=7Q�3�BM>?L7<�YdIK35Q�<�CEP�P�F7Q�CD9H<K35QdO�CDY�9H<�Q
CE6?�535Q�>19H;7IkYZ9�3j35qR9lCD>G4J9H;7<�Y�<�Q�<�Y�F7619HY i 9�;7<�4N9H;R<rIk<�9�;73ML7Y\P/CE4nCE61`WC/8MYAq)<�3aB5<�Q�Q�>?L7L7<�4�S

T ;R>GY.>GIk=76?<�Ik<�4@9lCD9�>G354n354�9H;7<kCEqRY�9HQ�CEP�9r6?<�B5<�6�O�Q�<�<�Y.9H;7<j=7Q�35�5Q�CEIKIk<�Q'3EO]CN4R<�`�P�F7Q�BE<KP�6�CEY�Y
O�Q�3EI�9H;R<rqRF7Q�L7<�4o9�3j>GIk=76G<�IK<�4_9WCE6G6�9H;7<�Y�<�=7Q�35qXCEq7618�L7>1�kP�F7619�CE6G�53EQ�>?9�;7IkY]CE4RLo>?47Y�9�</CELoQ�<�6?8:354
4_F7Ik<�Q�>?P/CE6ZCE=7=RQ�3/~y>GIKCD9H>?354�S���9H;R<�Q[CE6?�535Q�>?9H;RIKY.P�CE4�9H;R<�4�q�<:Y�FRq7Y�9�>?9HFy9H<�L�C 9[C�6GCD9H<�QdY�9lCE�5<K3EO
9H;R<rLR<�Y�>?�54o=7Q�3MP�<�Y�Y�S� >G47P�<�`Z<�`WCE4@9A9H3jBM>GY�FXCE6G>?��<c9�;7<�P�F7Q�B5< i `Z<d47<�<�L�Cj`]C/8J9H3j35FR9�=7FR9�9H;7<�P�FRQ�B5<�9H3KCj�5QHCE=R;7>GP�Y
L7>?Y�=76GCa8ESM�m<c;XC/BE<c9H;7<�Q�<�O�3EQ�<c>?IK=76?<�Ik<�4@9H<�LJC�Ik<�9�;73yLK9H3U�5<�47<�Q�CD9H<�Cd=7>G<�P�<�`A>?Y�<c6?>G47<�CEQZCE=7=7Q�3a~y>��
IKCD9H>?354�S T ;R<dCDP�P�FRQHCEP#8 i 9H;XC 9AY�;735FR6GLoq)<�Ik<�9Aq@8�9H;R<dCD=7=7Q�3/~y>GIKCD9�>G354 i >GY\Y�=)<�P�>?�7<�Loq_8J9�;7<�F7Y�<�Q
35Q}9�;7<ACE=7=R6G>GP�CD9H>?354�=RQ�35�5Q�CEIoS T ;7>?Y�CEP�P�F7QHCDP�8[L7<�Y�P�Q�>G=y9H>G3E4[>GY�CcY�<�=XCEQ�CD9H<\P�6�CEY�Y i `A>19H;[Ik<�9H;R3yL7Y�9�3
�_F7<�Q�8NO�35Q\P�Q�>?9H<�Q�>GCj6?>G^D<[����C 9H47<�Y�Y�� i 4MFRIUq)<�Q'3DO�Y�<��5Ik<�4@9HY i <#9HPDS i `A;7>?Pl;7<�BE<�Q�>?YAIK35Q�<�CE=7=7Q�35=7Q�>�CD9�<
O�35Q�9H;7<k�5>1B5<�4�P�F7Q�B5<�35Q�Y�F7Q�O�CEP�<K9�8M=�<ES | �@CE>?4�CoL7<�O�CEFR6?9r>GIk=76G<�IK<�4@9lCD9�>G354�>?Yd=7Q�3aBy>?L7<�L�q_8p9�;7<
sRt5uRt v7wExyu_zR{�P�6GCEY�Y�S

2.3 Vertex Curves
��4¡  |�¢r£ IKCE4@8�3EO�9H;R<JY�9lCD47LXCEQ�L¤P�F7Q�BE<NY�Pl;7<�IK<�Y:CEQ�<JqXCEY�<�L�354��5<�3EIK<#9HQ�>?P�P�3E4_9�Q�356]=)35>?4@9HY�S
T ;7<NY�;7CE=)<J3DO'9�;7<JP�F7Q�B5<N>GYU9�;7<�4�L7<�Q�>1B5<�L�O�Q�3EI¥9H;R<�Y�<NP�354@9HQ�3E6W=)3E>G4@9HYUq@8�CD=7=7Q�3/~y>GIKCD9�>G354¦3EQ
>G4@9�<�Q�=�356GCD9H>?354J9H<�Pl;R47>G�_F7<�Y�S T ;7>?Y�P�35IKIk354o=7Q�3E=)<�Q�9�8n3EO�IKCE4@8nP�F7Q�BE<�9�8M=)<�YcIk3E9H>1BEC 9H<�Y�CE4R3E9H;7<�Q
CEq7Y�9HQ�CEP�9�P�6GCEY�YAL7<�Q�>1B5<�LNO�Q�3EI�sRt5uRt v7wExyu_zR{ i P�CE6G6?<�L�§R{5u@¨7{5©MwExyu_zR{7S

T ;R>GYWP�6�CEY�YW;XCE47LR6G<�Y]IK<#9H;73ML7Y]6?>G^D<cI:CD4XCE�5<�IK<�4_9WCE47LJF7Y�<�QW>?4@9H<�Q�CEP�9�>G354:3EOª9H;7<.P�354@9HQ�356,=�35>G4@9�Y
CE6?Q�</CDLR8N354N9H;7<�CEq7Y�9�QHCEP#9�6?<�BE<�6�S T ;_F7Y'>G47Y�9lCE4@9H>GCD9H>?3547YA6G>?^E<r«k¬<���>G<�Q��]35Q�­�CE�5QHCD47�5<rP�F7Q�B5<�Y�L73:473D9
47<�<�L®9�3�;XCE4RL76G<N9H;73EY�<�3E=)<�QHCD9�>G3547Yj<¯~R=R6G>GP�>?9�6?85S���O�P�35F7Q�Y�< i >?O'9H;7<�Q�<�CEQ�<oY�=�<�P�>�CE6A47<�<�L7Y:`A;R>GPl;
CEQ�<r4R3E9�P�3aB5<�Q�<�L�q@8J9�;7<rCEq7Y�9�QHCEP#9�Ik<�9�;73ML7Y i 9�;7<�8NP�CE4�q�<�IK<#9'q@8N3aB5<�Q�Q�>GL7>?47�k9�;7<rCE=7=7Q�35=7Q�>�CD9�<
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ÉkÊ�ËHÌRÍyÎ7Ï�Ð)Ñ.ÒRÓ?ÔJËHÌRÊdÏ�Õ)Ê�Ö�×?Ø7ÖUÙEÓ?Ú5Í5Û�×1ËHÌ7ÉÜËHÍKÖ/ÙEÓ?Ö�Ý7ÓGÙDËHÊrÙKÕ�Í5×?Ò_Ë�Í5ÒoËHÌ7ÊdÖ�Ý7Û�Þ5ÊUÝRÏ�×GÒRÚKËHÌRÊdÖ�Í5Ò@ËHÛ�ÍEÓ
Õ�Í5×GÒ@ËHÏ\ÒRÊ�Ê�ÎRÏ�Ë�ÍKß�Ê.×GÉkÕ7ÓGÊ�ÉKÊ�Ò@ËHÊ�Î�à�ÍEÛWËHÌ7Ê�Ï�ÊrÎ7Ê�Û�×?Þ5Ê�Î�Ö�Ó�ÙEÏ�Ï�Ê�Ï�Ð

á ÌRÊcÏ�Ê#ËAÍEà�Ö�Í5Ò@Ë�Û�Í5Ó)Õ)Í5×?Ò@ËHÏ]×?ÏW×GÉkÕ7Ó?Ê�ÉkÊ�Ò@ËHÊ�Î�ÙEÏ\ÙDÒJÍ5ßMâ�Ê�Ö#Ë\ÍEà�ÙUÏ�Ê�ÕXÙEÛ�ÙDËHÊ�Ö�Ó�ÙDÏ�Ï�ãMäAÌ7×GÖlÌN×?ÏZËHÌRÊ�Ò
Û�Ê#à�Ê�Û�Ê�Ò7Ö�Ê�ÎN×GÒkËHÌ7Ê'Ö�Ý7Û�Þ5ÊcÖ�Ó�ÙEÏ�Ï�Ê�Ï�ÐXå�ÙDÒ_ÔKÖ�ÝRÛ�Þ5Ê�ÏAÙEÓGÏ�Í�Ò7Ê�Ê�ÎNÙrÏ�Ê�ËWÍEàªæ_Ò7ÍEËZÞEÙDÓGÝ7Ê�Ï.ç�ÊDÐèÚRÐRé�ê%Ï�Õ7Ó?×GÒ7Ê¯êlã
ë ÙEÚ5Û�ÙEÒ7Ú5Ê�Ö�Ý7Û�ÞEÊ�ÏHì#ã�äAÌ7×GÖlÌ�×?ÏU×GÉkÕ7ÓGÊ�ÉKÊ�Ò@ËHÊ�Î�×?Ò�ËHÌRÊoÏ�ÙEÉkÊ:äWÙ/ÔEÐ�é]Ê�Ö�ÙEÝ7Ï�ÊJË�Ì7ÊJÖ�ÓGÙEÏ�Ï[ÍEà�Ö�Í5Ò@ËHÛ�ÍEÓ
Þ5Ê�Û�Ë�×GÖ�Ê�ÏUÍ5Ûræ_Ò7ÍEË�ÞDÙEÓ?Ý7Ê�Ïd×GÏr×?Ë�Ï�Ê�Ó1à\Î7Ê�Û�×?ÞEÊ�Î�à�Û�Í5ÉîíRï@ðyï ñ7òEóRð@ôRõ7ã�×?ËdÏ�Ì7ÙEÛ�Ê�Ï[ÙEÓGÓ�×1ËHÏ�à�Ý7Ò7Ö#ËH×GÍEÒXÙEÓG×1Ë�Ô5Ð
á Ì7×?Ï�×?Ò7Ö�Ó?Ý7Î7Ê�Ï\Í5ÝRËHÕRÝRË/ãXÝ7Ï�Ê�Û�×GÒ@ËHÊ�ÛHÙEÖ#ËH×?Í5Ò�ã7ÙDÒ7ÎnÏ�Ý7ß�Î7×?ÞM×GÏ�×GÍ5Ò,Ð

á ÌRÊrÉkÊ�Ë�Ì7ÍMÎ�ËHÍjÍ5ßRËHÙE×GÒNÙ[ÓG×?Ò7Ê/ÙDÛWÙEÕ7ÕRÛ�Í/öy×GÉKÙDËH×?Í5Ò�ÍEà}Ù[Ö�Ý7Û�Þ5Ê�×GÏ\ÍaÞ5Ê�Û�Û�×GÎ7Î7Ê�Òoà�ÍEÛ\É:ÙEÒ@ÔKÞ5Ê�Û�ËHÊ¯ö
Ö�ÝRÛ�Þ5Ê�Ï�Ð_÷�Ò7Ï�ËHÊ/ÙDÎkÍDà)ÝRÏ�×GÒRÚcËHÌ7Ê\Õ�Í5×GÒ@Ë}Ê�ÞDÙEÓGÝ7ÙDËH×?Í5ÒUÉkÊ�ËHÌRÍyÎUË�Í.Í5ßRËlÙD×GÒUÊ�Ò7Í5Ý7Ú5ÌjÕ�Í5×GÒ@Ë�Ï�Í5ÒUËHÌRÊ\Ö�Ý7Û�Þ5Ê
à�Í5Û�ÙDÒKÙDÕ7Õ7Û�Í/öy×GÉKÙDË�×GÍ5Ò�ã�äZÊ�ÝRÏ�ÊWËHÌRÊ�ÉkÍ5Û�ÊWÊ�økÖ�×?Ê�Ò@Ë�ç�Û�Ê�Ö�ÝRÛ�Ï�×1Þ5Ê/ì�Ï�Ý7ß�Î7×?ÞM×GÏ�×GÍ5Ò�Ï�ÖlÌ7Ê�ÉKÊ�Ï�ã@äAÌ7×GÖlÌkÙEÛ�Ê
Ù/ÞDÙE×GÓGÙEß7ÓGÊ�à�Í5Û\ÉKÙEÒ@Ô�Ë�ÔMÕ)Ê�Ï'ÍEà�Þ5Ê�Û�Ë�Ê#öoÖ�ÝRÛ�Þ5Ê�Ï�Ð

2.4 Meta Objects
á Ì7Ê.ÙDÕ7Õ7ÓG×?Ö/ÙDË�×GÍ5ÒjÕ7Û�Í5Ú5Û�ÙEÉKÉkÊ�Û�äAÌ7ÍdäWÙEÒ@Ë�ÏWËHÍ�ÝRÏ�Ê�Ë�Ì7×GÏ�à�ÛHÙEÉkÊ�äZÍ5Û�æ[ÍDàùËHÊ�Ò:ÌXÙEÏWÉKÙEÒ@ÔkÙEÎ7Î7×1ËH×?Í5ÒXÙEÓ
ÉkÊ�ËHÌRÍyÎ7Ï�äAÌ7×GÖlÌJÌRÊ�ä]ÍEÝ7ÓGÎ�Ó?×GæDÊ'ËHÍ�×GÉkÕ7ÓGÊ�ÉKÊ�Ò_Ë�à�Í5Û]ÙEÓGÓ�Ï�Ý7Û�à�ÙEÖ�Ê�Ï�Ð�ú]ÌXÙEÒ7ÚE×GÒ7Ú�Ë�Ì7Ê.ÙEßRÏ�ËHÛ�ÙEÖ�ËWÖ�Ó�ÙDÏ�Ï�Ê�Ï
×GÒmËHÌ7Ê:à�Û�ÙEÉkÊ�äZÍ5Û�æûÉK×?Ú5Ì@Ë�ÒRÍEËUß�Ê:ËHÌRÊ�ß)Ê�Ï�ËUä]Ù/Ô�Ë�Í�Î7Í�ËHÌR×GÏ�ã�Î7Ý7ÊKËHÍpÙ�Õ7Û�Í5ßXÙEßRÓGÊ:×?ÒRü�ÙDË�×GÍ5ÒmÍEà
ÉkÊ�ËHÌRÍyÎ7Ï�Ð
÷�ÒRÏ�ËHÊ�ÙEÎ¦äZÊ�ÌXÙ/Þ5Ê�ÖlÌRÍ5Ï�Ê�Ò�Ë�Í�×GÉkÕ7Ó?Ê�ÉkÊ�Ò@Ë�ËHÌ7×?Ïrà�Ý7ÒRÖ�ËH×?Í5ÒXÙEÓ?×?Ë�ÔpÝ7Ï�×GÒ7ÚnÖ�ÓGÙEÏ�Ï�Ê�ÏUÍEà�ý:þ#ÿ��
�����/þ��#ÿ[ç�Ò7ÍEËJË�Í�ß)Ê�Ö�Í5ÒRà�Ý7Ï�Ê�ÎbäA×?ËHÌ ÍDËHÌ7Ê�ÛJÎ7Ê�ØXÒR×?ËH×?Í5Ò7ÏJÙDÏ�Ï�ÍMÖ�×GÙDËHÊ�Î äA×?ËHÌ Ë�Ì7Ê�ËHÊ�Û�É 	�ÉKÊ#ËlÙ�
¦×?Ò
Í5ßMâ�Ê�Ö�Ë�ê�Í5Û�×GÊ�Ò@Ë�Ê�Î�ÓGÙEÒ7Ú5Ý7ÙEÚ5Ê�ÏHì#ÐX÷�Ò7Ï�ËHÊ�ÙEÎ�ÍEà}ÌXÙ/Þy×?Ò7ÚKË�Ì7Ê�×?ÛAÍ�äAÒnÛ�Ê�Õ7Û�Ê�Ï�Ê�Ò@ËHÙDËH×?Í5Ò�ÍEà}Ú5Ê�Í5ÉkÊ�Ë�Û�ÔEã�Ë�Ì7Ê�Ô
Î7Ê�Û�×?ÞEÊ.ËHÌ7Ê�×GÛ\Ú5Ê�Í5ÉKÊ#ËHÛ�Ô�à�Û�Í5É�Í5ßMâ�Ê�Ö�ËHÏ�ÍEà
ÍEËHÌRÊ�ÛAÖ�ÓGÙEÏ�Ï�Ê�Ï�Ð

á ÌRÊ�Û�Ê�×GÏZÙ�Ó�ÙEÛ�Ú5ÊAÏ�Ê#Ë\ÍEàªÖ�Ó�ÙEÏ�Ï�Ê�ÏZà�Í5ÛZÉkÊ�ËHÙ�Í5ßMâ�Ê�Ö�Ë�Ï�ãyäAÌR×GÖlÌ�Û�Ê�à�Ê�Û�Ê�Ò7Ö�Ê.ÍEËHÌRÊ�Û]Ö�Ý7Û�ÞEÊ�Ï\Í5Û�Ï�ÝRÛ�à�ÙEÖ�Ê�Ï
ÙEÒ7Î�ÞM×GÏ�ÝXÙEÓ?×���Ê�Ë�Ì7Ê�×?ÛUÕ7Û�Í5Õ)Ê�Û�Ë�×GÊ�Ï�Ð�
XÍ5ÛU×GÒRÏ�ËlÙDÒ7Ö�ÊJËHÌRÊoÖ�Ó�ÙEÏ�ÏjòEóRð@ôRï��@óRðyõEí������¡×GÏjÙ�Õ7ÓGÙEÒXÙEÛ�Ö�Ý7Û�Þ5Ê
ËHÌ7ÙDË�Õ7Ó?ÍEËHÏ�ËHÌ7Ê\Ö�Ý7Û�ÞDÙDË�Ý7Û�ÊWÍDà,ÙDÒ7ÍEËHÌRÊ�Û�Ö�Ý7Û�ÞEÊ�ÍaÞEÊ�Û�×?Ë�Ï�ÙEÛ�ÖWÓGÊ�Ò7ÚEË�Ì�Ð��y×?Ò7Ö�ÊWò5óyð@ôRï��_óyðyõEí������j×?Ï�×?Ë�Ï�Ê�Ó1à
Î7Ê�Û�×?ÞEÊ�Îrà�Û�Í5É íRï5ðyï ñXòEóyð@ôRõ�ÙDÒ_Ô�ÉkÊ�Ë�Ì7ÍMÎrÍDàRËHÌR×GÏªÖ�ÓGÙEÏ�Ï�ÙEÓ?Ï�ÍAä]ÍEÛ�æ_Ï
ÍEÒd×1Ë/Ð á Ì_Ý7Ï
Ù'òEóyð@ôRï��@óyðyõEí������
ÙEÕ7ÕRÓG×GÊ�Î�ËHÍKÙjò5óyð@ôRï��_óyðyõEí������n×GÏ\Ê�ÙEÏ�ÔEÐ� Ò7ÍEË�Ì7Ê�ÛnÊ#öRÙEÉkÕ7ÓGÊpà�Í5ÛoÉKÊ#ËlÙ®Í5ß_â�Ê�Ö�Ë�Ï�×GÏNËHÌRÊmà�Í5Ó?ÓGÍaäA×GÒ7Ú�����ÊmÖ�Í5Ý7Ó?Î ÌXÙ/ÞEÊ¦×GÉkÕ7ÓGÊ�ÉKÊ�Ò@ËHÊ�Î Ù
ÉkÊ�ËHÌRÍyÎ�ËHÌ7ÙDËkÛ�Ê�Ë�Ý7Û�ÒRÏkË�Ì7ÊNÎ7Ê�Û�×?ÞDÙDËH×1Þ5ÊNÍEà�ËHÌ7ÊNÖ�Ý7Û�ÞEÊ! ÍaÞ5Ê�ÛjËHÌRÊNäAÌRÍ5ÓGÊNÕXÙEÛ�ÙEÉkÊ�ËHÊ�Û[ÛHÙEÒRÚ5ÊoÙEÏ
ÙEÒ7ÍDËHÌ7Ê�ÛkÖ�Ý7Û�ÞEÊnÍEßMâ�Ê�Ö#Ë/Ð�÷�Ò7Ï�Ë�Ê/ÙEÎ,ã�äZÊoÌXÙ/Þ5Ê�ÝRÏ�Ê�Î®Ù�ÉKÊ#ËlÙ�Í5ßMâ�Ê�Ö�Ë"� � Ò7Ê#ä ÉKÊ#ËlÙ�Í5ßMâ�Ê�Ö�Ë$# ç�ÍEà
Ö�ÓGÙEÏ�Ï&%���'(��)_ðRï�*�+N×?Ò:ËHÌ7×?Ï]Ö�ÙEÏ�Ê/ìZ×GÏW×?Ò7Ï�ËHÙEÒ@ËH×GÙDËHÊ�ÎKäA×?Ë�ÌNÙ�Û�Ê#à�Ê�Û�Ê�Ò7Ö�ÊcËHÍUËHÌRÊcÖ�Ý7Û�Þ5Ê, dÐ-�bÌ7Ê�Ò7Ê�ÞEÊ�Û�Ù
Õ�Í5×GÒ@ËZÍEàªËHÌ7×?Ï]Ö�Ý7Û�ÞEÊ.# ×GÏ&/MÝRÊ�Û�×?Ê�Î�ãy×?Ë&/_Ý7Ê�Û�×GÊ�Ï]Ö�Ý7Û�Þ5Ê, à�Í5Û�ËHÌRÊcÎ7Ê�Û�×?ÞDÙDË�×?Þ5Ê�ÙEÒ7Î�Û�Ê�Ë�Ý7Û�Ò7Ï\×1Ë/Ð á Ì_Ý7Ï
Ì7ÍMÎ7Í5Ú5Û�ÙEÕ7Ì7Ï1032yã547698�ÙEÛ�ÊrÙ/ÞDÙE×GÓGÙEß7ÓGÊ�à�Í5ÛAÙEÒ@ÔNÖ�ÝRÛ�Þ5Ê�Ë�ÔMÕ)ÊDÐ)ÑcË�Ì7Ê�Û\à�Ý7ÒRÖ�ËH×?Í5ÒXÙEÓ?×?Ë�ÔKÓG×?æEÊ.Í�:)Ï�Ê#Ë'Ö�Ý7Û�ÞEÊ�Ï
ÙEÛ�Êr×?ÉKÕRÓGÊ�ÉkÊ�Ò@Ë�Ê�ÎJÝ7Ï�×GÒ7Ú[ËHÌRÊrÏ�ÙEÉkÊcËHÊ�ÖlÌRÒ7×�/_Ý7ÊDÐ� ÒUÙEÓ1ËHÊ�Û�ÒXÙDË�×?ÞEÊ�ÎRÊ�Ï�×?Ú5Ò�Ë�Í�ÉkÊ�ËlÙAÍ5ßMâ�Ê�Ö�Ë�Ï}ä]ÍEÝ7ÓGÎdÌXÙ/Þ5Ê]ß�Ê�Ê�Ò�ËHÌRÊ]Ý7Ï�Ê]ÍEà�ÙDÖ�ËH×?Í5Ò�ËlÙEß7Ó?Ê�Ï;0=<�>�8�Ð á Ì7×?Ï
Î7Ê�Ï�×GÚEÒmÙDÓGÓGÍaäAÏ�Ù�ÉKÍ5Û�ÊUÚ5Ê�Ò7Ê�Û�ÙEÓ�Ê#öMË�Ê�Ò7Ï�×GÍ5ÒpÍEàZÙEÛ�ß7×?Ë�ÛHÙEÛ�Ô�Ö�Ó�ÙEÏ�Ï�Ê�Ï�Ð?�y×?Ò7Ö�ÊUË�Ì7×GÏc×?ÏcÒ7ÍEËcÛ�Ê@/_Ý7×?Û�Ê�Îû×?Ò
Í5Ý7Û�Ö�ÙEÏ�ÊDã@ä]Ê\à�Í5Ý7ÒRÎkË�ÌXÙDË�Í5Ý7Û�Ö�Í5Ò7Ö�Ê�ÕRË�ÍEà)ÉKÊ#ËlÙ.Í5ßMâ�Ê�Ö�ËHÏ�Õ7Û�Í�ÞM×?Î7Ê�Ï�Ï�ÍrÉUÝ7ÖlÌjüXÊ¯öR×?ß7×GÓ?×?Ë�Ô�ÙEÒ7Î[à�Ý7Ò7Ö¯ê
ËH×?Í5ÒXÙEÓ?×?Ë�ÔBAkäAÌ7×?ÓGÊcß�Ê�×?Ò7ÚUÏ�×GÉkÕ7ÓGÊ�ÙEÒ7ÎC/_Ý7×GÖlækËHÍ[×GÉkÕ7Ó?Ê�ÉkÊ�Ò@Ë�AkË�ÌXÙDË\äZÊ.ÌXÙ/Þ5Ê�Ý7Ï�Ê�ÎN×?ËWË�Ì7Û�ÍEÝ7Ú5Ì7Í5ÝyË
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2.5 Parameterized Surfaces
D ÙDÛHÙEÉkÊ�Ë�Ê�Û�×E��Ê�Î�Ï�ÝRÛ�à�ÙEÖ�Ê�Ï.ÙEÛ�ÊUÙkß7×?Ë'ÉKÍEÛ�Ê�Î7×?økÖ�Ý7Ó?Ë�ÙEÒ7Î�×?Ò@ËHÊ�Û�Ê�Ï�ËH×GÒRÚ7Ð á Ì7Ê�Ô�ÙEÛ�ÊrÉKÙEÕ7Õ7×?Ò7Ú5ÏAà�Û�Í5É
Ù:Ï�Ý7ß7Ï�Ê#ËGFIHKJML�ËHÍNJMOaÐ á Ì7Ê#Ô�ÙEÛ�Ê�×GÉkÕ7Ó?Ê�ÉkÊ�Ò@ËHÊ�Î�×GÒoËHÌ7Ê�Ö�Ó�ÙDÏ�Ï�íRï5ðyïDñ�PDóyð�QRï�REõ7Ð � Ó?Ó
ÉkÊ�Ë�Ì7ÍyÎRÏ
Û�Ê�Ó?ÔM×GÒRÚ\Í5Ò�Ê�ÞDÙEÓGÝ7ÙDËH×?Ò7Ú]ËHÌRÊ�Ï�Ý7Û�à�ÙDÖ�Ê�ÙDË�Ù\Ï�×?Ò7Ú5ÓGÊ}Õ)Í5×?Ò@Ë�ÙEÛ�Ê�ÒRÊ/ÙEÛ�Ó?Ôc×?Î7Ê�Ò@Ë�×GÖ/ÙDÓDËHÍ\Ë�Ì7Ê�Ö�Ý7Û�Þ5Ê�ÉKÊ#ËHÌ7ÍMÎ7Ï�ã
Ê#öyÖ�Ê�ÕRËZËHÌXÙDË�äZÊ�Ò7Íaä Ì7ÙaÞEÊ'Ë�ÍdÖ�ÙEÓGÖ�Ý7Ó�ÙDË�Ê\ÕXÙEÛ�ËH×�ÙDÓ7Î7Ê�Û�×?ÞDÙDË�×?Þ5Ê�Ï�ã_Ê�Ë�ÖEÐ1Ð D Û�Í5ß7Ó?Ê�ÉkÏZÙDÛ�×GÏ�Ê\äAÌ7Ê�ÒJÙ�Ò7Í5ÒMê
ÓGÍMÖ/ÙDÓ7ÉKÊ#ËHÌ7ÍMÎkÒ7Ê�Ê�Î7ÏZË�Ídß�Ê�ÙDÕ7Õ7ÓG×?Ê�Î[ËHÍ�ÙrÏ�Ý7Û�à�ÙDÖ�Ê�ç�ÊEÐ�Ú7Ð@ËHÛ�×�ÙEÒRÚ5Ý7Ó�Ù ËH×GÍEÒ�ì#ã Ï�×?Ò7Ö�ÊAËHÌ7Ê�ÉkÊ�ËHÌRÍyÎkÒ7Ê�Ê�Î7Ï
æ_Ò7ÍaäAÓGÊ�Î7Ú5ÊJÙEß�Í5ÝRËrËHÌRÊKäAÌ7Í5Ó?ÊKÕ7ÙEÛHÙEÉkÊ�Ë�Ê�ÛrÛ�Ê�Ú5×GÍ5ÒmÍaÞ5Ê�ÛdäAÌ7×GÖlÌ�Ë�Ì7Ê:Ï�Ý7Û�à�ÙDÖ�Ê�×?ÏdÎ7Ê#ØXÒ7Ê�Î�Ð á Ì7×?Ï�×?Ï
ÉkÍ5Û�Ê.Î7×1økÖ�Ý7Ó1Ë\ËHÌXÙEÒN×?ÒNË�Ì7Ê�Í5Ò7Ê�Î7×?ÉKÊ�Ò7Ï�×?Í5ÒXÙEÓ)Ö/ÙEÏ�ÊEÐ� Ú@ÙE×?ÒûË�Ì7ÊKÉkÍ5Ï�Ëdà�Ý7ÒRÎXÙEÉkÊ�Ò@ËlÙEÓ�ÉkÊ�Ë�Ì7ÍyÎm×GÏ�ËHÍnÍ5ßRËlÙD×GÒmÙnÕ�Í5×GÒ@ËrÍ5ÒmË�Ì7Ê:Ï�Ý7Û�à�ÙDÖ�Ê:Ö�Í5Û�Û�Ê�Ï�Õ)Í5ÒRÎyê
×GÒRÚnËHÍ�Ù�ÕXÙEÛ�ÙEÉKÊ#ËHÊ�ÛdÞDÙEÓGÝRÊ$SUTVF�Ð � Ï�×GÒmË�Ì7Ê�Ö�Ý7Û�ÞEÊJÖ�Ó�ÙDÏ�Ï[ÙEÓ?Ó�ËHÌ7Ê�ÍDËHÌ7Ê�Û�ÓGÍMÖ/ÙDÓ�ÉkÊ�Ë�Ì7ÍMÎ7ÏUÙEÛ�Ê
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2.6 Vertex Surface
² �E� �E���������C�Y�(�e���@�@�]�N�����n���³���n���(�´���;�e�(�e�¨���Y���g©-�®�@�.�(�e�°���@�����Y�n�n�E�³�@�����n�n���µ�®���E���n�[���C�e�y�Y�@�E�¶©
�����w���Y�����Y���l©����|�G�e�(�e�¨���@����·¬�(�E���$�E�&���(�@¸������n�@��©°�n�Y¹(�@�Y�n�@�N���&�.�n�Y�����n�����w��­(�l�������Y�º�@�����n�º�"���E���Y�
»�¼�½�¾�¼�¿-À�Á�½�Â-Ã�Ä�¼ �?Å&���,���o�c���¬���(�G�����n��� �s���Y�[�n�Y�����������$���������Y� �Y���w���Æ�Y�������e���`�®���E���n�w�E�w�����e�
�(��Ç �Y�(�E�Æ�c���º�e�(�e�¨���@�@�����(�����c���Æ�@�(�l���@�Y�-���(�o�n�G�n�(�¬�(���-�u���E�(�"���µ���n�n���(���Y� �Y���º���®�����w�Y�������n���(���@�È�
���E�@�Y�@��É;�������������e�����(���@���@�����¯�c���n�Ê�n�@���(�����¯�n�@�s���������(�����¯���¯�n�n�����(���(�����]� �Y�n�(�Y�@��­(���Æ���n­(�����n���e©
���e���������(�����������(�����e�.�����e���7�����E����­������
Ë �(�;�����(���Y� �Y���������E�������?���(�E���@�����@�@�-�¬���C���C��­��e���n���Y���@�����n����ªy�@�e�����(�E©��E���(�@�������Y�@�Y�n�����³�n�(�

�n�s�����[�@�����n�n���¬���Y�e���E�@�Y�@�º���(�����(���e�$���E�E©Ì�n��Ç��@�Y�$���Í�����(�E�@���@���°�(�n�Y�$�E���n�@�n���Y�n�����Î���(�Î�����(�Y�
���Y�(�@�n���y���y�Y�����n�����(�Y�����&·&�M�"���N���@�Y�@�e������©$�e�Y�;���5�@�����n�n���®�®���������&�n�Y�����n�����@�e�;���|���(�Y���������®��������©��
���(�³�Y�����e�n�Y�[�c���w�n�(�B�����(�Y�w�����y���E�����E�@�o���n�1�(�@�e�E���@�Ï�c�n���Ð�n�(���w�@�����n�[���(�Ï��ªy�@�w�(�Eªy�@�e�@���.���Y�@�Y�n�
���Y�����-�(�¬���(�Ñ�l�����n�����.�����(�E�@���@�������n�������&���°�sÇ �Y���Y���n�E©N�E� �����@���@���;�n�®�@�@�����?���e�����(���@���@�����Y�
² �y�Y�@�����G�E�(�e���������������E���(�N���³�n�(�@�e�Ò�n���e�¨���Y�Ì�g©��y�Y�Ï���e�����Y�(�n���l�g���n���(�(�Y�!�n�(�l�¨���@�Y�@�o���n�����(���������

Å�Ó�YÔ@���Y�������n���(�@�1£¥Õ�§��(���(�N�B�(�E�n�E�����n�������oÅº�u�n�(�E���(�Y�,£¥Ö�§���×[����������·&�,­y�Y�(�Y±(���c�e���Ø���(���(�E�@�n���n���(�E�"���
�@�����n�,�l���e�(�Y�n�(�n���]�e���(�Y�³�c���.�N�(�Y·Ù�(�@�e�E���@�Í�@�����n�,���(��©Ñ�n�(�°�y�������,�Y�����E�����n�����´���Y�n�(�-�´�B�(�e�.­®�
�����(�E�@���@�����Y����×w�������n�(�@���c�(���Y���E�������E�E�g© ���¬���E�n�@����©����n�7�����(�Y�Ñ­�©��n�(�.­����n�G�@�����n�e�@�Y�

2.7 Parameter Region
Ú ���-�g�E�-�@���y���y�Y�����n�����(�;�n�@¸��(�E�n�.Û��(�7·¬���Y�(���G��­®�������n�(�,�(��� �����N���]�n�(�,�n���e�¨���Y�������(�.�(�e��­(���Y�Ü�E�
���(�������(�.�(���$���E���n�Y�������N�����(���o�������s�g�������@�(�e���������y�E���n�@�l��������­����w�°�e�@���E���N�����g·&���(�����@�(�e�������
���(���o�@���(�E�C­y�.�(�����g�@���(�(�@�s���Y�´���(�«­y���(�(�(�Y�!­�©��c�n�Y�s���c���n�Ý�Y�(�e���@�Y�y���(�E�¬���¬���¶���Y�«�n�(�.�"���e�G�c���
���e����� �Y���c�n�Y�s�u�c���n�Ü�e�(�e�¨���@���
Þ �N���n�(�Y�������n���E���w���(�E���(�n��­(���Y�Ñ�����(�M�Y���(�Y�@���o���`�³�����n�����Y���Y���n�Y�������������E� �����@���@���n�@���E�C���

��­(�l���n���Y�B�@�����n�.ß Ã�½-Ã�à-á(¼�â�ã�ä9å �¯���(���1�@�����n�G�"���Ò­®��¸����@�n�E�@�Ì�c���1�e�(���Ò���-�c���n� �����E���æ���1�y���E���1�E�
�n�Y���������������G­®���e�(�@�¬���o���n�s�[���¯­®���(�(�����(�°�@���e���Y�@�®� ç�èw�g­®���(�(�����(�³­®�"¡y���Y�����E�
�����Í�e�@���E���é�"���ê���E�n�ë�n�s���(�e�V�ì���Y�n�n�Y���������E���í���1�E���e�@���È�����(�æ���@�e�n�Y�������������í�"���U�@�����(�Y�«­®�Í�

�n�E� �����@�B�n�@���n�@�e�@�������������ïîc­y�����(�(�@�Î­�©ì�(���Y�@�s·¬���n�C�E���(�@���³�@���e���Y��ð°���°�Í�e�Y�����o���e�����(�����@�Y�¯���(�E�
��ªy�@�e� �e�(�(�®���e�°�c���°� ����©ì�e�����(�����e�ñ���E�����e�E����� �Y� Ú ���������n�����°�����������Y�n�n�Y���������E���ì� �s���(���ò�(�-�Y�
�(���wÛ��(�7·ó��­y�����¬���(�1�n�(�l�¨���@�1­(���M���(�E©C���®�@�n�����Y�w���Ñ�����B�����n�����Y���Y�w�e�@���E����� ² �E� �E�����;� �Y�n�(�E�(�
���Y�����-�(�M���n���E� �(�E�@���@�����Y�!�c���M�e�(�e�¨���@�@�Y��·¬�(�����´�n�(�@�æ���"�������Y�@�Y�n�,�����n�(���n�(�l�¨���@�°�(�e���®�@�e�n���Y�
���°��­-�����E�Ñ���Ñ���������n�E���,�n�@�n�e�@�E�����n�������-���3�(��­����e�@�«���C���(�.�n���e�¨���Y�G�Y�(�e�����n�(�n���
Þ �����(�E�&�e�@�s������� ·&�[���"���[�������E���(�Y� ���(�º�c�n�����Y·&���nÛ³�c���º�@���e���Y�����(� �n�(�l�¨���@�Y�@�-�E���������e�&�����®���l�

�������w�@���(�@�Y�����Y�|�����Ñ�����@���¬�E� �(�E�@���@�������������N���[É�ôGôÙ�Y�����e�n�Y�@�®¢��n���Ü�n�(�@�e�B� ����©C�������@�o�@�����n�n�Y�
���"���N­®�@�Y�ì�(�@�e�E���@�ì·¬�(�����ì�Y�E�n�(�@�³�E� �����@���@���1�n�®�@�Y�����º�@�(�l���«���(�Ì�n�(�l�¨���@�N�e�@�(�e�@�n�Y�������n�����(�����
·¬�(�E�����5���Æ���Y���w��­�õe�@�s���¯�?���y�Y�����n���������n�(�@�µ���@�����Y�n�n���&��­�õe�Y�Y���Y� ² �Y���@�n���������������@�@�����E�����e�E����� �
�c�����n�@�n�e�@�������E�(�°��������� �s���@���e�@���E���(�¬�����Ñ�e�(�e�¨���Y�@�o���"���1�����e��­y�Y�@�Ñ�����(���Y� �Y���n�@���

3 Applications
Þ �æ���(�E�,�n�@�s���E���´·;�°���E���(�l���n�����B�n�(��­®�@�(�s±(���G���º���(�E�,��­�õe�@�s�e�u���n�E�@�����Y�Í�c�n��� �s·;���nÛÑ�c���M���(�e�@�°�(�E���
�c�@�e�@���w���(�(�E���@�����E���(�@ö
¢����y���(�Æ�����e�������EÔ"���n�����[�����Y���(�Y�@���n�]�c�e���V�(��ª|�Y�n�Y���n���������@��� �s���e©[·;�����"���º�����(�E�@���@�����Y�,�n�Y���@�n���

�@�����n�e�@�.���&� �s���N��­�õe�Y�Y�n�@�?���(�Y©´�����E�9·K�n�(�°�"���E�@�(�������E���Ï���&�@�(�l�������(�e�����(�´�����e�n�E���´�c���.�N�@�(�l���
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Figure 2: Visualizing differential geometry: A helix with a curvature circle, a Frenét
frame, and a section of the torsion cylinder
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Figure 3: A B-spline surface with imposed color-coded Gauss-curvature
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3.2 Application 2: Constructing Blending Surfaces
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Figure 4: A Bézier surface with curvature lines visualizing the direction of minimum
and maximum curvature at each point along the curve
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Figure 5: Two blend surfaces and their curvature plots
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Figure 6: A curvature plot the original surface, the curve network, the MNN inter-
polant, and its curvature plot
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4 Conclusion and Further Work
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