Computergraphik Il
Prof. Dr. Andreas Kolb
Fachgruppe Computergraphik und Multimediasysteme
Universitat Siegen — Fachbereich 12

Version: 10. November 2004

«

CcCG 2) Prof. Dr. Andreas Kolb

Computer Graphics & Multimedia Systems -Folie 1- COm pUte rg raph | k I I




3 Freiformkurven und -flachen ['

Bemerkung: Historie

Ursprung der Geometrischen Modellierung: Industrielle Fertigung i.w. Automobilbau

< 1960: Verschiedene zeichentechnische Methoden wie z.B. Kurvenlineal und Stahllineal.

B

e Ungenauigkeit bei Ubertragung auf reale Formen fuir GuR, Stanzen etc.

e Flachen nur Uber Kurvenscharen handhabbar

nach 1960: Ubertragung zeichentechnischer Anséatze auf Computer (NC-Steuerung)
e Modellierung gekrimmte Objekte (Kurven aber auch Flachen)
e intuitiven Kontrollparametern mit hoher Flexibilitat

e effizient auf Rechnern handhabbar (— Polynome! )
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3.1 Bézier-Kurven ['

Beispiel: Erzeugung von parametrischen Parabel-Kurven

Gegeben: Drei Punkte eine Parabel: Cg,C1,C> € R?

Konstruktion:  Sei u € [0, 1], dann bilde

Ci(u) = (1—u)Cop+uCy
Cl(u) = (1—u)Ci+uCs
C(u)=C3(u) = (1—u)Cj+uCt
= (1-u)*Co+2(1—u)uCy+u°Cy
Diese Konstruktion hat folgende Eigenschaften: 0 06 1 U

1. C(u) ist affine Kombination der Cj, da (1—u)’+2(1—uu+u’>=(1-u+u)®>=1
2. Endpunktinterpolation:  C3(0) = Co, C5(1) = C»

3. {C(u) : ue[0,1)} C A(Cp,C1,C2), also Kurve verlauft in konvexer Hille der
Kontrollpunkte, da Gewichte > 0

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Algorithmus: de Casteljau

Gegeben: Kontrollpunkte Cj, i =0, ..., nfur ein n € N, sowie der Parameter u € [0, 1]
Initialisierung: Cio =Cij, 1=0,...,n

Rekursion: Affin-Kombinationen benachbarter Kontrollpunkte:
Cl=(1-u)Ck4uck ,,i=0,....,n—k—1,k=0,....n—1, C(u)=C}

c3
/
[1—u] [u]
/ N
C? C?
AN AN
[1—u] [u] [ZI=u] [u]
N/ N
C Cy C3
7N AN AN
[1-u] [u] [I=u] [u] [Izu] [u]
/ N/ N/ N
o c? CY CY
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3.1 Bézier-Kurven ['

Bezeichnung: Bézier-Kurven ( N = 2)

Parabel: C(u)=(1—u)*Co+2(1—uuCi+ u? Co
N N _ ~~

:Bg(u) :I;Zrl(u) :BE(U)

Bernstein-Bezier-Polynome:  Gewichte Biz(u) der Affin-Kombination der Ci

1 2 T T T T
| B3(u) B3(u) | C,

Beachte: B?(u) entsprechen variablen Gewichten einer Affin-Kombination

«F
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3.1 Bézier-Kurven ['

Bezeichnung: Beézier-Kurven (allgemeiner Fall)

Bernstein-Bézier-Polynome:  Fir beliebiges n € N wird definiert:

)= é)ci o). e = (7 )ua-uuna (7) =

Bézier-Kurve: Fiir Kontrollpunkte Co,...,Cpist: C(u Z}B”

Kubischer Fall n= 3: Haufig kommen Bézier-Kurven vom Grad 3 zum Einsatz:

C1

«F
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3.1 Bézier-Kurven ['

Eigenschaften der Bernstein-Bézier-Polynome

Polynom-Basis: Polynome P € P" vom Grad n kénnen als Bézier-Kurve dargestellt werden:

u) = _iAiui : 31 Ci, i=0,...,n:P(u) = 'iCiBP(U)

Positivitat: Fur u € [0, 1] gilt stets: B'(u) > 0

1 fallsi=0 1 fallsi=n
Endpunktverhalten:  B'(0) = Bl'(1) =
O sonst O sonst

n _ n
Zerlegung der 1: 1= [u+ (1—u)] Z) (?)u —u)" ' = Z)Bin(u)
I =

Ableitung: (
—nBY(u) fallsi = 0
(B (u) = ¢ nBY_1(u) falls i = n
\ n (Bi”__ll(u) — Bi”_l(u)) falls O <i<n

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Eigenschaften der Bézier-Kurven

Endpunktinterpolation: ~ C(0) = Cp, C(1) = Cy, da Bj(0) = B1(1) = 1, sonst
B'(0) =B(1) =0

Globaler Einflu der C;: C; beeinfluBt C(u), u €]0,1], da hier B{'(u) # 0, Vi

Affine Invarianz: Die Kurve C ist affin invariant bzgl. seiner Kontrollpunkte:
n
T affine Abbildung = T(C(u)) = Z}T(Ci)Bin(u) da HB'=1
=

Konvexe Hille:  Aufgrund der Positivitat der B! und der affinen Invarianz verlauft
C(u), u € [0,1] innerhalb der konvexen Hiille der Kontrollpunkte

Variation Diminishing Property (ohne Beweis): Die Bézier-Kurve hat max. soviele
Wendepunkte wie ihr Kontrollpolygon:

V Gerade g gilt: #{gN Kontrollpolygon} > #{gN Kurve}

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Eigenschaften der Bézier-Kurven (Forts.)

Ableitung: Beézier-Darstellung der ersten Ableitung:

C'(u) = n<00881<u>+cn82i<u>+hzici [BH(u)BMu)])
n—1

= n ;<Ci+1—ci>8?‘1<u>

1=
End-Tangenten (Spezialfall):  Furu € {0,1} gilt:
C’(O) =n(C1—Cyp) C’(l) =n(C,—Cp_1)

Bezug zu de Casteljau: Die letzte Kante des de Casteljau-Schemas entspricht der
Tangentenrichtung der Kurve:

C'(w=n(cy*-c§?)
«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Beispiel:

)

Wl

Gegeben: Punkte Cg = ( = . Gesucht: C(

Endpunkte: C(0)=Co=(1,1), C(1) =C3=(10,1)
33 (Cua- B = 3( (o) B+ (3 )88t + (%) 83w

Ableitung: C’(u)

(s
CcCG

D)

) Prof. Dr. And Kolb .
C:)Ompurter rClsrrae|c?hsicso& Multimedia Systems -Folie 27- COm pUte rg raph | k I I



3.1 Bézier-Kurven ['

Auswertung von Polynomkurven

Bewertung de Casteljau: e sehr stabil (nur Interpolation)
e Komplexitat: O(n?) pro Auswertung, genauer

(n+21)n

5 Skalare Multiplikationen: (n+1)n

Vektor-Additionen:

Horner-Schema: Ausgehend von der Polynomkurve F(u) = zP:OAiui c P" (P": Raum der
Polynome vom Grad < n)

= .iAiui = Ao+ UA1+U(A2+U(A3...+U(An_1+UApR)))...)

e weniger stabil

e Komplexitat: O(n), genauer: n skalare Multiplikationen, n Vektor-Additionen

«F
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3.1 Bézier-Kurven ['

Vorwarts-Differenzen

Ziel: Auswertung von F(u) = S JAju' an aquidistanten Parametern

Ui =Up+J-4A, ]=0,...,kfurein k€ N und Schrittweite A > 0

Erste Vorwartdifferenz:  Betrachte Polynom &'(u) := F(u+8) — F(u); es gilt:

5(U) = F(u+8) — F(u) = An((U+A)" —U") + G(u), Ge P

= An ( (Ii (T) uiA”1> - u”) +G(u) |=d P!

I-te Vorwartdifferenz:  Rekursive Differenzbildung

8 (u):=8"Yu+A)—81(u) e P! insbesondere: &"(u) € P konstant

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Algorithmus: Vorwarts-Differenzen

Initialisierung:  Berechne ausgehend von Ug und festem A > O:
1. Punkte auf der Kurve: 6? =F(uj) =F(up+ja), j=0,...,n
2. Differenzen 5ij =08 (uj) =8 Hujp1) -8 Huy),i=1,...,n;j=0,...,n—i

lteration: Sukzessive Berechnung der (m+ 1)-ten Spalte (m > n):

6?m+1)_n = J, , = const, Em+1)_r, r=0,....n—1
68 _ ?Cl) ~ §(2) ~ ?g 58 1 50—’62+1—’68+2+—’62+3
6%_ ?%_ ?% 6% I+ 5, +—’6%+1 TP
\* \* \* +? +? +?
&3 | & ... 6%_2 6%__1 6% Bﬁ_ﬂ
6!’1 1 6n 5[1 1+—’6n +—’ 62_1
\J +f + +
Komplexitat fir die reine Iteration O(n). & = o = & = &

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Beispiel: Beispiel Vorwarts-Differenzen

Gegeben: f(U)=u>—4u>—2u, uy=0A=1

Losung:
u: 0 1 2 3 4 5 6 4 8
&: 0 -5 —-12 —-15 -8 15 60 133 240
5; : -5 -7 -3 7 23 45 73 107
5% : —2 4 10 16 22 28 34
53 : 6 6 6 6 6 6
«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Umwandlung Bézier nach Polynome

Erinnerung: Jedes Polynom € P" |aRt sich in der Bernstein-Bézier-Basis darstellen:

Basis-Transformation: Die Umwandlung der Darstellung erfolgt Giber eine
(n+1) x (n+ 1)-Matrix.

3 3
Beispiel n=3: C(u) = _ZOCiBiS(U) = _ZOAiUI
1= |=
A (1 0 0 O - B3u) = (1-u® = —u+3u¥-3u+1
0 0
Aq -3 3 0 0f(c, ; Bi(u) = 3(1-u?u = 3u¥-6u’+3u
— a
22 6 3 0 82 B3(u) = 31-uu® = —3u+3u?
3 3
\ 1 3 - 1) B3(u) = us = U

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Rationale Bézier-Kurven

Bislang: Nur Polynomkurven darstellbar

Ziel: Exakte Kreissegmente und Kegelschnitte Wi X ] %WI y| Bn
_ . . .~ | WY
Ansatz: Zeichne Kurve in Homogenen Koordi- Cj = Wiz C(u)
naten und projiziere Kurve auf w = 1. Wi iju Bn
Cy S

P homogene Kurve

/

~ projizierte Kurve

@S’)
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3.1 Bézier-Kurven

Einfluld der Gewichte

Je groBer w; (bei konstanten wj, j # i), desto néher verlauft C(u) bei C;

Allgemein:

Spezialfall Kegelschnitte  fiir n = 2 und Wg = W» = 1 ergibt sich durch Variation von wjy:

Ellipse wy <1
C ist Segment einer ¢ Parabel } <— <w; =1
Hyperbel wy > 1

Spezialfall Kreissegment  flirn= 2:

Wo=W2:lundW1=1/\/§

A
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3.1 Bézier-Kurven

Allgemeines Parameter-Intervall

Ziel: Verwendung beliebiger Parameter-Intervalle [a, b] statt [0, 1], z.B. fur stiickweise Kurven

1
C? c) G C}
Ci |
| C2 C2
|
\C8 Cg' ! /%
\ ! : /
i e ! C2 /c3
\ ; : o
Lio U’1 ljz Ule, .
Umparametrisierung:  Lineare Transformation @: | = [a,b] — [0, 1] &ndert Polynomgrad nicht:
u—a
o(u) ;= b4 € 0,1], Yue | und

o -aoo- (1) (12) (52)

Beachte: Die Geometrie der Kurve bleibt unverandert!
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3.1 Bézier-Kurven ['

Unterteilung der Bézier-Kurve  C(u)

Auswertung von C bei a € |0, 1] liefert Bézier-Darstellung der Teilkurven auf [0,a] bzw. [a, 1]:

Cy=c3 =CR
AN
C5= C3 C} =CF
/‘\/'\
C&_CO Cl—CR
/\/\/\
CL = ¢ cd=cCRk

Beachte: Neue Bézier-Kurven beschreiben nur einen Teil der urspriinglichen Geometrie

«F
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3.1 Bézier-Kurven ['

Schnitt zwischen Bézier-Kurven

Konvexe-Hulle der Kontrollpunkte disjunkt = Bézier-Kurven schneiden sich nicht
= Rekursive Unterteilung der Bézier-Kurven liefert Schnittpunkte

Algorithmus: Zum Schnitt von Bézier-Kurven vom Grad n

vold intersectCurve (Point cpA[], cpB[], vector intersectPts) {
Point cpAlLeft[n+l], cpARight[n+l], cpBLeft[n+tl], cpBRight[n+l];

if ( ! intersectConvexHull (cpA, cpB) ) return;

if ( sizeOfBBox (cpA) > epsilon ) {
subdivideCurve (cpA, cpALeft, cpARight);
intersectCurve (cpALeft, cpB, intersectPts);
intersectCurve (cpARight, cpB, intersectPts);

}

else 1f ( si1izeOfBBox(cpB) > epsilon )
subdivideCurve (cpB, cpBLeft, cpBRight);
intersectCurve (cpA, cpBLeft, 1intersectPts);
intersectCurve (cpA, cpBRight, intersectPts);

}

else { // both boxes smaller than epsilon
intersectPts.append (computeCenter (cpl));

}

return;
(§’)
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3.1 Bézier-Kurven ['

Beispiel: Schnitt zwischen Bézier-Kurven

e Original Kontrollpunkt e Kontrollpunkt 1.Subd. e Kontrollpunkt 2.Subd.

«
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3.1 Bézier-Kurven ['

Bewertung Bézier-Kurven

Wesentliche Vortelle:
e [ntuitive Kontrolle des Kurvenverlaufes

e stabile Berechnung (de Casteljau); alternativ schnelle, &quidistante Auswertung
(Vorw.-Diff.)

e affine Invarianz und konvexe Hiille

e Darstellung aller Polynome und Kegelschnitte

Wesentliche Nachteile:
e Globaler Einflul3 der Kontrollpunkte

e Polynomkurven (integrale Bézier-Kurven) oder Kegelschnitte (rationale Bézier-Kurven)

Anzahl Freiheitsgrade = Anzahl Kontrollpunkte = Polynomgrad + 1
— mehr Freiheitsgrade durch héheren Polynomgrad, aber mehr Rechen-
aufwand!
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3.2 Hermite-Kurven ['

Bézier-Kurven interpolieren Cg, Cp, und approximieren Cj,i ¢ {0, n}
Hermite-Kurven interpolieren Position und Ableitungen in den Endpunkten

Zahl der Kontrollparameter legt den Grad der Kurve fest:

1. Ableitung — 4 Parameter — kubische Polynome
1. und 2. Ableitung — 6 Parameter — quinitische Polynome etc.

Kubische Hermite-Kurve  H(u) interpolieren Pg, P1,Po, P1:

H(0) =Po, H(1)=P1y, H'(0)=po, H'(1)=p1

«
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3.2 Hermite-Kurven ['

Kubische Hermite-Basisfunktionen

Kubische Hermite-Kurven definiert sich zu
H(u) = Pohg(u) +Poh1(u) + p1ha(u) + P1hs(u)

Kubische Hermite-Basisfunktionen:

ho(u) = 2u® — 3u? + 1

mit ho(0) = 1, ho(1) = 0, H(0) = 0, hy(1) = 0
hi(u) = u®—2u? +u

mit hy (0) = 0, hy (1) = 0, M, (0) = 1, W,(1) = 0
ho(u) = u® — u?

mit ha(0) = 0, hy(1) = 0, h,(0) = 0, (1) = 1
ha(u) = —2u® + 312

mit h3 ) 0, h3(1) =1 hé(O) =0, hé(l) =0

«
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3.3 Beézier-Splines "

Bezeichnung: Beézier-Splinekurve

Bézier-Splinekurve: Mehr Freiheitsgrade durch Aneinanderreihung einzelner Bézier-Kurven

Konkret: Bézier-Splinekurve vom Grad n mit K+ 1 Segmenten C! (u), j=0,...,k

Lokaler Parameter: Jedes Segment C! hat als Bézier-Kurve den Parameter U € 0, 1]
cy G .Cl

1
Globaler Parameter: Parameter Hcl
u* € [0,k + 1] der gesamten ’co co® \ iﬁ

Splinekurve C mit

u € [j,j+1] 0T, !'1’
— C(U*) = CJ (U) mitu=u* — J b ﬁ»u ll
0l 1 7l 3w

Frage: Welche Bedingungen missen gelten, damit C eine stetige und/oder glatte Kurve ist?

«
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3.3 Beézier-Splines "

Anschlu3bedingungen

Gegeben: Kurve C° mit Kontrollpunkten C9. .. .. Cﬂ
Gesucht: Kontrollpunkte Cil von C1, so dass C! stetig/glatt an C% in Co(l) anschliel3t.
CO-stetig: Es muB CP(1) = C(0) gelten, also CY = C} (Endpunktinterpolation)
Cl-stetig: CP-stetig und (C°)’(1) = (C')’(0) (Interpolation der Endtangenten)
(CY'(1) = n(C]—Ch ) £ n(CE-C) = (€*/(0) “ =5 ¢t = Ch+ (3 ~CR )

C?-stetig: Cl-stetig und (C°)"(1) = (C1)"(0) (krimmungsstetig) —cl
A-Frame-Konstruktion: C3=Ci+ (C7—(C2_;+(Ch 1 —C> ,)))
“A

«
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3.3.1 Catmull-Rom-Ansatz l'

Ansatz: Verwendung von kubische Cl-stetigen Bézier-Splines (vgl. Hermite-Kurven!)

KontrollgréfRen: Interpoliert werden
1. Kontrollpunkten Cj, ]=0,...,kund Cg
2. Tangentent; = (C})’(0), j=0,...,kund tx,1 = (C¥)/(1)
Problem: Die Vorgabe von zwei Kontrolltypen (Punkte, Tangenten) ist unhandlich.

Catmull-Rom-Splines: Vorgabe der Kontrollpunkte & Abschéatzung der Tangenten.
Gegeben: Interpolationspunkte P, 1 =0,.... k+1

Berechnung der Bézier-Punkte:  Fir das |-te Bézier-Segment ergibt sich
Endpunkte: cl = Pj,Cj = Pjt1, ]=0,...,k

o 1 :
Tangente bei Pj:  tj==(Pjy1—Pj-1), j=1,...,k—1

2
Tangenten am Rand: P_1 und Py, » zusatzlich vorgeben, z.B. P_; = Pg
. . 1_, . . 1_, . . l_)
Innere Kontrollpunkte: CJ1 — C(J) = §tj = Cl = C(J)—I— §tj, analog CJ2 = Cé — §tj+1

3
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3.3.1 Catmull-Rom-Ansatz l'
P1

— ; ] i > 1
0 1 2 3 Z
. > 1
Tangente bei Pj i tj =3 (PJH— Pj_1)

Interpolation der Endpunkte: cl = Pij, C3 =Pj11

- 1_’
Tangentialstetigkeit: (Ci — C(J)) = (CJ3 1 CJ2 1) = §tj

«
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3.3.1 Catmull-Rom-Ansatz l'

Bewertung Beézier-Splines

Wesentliche Vorteile;
e Alle Vorteile der Bézier-Kurven

e Zusatzliche Freiheitsgrade bei konstantem Grad

Wesentliche Nachteile:
e Erfullung expliziter Ubergangsbedingungen oder

e verschiedenartige Kontrollparameter (Catmull-Rom)

Wiinschenswert:
e  Eingebaute* Ubergangsbedingung

e maximale Stetigkeit bei minimalem Einflul3 der Kontrollpunkte

«
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3.4 B-Spline-Kurven "

Ansatz: Quadratische B-Spline Kurven

ldee: Nutze innere Kontrollpunkte Cl-stetiger qguadratischer Bézier-Splines als Kontrollpunkte

Gegeben: ,Innere Kontrollpunkte“ D1, ..., Dy

Konstruktion: Sequenz
Dj_2,...,Dj definiert die
quadratische Bézier-Kurve C!:

i 1 1

] . ,
CO — EDJ_Z éDJ_]_’
Cl = Dj1

i 1 1

] . :
“2 = gPitab

Beachte: Automatisch Cl-stetig

«
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3.4 B-Spline-Kurven "

Ansatz: Kubische B-Spline Kurven
ldee: Nutze A-Frame-Punkte C2-stetiger kubischer Bézier-Splines als Kontrollpunkte

Gegeben: A-Frame Punkte Dq,..., Dk
Konstruktion: Sequenz

Dj_3,...,Dj definiert kubi-
sche Bézier-Kurve Cl:
j 2 1

Ci = éDj—2‘|‘§Dj—l

- 1 2

j _ |

C2 = 3Dji2+3bj

i j—1 j

. 1 . 1 . .
j j j+1 \
Cs = 5C2+54 -\

«
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3.4 B-Spline-Kurven "

Bemerkung: Quadratische und kubische B-Splines

Obige Einfihrung ist sehr speziell, denn
e wie sehen B-Splines fur beliebigen Grad n und beliebige Parameterintervalle aus?

e Auswertung ohne Umweg Uber die Bézier-Darstellung?

Basisfunktionen: Angenommen obige B-Spline-Kurven haben die Darstellung
Z DiN/'(u) fiir unbekannte Basisfunktionen N, n=2,3

Flr ein ig gewinnt man Nr(‘) durch: Dj =0, | #ipund Dj, = 1.

Beispiel: Bestimmung von N2(u) als stiickw. quadrati- 0.8

sches Polynom (lok. Param. fiir CJ : u= u* — j): 07y

0.6 -

u* € [2,3[: N3 (u) = C?(u) = 3B5(u)
0.4

u* € [3,4[: N3(u") = C3(u) = 3 (B3(u) + B3(u)) + B2 (u)os |
- _ " 0.2 r

u* € [4,5[: N3(u*) = C*(u) = 3B4(u) 2|

0 1 1 1 1 1
2 25 3 3.5 4 4.5 5

«
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3.4 B-Spline-Kurven

d

Ziel: Basisfunktion als stlickweises Polynom N(u) mit gegebenem Grad n € N, so dass

1. max. Stetigkeit zwischen den Teilkurven, also (n— 1)-stetig
2. madglichst geringer Einflul3bereich der Kontrollpunkte (Lokalitat )
3. Erlegung der Eins: $ N"(u) = 1, N"(u) > 0 (= affine Invarianz, konvexe Hdille)

Knotenvektor: T ={... Jti <tiy1,t € R mit: N° |[t. c p"

7ti—17ti7ti—|—17" Ivti—f—l[

Fall n=0: Offensichtlich sinnvolle Festlegung N° = X ([t;, i+ 1[)
N

i r.n :
Rekursion: GeW|chtung von N"(u) und N|+1( ) mit Ilnearen @, " ergibt N (u)
1 0.8
0 9 / _ \ 1 . _ 2
Ne(w sy s Ne(u) oo'll(u) o /Ni(u)
06 06 | / 06 /A 06 | 05 / \
y «oal ] — 0. %« 04| — /o
03| + o3 03 + 0.2
0.2 0.2 r 0.2 0.2 r
0.1 0.1 01t 0.1
0 3 4 0 3 4 0 2 4 5 00 1 2 3 4 5 00 1 2 3 4 5
1 1 1 7 1
0 09 | ‘ r.0 09 /\ oo, 11
NS ) /s NRu) 0 00 (
06 06 | \ 06 06 |
05 ‘\ 0.5 / 0.5
0.4 04 r \ 0.4 ‘ 04 r
03 1 03 03 1
02 0.2 \ 02
‘ 0.1 0.1 / \ 041t
0 3 4 0 2 4 5 00 1 2 3 4 5
« §
2)
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3.4 B-Spline-Kurven "

Definition: Normalisierte B-Spline-Basisfunktionen

Gegeben: Knotenvektor T ={... ti_1,ti,tv1,...}, 6 <tii1, i €R
Fall n=0: Setze N° := x ([ti,ti+1[)

Rekursion n— n-+1;

I,n(u) u_.I:I r,n

i —u
NMHL(U) = @ (UNP(U) + N (1), o 0yt

(u

o tigna— tine1—t

Bemerkung:

. oo:’n, w" steigt/fallt auf supgN") von 0 nach 1 an bzw. von 1 nach 0 ab

e N"sind Zerlegung der Eins, da N"(u) > 0 und per Induktion: ¥ N° = 1 und

Y NTHW = 3 (e "WN W)+ o 5N 1) = 3 (6w + o () ) N(u) =2

I I I\

=1

e Knotenvektor T heiRt uniform, falls tj = |

CG Prof. Dr. And Kolb .
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3.4 B-Spline-Kurven "

Beispiel: Normalisierte B-Spline-Basisfunktionen

Gegeben: Uniformer Knotenvektor

1 fallsue[i,i+1]

n=0: N°=x[i,i+1[=
0 fallsu¢ [i,i+1]

n=1 Esist@ () =u—i, °(u) =i+1—uund N (u) = °(u)-N°(u) + o ") -N°, , (u)

I+1
(u—i  fallsu€efi,i+1]
NF(u) = (u—i)-X[,i+ 1+ +2—u)-X[i+1,i+2[=i+2—u fallsuei+1,i+2]
0 sonst
| N 0y NY 03 N3 NI
@
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3.4 B-Spline-Kurven "

Einflu} der Knoten fj

1. ein k-facher Knotentj_1 <t =tj1 1 = ... =tj;k_1 < tj k reduziert die Stetigkeit um K
oo Vo oo
08 | 08 |
0.7 1 0.7 |
0.6 1 0.6 1
05 05
0.4 0.4 |
03 1 \ 03 1
0.2 02 |
0.1 1 0.1 ¢
0O 1 2 3 4 5 0O 1 2 3 4 5
Uniformer Knotenvektor mit N3, N3, NZ  Knotenvektor {1,2,3,3,4} mit Ni, N3 N2
2. T={0,...,0, 1.....1 } liefert: 0_;?
(n+i‘L§-fach (n+5—fach 8273
_ 0.6 |
N'=B"VvVi=0,...,n 0.5 |
0.4 |
0.3 |
3. Ng,...,N}, m> nbilden auf [tn,tm1] eine Ba- 02
sis der stlickweisen Polynome vom Grad n mit 0 x x x x
_ _ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
der durch T gegebenen Stetigkeit NZ,NZ N2 fur T = {0,0,0,1,1,1}

(&
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3.4 B-Spline-Kurven "

B-Spline-Kurven

Eine B-Spline-Kurve ist eine Affin-Kombination von de Boor-Punkten D; mit Gewichten N zu
gegebenem Knotenvektor T = {to, ..., thaims1}

m
= % DiNin(U)a U e [th,tmy1]

Eigenschaften von B-Spline Kurven

Polynomiell: D ist eine stiickweise Polynomkurve vom Grad n mit C"~1-Ubergangen bei
disjunkten Knoten bzw. C"K pei k-fachem Knoten

Lokalitat: Dj beeinfluRt Kurve nur lokal, da
supgN") = {u: N"(u) # 0} =]ti,tinr1[ (lokaler Trager)

Affine Invarianz und konvexe Hulle  da S gN" = 1 und N" > 0 auf [tn, tm1]

Lokale konvexe Hiille: D ‘ t i a] verlauft in Hulle der Dj_p,, ..., Dj

«
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3.4 B-Spline-Kurven "

Algorithmus: de Boor

Gegeben: de Boor Punkte Do, ...,Dm und der Parameter U € [th,tmr1] (beliebig, aber fest)

Gesucht: Kurvenpunkt D(u) direkt aus den D; ohne Berechnung der N™:

Relevante de Boor-Punkte:  Fur u € [ty,t;1 1] sind alle D; mit N"(u) # O notwendig:
DP=Dj,i=r—n,....r
Rekursion: Affin-Kombinationen benachbarter Kontrollpunkte:
D) =@—a(u)D! "} + (D! i=r—n+j,....r,j=1,...,n
mit Gewichten:
u—t;

MQD:_ ——, i=r—n+j,...,r,j=1....n
t|+n+1—J —1;

Ergebnis: D(u) =D}

«
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3.4 B-Spline-Kurven "

de Boor: Geometrische Interpretation

Gegeben: de Boor-Punkte Dg,...,Dmund u € [ty ty. 1]

Geometrische Losung: Hiermitn=3undr =2

3
D; D;

A

t3—u u—t,
t3—1> f3—1o
U \

D? D5

4 % 4R

t3—u u—t; t4—Uu u—to
f3—t1| |t3—t1 | [ta—1to| |ta—12
7 v 7 v

1 1 1
DL D! »
0
g & 4k 4% Do,
t3—u u—tp t2—Uu || U—tg ts—u u—ty »
t3—to | [t3—1p ta—t1 | [t4—t1 t5—1to ts—1to /
6 v 0 7 v O/ v 0 y /
f i
DO, DY D9 DY

«F

»)
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3.4 B-Spline-Kurven "

Beispiel: de Boor Algorithmus (uniformer, kubischer Fall)

Gegeben: Dg=(1,1), D;= (1,10, D>=(10,10, D3z=(10,1), u=10/3,r =3

Gewichte: Ermittlung der Gewichte O(ij = O(ij (10/3) = 2%}:

al=7/9, a3=4/9, a3=1/9, a5=4/6, a5=1/6, a3=1/3

4

109D, © Dé | | .DZ
79/18 9 - Dg 3
171/18 1 D}
8 1
? D} b3
3 [
22/6 35/6
56/6 59/6 6
4 1 :
5 6 . 6
G &) ®)
8 10 i
z 4 1 3
Z 9 /5 \9 8 5
9 9 9
1 1 10 10 1 ,Do Ds,,
10 10 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

«F
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3.4 B-Spline-Kurven "

Ableitung von B-Spline-Kurven

Beachte: Ableitung eines stlickw. Polynoms n-ten Grades ist stlickw. Polynom vom Grad n— 1

Darstellung als B-Spline-Kurve:  Mit Knotenvektor T = {tg <t1 < ... <tmin+1} gilt

il NN / « Di —Dj_1 n—1
D(uy= Y DiN'(uy = D' (u)=n N~ (u)
= S lign—1
Knoteneinfiigen (nach BOhm '80)
3
Beachte: Ein stlickw. Polynom Gber Dy DO
T= {t07tl7 <o 7tm+n+l} Dr21/4 \D?
ist auch stuckw. Polynom Uber /4 \\ /4 \
Df ,  Dr
T*:{to,...,tr,t*,tr_|_1...,tm_|_n_|_1} /4 ﬁ\ \
Kontrollpunkte berechnen sich tUber DP_, D1 D?
de Boor-Algorithmus fur u=t* D.?_3
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3.5 Tensor-Produkt Flachen l'

Idee: Tensor-Produkt Flachen

Ausgangslage: Kurvenschema K (u Z}P.

Variation der Kontrollpunkte  P; entlang anderer Kurve

P| —P| %P”FJ

TP-Bézier-Flachen: l.a. werden Polynomkurven desselben Grades verwendet:

— iiji)cij B'(u)B" (v

TP-B-Spline-Flachen haben i.a. unterschiedlich viele Segmente in u- und v-Richtung:

my my
= ; % Dij NP (WN}(v)
i=0j=
«

»)
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3.5 Tensor-Produkt Flachen l'

Eigenschaften von TP-Beézier-Flachen
Interpolation der Ecken:  C(0,0) = Cgg,C(1,0) = Cyyp, ...

Ableitung:
oC 0 (& [ &
—(u,v) = — < ( C-;B“(v)) B”(u))
ou ou i;) jZO " !
(n—1,n)
—n z (Ci+1’j — Ci’j) Bin_l(u)B?(V)
(i,1)=(0,0)
oC A
—(O,V) =N Cl,' — Co,' BD(V)
ou jZO( ) J) |
0C
%(O, O) = n(Cl’o — Co,o)

Globaler Einflug der Cij: Wie im Kurvenfall, da Bj'(u) - B}'(v) # O auf (u,v) €]0, 1[?

Affine Invarianz und konvexe Hiille  gelten, da y ; ;) B'(u)Bj(v) = (3 B'(u))(3;Bj(v)) = 1

»)
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3.5 Tensor-Produkt Flachen l'

Auswertung von Bézier-Flachen

Zweistufiger de Casteljau: Separate Auswer-

tung fur den Parameter (Ug, Vp):
1. Vi=0,...,n:Cj(vp) = Z?ZOC”‘B?(VO)
2. C(Uo,Vo) = 3iLoCi(Vo)B'(Uo)

Beachte: Die Rolle von U und Vv kann ver-

tauscht werden

(s
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3.5 Tensor-Produkt Flachen ['

Eigenschaften von TP-B-Spline-Flachen

Knotenvektoren S={s9,S1,...,Sm+n+1}, T = {to,t1,...,tm+n+1} in U- bzw. V-Richtung

Lokaler EinfluB der Djj: Dij beeinflut D(|S,Stn+1|%|tj,tj+n+1]), da

Nij (U, v) == N(u) -Nj'(v) = 0V(u,V) ]S, S+ a [ Xt tenta]

Nl’l(U,V)

il
il [y
iy

o
N
[6)]
LI I N N I B B B |

Affine Invarianz und konvexe Hiille:  gelten genauso, da y i j) N'(U)NP(v) = 1 auf

\ [5n>Sn+mu+1] X [tnatn—l-mv—i—l]

(&
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3.5 Tensor-Produkt Flachen l'

TP-Bezier-Splineflachen

Probleme: 1. Objekte i.a nicht mit einem Flachenstiick (Bézier- oder B-Spline) modellierbar.

2. dreiecksformige Flachen nur mit Singularitaten (zusammenfallen Kontrollpunkte)

Verschwindende Ableitung = numerisch sehr problematisch!
4 Co3=Ci3=..=Cgsg3

' cuv) Cos Ca2

Ansatz: Verwende mehrere Flachenstucke

Teilaufgaben beim Zusammenfiigen von Splineflachen:

1. Kante-Kante Anschluf}

cS"
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3.5 Tensor-Produkt Flachen l'

Getrimmte Splineflachen

Aufgabe: Beschreibung speziell geformte Flachen, z.B. mit Lochern
Ansatz: Verwende nicht das gesamte Parametergebiet, z.B. |0, 1]2 sondern nur Teilbereiche.
Festlegung der Teilbereiche:  Durch geschlossene Kurven im Parametergebiet, wobei

1. pos. orientierte Kurven definieren Innenbereich

2. neg. orientierte Kurven definieren Aussenbereich
D 4
&

D

J

: : - _ }
Trimm-Kurven im getrimmte Flache
Parametergebiet

«F
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3.6 Differentialgeometrie flr Kurven "

Bislang: Zusammengesetzte Kurven Uber Ck-Stetigkeit erklart

Mehrdeutigkeit: Geometrische Form (Kurve) durch verschiedene Funktionen darstellbar:

Fur C(u),u € [a,b] und bijektives g : [c,d] — [a,b] erzeugt
D(u) := C(g(u)), ue [c,d]
dieselbe Geometrie, aber Ableitungen stimmen nicht Gberein:
Kettenregel: D’(u) = C'(g(u)) - g (u) # C'(g(u)) falls ¢’ (u) # 1
Geometrische Stetigkeit: ~ Kurven C und D sind in D(ug) G*-stetig, falls:

_ i
3g e CK bijektiv, : DV (ug) = %C(Q(UO)), 1=0,...,K

Konkret:

Gl-stetigkeit:  D'(ug) = C'(g(Up)) -y1, y1 > O
G*-Stetigkeit: D" (up) = C”(g(Uo)) - (Y1) +C'(g(Uo)) - Y2, Y2 > O
«F
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3.6 Differentialgeometrie flr Kurven "

Definition: Geometrische GrofRen einer Kurve

Aufgabe: Definition eines lokales Koordinatensystems zu einer Raumkurve (Kamerafahrt).
Gegeben: Raumkurve C : u— R3, CZstetig mit C'(u),C"(u) # O und C'(u) [y C”(u), Vu
Geometrische GroRen von C in Up:
Tangente tc(Ug): Diese weist in Bewegungsrichtung: tc(Up) = C'(Ug)/ ||C' (uo) |
Krimmung Kc(Up): Krimmung wird zunéchst in einer Ebene
spar{tc(ug),a} mit beliebigem & L tc(Up)

1
definiertals:  Kc a(Uo) = . r; Radius des bestangepaften Kreises

«
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3.6 Differentialgeometrie flr Kurven "

Geometrische Grof3en einer Kurve (Fortsetzung)

Geometrische GroRen von C in Up:
Normale Nc(Up): Entspricht & mit max. Krimmung

Kc.a(Uo)
Es zeigt sich, dass fic(Up) € spaf{ C’(ug),C"(up)}.
Krimmung:  Kc(Uo) = K¢ e (up) (Uo)
Binormale Bc(uo): Dritter Vektor senkrecht zur Tangente
und Normale:

b (Ug) := te(Ug) x Ac(Ug)
Frenet'sche Dreibein: Das Koordinatensystem {tc(Ug), Ac(uUp),bc(Ug)} im Punkt C(up).
Krimmungsvektor: K¢ (Ug) - Ne(Up)
Schmiegeebene: spar{tc(Up),c(Ug)}, lokal bestandgepafite Ebene

Normalenebene: Ebene senkrecht zum Kurvenverlauf, also spar{fic(Ug), bc(Uo)}
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3.6 Differentialgeometrie flr Kurven "

sinu cosu —sinu
Spirale: C(u) = [ cosu |; Ableitungen: C'(u)= [ —sinu |; C"(u)= | —cosu
u 1 0

cosu
—sinu
1

() x C cosu A A —sinu
bc(u) = |\g’$;><g”$;ll _ 2 (sinu), fic(u) = be(u) x te(u) = (cosu)

N

cosu
Mit ||C’(u)|| = v'2und C'(u) x C"(u) = (sinu) folgt: tc(u) =
1

va2\ _1 0
A A
b
1 (O )
Firu=T:tc(H) = = -1
2 2 \/2 1 fic

(ch..
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3.7 Interpolation mit B-Splines "

Gegeben: Sequenz von Parametern {Ui,...,Ux} und zugehorige Punkte P; € R3, 1=1,....k
Gesucht: Interpolationskurve: C(u) mit C(uj) =P, i =1,... k
Ldsungsanséatze: Folgende Kurven-Schemata sind denkbar
1. Catmull-Rom Splines (s.0.)
2. B-Splines
Ansatz: Interpolation an den Knoten mit kubischen uniformen B-Splines

Kurve: Kubische uniforme B-Spline-Kurve D mit (also tj = 1):

D(u) = iDiNF’(u), ue[3,m+1]

Anzahl Segmente: In [3,m+ 1] gibt es m— 1 Knoten i, d.h.
u1:3,uz:4,...,uk:k+2£m+1also U=1+2
—> m=k+ 1, aber m+ 1 = k+ 2 Kontrollpunkte (unterbestimmtes System)

Frage: Wie mussen die D; gewahlt werden, so dass D(u;)) =D(i+2) =P, i =1,...,k?
«
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3.7

Interpolation mit B-Splines

d

Ansatz:

Interpolation mit uniformen B-Splines (Forts.)

Erinnerung: Uniforme, kubische B-Splines D(u) sind stiickweise C?-stetige Bézier-Kurven

Umrechnung: D(u) — Cl(u) furu e [j, j+ 1]:

@)

O O
O\—. N\_. = -
|

Bedingung:

«

3
0

Y
L
+ o+

Ol NI Ol NRFE Wk WIN
\—l. N\_
w

WIN NI WIN Wik

1 2 1
i (6 55 0 0 0 0)
j—1 1 2 1
D 0% % 0 O 0
j—1 1 2 1
o ool 2 1l o 0 Dp Ffl
1 ; — ;
D P
DJ_2‘|—%DJ_1 k+1 k
000O0 § 5 %t O
1 2 1
2D;_1 + 1D \\0 00 9 95 53 6)/
cRkk+2

P;

=D(u) =

D(i+2) =

Cy?=2Di_1+3Di+2Dit1, i=1,....k
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3.7 Interpolation mit B-Splines "

Gesucht: Kubische, uniforme B-Spline-Kurve D mit:

D(3) = (—01>7 D(4) = (_11) D(5) = G) D(6) = (é)

Losung: Gleichungssystem mit natlrlichen Randbedingungen:

A
1 -2 10 0 Do (0,0) \
(% % :_SL 0 0 8\([)1\ ((1,0)\15
0 3 5 % 0 o||D| |[(-Ly || D D3
0 0 5 3 % 0| |Ds| | (D) | 5, P
0 0 0z %5 #]||[Ps (L,0) |,
\o 0 01 2 1)/\ps) \ (0O N
ok -
~1/3 -1 ~5/3 Pa=Ds
o (4o () o (39)-
5/3 1 1/3)
D3_(6?5)’D4:(0 ’D5‘<—é/5> . i

«F
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