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6 Logik ... "

Motivation: Ziele dieses Abschnittes

[J sprach- und kulturunabhangige Regeln zur Bewertung von Aussagen
und Formeln

[0 Verknipfung von Aussagen, Schlul3folgerungen, Vereinfachung von
Formeln

[0 Umgang mit formalen Elementen der Logik

Herausforderungen:

[0 Abstraktion von gewohnten umgangssprachlichen Aussagen und
Bewertungen

[1 Relativ starkes formales Element

Literatur: In [Claus] finden sich verstreut einige Begriffe
O [Ernst] Kap. 4.2 (Aussagenlogik)

[0 [Wiki]: www.wikipedia.de mit den Begriffen Logik, Aussagen- und
Pradikatenlogik
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6 Logik ... "

Motivation:

Einsatz der Logik u.a. fur
[0 mathematische Beweisflihrung

[0 Hardwaretechnische Realisierung logischer Funktionen mit
Schaltungselementen

[0 Formulierung, Umwandlung, Vereinfachungen und Schluf3folgerung von
Aussagen z.B. in der Programmierung
Teilgebiete, die hier von Interesse sind

[0 Aussagenlogik : Bewertung von Aussagen

O Aussagen sind mathematisch oder umgangssprachlich

O jede Aussage ist entweder wahr oder falsch (Digitalrechner!)
[J Pradikatenlogik : Erweiterung der Aussagenlogik

O Untersuchung der Struktur einer Aussage
O Hinzunahme von Variablen und Wertebereiche

«

D) rof. Dr. Andreas Ko ) . . .
cG ‘) (F‘ior;p[ijte/;\Gdraphicﬁ <|§bMuItimedia Systems -Folie 6-3- EI nfU h run g I nfO m a.tl k I

6 Logik ... "

Zum Logik-Begriff

[0 In der Philosophie, Mathematik und Informatik angesiedelt
[0 Vielzahl von Teilgebieten neben der Aussagen- und Pradikatenlogik

[0 Charakteristisch: Umformung einer Aussage/Formel andert
Wahrheitswertes nicht

Beispiel:
Mathematik: Aquivalenzumformungen wie: 5 - & = 20 < = = 4
Aquivalenzzeichen ,<* symbolisiert die Gleichwertigkeit beider Seiten

Umgangssprache: Aussagen wie
,Heute regnet es® oder ,Das Auto ist rot’

oder Folgerungen
~Wenn es regnet, (dann) ist die Stral3e nass®
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6 Logik ... "

Beispiel: (Forts.)

Aber: Nicht alle umgangssprachlichen Satze sind Aussagen
[0  Dieser Satz ist falsch® ist nicht bewertbar
[0 ,Der Kaffee schmeckt gut ist nicht allgemein bewertbar

Grundregel

Fur die Informatik ist es zwingend, dass Aussagen und Formeln

1. unabhangig von Sprache, Kultur etc. eindeutig interpretiert/bewertet
werden

2. vom/im Rechner interpretier- und verarbeitbar sind

= eindeutige Notation (&hnliche Anforderungen wie bei formalen
Sprachen)
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6.1 Aussagenlogik "

Grundlagen der Aussagenlogik

[0 Eine Elementaraussage A ist entweder wahr (1) oder falsch (0)

Alternative Bezeichnungen: 'F/T’ (false, true), 'F/W’ (falsch,wahr) 'L/H’
(low,high)

[0 Elementaraussagen kdnnen zu Formeln f verknupft werden
Beispiele: Elementaraussagen
A1: Minchenist 781 km von Hamburg entfernt
Ao 9ist durch 3 teilbar
Agz: Alle Autos sind grin
[0 A, ist offensichtlich wahr, A; muss zunachst gepruft werden

[0 Ag ist eine (offensichtlich falsche) All-Aussage, deren Struktur Teil des
Abschnitts Pradikatenlogik ist. Im Sinne der Aussagenlogik ist Az wie die
anderen Beispiele jedoch eine Elementaraussage
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6.1.1 Junktoren "

Allgemein

Junktor: Operator zur Verknipfung von Aussagen und Formeln zu neuen
Formeln

Elementaraussagen beinhalten keine Junktoren

Negation
0 Umdrehung des Wahrheitsgehaltes einer Aussage A (bzw.|4 | A
Formel f) 11 0
0 Notation: = A (auch A) 0] 1

[0 A und —A konnen nicht gleichzeitig wahr sein
[0 Beispiele:
Negation der Aussagen der vorherigen Folie
—A1: Minchen ist nicht 781 km von Hamburg entfernt
- A, 9ist nicht durch 3 teilbar
—Ag: Nicht alle Autos sind grin

«
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6.1.1 Junktoren ... "
Konjunktion AIBIAAB

[0 ,Und* Verknupfung zweier Aussagen A, B (analog fur For-| 1 | 1 1

meln) 110 0

[J Notation: f = A A B (auch A - B oder AB) 0l1 0

[0 Formel f ist wahr, wenn A und B wahr sind 010 0

Beispiele:

A: 9ist durch 3 teilbar

B: 9 ist eine Quadratzahl

fi = A A B: 9istdurch 3 teilbar und 9 ist eine Quadratzahl

foa = A A —B: 9ist durch 3 teilbar und 9 ist keine Quadratzahl

fs = A A B: 9ist nicht durch 3 teilbar und 9 ist eine Quadratzahl
fa = A A —B: 9ist nicht durch 3 teilbar und 9 ist keine Quadratzahl

N ist wahr, weil sowohl A als auch B wahr sind

(6 - 9_)) Prof. Dr. Andreas Kolb 1 " 1
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6.1.1 Junktoren ...

Disjunktion ABIAV B
[0 ,Oder* Verkniipfung zweier Aussagen A, B (analog fur For-| 1 | 1 1
meln) 110 1
[J Notation: f = AV B (auch A 4+ B) ol1 1
[0 Aussage f ist wahr, wenn A oder B wabhr ist 010 0
Beispiele:
A: 9ist durch 3 teilbar
B: 9 ist eine Quadratzahl
fs = AV B: 9ist durch 3 teilbar oder 9 ist eine Quadratzahl
fe = AV —B: 9ist durch 3 teilbar oder 9 ist keine Quadratzahl
fr = 1AV B: 9ist nicht durch 3 teilbar oder 9 ist eine Quadratzahl
fs = AV —B: 9ist nicht durch 3 teilbar oder 9 ist keine Quadratzahl
Ntﬂ§§ ist falsch, da hier weder A noch B wahr sind
(6(‘%)) R .. R
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6.1.1 Junktoren ... "
Implikation A B ADB
U Folgerung einer Aussage B aus einer Aussage A (analog o7 g 1
fur Formeln
_ ) 01 1
[0 Notation: f = (A — B) 1010 0
[ Wenn man aus einer wahren Aussage A schlieBen kann, 17 1

dass B ebenfalls wahr ist, spricht man von Implikation
[0 inhaltlich gleichbedeutende Formeln

Beispiele:

O ,Wenn es regnet, wird die Stral3e nass"” ist gleichbedeutend mit ,\Wenn die
StralRe NICHT nass ist, dann regnet es NICHT"

Eine falsche Schlul3folgerung ware ,Wenn es nicht regnet, dann ist die
Stral3e nicht nass®

[0 Wenn Person X ein Auto der Marke BMW hat, hat x ein Auto

ist teilbar durch 6, also ist n teilbar durch 3

(6(\2‘)) N . N
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6.1.1 Junktoren ...

Aquivalenz
. ) . A B|A«— B

[0 Gleichwertige Aussagen A, B (analog fur Formeln) 010 1

[J Notation: A — B 01 0

[J gleichwertige Formel : 110 0

(A= B) & ((A— B)A (B — A)) il

Beispiele:

[0 m ist genau dann durch sechs teilbar, wenn n durch 2 und 3 teilbar ist

[J Heute ist genau dann Dienstag, wenn morgen Mittwoch ist
(6(‘9‘)) . .. .
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6.1.2 BNF der Aussagenlogik und Bindungsregeln "

BNF der Aussagenlogik

Startsymbol: <Formel>

BNF:

<Formel> ::= <Impl_Formel>

| <Formel> <« <Impl_Formel>
<Impl_Formel> ::= <Disj_Formel>

| <Impl Formel> — <Disj_Formel>
<Disj_Formel> ::= <Konj_Formel>

| <Disj_Formel> V <Konj_Formel>
<Konj_Formel> ::= <Term>

| <Konj_Formel> A <Term>
<Term> ::= —<Term>

| ( <Formel> )
| O | 1 | <Bezeichner>

Bezeichner stellt hierbei die Symbole fur Elementaraussagen dar
(6 -
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6.1.2 BNF der Aussagenlogik und Bindungsregeln ... "

Bindungsregeln

Problem: Aussagenlogische Formeln werden durch viele Klammern
undbersichtlich lang
Bindungsregeln: BNF legt Prioritat in der Anwendung fest
1. Die Negation (—) bindet am Starksten, dann
2. die Konjunkion (A), dann
3. die Disjunktion (V), dann
4. die Implikation (—) und schlieR3lich
5. die Aquivalenz («)

Linksbindung: Gleichwertige binéare Operatoren werden linksgeklammert
(BNF!)

«F
D) . . B
cG —‘)) (F;E)OriipE:th.e/;\gir;epa;lsic}éoclﬂbMuItimedia Systems -Folie 6-13- EI nfU h run g I nfO m a.tl k I

6.1.2 BNF der Aussagenlogik und Bindungsregeln ... "

Beispiel: BNF und Bindungsregeln
Gegeben: Formel f = ((AAB)V ((B—-C)ANA))V ((mA) AC)
Vereinfachte Formel: f=AABV (B—-C)ANAV-AANC

Ableitungsbaum:

¢+ einfache Ableitung <Formel>
. [T H Q] H V
o mehrfache “direkte” Ableitung <Disj_Formel>

— T

<Disj_Formel> 4 <Konj_Formel>
<Disj_Formel> V <Konj_Formel> <Konj.Formel> A <Term>
9
<Konj Formel> <Konj_Formel> A <Term> <Term> C
: 9 9 —  <Term>
<Konj _Eormel> A\ <Te.rm> ( <Formel> ) A ;
9 9 ' A
A B <Imp1_I¥ormel>
o/‘\$
<Impl_Formel> — <Disj_Formel>
9 9
B (&
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6.1.3 Umformungsregeln "

Ziel: Regeln zur Umformung einer Formel in gleichwertige Formeln zur
Vereinfachung

Regeln aufbauend auf Aussagen A, B, C (analog fur Formeln)

Regelname Gleichwertige Formeln
Doppelte Negation | -—A < A
Idempotenz AVAS AundANA S A

Kommutativitat AVB&BVA AANB& BAA
und A« B B «— A

Assoziativitat (AvB)vVC &< Av (BvC)und
(AANB)ANC & AN (BAC)
Distributivitat (ANB)VC & (AvC)A(BVC)und
(AVB)AC & (ANC)V (BACQO)
DeMorgan -(AAB) & -AV-Bund -(AV B) & -AN-B
(6(‘%)) . . .
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6.1.3 Umformungsregeln ... "
Regelname Gleichwertige Formeln
Tautologie —“AVA&1
Widerspruch -ANA SO

Oder-Vereinfachung| AV1 << 1, AV0< Aund AV (AANB) & A
Und-Vereinfachung |[AAN1 < A AAN0 &S OundAAN(AVB)sS A

Beispiel zur Anwendung des De Morgan’schen Gesetzes

A: n ist durch 3 teilbar
B: n ist durch 2 teilbar
f=ANB: n ist durch 3 und durch 2 teilbar

-f = (A A B): nistnicht (gleichermaf3en) durch 2 und durch 3 teilbar
—f = 1AV ~B: nist entweder nicht durch 2 oder nicht durch 3 teilbar
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6.1.3 Umformungsregein ... "

Beispiel: Vereinfachung aussagenlogischer Formeln
Gegeben: Formel mit Verknupfung der drei Aussagen A, B,C
Gesucht: Maoglichst einfache, gleichwertige Formel

(FAABA-C)V(AANBAN-C)V(AANBACQC)
S(HAABA-C)V ((AAB)A-C)V ((ANB)AC) Assoziativitat

S(AANBA-C)V((AANB)A(RCVQO)) Distrib.-Ges.
S(AANBA-C)V((AANB)AL) Tautologie
< (mANBA-C)V (AANB) Und-Vereinf.
SBA((RANAN-C)V A) Distrib.-Ges.
SBA((RAVA)N(RCVA)) Distrib.-Ges.
SBA (LA (RCV A)) Tautologie
&SBA(RCVA) Und-Vereinf.
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6.1.4 Normalformen "

Gegeben: Eine beliebige aussagenlogische Formel f

Ziel: Normierung (= ,Vereinheitlichung*) von f
= Verbesserung der Vergleichbarkeit und der Lesbarkeit der Formel

Normalformen: Die beiden wichtigsten Normalformen sind
1. Konjunktive Normalform (KNF) : Konjunktion von Disjunktionen
(,Verundung von Oderausdrticken®)
Beispiel:
(AVB)AN(—AV B)A(AV —B)
2. Disjunktive Normalform (DNF) : Disjunktionen von Konjunktion
(,Veroderung von Undausdricken®)
Beispiel:
(AANB)V (nAAB)V (AA-B)

«

D)) rof. Dr. Andr: . 1 " H
CG D Fo Ak et sysems ries1z-  EiNflhrung Informatik |



6.1.4 Normalformen ... "

Beispiel: Ableitung der DNF aus einer Wahrheitstabelle

Ausgangslage: Wahrheitstabelle, die fir jede Kombination von
Wahrheitswerten der Elementaraussagen den Wahrheitswert von f
beschreibt

Ziel: Entsprechende Darstellung von f in DNF
Ansatz: Disjunktion von Konjunktionen der Elementar-

zustande, fiir die £ 1 (wahr) ist ABC|f
Konkret flr Tabelle rechts 010100
0/0|1|12
f = (FAAN-BANC)V(mAANBA-C)V ol1loll1
(FAANBAC)V(ANBAN-QO) ol11111
110010
110110
11101
111110
(6(‘%)) . .. .
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6.1.4 Normalformen ... "
Beispiel: Ableitung der KNF aus einer Wahrheitstabelle
Ausgangslage: Wabhrheitstabelle wie bei DNF
Ziel: Entsprechende Darstellung von f in KNF
Ansatz flr KNF: A B|C|f|~f
1. Erstellung der DNF fur — f ololollo] 1
2. Anwendung des DeMorgan’schen Gesetzes olol1l1l o
Konkret: 0|1]0}1]|0
0O/1|11]|0
-f = (RAA-BA-C)V(AAN-BA-C)V 1/0(0||0] 1
(AN-BAC)V(AABACQC) 1{0|1(/0| 1
S f = "(nAA-BA-C)A-(AAN-BA-C)AN |1]|1|01]|0
“(AAN-BANC)A-(AANBACQC) 1/1/1}0|1
& f = (AVBVC)A(RAVBVCO)A

(—rAVBYV-C)A(—mAV BV -C)
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6.2 Pradikatenlogik "

Allgemein

[0 Auch Quantorenlogik genannt

[J Erweiterung der Aussagenlogik durch Variablen und Geltungsbereiche
[0 Beschreibung von Geltungsbereichen Giber Quantoren
[

Beschreibung von Eigenschaften tber Pradikats- und
Funktionssysmbole

[0 Pradikatenlogik ermoglicht Aussagen wie

Alle Metalle leiten Strom

. — Kupfer leitet Strom
Kupfer ist ein Metall

«
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6.2 Préadikatenlogik ... "

Funktion und Pr adikat

Funktionen ordnen Tupeln von n Variablen einen Funktionswert zu

Beispiele wie man sie kennt

. R — [-1,1] : R — R
sin : . binom : 0 0
xr +— sin(x) (x,y) — z*+2zy+y

Pradikate sind Funktionen, die immer einen Wahrheitswert als Ergebnis haben

Notation: Pradikate werden haufig in Abhangigkeit der Variablen geschrieben:
P(z)

Beispiele fur ein Pradikat mit zwei Variablen

B B=1{0,1} R2 B = {0,1}
— =
P:( ) 1 fallsx >y bzw. P:( ) ( >’)
i — £ —> £
Y 0 sonst Y Y

@s
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Computer Graphics & Multimedia Systems -Folie 6-22- El nfu h run g I nfO m atl k I




6.2.1 Quantoren "

Existenzquantor 3

Ziel: Formulierung der Aussage uber die Existenz eines Variablen- oder
Tupelwertes in einem Wertebereich mit einer bestimmten Eigenschatft

Notation: 3z : P(x) oder 3z € W : P(x)
Sprich: Es existiert ein x (aus der Wertemenge W) fur das P(x) gilt
Wahrheitswert: Wabhr, wenn fir (mind.) ein x € W P(x) wahr ist

Beispiel: Es gibt naturliche Zahlen (Symbol: N), die durch 2 teilbar sind:
Jr e N:(x/2) €N (hieristalso P(x) = ((x/2) € N))

Erweiterung: Formulierung, dass es genau einen Wert gibt, fir das das
Pradikat gilt; Zeichen: 3; (oder 3!)

Beispiel: Es gibt genau eine natirliche Zahl, deren Quadrat 4 ergibt

Jix €N:x22 =4  (giltdas auch fir z € Z?)
«F
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6.2.1 Quantoren ... "
Allguantor V

Ziel: Formulierung einer Aussage fur alle Variablen- oder Tupelwerte in einem
Wertebereich mit einer bestimmten Eigenschatft

Notation: Vz : P(x) oderVe € W : P(x)
Sprich: Fur alle  (aus der Wertemenge W) gilt P(x)
Wahrheitswert: Wabhr, wenn fir jedes x € W P(x) wabhr ist

Beispiele: 1. Fur jede nattrliche Zahl x ist auch x + 1 eine naturliche Zahl:
VreN:(x+1) €N (hieristalso P(x) = ((x + 1) € N))
2. Fur jeden Monat m gilt, dass er 30 Tage hat

M = {Jan, Feb, Mar, Apr, Mai, Jun, Jul, Aug, Sep, Okt, Nov, Dez}
|m| := ,Anzahl Tage im Monat m* (Definition)
Ym € M : |m| = 30

(diese Aussage ist naturlich falsch, da |[Jan| = 31)
s
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6.2.1 Quantoren ... "

Negation von Quantoren

Frage: Welchen Einflul3 hat die logische Negation auf die Quantoren?
Existenzquantor: —(3x : P(x)) < Va : (-P(x))

Allquantor: —(Vx : P(x)) < 3z : (-P(x))

Beispiel:

Alle Autos sind grin

Verneinung: Nicht alle Autos sind griin < Es existiert mindestens ein Auto, das
nicht grtn ist

Beispiel:
Es gibt eine ganze Zahl n mit der Eigenschaft: n ist durch 3 teilbar
Verneinung: Fur alle ganzen Zahlen n gilt: n ist nicht durch 3 teilbar

«
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6.2.1 Quantoren ... "
Gesetze

Gesetze der Aussagenlogik  gelten weiterhin, z.B.
(Vx € N:z2 € N) A (F1y € {2,3,4,5} : y ist Primzahl)
(Wahrheitswert dieser Konjunktion ist: 0)
Zusatzliche Gesetze:
Quantorwechsel  —(3x: P(x)) < Va : ~P(x)
—(Vx : P(x)) & Jx: ~P(x)
Quantortausch Jdz: 3y : P(x,y) < Jy : Iz : P(x,y)
Ve :Vy: P(x,y) < Vy : Vo : P(x,y)
Zusammenfassung (x : P(x)) V (Jz : Q(x)) & Jx : (P(x) V Q(x))
(Vz : P(x)) A (Ve : Q(x)) & Va : (P(x) A Q(x))
Beachte: (Vx : P(x)) V (Vx : Q(x)) <5 Vx : (P(x) V Q(x)) Warum?

Bemerkung: Es existieren noch weitere Gesetze fur die Pradikatenlogik
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6.3 Bit-Logik n

Bit-Logik

[0 Stellt Operatoren bereit, die direkt auf Bit-Ebene arbeiten
= Effizient auf Digitalrechnern umsetzbar

[J Erweiterung der Aussagenlogik im Kontext der Rechnerarchitektur

0 Wir verwenden in diesem Abschnitt im Hinblick auf folgende Kapitel die
Syntax aus C/C++

[0 In den Beispielen verwenden wir 8-stellige Binarzahlen, grundsatzlich
funktioniert die Bit-Logik selbstverstandlich mit beliebig langen Binarzahlen

0 Erinnerung: 1 = true, 0 = false

«
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6.3 Bit-Logik ... |_'

Bitweises ,Und“: &
Verknipft korrespondierende Bits zweier Bindrzahlen mit der Konjunktion

00110110

& 00010100 < 00110110&10010101 = 00010100
10010101

Bitweises ,Oder: |
Verknupft korrespondierende Bits zweier Bindrzahlen mit der Disjunktion

00110110

| 10110111 < 00110110|10010101 = 10110111
10010101

Bitweise Negation (Einerkomplement):
Invertiert eine Binarzahl bitweise

(00110110) = 11001001

«
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6.3 Bit-Logik ... n

Bitweises ausschlieBendes ,Oder* (XOR): —

[0 ausschlieRendes Oder:

AB = (A\/B)/\ (—lA\/—lB)

olo|r|Fr|x
o|lr|o|—r|W
O|lk|k—L|O

Verknipft korrespondierende Bits zweier Binarzahlen

mit einem

00110110 | . N
10100011 <« 00110110 10010101 = 10100011
10010101 }

Bemerkung:
Auf [cplusplus] wird dies ,Logisches ausschlieBendes Oder* genannt!

«
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6.3 Bit-Logik ... |_'

Bitweiser Linksshift: <<n
[1 verschiebt alle Bits einer Binarzahl um n Stellen nach links

[0 ,neue” n Stellen rechts werden auf 0 gesetzt

Beispiel:

00110110 << 2 =11011000

Bemerkung:

Vernachlassigt man die Stellen, die nach links ,verloren gehen®, ist dies
eine hochst effiziente Multiplikation mit 2

Bitweiser Rechtsshift: >>n
[0 verschiebt alle Bits einer Binarzahl um n Stellen nach rechts
[0 ,neue” n Stellen links werden auf 0 gesetzt
Beispiel:
00110110 >> 2 = 00001101
Bemerkung:

Vernachlassigt man die Stellen, die nach rechts ,verloren gehen, ist dies
e hochst effiziente Division durch 2
(6(\
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