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Kapitel 1

Reelle Zahlen

1.1

Grundlagen der Logik

Die in dieser Vorlesung beno6tigten Grundlagen der mathematischen Logik sind elementar und
intuitiv leicht nachvollziehbar. Wir setzen sie als weitestgehend bekannt voraus oder verwenden
sie, ohne eine ausdriickliche Rechtfertigung zu geben. Folgende Begriffe des mathematischen
Schlielens sollten geldufig sein:

Tertium non datur. Jede Aussage A ist entweder wahr oder falsch, das heifit, es gilt
entweder A oder (ausschliefend) —A (nicht A).

Implikationen. (a) A = B : Aus A folgt B oder B ist notwendig fiir A oder A ist
hinreichend fiir B.

(b) A< B : A gilt genau dann, wenn B gilt oder A ist notwendig und hinreichend
fiir B. Diese Aussage ist logisch dquivalent mit A = B und B = A.

Indirekter Beweis. Dieser ist eines der hdufigsten Beweisverfahren zum Beweis einer
Aussage der Form A = B. Man geht formal in folgenden Schritten vor:

Voraussetzung: Gelte A.

Widerspruchsannahme: Es gilt =B = - - = es gilt = A

Folgerung: Es gilt B. O

Quantoren. Diese sind im eigentlichen Sinne stenografische Kiirzel zur Vereinfachung
mathematischer Schreibweisen. Wir verwenden

J oder V in der Bedeutung es gibt oder es existiert;

YV und A in der Bedeutung fiir alle.
Die Quantoren V und A sind streng stellungsgebunden (sie stehen jeweils vor einer Aus-
sage). Die Quantoren 3 und V konnen weitestgehend frei verwendet werden (hinsichtlich
beliebiger Positionen). Beispiele werden im Verlauf der Vorlesung gegeben.

1.2 Begriffe und Symbole aus der Mengenlehre

G. CANTOR (1845-1913) gab folgende Definition einer Menge:

Definition 1.1 Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunter-
schiedenen Objekten zu einem Ganzen. Diese Objekte heiffen Elemente der Menge.
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Die Begriffe der naiven Mengenlehre sollen hier als bekannt vorausgesetzt werden, da sie sich
mit der Einfiihrung der "modernen” Mathematik in unser Schulsystem doch in das Bewusst-
sein der heutigen Generation weitestgehend eingepriagt haben. Fiir Mengen M, A, B verwenden
wir kommentarlos die folgenden Bezeichnungen und Verkniipfungen:

eaceM,a¢ M; A= B, A+# B; AC B, A C B (enthalten oder gleich); A;B (das heifit
A C B und A # B).

e AU B (Vereinigung).
e AN B (Durchschnitt).

e A\ B (Differenz); das ist die Menge aller Elemente a € A mit a ¢ B. Man beachte
A\ B # B\ A.

e () (Symbol fiir die leere Menge).

Mengen werden charakterisiert entweder durch Aufzihlen ihrer Elemente in geschweiften
Klammern, zum Beispiel

M := {He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn},
oder durch Angabe einer charakteristischen Eigenschaft, zum Beispiel
M :={a : a ist ein Edelgas}.

7 ist folgendermaflen zu verstehen. Die Grofle néchst dem

”=" definiert und ist dann festgelegt, zum Beispiel:

Der Definitionsdoppelpunkt ”:=
77 wird durch den Ausdruck néichst dem

A\B:={a :a€ A und a ¢ B}.
Hat man eine feste Grundmenge 2 # (), so sind folgende Definitionen sinnvoll:
Definition 1.2 (a) Fir jede Teilmenge A C Q heifle
CA=A°=A:=Q\ A
das Komplement von A (beziiglich ?) oder die zu A komplementire Menge. (Folgerung:
A und A° sind disjunkt: AN A =1().)

(b) FEin System von Teilmengen A einer nichtleeren Menge ) heifie eine Mengenalgebra tber
Q& (genau dann, wenn gilt:)

(A1) Qe A,
(A2) Ac A = A°c A,
(A3) ALBe A = AUBe A

In einer Mengenalgebra sind die iiblichen Mengenoperationen uneingeschrinkt durchfiihrbar.
Die Verkniipfung verschiedener Mengenoperationen kann nicht willkiirlich geschehen; sie ist
vielmehr durch strenge Gesetzmifigkeiten geregelt. Wir listen die wichtigsten dieser Gesetze
hier auf.



(K) AUB=BUA, ANB=BnNA4; (Kommutativgesetz)
(AUB)UC =AU (BUC)=:AUBUC,

(As) (Assoziativgesetz)
(ANB)NnC=An(BNC)=ANnBnNC,
AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQ), L

(D) (Distributivgesetz)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

(Id) AUA=A, AnA=A4; (Idempotenzgesetz)

(N) ANQ=A, AUP=AVACY (neutrale Elemente)

(Do) || AnD=0, AUQ=QVACY (dominante Elemente)

(Ko)|| A\B=ANDB°, AnA°=0), AUA“=Q, A“=A. || (Komplemente)

Die Beziehungen (Ko) gelten fiir Teilmengen A, B C Q. Wegen (As) konnen die Operationen
U und N auch fiir (endliche oder unendliche) Systeme von Mengen A;, j € I, (I sei eine
beliebige Indexmenge) sinnvoll erklirt werden:

UA] = {a:ﬂjoelmitaeAjo},
jel
NA ={a:a€cA; Vjel}

jeI

Definition 1.3 (a) Fir eine nichtleere Menge Q heifse die Zahl

Q| := card Q := Anzahl der Elemente in 2

die Kardinalitit oder Méchtigkeit der Menge Q. Q0 heife endlich, wenn || eine endliche
Zahl ist; ansonsten heiffe {) unendlich.

(b) Die Menge aller Teilmengen einer nichtleeren Menge 0 heiffe die Potenzmenge von 2,
bezeichnet mit P(2) oder mit 29:

P(Q):=2%:={A: ACQ}.

Bemerkung 1.1 Gemifl Definition gilt stets ) C Q fiir jede Menge €2, so dass immer auch
0 € 2% folgt. Fiir endliche Mengen  hat man |2?| = 2/l was hier nicht gezeigt werden soll.
Diese Beziehung allein begriindet die Wahl des Symbols 2% fiir die Potenzmenge. a

Auf einem Mengensystem A; € P(S2), j € I, gelten die DE MoRGANschen Formeln:

o (n4) =y

jEI jEI
o) (ya) =
jerl jel
Wir zeigen jetzt unsere frithere Behauptung, dass in einer Mengenalgebra die iiblichen Men-
genoperationen uneingeschrinkt durchfiihrbar sind.



Satz 1.1 Ist A eine Mengenalgebra tiber 2, so gilt stets:
(i) 0 € A;
(i) ANBe AV A BeA;

(iii) AN\Be AV A BcA;

(iv) U A; € AV A, € A und jede endliche Indezxmenge I;
jET

(v) NA; € AV Aje A und jede endliche Indexmenge I.
Jel
Begriindungen: (i) folgt wegen ) = Q¢ aus (A1) und (A2). (ii) gilt wegen

Anp ™ (A°U B9)“

mit den Axiomen (A2) und (A3). (iii) folgt aus (A2) und (ii) unter Verwendung von mit

A\ B 4n B

SchlieBllich erhélt man (iv) und (v) durch iterierte Anwendung von (A3) bzw. (ii). O

Bemerkung 1.2 (a) In (iv) und (v) ist die Endlichkeit der Indexmenge I wesentlich. Ist [
unendlich, so werden wir spéter zeigen, dass die Aussage

(Ad) AjeA jel = UA €A

JEI
im allgemeinen falsch ist. Ein System A von Teilmengen einer nichtleeren Menge §2 mit den
Eigenschaften (A1), (A2), (A3) und (A4) heifit eine o—Algebra iiber .

(b) Fiir eine beliebige Menge 2 ist die Potenzmenge P(€2) stets eine o—Algebra. O

Von Bedeutung wird im Folgenden noch der Begriff des Produktes von Mengen sein:
Definition 1.4 Fir zwei Mengen A, B heiffe die Menge
Ax B:={(a,b) : a€ A und b€ B}

das (cartesische) Produkt von A und B. Das Paar (a,b) heifie geordnetes Elementpaar.

‘BSP. (1.2.1) ‘ (a) Das Produkt der Mengen A := {1,2,3} und B := {3,0} ist die Menge

Ax B =1{(1,0), (1,3), (2,0), (2,3), (3,0), (3,3)}.

(b) Fiir jede Menge M gilt
Mx0=0, 0xM=0.




1.3 Vorbemerkungen iiber reelle Zahlen

Der Umgang mit reellen Zahlen, insbesondere ihre Verkniipfung durch die vier Grundrechen-
arten, darf als vertraut vorausgesetzt werden. Jeder hat durch einfache Aufgaben des Alltags
praktische Erfahrungen mit reellen Zahlen gewonnen, und zwar im Umgang mit Geld, durch
Messen, durch Wigen, im Dialog mit dem Computer, u.a.m. Ebenso vorausgesetzt werden
konnen die Bedeutungen der Ordnungssymbole ” <””<” sowie der Dezimalbriiche.

Was sind reelle Zahlen?

Auf den tieferen Sinn dieser Frage stot man bei dem Versuch, eine widerspruchsfreie Antwort
zu geben. Eine spontane Antwort fillt gar nicht leicht; sie zu geben, verschieben wir auf einen
spateren Zeitpunkt. Vorab bedienen wir uns eines beliebten Hilfsmittels zur Visualisierung
der reellen Zahlen, ndmlich der Zahlengeraden:

Q 0 E P
. ) ——O—O—e—0—
x’ 0 1 X

Die Zahlengerade

Auf einer Geraden werden beliebig ein Nullpunkt O und rechts davon ein Einheitspunkt F
festgelegt. Jeder weitere Punkt P auf der Geraden repriisentiert genau eine reelle Zahl x. Thr
Wert ist das Verhiltnis der Strecken OP zu OFE. Insbesondere reprisentieren der Punkt O
die Zahl 0 und der Punkt F die Zahl 1. Punkten @ links von O werden negative Zahlen z’
zugeordnet. Mit dieser Konstruktion sei vorldufig die folgende Bezeichnung vereinbart:

R := {z : © = Wert des Punktes P auf der Zahlengeraden}.

Die ganzzahligen Vielfachen der Strecke OFE rechts von O reprisentieren in R die Teilmenge
der natiirlichen Zahlen

N:={1,23,...}.

Praktisch — und héufig verwendet — ist die Bezeichnung Ny := {0,1,2,3...}, aber 0 ist keine
natiirliche Zahl.

Addition ”+” und Multiplikation ”-” sind in NN uneingeschrankt durch-
fiihrbar: Summe und Produkt zweier natiirlicher Zahlen sind wieder eine
natiirliche Zahl. Das heif3t, die Menge N ist unter den beiden algebraischen
Operationen ”+” und ”-” abgeschlossen.

Aber: Subtraktion und Division sind nur manchmal in N durchfithrbar.

|BSP. (1.3.1)| Es gibt keine natiirlichen Zahlen 2,y € N mit 9+ = 4 bzw. 20y = 4. Wie jeder
weif, hat die erste Gleichung die Losung x = —5 ¢ N, die zweite die Losung y = % ¢ N.

Abhilfe schafft man durch Erweiterung der Menge IN. Die Subtraktion wird uneingeschrénkt
ausfiihrbar, wenn N zur Menge der ganzen Zahlen erweitert wird:

Z:={. -3 -2 -1,01,23..}




Merke: Es gilt N C Z mit echter Inklusion sowie

Va,beZ Iz e€Z : a+x=0b, (z:=0—a).

Das heif3t, die Subtraktion ist in Z uneingeschrinkt durchfiihrbar.

Die Division ist in Z im allgemeinen nur mit Rest durchfiihrbar. Die Gleichung

a-r=>0, 0#a,beZ,

hat nur manchmal eine Lésung in Z; zum Beispiel resultiert mit a = 4, b = —20 die Losung
x = —5 € Z. Hingegen erhilt man fiir « = —20, b = 4 die Losung = = —% ¢ Z. Es geniigt,
sich auf Faktoren a € N zu beschréinken. Andernfalls ersetze man x durch y := —x. Stets gilt

(zum Beweis vgl. Satz 1.4):

VaeNVbeZ AzreZ A rezZ 0<r<a : a-xz+r=h.

Die Zahl r heifit Divisionsrest. Wir haben zum Beispiel 3 -5+ 2 = 17 (oder gleichbedeutend
17 : 3 = 5 Rest 2) sowie —4 -5 + 3 = —17 (oder gleichbedeutend (—17) : 4 = —5 Rest 3).
Diese unpraktische Division mit Rest eriibrigt sich, wenn Z zur Menge der rationalen Zahlen
erweitert wird:

Q= {x _2. p€EZ und q € N} := Menge der periodischen Dezimalbriiche.
q

Bemerkung 1.3 FEin periodischer Dezimalbruch 7 ist vom allgemeinen Typ

=1y, rry - Tpdidy - - dy, .

~

Vorperiode Periode
Gilt d; =dy = --- = d,, = 0, so liegt ein abbrechender Dezimalbruch vor (oder ein periodi-
scher Dezimalbruch mit der Periode Null). O

Wir zeigen die Gleichheit der beiden obigen Definitionen von Q.

(a) Das iibliche Divisionsverfahren liefert zu jeder Zahl r = ’—‘; vom angegebenen Typ einen

periodischen Dezimalbruch, zum Beispiel

3 _ 118 _
—=(-3):8=-0375=-0370€Q, ——=118:55=215¢cQ.

(b) Unter Verwendung der Identitét

o dy 10"t 4 dy 10" 2 - d,
0,ddy---d, = — T ds teeot
10" — 1
kann umgekehrt jeder periodische Dezimalbruch r := rg,riry---rpdids -+ -d, in der Form

r= %’ mit p € Z und ¢ € N dargestellt werden, zum Beispiel
375 3-125 3
1000  8-125 8

_ 1 e 1 45\ 21 5

2,125 = 2,140,085 = — (21 +0,45) "= — (214 — ) = = 4

! 0 g 21049 10( +99> 10 110
236 118

0 5 €@

0,375 =

€Q,



Bemerkung 1.4 (a) Die Periodizitit eines Bruches hingt nicht von der Wahl des Ziffernsy-
stems ab (also nicht davon, ob der Bruch im Dual-, Oktal-, Dezimal-, Hexagesimal— usw. Sy-
stem dargestellt wird).

(b) Es gilt Z C Q, da die Zahl p € Z mit dem Bruch 7 € Q identifiziert werden kann.

(c) Die E-Darstellung ist nicht eindeutig, zum Beispiel gilt
1 2 3

3 6 9
Eindeutigkeit wird erst durch die folgende Forderung erreicht:

Q:= {r _P :p€Z,geN und p,q teilerfremd} .
q

(d) Auch die Darstellung periodischer Dezimalbriiche ist nicht eindeutig; zum Beispiel gilt O
3,14159 = 3, 14160.

In @Q sind jetzt die vier Grundrechenarten uneingeschrinkt durchfiihrbar.

Gegeben seien rationale Zahlen r; := p;/q; € Q, j = 1,2. Die Gleichung
r1 + & = ry hat die eindeutige Losung
_ P21 — D142 c

d192

x
Die Gleichung ry - * = ry hat stets dann eine eindeutige Losung = € Q,
wenn 1 # 0 gilt. Diese Losung lautet

_ P2q1 cqQ
P142

T

Bemerkung 1.5 (a) Fiir r; = 0 ist die Gleichung 7 - © = ry entweder widerspruchsvoll
(ro # 0) oder fiir alle x € Q erfiillt (ro = 0). Daher fordert man:

Division durch Null ist verboten!

(b) Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen r,s liegen stets unendlich viele weitere

rationale Zahlen, zum Beispiel die Zahlen O
r+4s 4T T+ T2 r+r;
ryi= Ty = r3 = cey Ty =
1 9 y 12 9 » 13 9 ) s Fj+1 9 )

Wir werden bald die Dichtheit von Q in der Menge der reellen Zahlen begriinden. Mit der
obigen Konstruktion zeigt man danach sogar, dass in jedem Abschnitt positiver Linge der
Zahlengeraden beliebig viele Punkte aus Q liegen. (Negation: Es gibt keinen Abschnitt po-
sitiver Liange der Zahlengeraden, in dem keine Zahl aus Q existiert.) Unter dem Einfluss
der pythagordischen Schule waren die antiken Griechen lange der Meinung, das Problem der
Lingenmessung sei stets in Q losbar: Eine vorgegebene Einheitsstrecke OF wird derart in ¢
gleiche Teile zerlegt, dass ein so erhaltenes Teilstiick genau p—mal in eine zu messende Strecke
OP hineinpasst. Die Linge OP ist dann die rationale Zahl z = %. Es war fiir die Griechen ein
tiefer Schock, als ein Mitglied eben jener pythagoriischen Schule die Entdeckung machte, dass
die "rationale” Zahlengerade Locher aufweist. Es gibt Punkte auf der Zahlengeraden, denen
keine rationale Zahl zugeordnet ist:



Satz 1.2 Die Gleichung x - x = 2 hat keine Losung x € Q.

Begriindung: Diese wird indirekt gegeben. Angenommen, es existiere ein solches z = IE] € Q mit
teilerfremden p,q € N

2
:>x-x:<2> —2 = p? = 2¢? = 2teilt pZ=p-p
q

= 2teilt p = 4 teilt p? = 2¢® = 2 teilt ¢°

: P _ 2po : .
= 2 teilt ¢ => r=== S = p und q nicht teilerfremd .

q 40
Also ist die Behauptung wahr. O

0 E P
Geometrische Darstellung der Zahl /2

Die Diagonale x des Einheitsquadrates geniigt der Gleichung z - z = 2 (Satz des PYTHAGO-
rAS). Der Endpunkt P, der bei Drehung der Diagonalen z = /2 in die Zahlengerade entsteht,
ist kein rationaler Punkt! (Der frevelhafte Entdecker dieser Ungeheuerlichkeit soll zur Strafe
von seinen pythagordischen Genossen wihrend einer Seefahrt ins Meer geworfen worden sein.
Wir sind heute mehr denn je berechtigt zu fragen, ob hier das Strafmaf} nicht das Gesetz der
VerhéltnismiBigkeit gesprengt hat. Jeder der handelsiiblichen Computer arbeitet ausschlie3-
lich mit einer Arithmetik auf der Basis der rationalen Zahlen. Wozu also noch mehr Zahlen?
Der Glaube an die fast unbegrenzten Moglichkeiten moderner Computer bedarf wohl keiner
ideologischen Untermauerung mehr. Oder?)

Ein weiterer Beweis fiir die Liickenhaftigkeit der "rationalen” Zahlengeraden ist die Existenz
nichtperiodischer Dezimalbriiche, wie zum Beispiel

x :=0,101001000100001....

Definition 1.5 Jeder nichtperiodische Dezimalbruch heif§t irrationale Zahl. Die Vereini-
gungsmenge von rationalen und irrationalen Zahlen bildet die Menge der reellen Zahlen:

R := Menge der Dezimalbriiche.

Bemerkung 1.6 (a) Wir haben nach Konstruktion N C Z € Q C R, jeweils mit echter
Inklusion.

(b) In der obigen Definition der reellen Zahlen sind noch folgende Punkte zu kléren.
e Abhéngigkeit von der Dezimaldarstellung?

e Rechengesetze fiir irrationale Zahlen?



e Ist die Gleichung -z = 2 in R wirklich 16sbar, das heif3t, wird nun die ” Liickenlosigkeit”
der Zahlengeraden gewihrleistet? Die nicht beweisbare Antwort lautet ”JA”. Sie wird in
der Mathematik als Axiom postuliert, und zwar als sogenanntes Vollstandigkeitsaxiom.
Wir kommen in Abschnitt 1.8 darauf zuriick. O

1.4 Grundbegriffe der Algebra

1.4.1 Relationen und Abbildungen

Es ist eine elementare Tatsache, dass je zwei natiirliche Zahlen x,y € N in der Relation z < y
oder y < x zueinander stehen. Somit ist durch

R:={(z,y) e NxN : z <y}

eine Teilmenge von N x N sinnvoll erkldrt. Man nennt R eine Relation auf N. Allgemeiner
gelte:

Definition 1.6 (a) Fir je zwei Mengen M, N heiffe K C M x N eine Korrespondenz
zwischen M und N.

(b) Fine Korrespondenz R C M x M heifle eine Relation auf der Menge M. Anstelle von
(z,y) € R schreibt man xRy (oder man verwendet statt R ein anderes Zeichen).

‘BSP. (1.4.1) ‘ (a) Nachfolgend bezeichnen R; und Ry Relationen auf der Menge N der natiirli-
chen Zahlen.
(i) zR1y bedeute z < y:

Ry ={(z,y) e NxN : z <y} ={(1,2),(1,3),(1,4),...,(2,3),(2,4),(2,5),... }.
(i) zRay bedeute 2|(z + y) (in Worten: 2 teilt z + y):
Ry ={(z,y) e Nx N : 2|(z +y)} ={(1,1),(1,3),(1,5),...,(2,2),(2,4),(2,6),... }.
(b) Fiir eine Menge M heifie
AM) :={(z,z) rze M} CMxM

die Diagonale von M x M. Genau dann gilt zA(M)y, wenn = = y ist. Das heifit, A(M) ist die
Gleichheit ”=" auf M.

Definition 1.7 FEine Relation R auf einer Menge M heiffe
a) reflexiv :& es gilt tRx Yo € M,
symmetrisch < xRy impliziert stets yRx,

(
(b
(

d

)
)
(c) antisymmetrisch :< xRy und yRx gelten genau dann, wenn x =y,
) tranmsitiv :< xRy und yRz implizieren tRz,

)

(e

alternativ : & es gilt xRy oder yRx.



Es ist leicht nachvollziehbar, dass die Relation = auf der Menge N die Eigenschaften (a)—(d)
hat, nicht aber (e). Hingegen hat die Relation < auf N die Eigenschaften (a), (¢)—(e), wihrend
die Symmetriebedingung (b) nicht gilt.

Definition 1.8 FEine Relation R auf einer Menge M heiffe

e Aquivalenzrelation :& R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv,

e Ordnungsrelation < R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv. Das Paar (M, R)
heifie geordnete Menge. Ist R dariber hinaus noch alternativ, so heifle (M, R) voll-
standig (oder linear) geordnet.

‘BSP. (1.4.2) ‘ (a) Die Relation Ry aus BSP. (1.4.1) ist eine Aquivalenzrelation. Reflexivitit und
Symmetrie sind klar. — Transitivitéit: Gelten £ Rsy und yRsz, so sind = 4+ y und y + z durch 2 teilbar,
und somit auch = + z = (z +y) — (y + 2) + 2z.

(b) Fiir M := N,Z, Q oder R ist das Paar (M, <) vollstindig geordnet.

(c) Die Menge N der natiirlichen Zahlen, versehen mit der Relation

R:={(z,y) e NxN : z|y}
ist eine geordnete Menge; aber R ist keine vollstindige Ordnung. Es gilt weder 4|5 noch 5|4 (zum
Beispiel).

(d) Fiir eine nichtleere Menge {2 setzen wir
R:={(A,B) e P(Q) xP(Q) : AC B},

das heifit, R ist die Inklusionsrelation. Das Paar (P(2),C) ist wiederum eine geordnete Menge,
die i.a. aber nicht vollstindig geordnet ist. So gilt z.B. in P({1,3,5}) weder {1,3} C {1,5} noch

{1,5} C {1,3}.

Eine Aquivalenzrelation R auf einer nichtleeren Menge M induziert stets eine Zerfillung (Par-
tition) von M in Klassen dquivalenter Elemente.

Definition 1.9 (a) Eine Partition von M ist ein System {A; : i € I} von nichtleeren,

paarweise disjunkten Teilmengen A; C M mit U A; = M.
i€l
(b) Die Menge
[z]g :={ye M : xRy} C M
aller zu x € M dquivalenten Elemente von M heifie die Aquivalenzklasse von z, und x nennt

man einen Vertreter von [z]r. Hiufig schreibt man einfacher [x] anstelle von [x]r, wenn eine
Verwechslung der Aquivalenzrelation R ausgeschlossen ist.

Dass jede Aquivalenzrelation R auf M stets eine Partition von M induziert, liegt an folgenden
Eigenschaften.

Satz 1.3 Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt fir alle z,y € M:

(a) z € [z]g und somit M = U [z]g,
reEM

(b) [zlr N[ylr #0 < [2]r = [y]r.
Begriindungen: (a) Diese Aussage gilt auf Grund der Definition der Aquivalenzklassen.

(b) Gilt [z] = [y], so ist offenbar [z] N [y] = [z] # 0. Sei andererseits z € [z] N [y] # (. Dann folgt
zRx sowie zRy, also [z] = [z] und [z] = [y]. (Klar, w € [z] bedeutet wRz, und somit auch wRz, da
R transitiv ist. Dies liefert w € [z], also [z] C [z]. Genauso zeigt man [z] C [2].) O



Bemerkung 1.7 Man nennt die Menge aller Aquivalenzklassen von M unter der Aquiva-
lenzrelation R auch die Quotientenmenge von R:

M/R :={[z]g : x € M}.

‘ BSP. (1.4.3) ‘ Wir betrachten auf N die Aquivalenzrelation Ry aus BSP. (1.4.1). Fiir jedes 2 € N
ist

[z]R, :={y € N : 2[(z +y)},
und man erhélt hier genau zwei verschiedene Aquivalenzklassen, namlich
Mg, = {zeN:2/(z+1)} = {1,3,5,...},
2lr, = {zeN:2/(z+2)} = {2,4,6,...}.

Wie wir schon festgestellt haben, ist (IN, <) eine vollsténdig geordnete Menge, und es ist uns
intuitiv klar, dass sie ein kleinstes Element hat, ndmlich das Element 1.

Definition 1.10 Es sei (M, <) eine vollstindig geordnete Menge, und es sei A C M gegeben.
(a) © € A heifie kleinstes Element oder Minimum von A (in Zeichen: v = min(A)) :& es
gilt t <y VyeA.
(b) x € A heifie grofites Element oder Maximum von A (in Zeichen: x = max(A)) & es
gilt y <x VyeA.

(Wegen der Antisymmetrie der Ordnungsrelation kann es in (a) bzw. (b) hdchstens ein solches
xr € A geben.)

\ BSP. (1.4.4) \ Es gilt min(Np) = 0; die Mengen Z, Q, R haben keine kleinsten und keine grofiten
Elemente.

Das wichtigste Hilfsmittel zur Untersuchung von Mengenstrukturen sind die Funktionen oder
Abbildungen von einer Menge M in eine zweite Menge N. Wir werden in Abschnitt 5.1
ausfiihrlicher auf diesen Begriff eingehen und beschrinken uns hier nur auf die Erlduterung
der Grundtatsachen.

Definition 1.11 FEs seien M und N Mengen, und es sei f C M x N eine Korrespondenz. f
heife eine Abbildung (oder Funktion oder Zuordnung) von M in N :&

VeeM Aye N : (z,y) € f. (A)

Es soll nun stets die tibliche Schreibweise verwendet werden, ndmlich
f:M — N anstelle von f C M x N, y= f(x) anstelle von (x,y) € f.
Das Element y = f(x) heiffe Bild von x unter f, und das Element x heiffe Urbild von y.

Bemerkung 1.8 (a) Wir bezeichnen mit

Abb(M,N):={f:M — N : f ist Funktion}




die Menge aller Abbildungen (oder den Funktionenraum) von M nach N.
(b) Fiir f,g € Abb (M, N) gilt f = g genau dann, wenn f(z) = g(z) Vo € M.
(c) Die folgenden Varianten fiir Funktionsbezeichnungen sollen exemplarisch aufgezeigt wer-

den:
f:R—=R mit f(z):=2> VzeR,

oder : 22,
oder : Funktion 2.
Statt f : M — N schreibt man auch M LN, O

Definition 1.12 Gegeben seien Mengen M, N und eine Funktion f € Abb (M, N).
(a) Fir A C M heifle

FA) = U f@) =y €N : y=f(x) und « € A}

TEA

die Bildmenge von A unter f. Man setzt Bild f := f(M).
(b) Fir B C Bild f heife

fY(B):={xreM: f(x) e B}

die Urbildmenge von B beziiglich f.
(c) Die Funktion [ heifle

e surjektiv (oder Abbildung auf), wenn gilt: f(M) = N. Dies ist genau dann der Fall,
wenn

Vye NIz e M :y= f(x),

e injektiv (oder eineindeutige Abbildung), wenn gilt:

11,82 € M und f(z1) = f(z2) = 1 =122

In Worten: Jedes Bild y € f(M) hat genau ein Urbild x € M,

e bijektiv (oder eineindeutige Abbildung auf), wenn f injektiv und surjektiv ist.
(d) Ist f bijektiv, so wird durch

fL={(y,z) e Nx M : y= f(z) und y € N}

die Umkehrabbildung f~! von f definiert, und wir schreiben wieder x = f~'(y) anstelle von
(y,z) € f1. Es st f~1: N — M ebenfalls bijektiv, und es gilt (f~1)~L = f.

|BSP. (1.4.5)| (a) Die Abbildung Idy : M — M mit Idy(w) := 2 ¥V & € M heile Identitit auf
M, wobei man hiufig einfacher Id oder 1 schreibt. Diese ist bijektiv.

(b) Die Abbildungis : A — M mit is(z) := z V 2 € A heifle Einbettung von A C M in M. Sie ist
injektiv.

(c) Die Einschriankung f|A: A — N von f € Abb(M,N) auf A C M mit f|A(z) := f(z) Vz € A
ist injektiv, falls f injektiv ist.

(d) Die Fortsetzung f : M — N einer Funktion g € Abb (A4, N) ist definiert durch f|A :=g.




1.4.2 Algebraische Operationen
Wir haben bereits in Abschnitt 1.3 festgestellt, dass auf der Menge N der natiirlichen Zahlen
die Rechenoperationen des Addierens und des Multiplizierens uneingeschrankt durchfiihrbar
sind, ohne die Menge N zu verlassen. Die Operationen + und - sind Abbildungen des carte-
sischen Produkts N x N in N:

+:N x N — N mit (a,b) — a+ b, -: N x N — N mit (a,b) — a-b. (4.1)
Allgemeiner haben wir:
Definition 1.13 FEs sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung

x: MxM—M, (a,b)—axbVabeM

heiffe eine bindre algebraische Operation (oder Verkniipfung) auf M.

‘BSP. (1.4.6) ‘ (a) Wir ersetzen in (4.1) die Menge N durch M :=Z oder M := Q oder M := R.
Dann sind + und - Verkniipfungen auf M.

(b) Fiir eine Menge 2 sind die Abbildungen

PQ) x P(Q) = P(Q), (A,B)— AUBVY A, BCQ,
PQ) x P(Q) = P(Q), (A,B)—ANBVYABCQ

Verkniipfungen auf P((2).

Wir unterscheiden verschiedene Eigenschaften von Verkniipfungen:
Definition 1.14 (a) Eine Verknipfung = auf einer Menge M heifle
e kommutativ &< axb=bxa Ya,be M,
e assoziativ :& (a*xb)xc=ax* (bxc) Va,b,ce M.

(b) Ein Element e € M heifle neutrales Element (oder Einselement) der Verkniipfung *,
wenn gilt: exa=a=axe Yaec M.

(c) Es sei e € M neutral beziiglich *. Ein Element a=' € M heife invers zu a € M beziiglich
%, wenn gilt: axa™' = e = a~! ¥ a. Das Element a heifle invertierbar, wenn es mindestens
ein Inverses a~! gibt.

‘BSP. (1.4.7)‘ (a) Die im vorangegangenen BSP. (1.4.6) betrachteten Verkniipfungen + und -
auf M := Z,Q oder R sind kommutativ und assoziativ. Es ist 0 neutrales Element von + und 1
neutrales Element von -. Jedes a € M hat beziiglich + das inverse Element (—a). In Z existieren
beziiglich - keine inversen Elemente (mit Ausnahme von a = +1).

(b) Auf P(2) sind U und N ebenfalls kommutativ und assoziativ. Es ist () neutrales Element von U
und € neutrales Element von N. Inverse Elemente existieren nicht.

(c) Die Verkniipfung — : Z X Z — Z mit (a,b) — a — b ist weder kommutativ noch assoziativ.




Bemerkung 1.9 (a) Existiert ein neutrales Element e € M der Verkniipfung x*, so ist e
eindeutig bestimmt. Denn wire €' € M ebenfalls neutral beziiglich x, so wére e xe' = €', (weil
e neutral ist), und ebenso e x €/ = e, (weil €' neutral ist). Also gilt e = ¢'.

(b) Ist die Verkniipfung % auf M assoziativ, so kann man Klammern ohne Bedenken fortlassen:
(axb)xc=ax(bxc):=axbxc.

Ist * dariiber hinaus kommutativ, so konnen Faktoren beliebig vertauscht werden:
axbxc=bxaxc=cxbxa—=---

(c) Neben den bindren algebraischen Operationen % : M x M — M konnen auch andere
algebraische Operationen auf einer Menge M erkliart werden. Zum Beispiel ist die Abbildung

CP(Q) = P(), A A=AVACQ

eine unire algebraische Operation. Eine Menge M mit der Gesamtheit ihrer algebraischen
Operationen heifle eine algebraische Struktur oder kurz eine Algebra. Ein Beispiel ist die in
Definition 1.2 erklirte Mengenalgebra (P(2),U,N, ©) iiber einer Menge €. 0

Definition 1.15 FEs sei x eine Verkniipfung auf einer Menge M, und es sei U C M nichtleere
Teilmenge. (U, ) heiffe eine Unteralgebra oder Teilalgebra der Algebra (M, x), wenn x auch
eine Verknipfung auf U ist, d.h. wenn gilt:

axbelU Ya,beU.

(In analoger Weise definiert man Unteralgebren, wenn auf M mehrere algebraische Operatio-
nen erkldrt sind.)

‘BSP. (1.4.8) ‘ Es ist (N, +,-) eine Unteralgbra der Algebra (Z,+, ).

In dem vorstehenden Beispiel sind auf den Tragermengen N bzw. Z zwei Verkniipfungen +
und - erkldrt. Wir sind aus der Schulerfahrung mit der Rechenregel

Punktrechnung geht vor Strichrechnung

vertraut. Es miissen also unter Umstéinden bei gemeinsamem Auftreten mehrerer Verkniip-
fungen gewisse Rechenvorschriften beachtet werden:

Definition 1.16 FEine Verkniipfung = heiffe in M distributiv beziiglich einer Verkniipfung
O, wenn fir alle x,y,z € M gilt:

zx (ydz) = (zxy)d(x * 2), (x0y) * z = (x * 2)0(y * 2). (D)

Offensichtlich ist die Multiplikation - auf den Mengen M := N,Z,Q oder R distributiv
beziiglich der Addition +. Die Distributivitét ist im allgemeinen keine symmetrische Eigen-
schaft. Das heifit, aus der Distributivitit von % beziiglich O folgt nicht die Distributivitéit von
O beziiglich . Dies zeigt unser Beispiel mit * := - und O := +. Hingegen zeigt die Tabel-
le in Abschnitt 1.2, Seite 3, dass in der Mengenalgebra (P(£2), U, N, ©) sowohl U distributiv
beziiglich N ist, als auch N distributiv beziiglich U.




1.4.3 Homomorphismen, Kongruenzrelationen

Wir betrachten Mengen M und N, auf denen jeweils eine Verkniipfung x bzw. O erklirt sei,
so dass Algebren (M, ) und (N, O) resultieren. Ferner sei eine Funktion f € Abb (M, N)
gegeben. Dann sind offensichtlich

flxxy)e N,  f(x)Of(y) e N Va,ye M

wohldefinierte Elemente. Wir fragen nach solchen Funktionen f, fiir die gilt:

flxxy) = f(x)Of(y) Va,y € M. (H)

‘BSP. (1.4.9)‘ Es seien M := N, N := Q sowie % := + und O := - gesetzt. Fiir eine feste Zahl

0#r= %’ € Q sind die Potenzen r" = fl’—: € Q, n € N, stets erklart. Wir definieren die Abbildung
f:(N,+) = (Q,-) durch die Vorschrift

f(n)=r"V¥neN.
Nun gilt das bekannte Potenzgesetz
f(n+m)=r""" = "™ = f(n)- f(m) Yn,m € N,
d.h. die Bedingung (H) ist erfiillt.

Definition 1.17 Es seien (M, ) und (N,3) algebraische Strukturen mit Verkniipfungen x
bzw. O. Eine Funktion f € Abb (M, N) heiffe Homomorphismus genau dann, wenn (H) gilt.
Ein Homomorphismus f : (M,*) — (N, O) heifle

e Monomorphismus < f ist injektiv,

Epimorphismus :& f ist surjektiv,

e Isomorphismus & f ist bijektiv,

e Endomorphismus :& (M, x) = (N, 0),

e Automorphismus :& (M, ) = (N,0), und f ist bijektiv.

(Tragen M und N mehrere Verknipfungen x;,0;, i = 1,2,...,k, so muss (H) fir jeden ein-
zelnen Index i =1,2,...,k gelten.)

Bemerkung 1.10 (a) Gibt es einen Isomorphismus f : M — N zwischen zwei Algebren M
und N, so nennt man M und N isomorph, in Zeichen M = N. Das einfachste Beispiel fiir
einen Isomorphismus ist die identische Abbildung

Idy i (M, %) — (M, ).

(b) Die Isomorphiebeziehung 2 ist eine Aquivalenzrelation auf der Familie aller Algebren
(M, x).

(c) Aus der Sicht der Algebra wird zwischen isomorphen Algebren nicht unterschieden, da sich
diese nur durch die Benennung ihrer Elemente unterscheiden. Von Interesse sind lediglich die
algebraischen Operationen auf einer Menge, nicht aber die Art ihrer Elemente. Beherrscht man
das Rechnen in der einen Algebra und ist eine Isomorphie auf eine andere Algebra bekannt,
so beherrscht man auch das Rechnen in dieser. a



‘BSP. (1.4.10)‘ Wir betrachten auf einer nichtleeren Menge M eine Aquivalenzrelation R =

{(z,y) € M x M : zRy}. Wie wir in Satz 1.3 gesehen haben, induziert R eine Partition der Menge
M durch das System der Aquivalenzklassen

[z]r :={y € M : zRy}.

Ist * eine Verkniipfung auf M, so kann * durch die folgende Vorschrift auf die Quotientenmenge
M/R = {[z]g : * € M} transportiert werden, sofern R mit * strukturvertréaglich ist, vgl. Definition
1.19:

Zlr*ylr :=[zxylr={2€ M : (r*xy)Rz} Yz,yec M. (4.2)

Die durch die Partition induzierte Abbildung
w: (M,x) — (M/R, %), z v+ w(z) = [z]R,
ist ein Homomorphismus. Man erkennt sofort, dass wegen (4.2) die Bedingung (H) gilt, ndmlich:
m(z+y) = [wxylr = [z]r * [y]r = 7 () * 7(y) V 2,y € M.

Definition 1.18 Die Abbildung 7 : M — M/R heifle die natiirliche Abbildung oder die
kanonische Projektion von M auf M/R.

‘BSP. (1.4.11)‘ Es sei im vorangegangenen BSP. (1.4.10) M := Z gesetzt, und es werde auf Z
eine Relation R durch die Vorschrift

Ri={(z,y) €ZxZ : 4z — )}
erklirt. 2Ry bedeutet also: 4 teilt z — y. Wir zeigen, dass R eine Aquivalenzrelation ist.
e R ist reflexiv: 4 teilt z — x = 0 ist per Definition wahr. Also gilt xRz.

e R ist symmetrisch: Ist 4 Teiler von = — y, so auch Teiler von y —z = —(z — y). Also folgt aus
xRy stets auch yRzx.

e R ist transitiv: Sei 4 Teiler von x —y und von y — z. Wegen = — z = (z —y) + (y — 2) folgt nun
4|(z — z). Also gilt die Implikation: zRy und yRz = zRz.

Die Quotientenmenge
Z/R:={la] s 0 €2}, [a]:i={y€eZ: 4l(z—y))
besteht aus genau vier Elementen, ndmlich

0] ={z€Z: 4z} ={...,—12,-8,-4,0,4,8,12,...} ={4k : k€ Z},

M={zeZ:4/(x—1)}={..,—11,-7,-3,1,5,9,13,...} ={dk+1 : k€ Z},
R={z€Z:4/(z-2)}=1{...,-10,-6,-2,2,6,10,14,...} = {4k + 2 : k € Z},
Bl={ze€Z:4(z-3)}={.,-9,-5,-1,3,7,11,15,...} ={dk+3 : k€ Z}.

Beispielsweise liegen die Zahlen 3 und 15 in derselben Aquivalenzklasse, so dass [3] = [15] gilt.
Allgemeiner hat man fiir jedes z € Z und jedes k € Z:

[z] = [z + 4k] = [z — 4k].



Nun sind auf Z die zwei algebraischen Operationen + und - erkldrt. Durch die folgende Vorschrift
werden + und - auf die Quotientenmenge Z/R transportiert. Fiir alle z,y € Z gelte:

]+ [y] = [z4+y]=[r+y—4k], k€Z,
(2] [y] = [z-yl=[z-y—4r], rez

Die moglichen Resultate bestimmt man am besten durch Aufstellen von Operationstafeln fiir die
Verkniipfungen + und -

+ 0] 1] [2] [3] - |0] (1] [2] [3]
o] | [0] ] 2 [3] [0] | [0] [o] [0} [O]
[ ] 21 (3] [0] [ [ 2 3]
21| 2] 3] [0 [1] 21| [0] [2] [0] [2]
3118 [0 A [2] B o1 81 21 [1]

Man stellt sehr einfach fest, dass die kanonische Projektion 7 : Z — Z/R, = — 7(z) := [z], fiir beide
Operationen + und - die Bedingung (H) erfiillt, also ein Homomorphismus ist.

Die in dem BSP. (1.4.11) diskutierte Aquivalenzrelation R hat offenbar die Eigenschaft, dass
aus Ry stets auch (z + 2)R(y + z) sowie (x - z)R(y - 2) fiir jedes z € Z folgt. Denn ist 4
ein Teiler von x — y, so ganz offenbar auch ein Teiler von (z + z) — (y + 2) = & — y und von
r-z—1y-z=(r—1y)-z Das heifit, die Relation R ist strukturvertréiglich mit den beiden
Verkniipfungen + und -. In diesem Sinne definieren wir:

Definition 1.19 Gegeben sei eine Algebra (M, x). Fine Aquivalenzrelation R auf M heifle

e Linkskongruenzrelation :& Fir alle x,y,z € M gilt

Ry = (zx2)R(zxy),

e Rechtskongruenzrelation & Fir alle x,y,2 € M qilt

xRy = (x*2)R(yx*2),

e Kongruenzrelation :& R ist sowohl Rechts— als auch Linkskongruenzrelation.

(Ist die Verkniipfung x kommutativ, so entfallen die Spezifikationen Rechts und Links. Die
Verallgemeinerung fir Kongruenzrelationen auf Algebren mit mehreren Operationen bedeutet,
dass R mit allen Operationen auf M strukturvertraglich sein muss.)

Als Aquivalenzrelation induziert jede Kongruenzrelation R auf der Algebra (M, ) eine Par-
tition der Menge M. Der resultierenden Quotientenmenge

wird durch die Vorschrift (4.2) eine algebraische Struktur (M/R, %) aufgeprigt.

Definition 1.20 Die Quotientenmenge M/R := {[z|g : © € M} nach der Kongruenzrelation
R, gemeinsam mit der durch (4.2) definierten Verkniipfung = heifse Faktoralgebra (M /R, x)
der Algebra (M, *) nach der Kongruenzrelation R.

‘ BSP. (1.4.12) ‘ In Verallgemeinerung von BSP. (1.4.11) betrachten wir auf (Z, +, -) fiir eine feste
Zahl n € N die Kongruenzrelation

zRyy = n|(z —y) (in Worten: n teilt z — y).



Die Kongruenzrelation
R, :={(z,y) €EZXZ : nl(x—y)}
wird iiblicherweise mit =,, oder einfach nur mit = bezeichnet. Man setzt

xz =y mod n anstelle von n|(z — y)

und sagt: x ist kongruent y modulo n.

Man priift ohne Schwierigkeit nach, dass die Faktoralgebra Z,, := Z/=,, genau aus n verschiedenen
Aquivalenzklassen besteht, ndmlich:

Z,={[0,[1],...,[n—1]}, [a]:={r€Z:z=amodn}, a=0,1,...,n—1L

Definition 1.21 Fir a € Z und n € N heifle die Aquivalenzklasse
al =lalp:={z€Z :x=amodn}={z€Z :nlla—z)} ={a—kn: keZ}

die Restklasse von a modulo n. Denn es gilt x € [a] genau dann, wenn k € Z existiert mit kn = a—x
oder a = kn + x. Das heif§t, a ist durch n teilbar mit Rest x.

Addition und Multiplikation von Restklassen sind in der oben erlduterten Weise erklirt:

[a] +[b] = [a+b=[a+b—1-n] i
W B = [a-b=la-b—s-nl, mit a,b € Z und r,s € Z.
Zum Beispiel gelten fiir n = 7 sowie fiir a = 5 und b = —9:
Bl +[-9 = [-4] = [-4-(-1)-7=[3],
[B]-[-9] = [-45] = [-46—(=7)-7] =[4],

und es ist

(Zr,+,) = ({00], [1], 2, 3L, 141, 3L, (613, + )

Wie die Definition 1.21 zeigt, gibt es zu jedem a € Z und zu n € N Zahlen k,z € Z mit a = kn + x.
Die Divisionsreste = bilden dabei gerade die Aquivalenzklasse [a]. Wir konnen diesen Sachverhalt in
der folgenden Weise prézisieren:

Satz 1.4 FEs seien Zahlen a,b € Z mit b # 0 gegeben. Dann gilt

NgeZ Are{0,l,...,b| =1} : a=bg+ . (4.3)

Begriindung (1) Wir zeigen die Existenz von ¢ und r. Sei zunichst b > 0 angenommen. Dann bestimmen wir
die Zahl q € Z so, dass gilt: ¢ < § < ¢+ 1. Wegen b > 0 folgt dquivalent: bg < a < bq+b. Setzen wir r := a—bg,
so haben wir also 0 < r < b sowie a = bq + r, wie behauptet wurde.

Ist hingegen b < 0, so bestimmen wir nun ¢ € Z so, dass gilt: ¢ — 1 < § < ¢. Wegen (—b) = |b| > 0 gilt nun
bg < a < bg + |b|, und somit erfiillt r := a — bg die geforderten Bedingungen 0 < r < |b| sowie a = bg + r.

(if) Wir zeigen die Eindeutigkeit von ¢ und r. Wéren ¢’ € Z und ' € {0,1,...,|b| — 1} ebenfalls Zahlen, die
das Verlangte leisten, so wire bg +r = a = bq¢’ + r', und folglich b(¢ — ¢') = ' — r. Also wiire b Teiler von
" —r. Wegen |r' — r| < |b| kann dies nur fiir ' = r gelten, und daraus folgt wegen b # 0 auch ¢ = ¢'. O

Aus (4.3) ergibt sich bla genau fiir » = 0. Ist also r = 0, so ist b der gréBte gemeinsame Teiler
(ggT) von a und b. Ist hingegen r > 0, so miissen gemeinsame Teiler von r und b wegen (4.3)
auch Teiler von a sein. Um solche zu bestimmen, unterscheiden wir wegen 0 < r < |b| zwei
Félle geméaf



e 7|b, also b = rq;. In diesem Fall folgt aus (4.3): a = r(qq; + 1). Also ist r ggT von a und
b. Ferner gilt wegen (4.3)

r=a—qb=:x1a+1yb mit 1 :=1und y; := —q € Z.

e 7/ b (r teilt nicht b). In diesem Fall ist erneut Satz 1.4 anwendbar: Es existieren eindeutig
Zahlen q;,r, € Z mit

b=rq +ri, O<ry<r.

Auch hier treffen wir eine Fallunterscheidung gemfi rq|r bzw. ri/| r. Im ersten Fall gilt
r = 11g2, und es folgen b = 71(q1q2 + 1) sowie a = r1(qq; + 1)gz. Das heifit, r; ist ggT von a
und b mit der Darstellung

ri=b—rq =bxia+ y1b)q1 =: xoa + yob mit xy := —x1¢; und Yo ;=1 — y1q.
Im zweiten Fall rq | r ist wiederum Satz 1.4 anwendbar: Es existieren eindeutig Zahlen ¢y, 7o €

Z mit
T =T11gs + T2, 0<T2<7”1,

usf. Da die Divisionsreste 7,71, 79, ... € Z nach absteigender Grole |b| > r >r; > ro > ... >
rr > 0 geordnet sind, endet das Verfahren nach endlich vielen Schritten mit einer Zerlegung

Tk—2 = Tk—1qk + Tk, 0 <rg <rg-1,
fiir die entweder r|ry_1, (1 > 1), oder ry, = 1 gilt. In beiden Féllen existieren Zahlen zy, yx €

Z mit
Ty = Tpa + ykb

Im erstgenannten Fall ist ry ggT von a und b. Im zweiten Fall gibt es (auBer dem trivialen
Teiler 1) keinen ggT von a und b, und in diesem Fall heifien a und b teilerfremd.

Satz 1.5 Zwei Zahlen a und b sind genau dann teilerfremd, wenn x,y € Z existieren mit
1 =za + yb.

Begriindung: Ganz offensichtlich folgt aus der Darstellung 1 = xa + yb, dass a und b teiler-
fremd sein miissen. Sind andererseits a und b als teilerfremd vorausgesetzt, so ergibt sich die
Behauptung aus dem oben angefiihrten Divisionsverfahren. O

‘ BSP. (1.4.13) ‘ Wir berechnen den ggT der beiden Zahlen 246 und 384 sowie der Zahlen 161 und
384:

384 = 246-1 + 138

246 = 138-1 + 108 384 = 161-2 + 62
138 = 108-1 + 30 161 = 62-2 + 37
108 = 30-3 + 18 62 = 37-1 + 25
30 = 18-1 + 12 37 = 25-1 4+ 12
18 = 12-1 + [6] 25 = 12-2 +
12 = 62 + 0

Der ggT von 246 und 384 ist also 6, wiahrend 161 und 384 teilerfremd sind.

Definition 1.22 Das oben vorgestellte Divisionsverfahren zur Ermittlung des ggT zweier Zah-
len a,b € Z heifit EUKLIDischer Divisionsalgorithmus [EUKLID, ca. 300 v. Chr.].



In den meisten héheren Programmiersprachen kann die Zerlegung (4.3) der beiden Zahlen

a,b € Z mit den folgenden Befehlen ausgefiihrt werden:

q :=a div b,

r:= qa mod b.

Die gewiinschte Zerlegung (4.3) resultiert dann fiir b # 0 in der Form

a="0"(adiv b) + a mod b.

Diese Befehle verwenden wir in dem folgenden numerischen Algorithmus, der fiir zwei gegebene
Zahlen a,b € Z den grofiten gemeinsamen Teiler d € Z berechnet, und dazu noch zwei Zahlen
x,y € Z mit d = za + yb. Der Fall d =1 (Teilerfremdheit) wird ebenfalls mitberiicksichtigt.

O~ O Ot i W N -

r:=1y:=0;u:=0;v:=1;
falls ¢ # 0 dann
wiederhole

Eingabe von a,b € Z;d := a;c := b;

q:=d div ¢;r :=d mod ¢
WI=T —qxUj2 =Y —q*0;
d:=cc:=r;r:=uu:=w,y =00 :=
bis (¢ =0).(Endedann)

Z;

In der folgenden Tabelle haben wir fiir einige Zahlenpaare a, b € Z den ggT mit Hilfe des EukrLipischen
Teileralgorithmus (4.4) berechnet. Es ist zu beachten, dass der ggT d € Z nur bis auf das Vorzeichen

eindeutig bestimmt ist: Mit d ist auch —d grofiter gemeinsamer Teiler zweier Zahlen a,b € Z.

a b d T Y ra + yb
246 384 6 25| —16 6
161 384 1 =31 13 1

— 5687 451 11 18 227 11
— 9358 | —226 -2 =27 | 1118 -2
55 | —4795 5 436 5 5

0 27 27 0 1 27

-31 0 -31 1 0 -31

1.4.4 Gruppen, Ringe, Korper

Eine der einfachsten algebraischen Strukturen besteht aus einer nichtleeren Menge M mit einer
einzigen Verkniipfung . Eine solche Algebra (M, x) heifie ein Gruppoid. Hat die Verkniipfung
x weitere spezielle Eigenschaften, so erhidlt man Gruppoide, die eigene spezifische Namen
tragen. Wir erwihnen hier nur die drei wichtigsten:

Definition 1.23 FEin Gruppoid (M, *) heife

e Halbgruppe < Die Verkniipfung * ist assoziativ, d.h.

(xxy)xz=xx*(y*x2) Va,yz€ M.



e Gruppe & Es gelten (G2) und

Y a,b € M existieren eindeutig bestimmte Losungen x,y € M der Glei-
chungen a x x = b und y*xa = b.

(G3)

e abelsche Gruppe [nach N.H. ABEL, 1802-1829] :& (M, *) ist Gruppe mit kommutati-
ver Verkniipfung =, d.h. es gelten:

rxy=y*xx Vrx,yec M, (G1)
(xxy)xz=xx(y*x2) Vr,y,2 € M, (G2)
Y a,b € M existiert genau eine Losung x € M der Gleichung a * x = b. (G3)

Bemerkung 1.11 (a) In einer Gruppe (M, *) existiert stets genau ein neutrales Element
e € M.

Begriindung: Wir setzen in (G3) b := a. Dann existieren zu jedem a € M eindeutig e, e’ € M mit
axe=a, e xa=a. (4.5)

Wir zeigen, e und €’ sind unabhiingig von a. Denn sei b € M beliebig. Dann existieren wegen (G3)
z,y € M mit a*x x = b und y * ¢ = b. Man erhilt somit aus (4.5)

y*(a*xe)=yxa=Dh, (' xa)xzx=axz=h.

Wegen (G2) kénnen die Klammern anders gesetzt werden, so dass b+ e = b und ¢ x b = b folgen.
Also sind e und €’ nicht von a abhéingig. Nun setzen wir in (4.5) a := e. Dann gilt
exe=e, 6,*6:6.

Wegen der eindeutigen Losbarkeit der Gleichung y * e = e muss somit e = ¢’ gelten. Mit anderen
Worten, es existiert genau ein e € M mit

exa=a=ax*xe Ya€ M,

und das ist geméifl Definition das neutrale Element. O
(b) In einer Gruppe (M, %) existiert zu jedem a € M genau ein Inverses a~! € M.

Begrindung: Wir setzen in (G3) b := e, worin e € M das neutrale Element bezeichne. Dann existieren
zu jedem a € M eindeutig x,y € M mit

axz=e, y*a=e.
Hieraus folgt unter Verwendung von (G2)
y=yrxe=yx*(a*xz)=(yxa)xr=exz =z,

also = y, und somit z = o~ L. O

‘BSP. (1.4.14)‘ (a) Die Algebra (N, +) ist eine Halbgruppe, aber keine Gruppe. Offenbar gilt
(G2), nicht aber (G3), denn beispielsweise besitzt die Gleichung 3 4+ = = 2 keine Losung = € N.

(b) Die Algebra (M,-) mit M := Ny, Z, Q oder R ist eine Halbgruppe, aber keine Gruppe. (G3) gilt
nicht, denn beispielsweise besitzt die Gleichung 0 - z = 2 keine Losung z € M.

(c) Die Algebra (M,+) mit M := Z,Q oder R ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist
die Zahl 0, und das Inverse von a € M ist (—a).



(d) Die Algebra (M, -) mit M := Q\ {0} oder R\ {0} ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element
ist die Zahl 1, und das Inverse von a € M ist ¢! := 1+

o
(e) Es sei Z4 die Faktoralgebra Z/=4 = {[0],[1],[2],[3]}, vgl. BSP. (1.4.11). Dann ist (Z4,+) eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element [0]. Das Inverse von [a], a € Z, ist [—a] = [—a —4k], k € Z.
Diese Aussagen konnen sehr leicht an der Operationstafel fiir 4+ iiberpriift werden, s. Seite 18. Ganz
analog vergewissert man sich, dass die Algebra (Z,,+) fiir jedes feste n € N eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element [0] bildet. Das Element [a], a € Z, hat das Inverse [—a] = [—a — kn], k € Z.

(f) Die Algebra (Zy,,-), n € N, ist eine Halbgruppe, und fiir n > 2 keine Gruppe. Da die Verkniipfung
- assoziativ ist, gilt (G2). Hingegen ist (G3) fiir n > 2 nicht erfiillt. Beispielsweise besitzt die Gleichung
[0] - [z] = [n — 1] keine Losung [z] € Z,,. Andernfalls gibe es ndmlich eine Zahl k£ € Z mit

0]-[z]=[0-2]=[0-z—kn]=[n—1], also (k+1)n=1.
Wegen n > 2 ist diese Gleichung fiir kein k € Z erfiillbar.

Bemerkung 1.12 Eine abelsche Gruppe (M, +) mit der Addition + als Verkniipfung heifit
auch Modul. O

Neben den Gruppoiden bilden Mengen mit zwei Verkniipfungen die néchsteinfachen algebrai-
schen Strukturen. Wir bezeichnen diese Verkniipfungen der Einfachheit halber als Addition
+ und Multiplikation -, und wir schreiben ab anstelle von a - b.

Definition 1.24 FEine Algebra (M,+,-) heifie ein Ring, wenn gilt:
o (M,+) ist eine abelsche Gruppe (also ein Modul), (R1)
o (M,:) ist ein Gruppoid, (R2)
o die Multiplikation - st distributiv beziiglich +: Fiir alle x,y,z € M qilt
z(y +2) = xy + 22, (x +y)z =22+ yz. (D)
Das neutrale Element der abelschen Gruppe (M, +) heiffe Nullelement, bezeichnet mit 0.

Spezielle Eigenschaften des multiplikativen Gruppoids (M, -) spezifizieren Sonderformen von
Ringen, die wir nachfolgend definieren.

Definition 1.25 Ein Ring (M,+,") heifie
e assoziativ & (M, ) bildet eine Halbgruppe,

e assoziativ-kommutativ < (M, -) bildet eine Halbgruppe mit kommautativer Multiplika-
tion.

FEin assoziativer Ring, in welchem die Halbgruppe (M, -) ein neutrales Element (Einselement)
e € M besitzt, heiffe assoziativer Ring mit Einselement.

‘ BSP. (1.4.15) ‘ (a) Die Menge der ganzen Zahlen Z mit den Verkniipfungen + und - bildet einen
assoziativ—-kommutativen Ring (Z,+,-) mit Einselement, ndmlich dem Element e = 1, und dem
Nullelement 0 der Addition. Dieser Ring hat noch folgende spezielle Eigenschaft. Fiir je zwei Zahlen
a,b € Z gilt

ab=0 < a=0und/oder b=0. (NT)




Diese Eigenschaft ist fiir einen Ring keineswegs selbstverstindlich, wie wir an folgendem Beispiel
sehen werden.

(b) Wir betrachten die Faktoralgebra (Z,,+,-) = (Z/=,,+,-), n € N, vgl. BSP. (1.4.12). Wir
haben bereits in BSP. (1.4.14(e) und (f)) festgestellt, dass (Zy,,+) eine abelsche Gruppe ist, wihrend
(Zy, ) eine Halbgruppe bildet mit kommutativer Multiplikation. Es existiert sogar ein Einselement,
nimlich die Aquivalenzklasse [1]:

[1]-[z] =[z]- 1] =[1-2] = [z] V2 € Z
Das heifit die Faktoralgebra (Zy,+,-) ist ein assoziativ—kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 1.26 Z, heift Restklassenring von Z modulo n.

Wegen der Existenz eines Einselements in Z, ist es berechtigt zu fragen, ob zu jeder Restklasse
[a] € Z,, ein Inverses [a] ™! € Z, existiert. Wir beantworten diese Frage in dem folgenden Satz:

Satz 1.6 Es seien n € N und a € Z gegeben. Genau dann besitzt [a] € Z,, beziglich der Multiplika-
tion - ein Inverses [a] ' € Zy, wenn a und n teilerfremd sind.

Begriindung: (i) Ist [a] € Z,, invertierbar, so existiert ein b € Z mit [a]-[b] = [1], also mit ab = 1 mod n
oder dquivalent: n|(1 — ab). Folglich existiert ein k € Z mit kn = 1 — ab. Es gilt also 1 = ab + kn, so
dass a und n gemif} Satz 1.5 teilerfremd sind.

(ii) Sind nun andererseits a und n teilerfremd, so existieren nach Satz 1.5 Zahlen b,k € Z mit
1 = ab + kn. Fiir die Restklasse [b] € Z,, gilt dann [a] - [b] = [1], vgl. (i). Also ist [b] invers zu [a]. O

Bemerkung 1.13 Sind ¢ € Z und n € N teilerfremd, so existiert gemafl Satz 1.6 zu [a] € Z,, ein
Inverses [a] ! € Z,, mit [a]-]a] ! = [1]. Die Berechnung von [a] ! erfolgt am besten unter Verwendung
des EukLipischen Divisionsalgorithmus (4.4). Dieser liefert zu jedem Paar a,n teilerfremder Zahlen
zwei Elemente 2,y € Z mit 1 = ax + ny. Setzt man [a] ! := [z], so gilt wegen az = 1 mod n die
Relation [a] - [a] ™! = [ax] = [1]. Somit ist [a]~! invers zu [a]. O

In Z,, ist die Bedingung (NT) i.a. nicht erfiillt. Es gilt zum Beispiel in Z4 (vgl. BSP. (1.4.11)):
2]-2]=[4] =[4-1-4]=[0],

obwohl wir [2] # [0] haben. Ist allgemeiner n = j -k, 1 < j,k < n, eine zusammengesetzte Zahl, so
gilt in Z,,:
bl # LKl #0],  []-[kl=1[-k=n]=[n—-1-n]=]0]

das heifit, die Bedingung (NT) ist in diesem Fall stets verletzt.

Definition 1.27 (a) Sei (M,+,-) ein assoziativer Ring mit Nullelement 0. Gilt fir a,b €
M\ {0} die Gleichung

ab =0,
so heiffen a, b Nullteiler, und zwar a ein Links— und b ein Rechtsnullteiler. In kommutativen
Ringen entfallen die Spezifikationen Links und Rechts.

(b) Ein assoziativ-kommutativer Ring (M,+,-) mit Finselement und ohne Nullteiler heifle
Integrititsbereich oder Integrititsring.

‘BSP. (1.4.16) ‘ (a) Die Algebra (Z,+, ) ist also ein Integritédtsbereich.

(b) Wére der Restklassenring Z, nullteilerfrei, so wire er ebenfalls ein Integrititsring, wie das



BSP. (1.4.15(b)) lehrt. Wir fragen deshalb nach moglichen Zahlen 2 < n € N, fir die Z,, nullteilerfrei
ist. Angenommen, es gebe Nullteiler [a], [b] € Z,, \ {[0]}. Dann gilt fiir ein k € Z

[a] - [b] = [ab] = [ab — kn] = [0]. (4.6)

Wegen 0 ¢ [a] und 0 ¢ [b] gelten n) a (n teilt nicht @) und n[b. Andererseits hétten wir wegen (4.6)
die Gleichung ab = kn. Da n kein Teiler von a oder b sein kann, folgt zwangsliufig k|a oder k|b. Es
sei zum Beispiel k& Teiler von a: ¢ = jk mit 0 # j € Z. Dann folgt jb = n mit j # n # b (sonst hitten
wir n|a bzw. n|b). Das heifit, j # 1 und b # 1 miissen Teiler von n sein: n ist eine zusammengesetzte

Zahl.

Definition 1.28 FEine Zahl p € N heiffe Primzahl, wenn p > 1 gilt und wenn p nur die
trivialen Teiler +1 und +p besitzt.

In der Zusammenfassung haben wir gezeigt:

Satz 1.7 Der Restklassenring Z,, modulo n ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Prim-
zahl ist. Fir jede Primzahl p € N ist Z,, also ein Integrititsbereich.

In einem Integritdtsbereich (M, +,-) mit mehr als einem Element miissen das Nullelement 0
und das Einselement e € M voneinander verschieden sein.

Begriindung: Sind 0 € M das Nullelement und ¢ € M das Einselement, und wire e = 0, so hitten
wir
ae = a, b+e=0bVa,be M.

Hieraus folgte ab + ae = ab V a,b € M. Fiir b := e wiren nun ab = ag und a +ae =a YV a € M.
Folglich ware ae neutral beziiglich +, und wegen der Eindeutigkeit neutraler Elemente hitten wir
ae =0 VY a € M. Wir erhielten

ab = (ae) - (be) =0-0=0-e=0 Ya,be M.

Das heifit, jedes Element ¢ € M wére Nullteiler, im Widerspruch zur Definition eines Integrititsbe-
reichs. a

Sei nun ein assoziativer Ring (M, +, ) mit dem Nullelement 0 gegeben. Bildet das Gruppoid
(M \ {0}, -) sogar eine abelsche Gruppe, so ist der Ring (M, +, -) assoziativ—kommutativ, und
es existiert ein Einselement. Wir behaupten, dass Nullteiler nicht existieren.

Begrindung: Aus (G3) erhalten wir ndmlich
Vabe M\ {0} AzeM\{0}: ax =0
Wire a ein Nullteiler, so wére ay = 0, und es folgte
aly+z)=ay+ar=0+b=0b.

Das heifit, auch y + z wire eine Losung der Gleichung az = b, im Widerspruch zur Eindeutigkeits-
aussage in (G3). O

Wir haben mit anderen Worten einen Integrititsring vorliegen. Dieser trégt einen besonderen
Namen:

Definition 1.29 Fin assoziativer Ring (M, +,-) mit mehr als einem Element heifle ein Kor-
per, wenn (M \ {0},-) eine abelsche Gruppe ist.



Zusammenfassend kénnen wir einen Korper in der folgenden Weise charakterisieren.

Satz 1.8 FEine Algebra (K,+,-) mit mehr als einem FElement ist genau dann ein Kdrper,
wenn das folgende Axiomensystem gilt.

Axiome der Addition in K:

YV a,b € K gibt es genau ein Element a + b € K, genannt die Summe von a und b.
Die Verkniipfung ”+” erfiillt V a, b, c € K:

(A1) a+b="0b+a, (Kommutativgesetz)
(A2) a+(b+c¢)=(a+0b)+c, (Assoziativgesetz)
(A3) 3 genau ein x € K mit a +z = b.

Es bezeichne 0 € K das neutrale Element beziiglich ”+".

Axiome der Multiplikation in K:

YV a,b € K gibt es genau ein Element a - b € K, genannt das Produkt von a und b.
Die Verkniipfung ”-” erfiillt V a, b, ¢ € K:

(M1) a-b="b-a, (Kommutativgesetz)
(M2) a-(b-c)=(a-b)-c, (Assoziativgesetz)
(M3) V0#ae€ Kdgenaueinz € Kmita-z =b.

Regelung zwischen ”+” und ”-”:
(D) a-(b+c)=a-b+a-c. (Distributivgesetz)

Bemerkung 1.14 In einem Korper (K, +,-) existieren also stets eindeutig bestimmte neu-
trale Elemente ”0” der Addition + und ”1” der Multiplikation -. Es gilt

0% 1.

Dariiber hinaus existiert zu jedem a € K ein eindeutig bestimmtes Inverses der Addition +,
bezeichnet mit (—a): a+(—a) = 0, und zu jedem 0 # a € K ein eindeutig bestimmtes Inverses
der Multiplikation -, bezeichnet mit ¢ ': a-a ' = 1. O

|BSP. (1.4.17)| (a) Die Algebra (Q,+,) ist ein Korper. (Z,+,-) ist kein Korper, da (M3) nicht
gilt.

(b) Es sei p eine Primzahl. Dann ist der Restklassenring Z, von Z modulo p gemifl Satz 1.7 ein
Integrititsbereich. Wir zeigen, dass das Gruppoid (Z, \ {[0]},) alle Eigenschaften einer abelschen
Gruppe hat, so dass Z, sogar ein (endlicher) Kérper ist.

Offenbar gelten in (Z), \ {[0]},-) bereits die beiden Axiome (M1) und (M2). Zum Beweis von (M3)
seien [a] € Zy \ {[0]} und [b] € Z, vorgegeben. Da p € [0] prim ist, und da [0] N [a] = () gilt, sind
a und p teilerfremd. Gem#f Satz 1.6 existiert deshalb ein Inverses [a] ! € Z, mit [a] - [a] ! = [1].
Setzen wir [z] := [a] ™! - [b] € Z,, so folgt nun unter Verwendung von (M2)

[a] - [«] = [a] - (la] ™" - [B]) = ([a] - [a]™") - [0] = [1] - [b] = [B].

Das heift, die Gleichung [a] - [z] = [b] hat stets eine Losung [z] € Z,. Wire [z/] € Z, eine weitere
Losung, so wire



Da Z, wegen Satz 1.7 nullteilerfrei ist, muss notwendig [z — z] = [0] gelten. Somit ist [z] = [z/], und
es gilt (M3). Ist n keine Primzahl, n = j-k,1 < j,k < n, und hitte die Gleichung [j] - [z] = [b] € Zj,
eine Losung [z] € Z,,, so wire [2'] := [z] + [k] # [z] ebenfalls Losung:

]+ [2'] = [5] - [2] + [5 - K] = [j] - [=] + [0] = [4] - [=] = [0].
In diesem Fall ist (M3) verletzt. Somit haben wir:

Satz 1.9 Der Restklassenring Z.,, von Z modulo n ist genau dann ein Kdérper, wenn n eine
Primzahl ist. Fir p prim bezeichnen wir den Kérper Z, mit ¥, und nennen ihn den Rest-
klassenkdrper von Z modulo p.

1.5 Die natiirlichen Zahlen und vollstindige Induktion

Am Anfang der in Abschnitt 1.3 vorgenommenen Zahlbereichserweiterungen stand als Grund-
menge die Menge NN der natiirlichen Zahlen. Was sind natiirliche Zahlen? Diese Frage kann
nach heutiger Meinung nicht sinnvoll gestellt werden. Natiirliche Zahlen sind existent! Hin-
gegen ist die Frage nach einem Aziomensystem fiir die natiirlichen Zahlen durchaus sinnvoll.
Von dem italienischen Mathematiker G. PEaNO (1858-1932) stammt folgendes System von
fiinf Axiomen, aus dem durch logischen Schluss der gesamte Aussagenbestand der Theorie
natiirlicher Zahlen gefolgert werden kann.

(P1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

(P2) Jeder natiirlichen Zahl n ist genau eine natiirliche Zahl n’ zugeordnet, die
der Nachfolger von n heifit.

(P3) 1 ist kein Nachfolger.
(P4) n,m € N und n # m implizieren n’ # m/.

(P5) Eine Eigenschaft A(n), die fiir n = 1 gilt und die fiir beliebiges n die
Implikation A(n) = A(n') zuldfit, gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Es ist iiblich, den Nachfolger n’ der natiirlichen Zahl n mit n+ 1 zu bezeichnen, in Konsistenz
mit der algebraischen Operation ”+4” auf N. Fiir unsere Zwecke von wesentlichem Belang ist
das Axiom (P5), aus dem sich das Prinzip der vollstindigen Induktion ableitet.

Satz 1.10 (Vollstindige Induktion)
FEs sei A(n) eine Eigenschaft, die von natiirlichen Zahlen n € N abhinge, und es gelte:

(a) Induktionsverankerung: A(1) ist wahr.

(b) Vererbung oder Schluss von n auf n + 1: Falls A(n) fir beliebiges n € N wahr ist, so
ist auch A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) ist fir alle n € N wahr.

Bemerkung 1.15 Die Induktionsverankerung muss nicht zwangslidufig bei n = 1 gesetzt
werden. Sie kann auch bei beliebigem n = ng € Ny beginnen. Die Behauptung des obigen
Satzes gilt dann fiir alle n > ny. a



‘BSP. (1.5.1) ‘ Die Beobachtung iiber die Summe der ungeraden Zahlen

1=1, 143=4, 143+5=9, 14+34+5+7=16,...,
legt die folgende Vermutung nahe:

A(n): 1+3+5+---+(2n—1)=n? YneN.

Wir beweisen A(n) durch vollstindige Induktion.

o Verankerung: n =1 1=12 = A(1) ist richtig.
o Vererbung: Gelte A(n). Zeige A(n) = A(n + 1) fir alle n € N.
An+1): 1+3+5++2n—1)+[2n+1) -1 =n*+2n+1=(n+1)%
) A(n): n? ’

e Folgerung: A(n) gilt fiir alle n € N.

‘ BSP. (1.5.2) ‘ Rekursive Definition mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion:

(I) Summendefinition. Gegeben seien Zahlen m,n € Z mit m < n. Wir definieren rekursiv

m

Z ak = ap (Verankerung),
k=m

n+1 n

Z ap = Z ak + an41 (Vererbung).
k=m k=m

Aus Satz 1.10 folgt dann:

n
Zak:am+am+1—)—---+an.

k=m

Bemerkung 1.16 (a) Vereinbarungsgemifl setzt man stets

Zak::0 fir m > n.

k=m
(b) Die Variable k € Z heifit der Summationsindex. Man kann ein beliebiges Symbol als
Summationsindex verwenden, ohne den Summenwert zu verdndern.

n

n n—m
k:=j—m
E ak:am+am+1+"'+an:§ aj = E:ak+m, usw.
k=m j=m k=0

Wir geben nachfolgend einige Beispiele:

>af =a+a'+a®>+---+a" fiir festes a € R und n > 0,

=422+ 40

<
N
I
=

0

<
Il
-

<
Il

n
a; + Z a; firk=m,m+1,...,n,

M:
|
e

j=m j=m Jj=k+1
n
S1 = l4l+-tl=n,

~~

n—mal
Tm>n,
a(n+1—m) : m<n und a € R.

M=
Q
|
—N—
]



(IT) Produktdefinition. Gegeben seien Zahlen m,n € Z mit m < n. Wir definieren rekursiv

m
IT o = an (Verankerung),
s n
H ap = (H ak> Up i1 (Vererbung).
k=m k=m
Aus Satz 1.10 folgt dann:
n
H ak:am.am+1. e .an‘
k=m

Vereinbarungsgeméif setzt man stets

n
Hak:zl fir m > n.

k=m

Als ein wichtiges Beispiel nennen wir hier:

n
[ITtk=1-2-3---(n—1)-n=:n!VneN sprich: n-Fakultit.
k=1

n n! STIRLING: n! =
1 1| 9.98981759637E~0001
2 2 | 1.99896286613E 0000
3 6 | 5.99832652444E 0000
4 24 | 2.39958871148E 0001
5 120 | 1.19986154090E+0002
6 720 | 7.19940381651E 10002
7 5040 | 5.039686258 18 E+0003
8 40320 | 4.03180454053E 10004
9 362880 | 3.62865917961E+0005
10 3628800 | 3.62868474890E 0006
11 39916800 | 3.99157434222E+0007
12 479001600 | 4.78990871796E 0008
13 6227020800 | 6.22690126670E 10009
14 87178291200 | 8.71768410367E+0010
15 1307674368000 | 1.30765533732E 10012
16 20922789888000 | 2.09225212611E 10013
17 355687428096000 | 3.55683369493E 10014
18 6402373705728000 | 6.40230835132E 0015
19 || 121645100408832000 | 1.21643983025E 0017
20 || 2432902008176640000 | 2.43288179196E 0018

In der Spalte ”STIRLING” ist eine Ndherungsformel fiir n! angegeben, die fiir Werte n > 1 eine
sehr gute Approximation liefert. Dies ist die STiRLINGsche Formel (e ist die EULERsche Zahl,
vgl. Abschnitt 2.3):

n! ~ <B> V2mn, n > 1.

e

Bemerkung 1.17 (a) Es gilt die folgende Funktionalgleichung der Fakultét

nl=n-(n—1)!VneN.




Fiir n =1 hat man 1! = 1 - 0!, und hieraus gewinnt man vereinbarungsgeméf

0! :=1.

(b) Héufig setzt man fiir das Produkt der ungeraden Zahlen

n

[M2k+1)=1-3-5---(2n+1) = (2n+ 1!l (sprich: (2n + 1)-Semifakultit.)

k=0
Es gilt
(2n +1)! (2n +1)!
2n + 1! = =
Gt = 6o 2l
(c) Die Fakultiten wachsen mit n rasch an, wie die obige Tabelle zeigt. 0

1.6 R als geordneter Korper

Hier soll nicht ein langwieriger genetischer Weg nachvollzogen werden, auf dem die reellen
Zahlen aus dem PEaNoschen Axiomensystem der natiirlichen Zahlen abgeleitet werden. Einem
Vorschlag D. HILBERTs (1862-1943) folgend, wollen wir vielmehr fiir die reellen Zahlen selbst
ein Axiomensystem aufstellen, welches uneingeschriankte Anwendung der vier arithmetischen
Grundoperationen erlaubt. Es ist sicher sinnvoll, dem Beispiel des Korpers (Q, +, -) folgend,
die Axiomatik in der Algebra (R, +,-) so festzulegen, dass R selbst ein Kérper wird. Dazu
haben wir geméfl Satz 1.8 das folgende Axiomensystem auf R einzufiihren:

Axiome der Addition in R:

YV a,b € R gibt es genau eine Zahl a +b € R, genannt die Summe von a und b. Die
Verkniipfung 7+ erfiillt V a, b, c € R

(A1) a+b="0b+a, (Kommutativgesetz)
(A2) a+(b+c¢)=(a+0b)+c, (Assoziativgesetz)
(A3) 3 genau ein x € R mit a +z = b.

Axiome der Multiplikation in R:

Va,b € R gibt es genau eine Zahl a-b € R, genannt das Produkt von a und b. Die
Verkniipfung ”-” erfiillt V a, b, c € R

(M1) a-b="b-a, (Kommutativgesetz)
(M2) a-(b-c)=(a-b)-c, (Assoziativgesetz)
(M3) V0#a€ R3dgenauein x € Rmita-z =b.

Regelung zwischen ”+” und ”-7:
(D) a-(b+c)=a-b+a-c. (Distributivgesetz)

Bemerkung 1.18 (a) Wie wir bereits in Bemerkung 1.14 festgestellt haben, folgen aus die-
sem Axiomensystem:



e 1! cin neutrales Element der Addition +, ndmlich die reelle Zahl 0 ("Null’) mit a+0 =
aVacR.

e J! ein neutrales Element der Multiplikation -, nimlich die reelle Zahl 1 ("Eins’) mit
l-a=aVaeR.

e Va € R 3! ein Inverses beziiglich +, ndmlich die Zahl (—a) € R mit a + (—a) = 0.
e V0 +#acR 3 ein Inverses beziiglich -, ndmlich die Zahl a ' € R mit a-a ' = 1.

(b) Man verwendet nun in bekannter Weise die Abkiirzungen

1 b 1
—a:=(—a), —=a ', a—b:=a+(-b), —:=b-—, ab:=a-b, a+b+c:=(a+b)+e,
a a a

UsSw. O

Aus dem Axiomensystem des Korpers R konnen jetzt die zahlreichen Rechengesetze der
Arithmetik abgeleitet werden, deren Grof3teil zum kanonischen Schulstoff gehéren. Besonders
erwahnt werden soll, dass R ja nullteilerfrei ist. Demzufolgen gelten:

(i) ab=acund a#0 = b=c. (Kiirzungsregel)
(ii) ab=0 < a=0und/oder b =0.

Merke: In (i) auf die Bedingung a # 0 achten! Das folgende Beispiel sollte
lehrreich sein. Gegeben seien a,b € R, und es werde ¢ := a — b gesetzt.

= b+c=a |-(a—0)

= ab+ac—0b—bc=aa—ab = ab—bb—bc=aa—ab— ac
= bla—b—c)=ala—b—c) |:(a—b—c)

= b=ua

fiir je zwei beliebige Zahlen. Was wurde falsch gemacht?

Die Regel (ii) verwendet man hiufig zur Losung von Gleichungen, z.B.
?—2-6=0 & (2+2)(x—-3)=0 & x=-2 oder z=3.

Die Regeln

n n
Zak:am+am+1+"'+ana Hak:amam—l—l"'an

k=m k=m

konnen als verallgemeinerte Assoziativgesetze der Addition bzw. der Multiplikation ange-
sehen werden. Ebenso hat man ein verallgemeinertes Distributivgesetz

k=1j=1

n n

(Manchmal schreibt man Doppelsummen in der Kurzform % =y )
k=1  j=1k=1

J



‘BSP. (1.6.1)‘ Potenzen.

Ha:a-a---a::a"VaER VneN.

Mit den Erweiterungen

1
a’:=1VYaeR, a"i=—V0#aeR
a

gelten die folgenden Rechenregeln fiir beliebige Potenzen m,n € Z:

(i) a"a™ = ™™™ (i) a™b™ = (ab)™, (iii) (a™)" = a™".

‘ BSP. (1.6.2) ‘ Der sechsjahrige C.F. Gauss verbliiffte seinen Lehrer mit der folgenden Rechnung:

100
>k =50-101 = 5050.
k=1

Warum GAUss recht hatte, ergibt sich aus folgender Uberlegung, die fiir jedes n € N gilt:
ki=nt1-j - -
- =n -
S::Zj = JZ(n—i—l— Z Zk:n(n—i—l)—S.
j=1 k=1 k=1 k=1

Auflésen nach S ergibt:

:zn: n—i—l)‘

‘BSP. (1.6.3) ‘ Geometrische Summenformel. Seien ¢ € R und n € Ny fest gewihlt.

S—qu—l—i—qz:qjlk 1—|—qu —l—i—q(Zq —q)zl—i—qS—q”Jrl

Auflésen nach S liefert

l_qn+1
= . 147
S:Zq: —q

j=0 (n+1) :g=1

Die obige Beziehung nennt man geometrische Summenformel. Wir vermerken hier zum spéteren
Gebrauch, dass die Formel auch fiir beliebige komplexe Zahlen ¢ gilt.

Ausser den arithmetischen Operationen + und - ist auf R eine Ordnungsrelation
a <b (sprich: a kleiner gleich b)) & a<bodera=10
erkldrt, vgl. Definition 1.8. Man iiberpriift ohne Schwierigkeit den folgenden Sachverhalt:

Satz 1.11 Die Korper (Q,+,:) und (R,+,"), versehen mit der Ordnungsrelation <, sind
vollstindig geordnet.



Manchmal ist es sinnvoll, den Gleichheitsfall = auszuschlieflen und anstelle von < die ”schér-
fere” Relation
a < b sprich: a kleiner b (< b>a (bgrofer a))

zu betrachten. Fiir diese gilt nicht mehr das Axiom der Reflexivitit. Ansonsten haben wir
jedoch:

Axiome der Ordnung < in R:

7<” ist eine Relation auf der Menge R der reellen Zahlen mit folgenden Eigen-
schaften:

(01) Fiir a,b € R gilt genau eine der drei Moglichkeiten

a<b a=0b b<a, (Trichotomiegesetz
(02) a<b und b<c=a<e, (Transitivitit
(03) a<b=a+c<b+cVceR, (Monotonie der Addition
(04) a<b und 0<c=a-c<b-c. (Monotonie der Multiplikation

)
)
)
)

Beachte: In (O4) ist die Forderung 0 < ¢ ganz wesentlich. Fiir ¢ < 0 ist die Schlussfolgerung
falsch, zum Beispiel 2 (—1) £ 6 (—1).

Die Ordnungrelation < auf R macht folgende Bezeichnungen sinnvoll:

ositiv :&a > 0,
a € R heife p .
negativ : < a < 0.

Als Folgerung aus der Ordnungsrelation < und den Axiomen (O1)—(04) erhilt man alle
Rechenregeln fiir Ungleichungen, die wir nachfolgend auflisten. Die meisten sind intuitiv klar,
eine Beweisfiihrung jedoch miithsam. Es wird hier auf Beweise verzichtet.

Rechenregeln der Ordnungsrelation. Fiir a,b,c,d € R gilt:
(1) ab>0< (a>0 und b>0) oder (a <0 und b < 0);

(2) a>0und b>0=a+06>0, a>0& —a<0;

(3) a<bund b<a&a=b

(4) a#0& a®>0;

(5) a<bund c<d=a+c<b+d und a—d<b—g¢

(6) 0<a<bund 0<c<d=0<ac<bd;

(7) 0<a<b=0<7<3 Vorsicht bei Kehrwerten!
(8) b<a<0=1<3:<0; Vorsicht bei Kehrwerten!
(9)

a<b=a<i(a+b) <
(10) 0<a<b=0<a"<b" VneN;
(11) a<b+eVe>0=a<h Beachte das Gleichheitszeichen!

Ein in der Analysis wiederholt auftretendes Problem ist der Nachweis von Ungleichungen
A < B, worin A und B reellwertige arithmetische Ausdriicke sind. Zwei Verfahren sind ge-
brauchlich:



(I) Umformungsverfahren.
A<B<«<A <B«<.---< A, <B,,

wobei die letzte Relation wahr ist.

(IT) Abschétzverfahren.
A< A <Ay <---< B,

wobei jeder Teilschritt mit einfachen Mitteln einsichtig gemacht werden kann. H&ufig wird
auch das Prinzip der vollstdndigen Induktion in diesem Zusammenhang verwendet. In der
Regel benétigt man viel Erfahrung zum Auffinden des richtigen Abschétzverfahrens. Im fol-
genden Satz sind einige wichtige Ungleichungen zusammengefasst, an denen wir verschiedene
Beweisverfahren demonstrieren kénnen.

Satz 1.12 Es gelten die folgenden elementaren Ungleichungen.

1
(i) 2ab < ea’ +=b*Va,be RYe> 0.

€
(ii) (a+b)?<2a*>+2b*Va,beR.

b\ b
i < (%) vaber| (= [Vab<®2va>o0,b>0.
2 2

(iv) n<a*Va>2VneN.
(v) l+na<(l4a)"Va>-1VneN. (BERNOULLI-Ungleichung)

Begriindungen: (i) Fiir o, 8 € R folgt aus 0 < (a—f)? = a®—2a3+5? die Ungleichung 2a8 < o +32.
Fiir beliebiges € > 0 erschliefit man:

— 1
2<a > (\/EB) §a2+52:>2ab§ea2+_b2‘
Ve =~ .
—— —
=

(ii) Mit € := 1 in (i) folgt (@ + b)? = a® + 2ab + b? < 2a? + 2b%.

(iii) Wir schlieBen nach den Umformungsverfahren:

b 2
ab < (“; ) =dab < (a+b)? =a®+2ab+ b <0< a® —2ab+b* = (a — b)?,
und die letzte Relation ist wahr.
(iv) Wir beweisen mit vollstindiger Induktion die Aussage A(n): n < a”.
e Verankerung: 1 < a ist wahr fiir alle a > 2, also gilt A(1).
e Vererbung: Wir zeigen die Implikation A(n) = A(n + 1).

A(n
An+1): a"l=q-a" (>)a-n22n:n+n2n+l.



(v) Wir beweisen ebenfalls mit vollstindiger Induktion die Aussage A(n): 1+ na < (14 a)™.
o Verankerung: 1 +1-a=1+a = (1+a)® ist wahr, also gilt A(1).
e Vererbung: Zum Beweis der Implikation A(n) = A(n + 1) verwenden wir a? > 0 = na? > 0.

An+1): (1+a)" =14a)"(1+a) AS) (1+na)(l+a)>1+ (n+1)a.

Hiermit ist alles gezeigt. |

Eine Verallgemeinerung der Ungleichung (ii) zeigen wir in dem folgenden

Satz 1.13 (Caucay-ScawaArzsche Ungleichung)
Gegeben seien n € N und beliebige reelle Zahlen ay,as, ..., a, sowie by, by, ... b,. Dann gilt:

(o) = (£4) (£4)

Begriindung: Wir setzen zur Abkiirzung

n n
A=) a; >0, B:=) b>0, C:=)> arb €R.
k=1 k=1 k=1

Um die behauptete Ungleichung C? < AB zu zeigen, verwenden wir die fiir alle ),z € R giiltige
Identitéat

0< > (Aay + ubg)? = N2A + 4® B + 2MuC.
k=1

Da iiber A, frei verfiigt werden darf, wihlen wir A := v/B und p := ev/A mit € := +1 so, dass
eC <0 gilt. Dann folgt

0 < 2AB + 2¢CVAB = 2VAB (\/AB + eC) .

Im Falle AB > 0 resultiert 0 < /AB + eC, oder dquivalent —eC < v/ AB. Durch Quadrieren erhéilt

man die behauptete Ungleichung. In den Fillen A = 0 oder B = 0 ist stets auch C' = 0. ad
Bemerkung 1.19 Der Spezialfall by = by = - -+ = b, = 1 fiihrt auf die Ungleichung
n 2 n
(Z ak> <n Z az.
k=1 k=1
Fiir n = 2 findet man hier die Aussage (ii), Satz 1.12, wieder. O

‘BSP. (1.6.4) ‘ Zu gegebenen Zahlen ay, := Vk? +2—+Vk? + 1, k € N, bestimme man ein N € N

so, dass die Abschitzung 0 < a < € := 10°% V& > N gilt. Zur Losung dieser Aufgabe verwenden
wir den folgenden einfachen

Trick: Da ap = oy — [ mit Wurzelausdriicken ay, £y gilt, sollte man stets eine Erwei-
terung mit ay + (5 vornehmen!

_ 2 2
ag — B = (o = Bi) (e + i) — %k B Wurzeln im Zahler verschwinden!

o + B ag+ Br’




Fiir das Beispiel folgt

o k2+2—k*—1 1 _luren
VR 2+ VR V2tV 2k '

Also muss die Bedingung ay < ﬁ < € = 107% erfiillt sein, und diese gilt sicher fiir N > % =0.5-109,
das heif}t fiir | IV := 500001 |.

‘BSP. (1.6.5) ‘ Zu gegebenen Zahlen a, := (1 + L)" zeige man

n1<ap,Vn>2 néeN.

Die Losung finden mit wir mit einem &hnlichen Trick wie im vorstehenden Beispiel und durch An-
wendung der BErRNOULLI-Ungleichung.

N | N—
E
S
—
|
-
N——
3
g
Vz
Z
—
|
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1.7 Intervalle, Betrag, Signum

Mit der Ordnungsrelation < auf dem Korper R lassen sich einige weitere Begriffe einfiihren.

Definition 1.30 (Intervalle)
Es seien reelle Zahlen a,b € R gegeben mit a < b. Dann heiflen die Teilmengen von R

la,b] == {r e R : a<x<b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) := {r €R : a<x<b} offenes Intervall,
[a,b) := {r €R : a <z <b} (rechtsseitig) halboffenes Intervall,

=

(a,b] .= {r eR : a<x<b} (linksseitig) halboffenes Intervall.

Zum Beispiel:
~1€[-1,3), 3¢[-1,3), (a,a)=0, [a,a]=1{a}.

Bemerkung 1.20 (a) Offene Intervalle haben weder ein kleinstes noch ein groites Element.
(b) Die Zahl b — a ist die Linge der Intervalle [a,b], [a,b), (a,b), (a,b].

(c) Jedes Intervall mit endlicher Linge heifle beschrénkt. Die unbeschréinkten Intervalle in
R sind genau die Intervalle der Form

[a,+0) :={z eR : z>a}, (a,+0):={x R :z>a},
(—oo,b):={reR: x<b}, (—o0,b:={xrecR:z<b}

fiir beliebige Zahlen a,b € R, ferner
(=00, +00) := R. (Spezielle Bezeichnung: R, := (0,+00), Ry := [0, +00).)

(d) Stets gilt £00 ¢ R, denn diese Elemente verstoen gegen die Gesetze der Arithmetik.
Zum Beispiel ist die Implikation +00 +a = +00 = a = 0 Va € R ganz offenbar falsch. Wir
folgern, dass Intervalle an den oo—Enden immer offen sein miissen. O



Definition 1.31 (Betrag und Signum)
Fiir reelle Zahlen x € R heifle

+1 : x>0,
sign (z) := 0:2=0,
-1 :2<0
das Signum von x. Die nichtnegative Zahl
|z| := x - sign ()

heifie der Absolutbetrag (oder einfach der Betrag) von x.

Zum Beispiel:

sign (0) = 0, sign(—7) = —1, sign(V2) =1,
0] =0-sign (0) =0, [—7]=—Tsign(=7) =7, |V2|=v2sign(v2) = V2.

Allgemein folgt hieraus die Darstellung

xz x>0,
[z =1 _

z x<0.
4 sign(x) 4 IX]
1
X
-1
X
Graph der Signums—Funktion Graph der Betrags—Funktion

Fiir den Betrag gelten elementare Rechengesetze, die zum Teil direkt aus der Definition ge-
folgert werden konnen.

Satz 1.14 Fiir reelle Zahlen x,y, A € R gelten

(N1) |z| > 0 und (Jx| =0 genau, wenn z = 0);
(N2)  [Aa] = A=),
(N3) ] = [y|| < |z +y| < |z + [y (Dreiecksungleichung)

Begrindung fiir (N3), da (N1) und (N2) klar sind: Zunéchst gilt fiir A > 0:

Z| <A & —A<z <4\ (7.1)




Man hat ferner |z|+|y| > z+y > —|z|—|y| = —(|z|+]y|), und wegen (7.1) folgt dann |z+y| < |z|+|y|.
Ersetzt man y durch —y und verwendet (N2), so resultiert

|z =yl <l + [ =yl = [z + |yl (7.2)

Mit (7.2) erschlieflen wir |z| = |z +y —y| < |z +y| + |y| oder dquivalent |z| — |y| < |z +y|, und durch
Vertauschen von z und y die Ungleichung |y| — |z| = —(|z| — |y|) < |z + y|. Multiplizieren wir hier
mit —1 und verwenden (7.1), so ergibt sich die behauptete Ungleichung ||z| — |y|| < |z + y|. O

Wir geben weitere Rechengesetze fiir den Betrag an:

E‘z%VO%yGR,VzER. (7.3)

Eine Verallgemeinerung von (N2) lautet:

n

= H |k, (7.4)

k=1

n
[[a
k=1

und hieraus ergibt sich speziell a* = [a?| = |a - a| = |a| - |a| = |a|®. Eine Verallgemeinerung

von (N3) lautet:

n
D a
k=1

k=1

und unter Verwendung von (7.4), (7.5) sowie der Ungleichung von CAucHY-SCHWARZ erhélt
man

o (z |ak||bk|)2 < (z ) (z bz) . (76)

n
D arby
k=1

Der Betrag |a| einer reellen Zahl a € R hat auf der Zahlengeraden die geometrische Bedeutung
des Abstandes oder der Distanz d(a,0) zum Nullpunkt. Allgemeiner bezeichnet

d(z,a) =]z —a| Vz,a € R

die Distanz eines Punktes © € R von einem Punkt a € R. Die Funktion d(-,-) : R x R —
[0, +00) hat die folgenden charakteristischen Eigenschaften:

Satz 1.15 Fir reelle Zahlen x,y, z € R und fir d(z,y) := |x — y| gelten
(M1) d(z,y) > 0 und (d(z,y) = 0 genau, wenn x =y);

(M2)  d(z,y) = dl(y,);
(M3) d(z,y) <d(z,z)+d(zv). (Dreiecksungleichung)

Begriindung: (M1) gilt wegen (N1) in Satz 1.14, wihrend (M2) aus der Definition folgt. Schlieflich
erhilt man (M3) unter Verwendung von (N3): d(z,y) = |[z—y| = |[(zr—2)+(z—y)| < |[z—z|+|z—y| =
d(z,z) +d(z,y). O



Geometrische Veranschaulichung
der Dreiecksungleichung

Bemerkung 1.21 (a) Die Dreiecksungleichung kénnen wir erst in der Menge C der komple-
xen Zahlen richtig interpretieren. Werden némlich in C drei Geraden zum Schnitt gebracht
und sind die Schnittpunkte x,y, z die Ecken des Dreiecks geméfl Skizze, so driickt (M3) die
aus der Elementargeometrie bekannte Tatsache aus, dass die Summe zweier Dreiecksseiten
nicht kleiner sein kann als die dritte Dreiecksseite, vgl. auch Abschnitt 2.2.

(b) Mit Hilfe von d(-,-) misst man entweder den Abstand zwischen zwei Punkten aus R, zum
Beispiel d(—1,3) = |—1—3| = 4, oder man verwendet d(-, -) zur Definition von Umgebungen
um einen festen Punkt, zum Beispiel

(a—ea+e)={reR :d(xa) <e}, [a—ea+e={xecR :da) <€}

Wegen dieser Mafleigenschaft triigt d(-,-) auch den Namen Metrik. 0

1.8 Das Vollstindigkeitsaxiom in R, DEDEKINDscher
Schnitt

In Abschnitt 1.6 wurden K6rper— und Ordnungsaxiome diskutiert, die nicht nur in R Geltung
haben, sondern gem#fl Satz 1.11 auch in der Menge Q der rationalen Zahlen. Was ist der
wesentliche Unterschied zwischen R und Q? Wir haben gezeigt, dass die "rationale” Zahlen-
gerade Liicken aufweist; es gilt zum Beispiel v/2 ¢ Q. Die reelle Zahlengerade hingegen ist
liickenlos! Nicht nur auf dem Papier kann die Zahlengerade als beidseitig unendlich ausge-
dehnte Linie visualisiert werden, sondern zum Beispiel auch durch einen gespannten Faden,
der nach zwei Seiten unendlich lang ist. Liickenlosigkeit bedeutet hier: Wird der Faden mit ei-
ner Schere in zwei Teile zerschnitten, so trifft die Schere an der Schnittstelle genau eine “reelle
Zahl”. Diese unbeweisbare Feststellung gehort zu den Grundaxiomen der reellen Zahlen:

Vollstandigkeitsaxiom von R:

(V) Jeder Schnitt in R trifft genau eine reelle Zahl.

Zu klaren sind die Begriffe Schnitt und Treffen in mathematischer Terminologie. Diese Be-
griffsbildungen stammen von R. DEDEKIND (1831-1916).



Definition 1.32 (DeEpekiNDscher Schnitt)
Fin Schnitt in R ist eine Partition von R durch zwei Teilmengen O und U mit folgenden
FEigenschaften:

(S1)  O#0#U,
(S2) OuUU=R, ONU-=0,
(S3) reU und ye O =z <y.

Ein Schnitt triftt die Zahlt € R, wenn x <t <y Vax e UV y € O gelten, das heifst, wenn t
groBBtes Element von U oder kleinstes Element von O ist.

‘BSP. (1.8.1) ‘ (a) Wir setzen U :={z € R : x <7} und O := {z € R : z > 7}. Dieser Schnitt
trifftt die Zahlt =7 € R.

(b) Wir setzen U := {z € Ry : z <2} und O := {z € Ry : z > 2}. Dieser Schnitt trifft die Zahl
t=2€Q.

(c) Fiir p > 0 setzen wir U := {z € Ry : 22 < p} und O := {z € Ry : 22 > p}. Dieser Schnitt
trifft die Zahl ¢+ € Ry mit t?> = p. Das heifit, fiir jedes p > 0 ist die Gleichung 22 = p eindeutig in
R, losbar. Eine analoge Aussage gilt auch in R_ := (—00,0).

Beachte: Fiir eine Schnittzahl ¢ gilt entweder ¢ € U (dann ist ¢ gréStes Element von U, und
es gilt gemdf Definition 1.10: ¢ = maxU) oder ¢t € O (dann ist ¢ kleinstes Element von O
und wir haben ¢t = min O). Nicht jede unendliche Teilmenge M C R hat ein grofites/kleinstes
Element, vgl. BSP. (1.4.4). Diese Feststellung trifft selbst auf beschrinkte Teilmengen zu:

|BSP. (1.8.2)| Die Teilmenge M C R mit

1
M:={reR:z2=2+—, neN}
n
ist beschrinkt; es gilt 2 < 2 < 3 V x € M. Dennoch existiert min M nicht, wihrend max M = 3 ist
(setze n = 1).

Einen Ersatz fiir das fehlende Maximum oder Minimum verschaffen wir uns mit folgender
Definition:

Definition 1.33 (Infimum, Supremum)
Gegeben sei eine nichtleere Teilmenge M C R.

e M heifle nach unten beschrinkt =< |[da € R : a <z V€ M.|Jedes solche a heifle

untere Schranke von M.

e M heiffe nach oben beschrinkt ;& |[dbe R : o <bVax e M.| Jedes solche b heifst

obere Schranke von M.

o (Fibt es eine gréfite untere Schranke s von M, so heiffe s das Infimum von M,

s =1inf M.

e (Fibt es eine kleinste obere Schranke S von M, so heiffe S das Supremum von M,

S =sup M.




Folgerungen. (a) Trifft ein Schnitt in R die Zahl ¢, so gilt inf O =t = sup U.

(b) Besitzt M ein Maximum (ein Minimum), so gilt max M = sup M, und analog min M =
inf M. Fiir M := N existieren weder max M noch sup M, was in BSP. (1.8.3) niher begriindet
wird, wihrend min M = inf M = 1 gilt. In BSP. (1.8.2) existiert min M nicht. Wir haben
jedoch inf M = 2 sowie max M =sup M = 3.

(c) Setzt man —M :={z € R : —x € M}, so folgert man

3 inf M < 3 sup(—M) und 3 sup M < 3 inf(—M).

(d) Fiir Intervalle I in der Form [a, b], [a,b), (a,b), (a,b] mit a,b € R und a < b gilt stets

infl =a, supl=0b.

Ist I offen bei a, so existiert min I nicht; ist I offen bei b, so existiert max I nicht.

(e) Aus Konsistenzgriinden setzt man

sup(a, +00) =: 400, inf(—o0,b) =: —oc.

Die Frage nach der Existenz von Supremum und Infimum einer Teilmenge M C R kann
wegen Folgerung (c) auf die Frage nach der Existenz von sup M allein beschrénkt werden. Die
Antwort geben wir im folgenden

Satz 1.16 (Supremumsprinzip)

(a) Die nichtleere Teilmenge M C R sei nach oben beschrankt. Dann existiert S := sup M.
(b) Es sei S € R gegeben. Genau dann gilt S = sup M fiir eine Teilmenge ) # M C R, wenn
S eine obere Schranke ist und wenn gilt:

ANV S—e<u (8.1)
e0zxeM
Begriindungen: (a) Mit den Mengen O := {b € R : b obere Schranke von M} # ) und U := R\ O
liegt wegen OUU =R, ONU =0 und 2z < yVz € UV y € O ein DEDEKINDscher Schnitt vor,
der gemif} (V) genau eine Schnittzahl S = inf O festlegt. Also folgt nach Definition die Existenz von
supM = S.

(b) Wir zeigen hier nur die Implikation S = sup M = (8.1). Die Implikation ”<=" kann mit Hilfe
eines DEDEKIND—Schnittes vom Leser selbst gezeigt werden. Wir fithren einen indirekten Beweis und
nehmen dazu an, es gelte S = sup M, nicht aber (8.1). Das logische Gegenteil der Aussage (8.1)
erhélt man durch Umdrehen der Quantoren A, V sowie aller Ungleichungen im Aussageteil:

\/ /\ S —e>x.

e0xeM

Dies besagt, S —e < S ist obere Schranke von M. Also kann S nicht kleinste obere Schranke gewesen
sein, im Widerspruch zu S = sup M. O

‘BSP. (1.8.3) ‘ Es sei M := N gesetzt. Angenommen, es existiere S := sup N. Wir setzen in (8.1)
€:=1 und folgern 3n € N : § —1 < n oder dquivalent § < n + 1. Aus den PeaNo—Axiomen folgt
aber n 4+ 1 € N. Also kann S nicht obere Schranke von N sein.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nach oben unbeschrinkt.

Diese Tatsache wird in der Literatur — in leicht modifizierter Form — als Satz des ARCHIMEDEs gefiihrt.



Satz 1.17 (ARCHIMEDES, um 280-212 v.Chr.)
Zu jeder reellen Zahl x € R ¢ibt es eine natiirliche Zahln € N mit v < n.

‘BSP. (1.8.4) ‘ Approximation einer Zahl rz € R durch eine Zahl r € Q. Nachfolgend sei stets
nj € D := {0,1,2,...,9} eine dezimale Ziffer. Zu gegebenem = € R konstruieren wir durch
wiederholte Anwendung des ArRcHIMEDischen Satzes 1.17 eine natiirliche Zahl n € N und dezimale
Ziffern nqy,no, ..., ng so, dass die rationale Zahl r := n,nino - - - ng das gegebene x mit einem Fehler
héchstens 107% approximiert:

dneNy : n<zrx<n+1
= dAni €D : n<10x—10n<n; +1 (=0<2—(n+0,n1) <1071
= dAng €D : ny <100z —100n —10n; <ng+1 (=0<z— (n+0,n1n9) < 1072)

nach k£ Schritten:
= dny €D : n+0,nne---np <z §n+0,n1n2---nk+10_k.
Der endliche Dezimalbruch r; := n,nins - - - ny ist eine rationale Zahl, fiir die gilt:

d(z,r) = |z — | <107

Zu gegebenem ¢ > 0 kann k € N stets so bestimmt werden dass 107% < e erfiillt ist. Mit dieser
Feststellung erhalten wir zusammenfassend:

Satz 1.18 Zu jeder reellen Zahl v € R und zu jedem € > 0 gibt es eine rationale Zahl r € Q
mit d(z,r) = |z —r| < e. Das heifit, Q liegt dicht in R.

Auf diesem Satz beruht das Prinzip jeder digitalen Rechenanlage. Digitale Computer arbeiten
ausschliefilich mit rationalen Zahlen in endlicher Dualdarstellung. Dass trotzdem Zahlen wie
V2 ¢ Q verarbeitet werden konnen, ist durch Satz 1.18 begriindet. Der Computer berechnet
nicht wirklich v/2, sondern eine rationale Approximation ryuyre mit d(v/2, "wurel) < €. Der
Fehler € ist durch die Maschinengenauigkeit bestimmt (~ Anzahl der verarbeiteten Dualstel-
len).

‘BSP. (1.8.5) ‘ Ausschépfung von R durch Intervalle. Aus den beiden Implikationen

(i) VneN : [-n,n]CR = Ej[—n,n] CR,

n=1

o.¢]
(i) ze RS I eN |z] <ng = z €[-ng,n9] = R C U [—n,n]
n=1

resultiert die folgende Ausschépfung von R durch abgeschlossene Intervalle:

R = Ej [—n,n].

Analoge Ausschopfungen gelten auch mit offenen bzw. halboffenen Intervallen der Form (—n,n),
(—n,n] oder [—n,n).

‘BSP. (1.8.6)‘ Ausschépfung von offenen Intervallen durch abgeschlossene Intervalle. Fiir

gegebene reelle Zahlen a,b € R mit a + 2 < b (diese Bedingung ist rein technisch) gelten die beiden



folgenden Implikationen:

> 1 1
i) VneN:[a+ib-L11C(ad) = U[a—i—ﬁ,b—ﬁ] C (a,b),

n=1
i b)= Ing €N : L 1 | jas tpo L
(ii) z € (a,b) =3Ing €N : z € la+ -, —n—o]:>(a,)_U[a+E, _ﬁ]

Aus (i) und (ii) erschliefien wir

(a,b) = fj[a—i—%,b—%].

n=1

Beachte: Eine solche Ausschopfung gilt nicht fiir das abgeschlossene Intervall [a, b]. Denn die Impli-
kation (ii) wird falsch fiir z = ¢ und z = b. Hingegen gilt:

o0 o0
[a,) = (Vle—+.0++]=((a— 2,0+ 1)
n=1 n=1

Man beweise dies zur Ubung!

‘BSP. (1.8.7) ‘ Wir geben hier eine Mengenalgebra A an, die keine o—Algebra ist. Dazu sei €2 :=
R = (—o0,+00) gesetzt. A sei die Menge aller Intervalle der Form (—oo,c], (a,b], (d,+00), 0,
(—00,400) und deren endliche Vereinigungen. Dabei sei angenommen, dass a,b,c,d € R, a < b,
beliebige Zahlen sind. Offenbar sind die Komplemente der oben angegebenen Intervalle wiederum
Intervalle oder endliche Vereinigungen von Intervallen des angegebenen Typs. Es ist nicht unschwer,
fiir A die Axiome (A1)—(A3) einer Mengenalgebra aus Definition 1.2(b) zu verifizieren. A ist jedoch
keine o—Algebra, denn das Axiom (A4) aus Bemerkung 1.2 ist nicht erfiillt. Seien némlich a,b € R
mit a + 1 < b fest gewéhlt. Setzt man A; := (a,b— %] € A, j € N, so erhilt man wie in BSP. (1.8.6)

U 4; = (a,b) ¢ A.
j=1

‘BSP. (1.8.8)‘ Potenzen mit rationalem Exponenten; Wurzeln. Zu gegebenen Zahlen a > 0

und n € N ist eine Losung « > 0 der Gleichung z™ = a zu bestimmen. Da R nullteilerfrei ist, hat
die Gleichung z™ = 0 genau eine Losung, nimlich z = 0. Fiir ¢ > 0 diskutieren wir (i) das Problem
der Existenz und (ii) das Problem der Eindeutigkeit.

(i) Sei a > 0 gegeben. Durch die Mengen U := {z € Ry : 2" < a} und O := {x € R}y : 2" > a}
wird ein DEDEKINDscher Schnitt von R definiert, der wegen des Vollstindigkeitsaxioms (V) genau
eine Zahl ¢t > 0 trifft mit ¢” = a. Also existiert eine Losung = > 0.

(ii) Waren z,y > 0 zwei Losungen mit z < y, so ergibe sich widerspriichlich a = 2" < y™ = a. Also
ist die Losung eindeutig.

Satz 1.19 Fir festes a > 0 und n € N existiert genau eine reelle Zahl x > 0 mit 2™ = a.

Definition 1.34 Die gemaf$ Satz 1.19 eindeutig bestimmte Lisung x > 0 der Gleichung z™ =
a, n € N, heiffe n—te Wurzel von a > 0. Wir schreiben hierfir

r= {/a=:a'"

Insbesondere gilt /0 = 0.



Bemerkung 1.22 (a) Die reelle Zahl {/a ist hier ausschlieflich fiir @ > 0 erklidrt worden. Ist
a < 0, so werden wir erst im Rahmen der komplexen Zahlen die Bedeutung des mengenwer-
tigen Symbols {/a erkliren konnen. Insbesondere ist es falsch, zum Beispiel /—8 = —2 zu
setzen, obwohl (—2)3 = —8 gilt. Man unterscheide sorgfiiltig die zwei verschiedenen Aufgaben

e Bestimme die Zahl x = {/a > 0, fiir welche 2" = a > 0 gilt.
e Bestimme die Lésungsmenge {/a der Gleichung 2" = a € R.

(b) Man schreibt einfacher /a anstelle von a. Stets gilt Va2 = |a| Va € R. Existiert die
Zahl {/a, so gilt ({/a)" = a. Es ist im allgemeinen falsch, {/a™ = a zu setzen, wie das Beispiel

\/(—1)? # —1 lehrt. Jedoch:

var=a & a > 0.

(c) Die reellen Losungen = € R der Gleichung 2™ = a € R fassen wir in der folgenden Tabelle
zusammen: O

Reelle Losungen von z" =a

a>0 n=2m (n gerade) x==+{/a
n=2m+1 (n ungerade) r=a
a<0 n=2m (n gerade) keine reelle Lsg.

n=2m+1 (n ungerade) r=—1{/|a

Definition 1.35 Fir a > 0 und r :=p/q mit ¢ € N, p € Ny gelte:

1
a" = (\‘I/E)p =VvaP, a = Vo’ 0" :=0 fir r>0,0°:=1.

Durch diese Definition sind Potenzen mit beliebigem rationalen Exponenten erklirt. Die Po-
tenzrechenregeln, wie zum Beispiel

a’a® = ar+s, (ar)s _ ars, n % — n% — al/nm,
werden als bekannt vorausgesetzt.

Wir kénnen jetzt die Aussage (iii) aus Satz 1.12 verallgemeinern.

Satz 1.20 (arithmetisch—geometrisches Mittel)
Fiir gegebene reelle Zahlen aq, as, . .., a, mit ar > 0, gilt stets

A::lZakz "Hak::G.
" =1 \ k=1

Die Zahl A heif$t arithmetisches Mittel der ay, die Zahl G heifit geometrisches Mittel der
Qg .

Die etwas umfangreichere Begriindung wird in den Ubungen erbracht.




1.9 Der binomische Lehrsatz; Elemente der Kombina-
torik

Binompotenzen sind Ausdriicke der Form (a + b)" mit a,b € R und n € N. Bekannt und
leicht verifizierbar sind die folgenden Identitéten:

(a+b)'=a+b, (a+0b)?=0a>+2ab+b (a+b)®=ad>+3a%b+3ab>+ V.
Fiir allgemeines n € N benotigen wir die folgende Begriffsbildung:

Definition 1.36 Es seien Zahlen o € R und k € Ny gegeben. Es werde

<g> L (Z) _ Oz(a—l)(a—Qk)!---(a—k—i—l) i ko

gesetzt. Die so definierten Zahlen (z) (sprich: « iiber k) heiffen Binomialkoeffizienten.

‘BSP. (1.9.1) ‘ Die Zahlen a € R und n € N seien beliebig.

j— a_
= ﬁ_a’

§
(n) _ nn-1)(n-2)---(n-n+1) ]

n!
5 _ 5-4-3:10,
3 1-2-3
10 10-9-8-7-6
(5) ~ 1-2-3-4-5 = 252,
-1/3\ _ —3(-5-)(35-2)(-5-3) _ 1-4.7-10 _ 35
4 - 1-2-3-4 - 034.1.2-3-4 243"

Weitere Rechenregeln, die ohne Schwierigkeiten aus der Definition der Binomialkoeffizienten
gefolgert werden konnen, sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 1.21 Flir Zahlen n,k € Nq gilt stets:

(a) (Z)Zkv(nnilk)':&ﬁk) falls 0 < k < n,

(b) (Z) — 0 falls k > n,

(c) (kﬁ1>+(z>:<"Zl>fallslgk§n.

Begriindung fiir (c):
n n n! n! n!
<’f—1> ! (’f) = oD Er D Rl Rk k)

(n+1)!  (n+1
Mint1-k! \ & )




Die Formel (c) erméglicht eine bequeme rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten (Z) Das
folgende Berechnungsschema heifit PascaLsches Dreieck (B. PascaL, 1623-1662). Jede Zahl ist die
Summe der beiden dariiberstehenden Zahlen.

©) 1

") 1 1

® o2

() 1 3 3 1

(1) 1 4 6 4 1

) 1 5 10 10 5 1

@ 1 6 15 20 15 6 1

Aus derselben Beziehung l&sst sich auch ein einfacher numerischer Algorithmus zur schnellen Berech-
nung der Binomialkoeffizienten herleiten. Wir setzen zur Vereinfachung by, := (}). Mit dem folgenden
Algorithmus werden zu einer vorgegebenen Zahl N € N alle Binomialkoeffizienten b, 0 < k <n <
N, berechnet.

Einlesen: N € N; boo := 1;
fir n:=1,2,...,N:
bno :=1; bpp =15
fir k:=1,2,...,n—1:
buk == bp—1 k-1 +by—1%. (Ende k, Ende n)

g W N

Fiir N = 12 haben wir die folgende Tabelle mit dem obige Algorithmus berechnet:

n\k ‘ 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

0] 1

111 1

21 2 1

3] 1 3 3 1

411 4 6 4 1

5/ 1 5 10 10 ) 1

6| 1 6 15 20 15 6 1

71 7 21 3 35 21 7 1

8/ 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9] 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

Satz 1.22 (Binomischer Lehrsatz)
Gegeben seien Zahlen a,b € R und n € N. Dann gilt:

A(n) (@b =3 (Z) akpnk,

k=0

(Zum Beispiel: (a+0)°=1-0°"+5-ab*+10-a?b® +10-a®* +5-a*b +1-a°.)

Begrindung: Wir verwenden zum Beweis der Aussage A(n) vollstindige Induktion nach n.



o Verankerung: A(1) ist richtig, denn es gilt

(a+b)' = (é)b-i- <1>a:b+a:a+b.

o Vererbung: Wir zeigen die Implikation A(n) = A(n +1).

a+b)" = a+b(a+b" =" (a+ " akprFk
byt b)(a+b)" 2 (a+b
k=0 k
= (n k+lpn—k sy "\ kyintl—k
= ,CZ: <k>a b + Z: <k>a b
=0 k=0
. n+1 n+1
Ji=k+1 Z ( n )ajanrlj + Z ( ) kyn+1—k
=1 \J ~ o \F
k:=j = n kpn+1—k n +1
:_ bn — b’n
k=1 Kk -1 " (k> ‘ " (0>

‘ BSP. (1.9.2) ‘ Die Zeilensummen im PascaL-Dreieck ergeben den Wert

£ 0

Ganz analog erhilt man

om0 =B )= ) () e orC)
(1-1) ;}@() =) (!

Addiert man (9.1) und (9.2) und teilt anschlielend die Summe durch 2, so folgt:

on—1 _ (g) + (;L) + (Z) 4+t (;};) + .-+ (bricht ab fiir 2k > n).

Subtrahiert man (9.1) und (9.2) und teilt anschliefiend die Differenz durch 2, so folgt:

(9.1)

9.2)

on—1 — (T) + (Z) + (Z) NE (%Z 1) 4. (bricht ab fiir 2k +1>n).  (9.4)

‘BSP. (1.9.3)‘ Das Wachstum der Binomialkoeffizienten wird durch folgende Ungleichungen

angezeigt:

W(k><m(k>gﬁg2k1v Vm,n,k€eN : m<n und 1 <k <n.

(9.5)



Eine Begriindung verwendet die Tatsache, dass fiir jede Zahl 1 < a < n die Ungleichung 1 - <1-2
gilt. Hieraus resultiert:

Lfm) - B0-2)e -k 1= hu-2)n- b
mk \ k
1 (n 1-1---1 1 1 1
nk<k>_ Kl 1-2-3-k—92.9...k 2k1

|BSP. (1.9.4)| Die Menge F:={z € R : z=(1+ )", n € N} ist beschrinkt:

1\™ 1\"
2§<1+—> <<1+—> <3 Vm,neN :m<n. (9.6)
m n

Zur Begriindung verwenden wir zunichst die BERNoULLI-Ungleichung (1 + )m >14+m-=— =2,
aus der die linke Ungleichung folgt. Fiir den Beweis der rechten Ungleichung verwenden w1r den
binomischen Lehrsatz, indem wir ¢ := 1/m und b := 1 setzen:

1\™ 1 (m) 0 1 (n 1\"
14+ — = S - =(14+=
(1+5) ()< ()= 03)

(9.5) "o g
k=1 4=0
geom.:Summe 1+ 1— (1/2)”

1+2=3.
i <1t2=3

‘BSP. (1.9.5) ‘ Wachstum der Fakultiten. Es gilt

(g)n <nl< (”T“>n Vn e N. (9.7)

Die linke Ungleichungsseite zeigt man durch vollstindige Induktion unter Verwendung von (9.6).
Die rechte Ungleichungsseite erhélt man Hilfe des Satzes vom arithmetisch-geometrischen Mittel.
(Ubungsaufgabe!)

”Die Fakultiit erschligt jede Potenz”, das heif3t, fiir jede Zahl a > 0 gibt es ein N € N mit

a®<n! ¥Vn>N. (9.8)

Zur Begrindung wihlen wir zum Beispiel N > 3a. Dann folgt aus der Ungleichung (9.7) die folgende
Abschitzung:

o (Y = (3) T () < v 4 5 29m

Elemente der Kombinatorik, LAPLACE-Experimente.

‘ BSP. (1.9.6) ‘ Wird ein idealer Spielwiirfel (Augenzahlen: 1,2,3,4,5,6) geworfen, so ist im Ergebnis
jede der sechs Augenzahlen gleichmoglich. Im physikalischen Sinn ist der Wiirfelwurf ein Experiment




(das heifit unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar) mit nichtdeterministischem Aus-
gang. Das Frgebnis des Experiments, nimlich die geworfene Augenzahl, ist rein zufillig bestimmt.
Solche Experimente heilen im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinn Zufallsexperimente. Darun-
ter fallen der hier vorgestellte Wiirfelwurf, aber auch Miinzwurf, Ziehen von Losen in der Lotterie,
Roulette, usw.

Die Gesamtheit aller méglichen Ausgéinge oder Ergebnisse eines Zufallsexperiments fasst man
zu einer Menge (2 zusammen, dem Ergebnisraum. Beispiele sind

e Wiirfelwurf: Q = {1,2,3,4,5,6},

e Minzwurf: Q = {Z, W}, mit der Bedeutung Z = ’Zahl’, W = "Wappen’,

e Ziehen von Losen: Q@ = {N, G}, mit der Bedeutung N = 'Niete’, G = 'Gewinn’.

Der Ergebnisraum €2 ist nicht notwendig endlich; zum Beispiel trifft ein rein zufillig gelegter
DEDEKINDscher Schnitt eine reelle Zahl z € R = Q.

Definition 1.37 FEs sei ein Zufallsexperiment gegeben mit Ergebnisraum €.
(a) Jede Teilmenge A C Q) heiffe ein Ereignis; insbesondere heiffe A := () das unmégliche
Ereignis und A := Q) das sichere Ereignis.

(b) Ein Zufallsexperiment heifle LAPLACE—Experiment, wenn der Ergebnisraum Q0 endlich ist:
|| = card Q < 0o, und wenn jedes Ergebnis gleichmdglich ist. Die einelementigen Teilmengen
A= {w}, w € Q, heiffen Elementarereignisse.

(¢) Die Potenzmenge A := 2% = P(Q) heife die Ereignisalgebra des LAPLACE—Ezperiments.
(Beachte: A ist eine o—-Algebra.)

(d) Die Zahl

P(A) = %, Ae A,

heiffe die LAPLACE—Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. Die hierdurch induzierte 'Funk-
tion” P mit A > A~ P(A) € [0,1] heiffe Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A oder kurz
‘Wahrscheinlichkeit.

|BSP. (1.9.7)| Beim Miinzwurf hatten wir @ = {Z,W}, so dass Q] = 2 und A =
{0,{Z},{W},Q} folgen. Die Relationen
0] €|
P(@):|—:o, PQ) =12 =1
1o €|

gelten offenbar fiir jedes Zufallsexperiment. Wir haben beim Miinzwurf noch die beiden Wahrschein-
lichkeiten (generell schreiben wir P(w) anstelle von P({w})):

_HZ W
(Z)_W—§—W—P(W).

|BSP. (1.9.8)| Beim Wiirfelwurf hatten wir Q = {1,2,3,4,5,6}, so dass || = 6 gilt. A besteht

aus 2% = 64 Elementen, die hier nicht aufgelistet werden sollen. Einige Wahrscheinlichkeiten:

1
. P(k)z%za‘v’kzl,l...,ﬁ;



o A= " Augenzahl gerade” = A ={2,4,6} = P(A) = o - % T2

1
o A= " Augenzahl prim” = A ={2,3,5} = P(A) = 3

o B="7Augenzahl #6” = B ={1,2,3,4,5} = A° mit A = {6}.

:P(B):%:%:1-%:1-1)@):13(&).

Wir fassen die wichtigsten Regeln zusammen:

P(0)=0, P(Q)=1 P(A)=1-PA)YAc A

Hier und im folgenden verwenden wir die in der Wahrscheinlichkeitstheorie iibliche Bezeich-
nung A fiir das Komplement einer Menge A.

|BSP. (1.9.9)| Wi greifen aus dem Intervall [100,999] eine natiirliche Zahl n € N rein zufillig
heraus und bestimmen zu diesem LApPLACE-Experiment die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Ereignis
A= "Die Zahl n hat lauter verschiedene Ziffern”. Es gilt offenbar © = [100,999] N N mit |Q| =
999 — 99 = 900 sowie

A={neN : n=ajazas, a €{1,2,...,9} und a9, a3 € {0,1,...,9}
und a; paarweise verschieden}.

Fiir die Berechnung von |A| iiberlegen wir uns die méglichen Belegungen der Ziffern a1, a9, as:

Belegung von a; : 9 Moglichkeiten {1,2,...,9} insgesamt
Belegung von az : 9 Moglichkeiten {0,1,2,...,9}\ {a1} 9-9-8=0648
Belegung von az : 8 Moglichkeiten {0,1,2,...,9}\ {a1,a2} Moglichkeiten.
Hiermit erschlieflen wir: Al 648
P(A) = — =—=0.72.
(4) Q] ~ 900

Bemerkung 1.23 Die Darstellung n = a,a-a3 darf nicht als Produkt a;-a,-a3 missverstanden
werden; es ist vielmehr die Dezimaldarstellung einer natiirlichen Zahl gemeint, bei der die
Stellung der Ziffern wesentlich ist. Unmissverstindlich wird die Darstellung erst, wenn wir
n = (a1, ag, ag) schreiben. O

Definition 1.38 (a) Eine Menge {ay,as,...,a,} heiffe (geordnetes) n—Tupel, geschrieben

(ay,aq,...,a,), wenn a; stets das erste, ay stets das zweite, ..., a, stets das n—te Element ist.
Zwei n—Tupel (ay,az,...,a,) und (b, be,...,b,) sind genau dann gleich, wenn a; =b; Vj =
1,2,...,n gilt.

(b) Gegeben seien nichtleere Mengen Fi, Es, ..., E,. Die Menge aller geordneten n—Tupel
(ai,a9,...,a,) mita; € E;¥j=1,2,...,n, heiffe das cartesische Produkt der Ej, geschrie-
ben By x Ey X -+ x E,. Falls By = Ey = --- = E,, gilt, so schreibt man kiirzer E™. Statt E*
schreibt man E, statt (a) einfach a.

Zum Beispiel:

R, x[0,1] = {(z,9) : 2,y € R und z >0, 0 <y <1},
R® = {(z1,23,73) : 7; €R, j=1,2,3}.



Das in BSP. (1.9.9) diskutierte Problem gehort zur Klasse der

Belegungsprobleme: Es seien k& Schubladen Sy, S, ..., S, untereinander und in
dieser Reihenfolge aufgestellt. In S} werde ein Objekt a;, dann in Sy ein Objekt
as usw. gelegt. Das Ergebnis heifle eine Belegung (ay, as, . . ., ax) der Schubladen.

Problemstellung: Wieviele Belegungen gibt es insgesamt, wenn es n; Moglich-
keiten gibt, S; zu belegen, danach ns Moglichkeiten, Sy zu belegen, ..., und
schliellich n;, Moglichkeiten, Sy zu belegen?

Bemerkung 1.24 Bilden die n; Elemente a; die Menge £}, so ist eine Belegung ein geord-
netes k—Tupel (ai,az,...,a;) € By X Ey X - -+ X F. O

‘BSP. (1.9.10)‘ Es sind alle dreistelligen Dezimalzahlen in N zu bestimmen, die sich aus der

Ziffernmenge {1,2,3} kombinieren lassen. Wenn wir keine Wiederholung einer Ziffer zulassen, so
sind das offenkundig die 6 = 3! Zahlen

123 213 312
132 231 321

Lassen wir hingegen Wiederholungen von Ziffern zu, so sind die folgenden 27 = 3% Belegungen
moglich:

111 121 131 211 221 231 311 321 331

112 122 132 212 222 232 312 322 332

113 123 133 213 223 233 313 323 333

Wir sperzifizieren den Begriff der Belegung unter Beriicksichtigung des Wiederholungsfalles:

Definition 1.39 Gegeben sei die endliche Menge Q@ mit |Q] = n. Das geordnete k—Tupel
(ay,as,...,ar) mit k < n heifle geordnete Probe vom Umfang k aus der Menge Q@ (vom
Umfang n) ohne Wiederholung, wenn (a1, as, ..., ax) wie folgt entsteht:

a1 wird aus £ entnommen,
as wird aus Q\ {a1} entnommen,

ap wird aus Q\ {ay,as,...,ar 1} entnommen.

Die Losung des Belegungsproblems wird jetzt durch das folgende Abzéhltheorem beschrieben:

Satz 1.23 (Produktregel)
Fiir jede natirliche Zahl k € N gilt die folgende Aussage A(k): Hat man k Schubladen
51,52,...,Sk und

n1 Mdglichkeiten, S, zu belegen, und danach

ny Mdglichkeiten, Sy zu belegen, und danach

n, Méglichkeiten, Sy zu belegen,

so gibt es insgesamt |ny - ny -+ - ny | Belegungen der Sy, S, ..., Sk.

Begrindung: Wir beweisen A(k) mit vollstdndiger Induktion nach k.



e Verankerung: Die Aussage A(1) ist nach Voraussetzung wahr.

o Vererbung: Gibt es ng1 Moglichkeiten, die Schublade Si1 zu belegen, so lisst sich jede dieser
Moglichkeiten mit den gemafl A(k) bestehenden nj - ng---np Belegungen der Sy, Ss, ..., Sk
kombinieren. Insgesamt hat man dann ny-ng - - - ng - ng1 Belegungen der S1, 55, . .., Sk11, also
Aussage A(k+1). O

Der folgende Satz z#hlt zu den zentralen Resultaten der Kombinatorik:

Satz 1.24 Gegeben seien eine endliche Menge Q0 mit |Q2] = n und eine natirliche Zahl k €
N, k£ <n. Dann gilt:
(a) Die Anzahl der geordneten Proben vom Umfang k aus ) ohne Wiederholung ist

n(n—l)---(n—k—i—l):k!(Z):(nﬁi!k)!. (9.9)

(b) Die Anzahl der geordneten Proben vom Umfang k aus € mit Wiederholung ist

nk. (9.10)

(c) Die Anzahl der ungeordneten Proben vom Umfang k aus ) (= nichtgeordnete Teilmenge
A C Q mit |A| = k) ohne Wiederholung ist

(Z) (9.11)

(d) Die Anzahl der ungeordneten Proben vom Umfang k aus ) mit Wiederholung ist

("+Z_ 1). (9.12)

Bemerkung 1.25 Die Aussage (a) liefert im Sonderfall k£ = n die Anzahl der verschiedenen An-
ordnungen von n Elementen. Jede solche Anordnung ist ein geordnetes n—Tupel, das nach Jakon
BERNOULLI (1635-1705) eine Permutation der gegebenen n Elemente heifit. 0

Im abbildungstheoretischen Sinn definieren wir allgemeiner:
Definition 1.40 Fir eine gegebene Menge Q2 heifie f € Abb(Q,Q) eine Permutation & f ist
bijektiv.

Insbesondere ist die identische Abbildung Idg : 2 — Q eine Permutation. Ist Q eine endliche Menge
mit n Elementen, so gibt Satz 1.24(a) also Auskunft iiber die Anzahl aller méglichen Permutationen
auf Q:

Jede endliche Menge Q mit |2] = n hat genau n! Permutationen. (9.13)

‘ BSP. (1.9.11) ‘ Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte wir entgegen der iibli-
chen Nomenklatur mit 1,2, 3 bezeichnen.




Gleichseitiges Dreieck mit Hhen

Die Menge M aller Abbildungen, die das gleichseitige Dreieck in sich selbst iiberfithren, besteht
genau aus den 3! = 6 Permutationen der Eckpunkte. Wir schreiben jede solche Permutation « in der
Form

12
oz:< 3), a; €{1,2,3}, a; # aj;.

ai az as

Zum Beispiel geht das gleichseitige Dreieck bei Drehung um 120° in sich selbst iiber: Die Eckpunkte
1,2,3 werden in dieser Reihenfolge auf die Eckpunkte 2,3,1 abgebildet. Wir schreiben dafiir o =
(53 3). In der folgenden Tabelle sind die 6 Permutationen «; zusammen mit ihrer geometrischen

Bedeutung aufgelistet.

1 Q; geometrische Bedeutung
1 (} 3 g) Drehung um 0°
2 (; g i’) Drehung um 120°
31 (23 Drehung um 240°
4| (1 23) | Spiegelung an der Hohe durch den Eckpunkt 1
5 (é 3 i’) Spiegelung an der Hohe durch den Eckpunkt 2
6| (5%3) | Spiegelung an der Hohe durch den Eckpunkt 3
Es ist nun M := {aq, a9, ..., as}. Wir fithren auf M eine Verkniipfung o ein, nimlich die Hinterein-

anderausfithrung oder das Kompositum zweier Permutationen, z.B.:

o123\ _(123\ _(123) _
42005 = 193 321/ \132) "

Man sieht sofort, dass o nicht aus M hinausfiihrt: o : M x M — M. Dariiber hinaus iiberzeugt man
sich durch einfaches Nachrechnen, dass o assoziativ ist, nicht aber kommutativ. Es gilt zum Beispiel

123 123
Qa4 = agoaqay = 139 # 913 = (5 0 (g = QG-

Ganz offensichtlich ist die Permutation «; das neutrale Element (Einselement) beziiglich o, und zu
jedem Element o; € M gibt es genau ein Inverses o L' M; zum Beispiel gilt o ' =y, wie folgende
Rechnung zeigt:

o (123)(123) _ (123 _ - (123) (123\
37527 1312 231) \123) "' \231 312) 27 7%



Somit gilt das Gruppenaxiom (G3) aus Definition 1.23. Die Gleichungen

aor=f, yoa=§

haben fiir jedes Paar o, 3 € M jeweils genau eine Losung z,y € M, nimlich 2 = o' o 8 und
y = B oa”!'. Wir setzen zum Beispiel o := a3 und S := ag. Dann haben wir a3 o 2 = ag genau fiir
T = a0 qg = a Sowie y o g = g genau fiir y = ag o ay = 4. Damit erfiillt die Algebra (M, o) alle
Gruppenaxiome; es liegt eine endliche Gruppe vor, fiir die die folgende Operationstafel gilt:

o a1 gy a3 OG04 OG5 Og

ap |y G2 3 Q04 05 Qg
Q| g (3 1 Qg Q4 a5
a3 | 3 1 Q2 Qa5 0O Q4
Q4 | g 5 Qg 1 Q2 a3y
a5 | 5 g Q04 QO3 01 Q9
Qg | ¢ Q4 Q5 Q2 Q3 @

Begriindungen von Satz 1.24: (a) Eine geordnete Probe vom Umfang k entspricht genau einer Bele-
gung von Si,S2,...,S5;. Ohne Wiederholung: Es gibt nun genau n Moglichkeiten, S; zu belegen,
danach genau n—1 Moglichkeiten, So zu belegen, ..., und schliefilich genau n — (k—1) Moglichkeiten,
Sk zu belegen. Aus Satz 1.23 erhalten wir jetzt die Behauptung (9.9).

(b) Mit Wiederholung: Fiir jede Schublade S;, j = 1,2,...,k, gibt es genau n = |Q| verschiedene
Belegungen. Geméif Satz 1.23 sind dies insgesamt n* Belegungen.

(c) Bei ungeordneten Proben vom Umfang k brauchen offenbar die k! Permutationen nicht unterschie-
den zu werden. Mit dem Resultat (a) folgt dann (k!(})) / k! = (}) fiir die Anzahl der ungeordneten
Proben ohne Wiederholung.

(d) Durch n — 1 Trennstriche erzeugen wir zunéchst fiir jedes der n Objekte ay,as,. .., a, der Menge
Q ein Feld:

Wird bei der Entnahme der Probe das Objekt a; gezogen, so schreiben wir ein Kreuz x in das Feld
a;. Da wir Wiederholung zulassen, kénnen in einem Feld mehrere Kreuze auftreten. Da die Probe
den Umfang k hat, entsteht auf diese Weise eine Folge von n + k — 1 Zeichen, ndmlich k Kreuzen
und n — 1 Strichen, zum Beispiel x X | x || x xx. Hier ist n =4, k = 6, und die Objekte a1, as und
a4 wurden zweimal, einmal bzw. dreimal gezogen. Durch die Vorgabe der n — 1 Striche sind bereits
n — 1 Stellen in der Zeichenkette belegt. Also stellt sich die Frage, auf wieviele Arten die & Kreuze
auf die n + k — 1 Zeichenstellen verteilt werden kénnen. Nach (c) geht das auf ("H]:_l) Arten. O

Anzahl der Proben von Umfang k aus Q mit [Q| =n

geordnete Probe | ungeordnete Probe
|
ohne Wiederholung (k < n) ﬁ (Z)
k—1
mit Wiederholung (k € N) n* (n i k )

Beachte: Der Umfang k£ von Proben mit Wiederholung ist nicht auf £ < n beschrinkt, da
jedes der n Elemente aus €2 in der Wiederholung beliebig oft auftreten kann.



‘BSP. (1.9.12)‘ ?k aus n”-Lotto. Es sei 1 < k < n. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man
beim 7k aus n”-Lotto genau k Richtige? Zur Beantwortung dieser Frage wird das Lotto als LAPLACE—
Experiment gedeutet. Das Ankreuzen von k Zahlen auf dem Lottoschein entspricht der ” Entnahme
einer ungeordneten Probe vom Umfang k aus der Menge {1,2,...,n} ohne Wiederholung”, und dies
ist ein Elementarereignis {w} aus dem Ergebnisraum 2 := |J{w}. Wir erhalten aus (9.11)

=)+ o/

49
6

38
"7 aus 38”7 : Q] = 7] = 12620256 = P(”7 Richtige”) = 0.000 000 079.

Zwei Zahlenbeispiele:

76 aus 497 : |Q] = = 13983816 = P(”6 Richtige”) = 0.000000 0715,

\ BSP. (1.9.13) \ Fufiballtoto. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat man genau 11 Richtige getippt?
(Hier gehen wir von der hypothetischen Annahme aus, dass die 11 Spielergebnisse rein zufillig
bestimmt wurden, zum Beispiel durch Losentscheid, weil wegen schlechter Witterung alle Spiele eines
Spieltags abgesagt werden mussten.) Wir deuten das Toto als LapLAcE-Experiment. Das Ankreuzen
der 11 Ergebnisse auf den Totozettel entspricht der ” Entnahme einer geordneten Probe vom Umfang

11 aus {0,1,2} mit Wiederholung”’, und dies ist ein Elementarereignis {w} aus dem Ergebnisraum
2 := J{w}. Wir erhalten aus (9.10)

Q| =3" =177147 = P(”11 Richtige”) = 37 = 0.000005 645.

‘BSP. (1.9.14) ‘ Eine Gruppe von 15 Studenten erhilt ein Freikontingent von 3 Theaterkarten.
Wieviele Arten der Kartenvergabe gibt es, wenn

(a) 3 numerierte Sitzplitze, (b) 3 unnumerierte Stehplitze

vorliegen? Man unterscheide, ob eine Person

(i) genau eine Karte, (ii) mehrere Karten

nehmen kann. Wir verwenden zur Losung die Aussagen von Satz 1.24:

(ai) = 7 Entnahme einer geordneten Probe vom Umfang 3 aus {1,2,...,15} ohne Wiederholung”

&g) (1515!3)! = 2730 Moglichkeiten.

—~

(ail) = ” Entnahme einer geordneten Probe vom Umfang 3 aus {1,2,...,15} mit Wiederholung”
49 153 — 3375 Moglichkeiten.

—~

(bi) =7 Entnahme einer ungeordneten Probe vom Umfang 3 aus {1,2,...,15} ohne Wiederholung’

9~:1>1) (135) = 455 Moglichkeiten.

—~

(bii) = ” Entnahme einer ungeordneten Probe vom Umfang 3 aus {1,2,...,15} mit Wiederholung’

(42 (1543-1) — (7Y = 680 Moglichkeiten.

(Wir wollen zur Formel (9.12) noch eine Plausibilitdtsbetrachtung anschliefilen und nehmen dazu in
dem obigen Beispiel die einfachere Situation mit n = 3 Studenten und k = 3 Karten an. Es gibt nur
folgende Fille:

e Einer hat alle 3 Karten : 3 Moglichkeiten;



e Je einer hat 1 Karte : 1 Moglichkeit;
e Einer hat 2 Karten, ein weiterer 1 Karte, der dritte 0 Karten : 6 Moglichkeiten.

In der Summe resultieren 10 = (**3 ') = (3) Moglichkeiten.)

‘BSP. (1.9.15)‘ Geburtstags—Matching. In meiner Vorlesung sitzen n > 1 Hérer. Mit welcher

Wahrscheinlichkeit haben mindestens 2 Horer am selben Tag Geburtstag (unter der Annahme, dass
Schaltjahre nicht beriicksichtigt werden und dass jeder der 365 Tage gleichwahrscheinlich ist)? Wir
beschreiben zunichst das zugeordnete LaPLACE-Experiment. Es ist klar, fiir n > 365 erhilt man P =
1. Jeden Horer identifizieren wir mit seinem Geburtstag a;. Geméf der Sitzordnung erhalten wir dann
ein geordnetes n-Tupel (a1, a9,...,a,) und dieses entspricht der ” Entnahme einer geordneten Probe
vom Umfang n aus {1,2,...,365} mit Wiederholung”. Dies sind die Elementarereignisse {w} aus dem
Ergebnisraum €2 := [ J{w}. Wir erhalten aus (9.10) |2 = 365". Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses A= " Mindestens zwei Elemente des n—Tupels w € § sind gleich”. Dazu betrachten wir

das komplementire Ereignis A= ” Alle Elemente sind verschieden” = ” geordnete Probe vom Umfang
n aus {1,2,...,365} ohne Wiederholung’. Fiir n < 365 folgt nun aus (9.9):
- 365! |A] 365!
Al=———=>PA=1-—+=1—————1<n < 365.
A= Ges = ~ FW Q] 3657 (365 —n)l’ =

Die numerischen Werte der Wahrscheinlichkeiten P(A) haben wir fiir die Zahlen 1 < n < 100 in
der folgenden Tabelle aufgelistet. Es ist ganz interessant zu wissen, dass bereits ab 23 Horern mit
mehr als 50%—iger Wahrscheinlichkeit mindestens 2 Horer am selben Tag Geburtstag haben. Bei 100
Horern ist dieses Ereignis fast sicher.

n| P(A) n| P(A) n| P(A) n| P(A)
1| 0.000000 || 26 | 0.598241 || 51 | 0.974432 | 76 | 0.999777
21 0.002740 || 27 | 0.626859 || 52 | 0.978005 || 77 | 0.999824
3| 0.008204 || 28 | 0.654461 || 53 | 0.981138 || 78 | 0.999861
41 0.016356 || 29 | 0.680969 || 54 | 0.983877 || 79 | 0.999891
51 0.027136 || 30 | 0.706316 || 55 | 0.986262 || 80 | 0.999914
6 | 0.040462 | 31 | 0.730455 || 56 | 0.988332 || 81 | 0.999933
71 0.056236 || 32 | 0.753348 || 57 | 0.990122 || 82 | 0.999948
8 | 0.074335 || 33 | 0.774972 || 58 | 0.991665 || 83 | 0.999960
9| 0.094624 | 34 | 0.795317 || 59 | 0.992989 || 84 | 0.999969
10 | 0.116948 || 35 | 0.814383 || 60 | 0.994123 | 85 | 0.999976
11| 0.141141 || 36 | 0.832182 || 61 | 0.995089 || 86 | 0.999982
12 | 0.167025 || 37 | 0.848734 || 62 | 0.995910 | 87 | 0.999986
13 | 0.194410 || 38 | 0.864068 || 63 | 0.996604 | 88 | 0.999989
14 | 0.223103 || 39 | 0.878220 || 64 | 0.997190 || 89 | 0.999992
15| 0.252901 || 40 | 0.891232 || 65 | 0.997683 | 90 | 0.999994
16 | 0.283604 || 41 | 0.903152 || 66 | 0.998096 || 91 | 0.999995
17 | 0.315008 || 42 | 0.914030 || 67 | 0.998440 || 92 | 0.999997
18 | 0.346911 || 43 | 0.923923 || 68 | 0.998726 | 93 | 0.999997
19 | 0.379119 || 44 | 0.932885 || 69 | 0.998964 | 94 | 0.999998
20 | 0.411438 || 45 | 0.940976 || 70 | 0.999160 || 95 | 0.999999
21| 0.443688 || 46 | 0.948253 || 71 | 0.999321 || 96 | 0.999999
22| 0.475695 | 47 | 0.954774 || 72 | 0.999453 || 97 | 0.999999
23| 0.507297 | 48 | 0.960598 || 73 | 0.999561 || 98 | 0.999999
24| 0.538344 | 49 | 0.965780 || 74 | 0.999649 || 99 | 1.000000
25| 0.568700 | 50 | 0.970374 || 75 | 0.999720 || 100 | 1.000000

Beiweitem schwieriger zu bestimmen ist zum Beispiel beim 76 aus 49”-Lotto die Wahrschein-
lichkeit fiir das Ereignis ” Genau k Richtige”, k = 1,2,3,4,5, oder fiir das Ereignis ” Mindestens



k Richtige”. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Losung dieser Probleme ist das Urnenmodell von
G. POLya (1887-7).

Urnenmodell. In einer Urne befinden sich N Kugeln, darunter .S schwarze, 1 <
S < N. Die restlichen Kugeln sind weif}. Es werden zwei Zufallsexperimente
unterschieden:

(a) Ziehen ohne Zuriicklegen: Es werden rein zufillig nacheinander n Kugeln
(1 <n < N) aus der Urne gezogen und beiseitegelegt.
(b) Ziehen mit Zuriicklegen: Es werden rein zufillig nacheinander n Kugeln

(n € N) aus der Urne gezogen, und jede gezogene Kugel wird vor dem néchsten
Zug wieder in die Urne zuriickgelegt.

Satz 1.25 Beim obigen Urnenmodell werden rein zufdillig n < N Kugeln ohne Zuriicklegen
gezogen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

Ar= "Genau k der gezogenen n Kugeln sind schwarz”

durch folgende Vorschrift bestimmit:

P(Ay) = M, 0 < k < min{n, S}. (9.14)

()

Werden hingegen n € N Kugeln mit Zuriicklegen gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses Ay durch folgende Vorschrift bestimmi:

(9.15)

2|

n
P(Ag) = <k>p'“(1 —p)"F 0<k<n; p:=

Begriindung: Wir denken uns die N Kugeln unterscheidbar, etwa numeriert von 1 bis N (wie zum
Beispiel die Kugeln der Lottozahlen). Die Unterscheidbarkeit ist wichtig beim Ziehen mit Zuriickle-
gen. Zum Beispiel muss das n—Tupel (1, 1,...,1) unterscheidbar sein vom n—Tupel (1,2,...,n). Das
Unterscheidungsmerkmal "Schwarz’ bzw. "Weif}’ beriicksichtigen wir in der Numerierung der schwar-
zen Kugeln von 1 bis S und der weiflen Kugeln von S + 1 bis N.

(i) Ziehen mit Zuriicklegen: Werden n Kugeln gezogen, so entspricht dies der ” Entnahme einer
geordneten Probe vom Umfang n aus {1,2,..., N} mit Wiederholung”’. Der aus diesen Elementar-
ereignissen gebildete Ereignisraum  erfiillt gemaf (9.10) |2] = N™. Das Ereignis Ay wird nun in
der folgenden Weise zerlegt:

e Bl1="Ziehe zuerst k schwarze Kugeln aus {1,2,...,S} mit Zuricklegen” = ” Entnahme einer
geordneten Probe vom Umfang k aus {1,2,...,S} mit Wiederholung”. Es gilt gemifi (9.10)
|B1| = S*.

e B2=""Ziehe dann n—k weifle Kugeln aus {S+1,S+2,..., N} mit Zuricklegen” =” Entnahme
einer geordneten Probe vom Umfang n —k aus {S + 1,5 +2,..., N} mit Wiederholung”. Es
gilt gemif (9.10) |B2| = (N — S)"7*.

e B3=" Verteile schliefflich die k schwarzen Kugeln auf die n Pldtze des n—Tupels” =" Entnahme

einer ungeordneten Probe vom Umfang k aus {1,2,...,n} ohne Wiederholung”. Es gilt gemif
(9.11) B3| = (}).



Der Produktsatz 1.23 liefert jetzt:

n _ nlm e
|4x| = | B1||B2|| B3| = <k>5’“(N—S)” f=N <k>p’“(1—p) g

und schliefllich folgt die LapLacE-Wahrscheinlichkeit

P(Ay) = % = (Z)p’“(l -p)" "

(ii) Ziehen ohne Zuriicklegen: Wir erkliren €2, B1, B2, B3 wie in (i), wobei in Q, B1, B2 "mit Wie-
derholung” ersetzt wird durch ” ohne Wiederholung”. Geméfl Satz 1.24 gilt nun:

N S N-8
|Q|:n!<n>, |B1|:k!<k>, |B2|:(n—k)!<n_k>.

S\(N-S
Ai| = |B1||B2||B3| = n! .
|44l = B1]|B2I|B3 n(k)(n—k)

Wir erhalten das behauptete Resultat

== ()2 /6)

‘BSP. (1.9.16) ‘ ”7 aus 38”-Lotto (ehemaliges Mittwochs-Lotto). Es sind die Wahrscheinlichkei-
ten fiir folgende Ereignisse zu bestimmen:

(i) Ax="Genau k Richtige getippt’, k =0,1,...,7,

(ii) Bx= " Mindestens k Richtige getippt”, k =0,1,...,7.

Mithin folgt

Wir interpretieren das Lotto als Urnenmodell mit N = 38 Kugeln. Die 7 von der Lottogesellschaft
gezogenen Kugeln entsprechen nun den S = 7 schwarzen Kugeln in der Urne. Das Ankreuzen der 7
Zahlen auf dem Tippzettel entspricht dann dem Ziehen von n = 7 Kugeln ohne Zuriicklegen. Aus
Satz 1.25 resultiert somit die folgende Losung der Aufgabe (i):

P(4r) = (Z) (73—1k> / <378> |

Numerische Werte konnen der folgenden Tabelle entnommen werden:

K| P(A) | k| P4

0.208 361 463
0.408 388467
0.282730477
0.087 262493

0.012466 070
0.000 773 756
0.000017195
0.000 000079

W N = O
~ O Ot =

(ii) Es ist zunéchst klar, dass By, = Ay U Ay U--- U A7 gilt und dass die Ereignisse Ay und A; fiir
j # k disjunkt sind. Bei solchen Ereignissen addieren sich die Wahrscheinlichkeiten:

P ([j Aj> _ 3Py
j=k j=k



Diese Beziehung wird mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Hilfsmitteln begriindet, die wir hier nicht
bereitstellen wollen. Aus (i) erhalten wir somit die folgende Losung der Aufgabe (ii):

wov-Eroo- (5064 /6)

Zum Beispiel errechnet man aus den Daten der obigen Tabelle den folgenden Zahlenwert P(Bj) =
0.000791 030 = 0.08%. Das heifit, in 8 von 10000 Fillen kann man damit rechnen, 5 Richtige getippt
zu haben. (Bei zwei Tippreihen pro Woche stellt sich etwa alle 12 Jahre ein solches Erfolgserlebnis
ein!)

‘BSP. (1.9.17) ‘ Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Knabengeburt betréigt p = 0.514. Eine Familie
hat 5 Kinder. Gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Verteilungen:

(i) 2 Médchen und 3 Jungen, (ii) 5 Médchen.

Wir 16sen die Aufgabe unter Heranziehung des Urnenmodells. Von N Kugeln (entprechend der
Gesamtzahl aller Geburten) sind S schwarz (Anzahl der Knabengeburten). N und S brauchen nicht
bekannt zu sein, da der Quotient p = S/N = 0.514 gegeben ist. Greift man nun willkiirlich 5
Kinder heraus, so entspricht dies dem Ziehen von n = 5 Kugeln mit Zuriicklegen aus der Urne. Die
Ereignisse A= " Genau k der n Kinder sind Knaben” haben gemif} Satz 1.25 die Wahrscheinlichkeit
P(A) = (1)p*(1 — p)"~*. Wir erhalten also folgende Lésungen:

(i) n=5, k=3 : P(A3) = (3)(0.514)3(0.486)2 = 0.3207,
(i) n="5, k=0 : P(4g) = (3)(0.514)°(0.486)> = 0.0271.

Abschlieflend teilen wir noch ohne Beweis eine Variante des Belegungsproblems mit.

Satz 1.26 Es seien k Schubladen Si,Ss,...,Sk, und dazu natirliche Zahlen ni,ng, ..., ng
sowie n :=ny + no + -+ - + ny Objekte gegeben. Dann gibt es
n!

(9.16)

nilng! -+ ny!

Moglichkeiten, diese n Objekte so auf die k Schubladen zu verteilen, dass ny Objekte in Sy,
ny Objekte in So, ..., schlieflich ny Objekte in Sy liegen.

‘BSP. (1.9.18) ‘ Beim Skatspiel sind Sy, So, S3 die drei Spieler, und Sy ist der Skat. Jeder Spieler
erhilt ny = no = n3 = 10 Karten; in den Skat wandern ny = 2 Karten. Es gibt n = n1+ns+ns3+ng =
32 Spielkarten. Gemifl Satz 1.26 erlaubt somit das Skatspiel

32!

O = 2753294408 504 64
Torotoar — 2 793294408 504640

verschiedene Kartenverteilungen.




Kapitel 2

Komplexe Zahlen

2.1 Die komplexen Zahlen als geordnete Paare reeller
Zahlen

Wir beginnen mit einer motivierenden

Definition 2.1 Gleichungen in der Form

w2 +ar+b=0 mit gegebenen Zahlen a,b € R (1.1)

heiffen quadratische Gleichungen fiir eine gesuchte Zahl x. Jedes x € R, fiir welches die
Gleichung (1.1) gilt, heife eine reelle Losung. Durch Addition von —b+ % auf beiden Seiten
von (1.1) erscheint links eine Binompotenz, so dass folgende Gleichungen dquivalent mit (1.1)
sind:

a\? a? y:=z+a/2 1
—) =——b 2= " (a® — 40b). 1.2
<x+ 2> 1 O (12)

Der Ausdruck % heif$t quadratische Ergénzung.

Bemerkung 2.1 (a) Gilt|a? — 4b > 0,|so hat die Gleichung (1.1) genau zwei reelle Losungen,

namlich

g;+:——+ \/ 2 — 4p, 2——%—5\/612—45, kurz: |zy :

= (-a = Va2 —1).

l\DI»—t

(b) Gilt [a® — 4b = 0, | so hat die Gleichung (1.1) genau eine reelle Losung, ndmlich |z := —%.

(¢) Gilt |a? — 4b < 0, so ist die Gleichung (1.1) in R nicht 15sbar. O

Um im Falle (¢) einen Ausweg zu finden, konstruierten wir einen Erweiterungskorper von R
derart, dass die Gleichung (1.1) ohne Einschrinkungen an a,b € R stets 16sbar ist. In diesem
Korper gibt es keine lineare Ordnung < mit den Eigenschaften aus Definition 1.8.

Wir erinnern daran, dass wir bei der Erweiterung der ganzen Zahlen Z auf die rationalen
Zahlen Q die Briiche r := % € Q eingefiihrt hatten. Da jeder Bruch eindeutig durch die
beiden Zahlen p, g festgelegt ist, konnen wir Q auch deuten als die Menge aller geordneten
Zahlenpaare (p,q) € Z x (Z\ {0}). Wir hatten gezeigt, dass die so definierte Zahlenmenge mit
der bekannten Addition 4+ und der Multiplikation - ein Korper ist. Bei der vorzunehmenden
Zahlbereichserweiterung von R gehen wir jetzt in analogen Schritten vor:
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Definition 2.2 Auf der Menge der geordneten Zahlenpaare (z,y) € R x R =: R? seien die
zwei Verknipfungen + (Addition) und - (Multiplikation) wie folgt erklirt:

77+>7: (l‘1,y1) + (xQ,yQ) = (xl + T2, + y2)7

(1.3)
77 (@1,91) - (T2,2) = (102 — Y1Y2, T1Y2 + TaY1)-

Mit einiger Rechenarbeit verbunden, aber durchaus elementar beweisbar ist folgender Satz:

Satz 2.1 In der Algebra (R xR, +,-) mit den gemdf$ (1.3) definierten Verknipfungen + und
- gelten die Kérperaziome (A1)—(A3) und (M1)—(M3) sowie (D) aus Satz 1.8. Dabei ist

(0,0) neutrales Element beziglich +, (1,0) neutrales Element beziglich -.

Begriindung: Es sollen hier nur die Axiome (A3) und (M3) gezeigt werden; die anderen Axiome erhélt
man ganz analog.

(A3): Die Gleichung (a,b) + z = (¢, d) hat die Losung 2 = (c—a,d—b) e Rx R, und firc =a,d = b
folgt z = (0,0) als neutrales Element der Addition.

(M3): Die Gleichung (a,b) - z = (c,d) hat fiir (a,b) # (0,0) die Losung

B (ac—i—bd ad — be

RxR
a2+62’a2+b2>€ X 2

und fiir ¢ = a, d = b folgt z = (1,0) als neutrales Element der Multiplikation. O

‘BSP. (2.1.1) ‘ (i) Inverses Element der Addition: Die Gleichung (a,b) + z = (0,0) hat gemif
(A3) die Losung

z = (—a,—b) =: —(a,b),

zum Beispiel: (3,-7) — (3,10) := (3,-7) + (—3,-10) = (3 — 4, -7 —10) = (3, -17).
(ii) Inverses Element der Multiplikation: Die Gleichung (a,b) - z = (1,0) hat fiir (a,b) # (0,0)

gemifl (M3) die Losung

1 a —b
= (a,b)" ' = =
=™ = o = ()

3 1 3 8 640 4474 536
,10) = (17_7) ’ (L,10) = (17_7) ’ (m7_m) = (_ m’_m)'

o[

zum Beispiel: (3,—7) : (

Nach diesen Vorbetrachtungen wird die folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.3 Die Menge C := R x R, versehen mit den in (1.3) erklirten algebraischen
Operationen + und -, heifle Kérper der komplexen Zahlen.

An dieser Stelle ist es noch nicht erkennbar, dass C eine Erweiterung des Korpers R ist; dies
gelingt erst, wenn R mit einer geeigneten Teilmenge von C identifiziert wird. Dazu betrachten
wir die Projektion von C = R x R auf die erste Komponente

Rc:={z€C: z2=(a,0)} CC.

In Rc gelten die Operationen + und - wie in R: (ay,0) ¥ (az,0) = (a1 T ay,0), und deshalb
macht die folgende Definition einen Sinn:

Definition 2.4 (a) Wir setzen (a,0) := a und identifizieren so die Menge Rc C C mit R.
(b) Das Element (0,1) ¢ R¢ heifle imaginédre Einheit, bezeichnet mit i; i := (0, 1).



Satz 2.2 (a) Es gilt fir jedes z € C die Darstellung|z = = + iy | mit reellen Zahlen z,y € R,

und somit

C={z:z=zx+1iy, z,y € R}.

(b) Es gilt|i* = —1,| das heift, die Gleichung z*> = —1 hat in C mindestens die Lésung z = i.

Begriindung: (a) Wir haben z = (z,y) € C genau, wenn z = (z,0) + (y,0) - (0,1) oder dquivalent
z =z + 1y mit z,y € R.

(b) Es gilt 2 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1. O
Die Darstellung z = x4y hat fiir das formale Rechnen den Vorteil, dass man mit ihr genauso

wie im Reellen rechnen kann — lediglich unter Beachtung der zusétzlichen Rechenregel i? = —1.
Mit anderen Worten, die oben eingefiihrte Multiplikation - darf wieder vergessen werden!

Merke: C ist ein Korper, der nicht geordnet ist. Die Ordnungsaxiome fiir <
konnen in C nicht gelten. Zum Beispiel miisste aus ¢ # 0 nach den Rechenregeln
der Ordnungsrelation —1 = 42 > 0 gelten, was offenkundig widerspriichlich ist.

Die folgenden Begriffe muss man sich unbedingt einprigen:

Fiir jede komplexe Zahl z = x + iy € C heifle

e 1 =: Rez der Realteil von z,
e y =:Imz der Imaginirteil von z,
e |z] :=+/2? + y? der Betrag von z,

e 2 :=x — 1y die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Haufig setzt man auch

Izl := |2| = y/(Re 2)? + (Im 2)?,

und nennt ||z|| die Norm von z € C. Fiir ||z|| gelten die Eigenschaften (N1)-(N3) aus Satz
1.14, ndmlich:

(N1) |z]] > 0 und (]|z|| = 0 genau fiir z = 0).

Klar, =0 r+iy=02z=0undy=0& V22 + 2 =0 & |2|| = 0.
(N2) Az = [Al[[zl| vV A € C.

Setzt man A := o +i7, so ist \z = xo — y7 +i(yo + x7). Und hieraus folgt

|IAz]| = \/(xa —y7)2 + (yo +27)2 = Vo2 + 222 + y2 = |N|||z]].

(N3) ||Zl +22|| < ||21|| + ||22|| Vzl =T +iy1 eCV 29 = T2 —l—iy2 e C.

Wir verwenden die CAucHY-SCHWARZ-Ungleichung aus Satz 1.13. Es gilt z129 + y1yo <
o2+ y2/53 + 13 = ||21]l]12 ], und hiermit folgt

21 + 22 l” = [z ” + l22l” + 2(z122 + y132) < (2] + [|220])*.



Wir haben hier bereits Gebrauch gemacht von den Formeln der arithmetischen Operationen fiir
z1 = x1 +1y1 und 23 = x2 + 1ys:

Addition in C: Z1+ 22 = (5131 + $2) + Z.(yl + 92)-

Multiplikation in C: 21 - 22 = (122 — y1y2) + i(T1y2 + T2y1).

z z2172 122 + +i(x2yr — x z1%
Division in C fiir z, #0 (& Z2 #0): 2= 172 = (2175 y1y2)2 (2 241 142) =2 22
Z2 B2 x5 + Y3 |22]

Wir stellen nachfolgend weitere Rechenregeln fiir komplexe Zahlen z, 21, 2o € C zusammen.

(a) Rez=34(z+2), Imz=(z—2);

(b) (21 + 22) =2z + 52, 21 "Ry =21 22, <ﬁ> = ? fiir Z9 7£ 0,
z

2 %)
(c) |2l = 2], z-z=[2? =[P >0
@ |anewl=lallzl 12 = B e 2 20,
|22]
(e) ||z1] = 22]| < |21 + 22| < |z1] + |22; (Dreiecksungleichung)

n
PIE
k=1

n
< Z |zk|, 2z € C. (Verallg. Dreiecksungleichung)
k=1

‘BSP. (2.1.2)‘ Arithmetisches Rechnen mit komplexen Zahlen, z.B. mit z; := 2 + 5i, 29 :=
—1+ 2

z21+2z = 2-1)+i(b+2)=1+Ti,
21—z = (241)4+1i(5b—2) =3+ 3i,
z1z2 = (=2—10) +i(4—-5) =—12 — 1,
|zo] = V1+4= \/g,
zn _ sz _ (=2410)+i(-4-5) _ 8-9i
Z9 - |22|2 - 5 N 5 ’
‘BSP. (2.1.3) ‘ Potenzen von z.
20 = 1VzeC,
n
2" = (x—l—iy)"zz " " Fiy)* V2 e C, neN,
im0 \F
1\" B
27" = <—> V0#z neN.
z
Zum Beispiel gelten 12! = i(i2)'0 = i(=1)!0 =4, % = (2)* = (=1)* = —1. Allgemein hat man vier

Fallunterscheidungen fiir k£ € N:

=, = g



Es gilt ferner

— = —

|if?
Beachte: Die Berechnung der Potenzen 2" mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes mag fir n = 1,2,3
gerade noch angehen; zum Beispiel priift man einfach nach:

1 7
1

(2 + 5i)® = 8 + 60i — 150 — 125i = —142 — 65i.

Fiir hohere Potenzen wird dieses Verfahren schnell uniibersichtlich und aufwendig. Wir stellen ein
wesentlich einfacheres Verfahren in Abschnitt 2.2 vor.

‘BSP. (2.1.4)‘ Quadratwurzeln. Die Gesamtheit der Losungen z € C der quadratischen Glei-

chung 22 = ¢ = (a + ib) € C ist zu bestimmen. Wir zeigen hier einen méoglichen Weg auf, der von
dem Ansatz z = & + iy ausgeht und nach dem Einsetzen in 22 = ¢ auf beiden Seiten der Gleichung
Real- und Imaginérteile abgleicht. Wir zeigen dies exemplarisch fiir ¢ := —21 — 207. Zunéchst sind
die beiden Gleichungen z?> = —21 — 20 und z? — y? + 2izy = —21 — 207 Aquivalent. Vergleich der
Real- und Imaginérteile liefert:

—~

%)

2 —y? = =21 = (2P —yf)2 =t yt - 227 = 44
oy = —20 X dz2y? = 400

2 +y? = 29 & (2 +y2)? = 841
222 = 8 & r=%42 y=-10/r = F5

Wir haben auf diese Weise die zwei komplexen Zahlen | zy := £(2 — 5¢) | bestimmt. Da wir an der

Stelle () die Aquivalenz der Aussagen unterbrochen haben (beachte: a = b = a? = b2, nicht aber
a = b < a® = b?), miissen wir die Richtigkeit der gefundenen Losungen noch durch Einsetzen in die
Ausgangsgleichung bestétigen:

22 = (2 —50)(2 = 5i) = (4 —25) +i(=10 — 10) = —21 — 20i = (—2z4)? = 2%,
(Wir bemerken zur Aquivalenz bei (+*): Die zweite Losung von (22 4+ 32)? = 841, néimlich 22 4 y? =
—29, kann nicht mit reellen Zahlen z,y erreicht werden!)

Wir geben abschlieflend eine allgemeine Losungsformel fiir quadratische Gleichungen an. Dabei gelte
csign (b) :=1 fiir b > 0 und csign (b) := —1 fiir b < 0:

Z=a+ibes 2z =+

\/% (\/m—i—a)—i-icsign(b)\/% (m—a)].

Nach dem Verfahren von BSP. (2.1.4) kann man prinzipiell auch z* = a + ib unter Verwendung des
Ansatzes z = x + 1y und der binomischen Formel 16sen. Da dies jedoch sehr miihsam ist und bei
hoheren Potenzen nicht mehr durchfiithrbar wird, werden wir ein einfacheres und allgemeingiiltiges
Verfahren in Abschnitt 2.3 vorstellen.

2.2 Die GAuUsssche Zahlenebene. Polardarstellung kom-
plexer Zahlen

Eine geometrische Interpretation der komplexen Zahlen C ergibt sich, wenn man auf die
Darstellung von z = x+ iy als geordnetes Paar z = (x,y) reeller Zahlen x,y € R zuriickgreift.



Solche Paare stellen Punkte der EUKLIDischen Ebene dar. Es war die Idee von C.F. GAuUss
(1777-1855), die reelle Zahl y in ”i-Einheiten” aufzutragen, hingegen die Zahl z in 71—
Einheiten”.

-2+ 2i

v
=V

(1,00=1 x

© 12 ©

GAusssche Zahlenebene Darstellung komplexer Zahlen

v

™ i
\i y

/7

Betrag und konjugierte Zahl von z € C Dreiecksungleichung

Bemerkung 2.2 Wie im Reellen gibt die Norm ||z|| oder der Betrag |z| einer komplexen
Zahl z € C ihren EukLiDischen Abstand vom Ursprungspunkt 0 € C an. Bezeichnen wir
wieder mit

d(z1,2) = |21 — 22| = |21 — 2] = /(21 — 22)% + (31 — 1)?

die Distanz zweier Punkte 2, 2z, € C, so erfiillt die ”Funktion” d(-,-) : C x C — [0, +00) die
in Satz 1.15 formulierten Bedingungen (M1)—(M3) einer Metrik. O

Nachfolgend werden elementare Kenntnisse der ebenen Geometrie und der Trigonometrie aus
der Schulmathematik vorausgesetzt, das heiflt insbesondere, Vertrautheit mit den Symbolen



der trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan usw.
Polardarstellung komplexer Zahlen

Winkelmessung (< —Messung). Die Bewegung eines Punktes P(z,y) auf der Einheitskreisli-
nie wird unter Beriicksichtigung der Bewegungsrichtung mit Hilfe des Winkels ¢ beschrieben.

yA +

sinq){

5 1)\

Winkelmessung

Definition 2.5 (a) Bewegt sich P(x,y) auf der Einheitskreislinie entgegen dem Uhrzeiger-
sinn, so heiffe diese Richtung mathematisch positiv. Die entgegengesetzte Richtung heiffe
mathematisch negativ.

(b) Ein in mathematisch positiver Richtung gemessener Winkel ¢ hat ein positives Winkel-
mafl.

(c) Die FEinheiten des Winkelmafles sind entweder das Gradmaf$ oder das Bogenmaf3. Die
Vollkreislinie hat das Gradmaf$ 360° bzw. das Bogenmafl 2w. Dem Bogenmaf$ entspricht die
Linge des tiber einem Winkel ¢ liegenden Kreisbogenstiickes der Einheitskreislinie. Es gelten
folgende Umrechnungsformeln:

Gradmaf Bogenmafl
o = a’
« = T
7= 180
, 180°
o = Y~ 2
T

Zum Beispiel: 180°=n, 90°=r/2, 60°=7/3, 45°=n/4, 30°=n/6, 1°=r/180 = 0.017.

Bemerkung 2.3 Winkel werden hiufig durch Angabe der beiden Schenkel a, b gekennzeich-
net:

b b

e

a a
< (a,b)

Orientierung beachten: < (a,b) #< (b, a)



Allerdings ist < (a, b) durch die Angabe der Schenkel a, b nur bis auf additive Vielfache von 27
festgelegt. Will man zum Beispiel Bewegungen beschreiben, bei denen der Punkt P(z,y) die
Einheitskreislinie mehrfach in positiver oder negativer Richtung durchliuft, so miissen Winkel
¢ > 27 und ¢ < 0 zugelassen werden. Der Wertebereich umfasst die Gesamtheit der reellen
Zahlen —oo < ¢ < +o00, und die Winkelangabe ¢ =< (a,b) ist nun unendlich vieldeutig.
Setzen wir

R:={(p,¥) e RxR : p =9 mod2r} ={(p,¢) e R xR : Ik €Zmit ) — ¢ =27k},
so rechnet man nach, dass R eine Kongruenzrelation auf der abelschen Gruppe (R, +) ist,

vgl. Definition 1.19. Winkelmessung induziert mit anderen Worten auf R eine Partition durch
Aquivalenzklassen

[eulr ={p €R : o =y mod 27} = {py + 27k : k € Z}, ¢y €,

worin I C R ein halboffenes Intervall der Linge 27 bezeichnet. Man nennt g € [ den
Hauptwert, wobei fiir die Festlegung von I zwei Standards iiblich sind:

.y
N

Standard (A): Standard (B): |—m <y <7

5
21 2L . Standard (A),
Zum Beispiel: [ W] S Y —{ ! (4)
R

4 —3% : Standard (B).

Stets gilt jedoch:

oy — @ =2kn fiirein k € Z.

Bemerkung 2.4 Bei Verwendung der Schreibweise ¢ =< (a, b) ist immer die Aquivalenzklas-
se [p|r gemeint, deren Reprisentant ¢ ist. Die 2r—Vielfachen sind geometrisch unbedeutend,
da sie in der Zeichnung nicht gesehen werden. Sie werden aber bei den komplexen Wurzeln
relevant, die wir weiter unten studieren werden. O

Durch Projektion des Punktes P(z,y) erhilt man in bekannter Weise die von ¢ abhingigen
Winkelfunktionen

e sing =1y (y—Koordinate oder Ordinate von P(x,y)) ”Sinus von ¢”,

@ cosp =:x (x—Koordinate oder Abszisse von P(x,y)) ”Cosinus von ¢”.



Der Graph der Cosinus—Funktion

Sinus und Cosinus sind auf ganz R erklirte reelle Funktionen, fiir die die folgenden Rechen-
regeln gelten:

(a) cos? g +sin® ¢ =1, (Satz des PYTHAGORAS)

(b) sin(—p) = —sin ¢, cos(—p) = cos ¢, (Paritéit ungerade/gerade)

(c) sin(p + 2km) = sin g, cos(p + 2km) =cosp Vk € Z, (Periodizitét)

(d) sin(a+ B) = sinacos 5 £ cos asin f3, (Additionstheorem)
(= sin2a =2sinacosa),

(e) cos(a+ ) = cosacos 8 F sin asin 3, (Additionstheorem)

(= cos2a = cos? a — sin® a),

(f) Ist a® +b* = 1 fiir a,b € R, so existiert ein ¢ € R mit a = cosy und
b = sin . Dabei ist ¢ eindeutig bis auf Vielfache von 27 bestimmt. Das
heif3t, der Hauptwert ¢y ist eindeutig bestimmt.

Man berechnet cos ¢, sin ¢ bzw. ¢y in (f) entweder aus sin / cos-Tabellen oder in unserem
Computer—Zeitalter einfacher mit dem Taschenrechner.

‘BSP. (2.2.1)‘ Wir verwenden die Additionstheoreme zur Berechnung von Amplitude A und
Phasenverschiebung ¢y der Schwingung = := 3 cos ) + 4sinp =: Acos(y) — o).

T =132+42

3 4 .
W COS1/)+ \/ﬁ SIDQ/) .



Setzen wir hier a := 3/v/32 +42 = 3/5 und b := 4//32 + 42 = 4/5, so gilt a® + b?> = 1. Also gibt es
genau einen Hauptwert ¢ € [0,27) mit cos oy = 3/5 und sinpy = 4/5. Mit dem Taschenrechner
ermittelt man ¢y = 0.9273. Nun erhalten wir mit dem Additionstheorem (e)

xz =5 (cos g cosp + sin g siny) = 5cos(y — vm).

Z=X+iy

:
1
ity =rsin¢
1
1
1
|

Vi
Cj X =rcos ¢

. _r_ Y
Strahlensatz: sy = 1= sy GAusssche Zahlenebene

SIv

T =Trcosp, y=rsinp. z=z+1iy =r(cosp +isingp).

Definition 2.6 Die Darstellung z = r(cos @ + isin ) der komplexen Zahl z = x + iy mit

ro=lzl=vVaZ+y:= \/(Rez)2 + (Im z)?

heiffe Polardarstellung von z. Der Winkel ¢ heifit das Argument von z, geschrieben ¢ =
arg z fiur z # 0. Fir z = 0 ist kein Argument erkldrt.

Bemerkung 2.5 (a) Das Argument ¢ = arg z der komplexen Zahl z ist mehrdeutig; hinge-
gen ist der Hauptwert argy 2 := ¢p eindeutig festgelegt. Es gilt arg z = argy 2 + 2km, k € Z.

(b) Jede komplexe Zahl z = x + iy € C ist durch Vorgabe von Betrag r = |z| = /22 + y? und
Argument ¢y = argy z eindeutig festgelegt. Denn es gibt genau ein ¢y mit

T T Y _y

COS P = —Fr—==—, Sy = —Fom— = —.
YH TR YH [Z 1y T

Die Darstellung von ¢g kann erst im Rahmen der Umkehrfunktionen (Ingenieur-Mathe-
matik IT) versténdlich erfolgen. Wir geben hier eine praktikable Erklédrung unter Verwendung
der Taschenrechnerfunktion tan™! = arctan, wobei wir den Standard (A) (0 < oy < 27)
zugrundelegen: a

( arctan (%) x>0, y>0,

7r+arctan(%) c <0, yeR,
y

z=x 41y = pg =argy 2 = 27r+arctan():x>0,y<0,
g =0, y>0,
3T . —
(5 =0, y<O0.




Wird hingegen der Standard (B) (=7 < ¢y < m) zugrundegelegt, so gilt:

( arctan (%) x>0, y€eR,

T + arctan (%) <0, y>0,

Z2=0 41y = pg =argy 2 = —7r—i—arctan(%) s <0, y<0,
z cx=0,y>0,

( =3 =0, y<0.

‘BSP. (2.2.2) ‘ (a) Fiir z = 3—2i haben wir z =3 > 0 und y = —2 < 0. Also folgen r = |z| = /13
sowie p4 = argy z = 27 + arctan(—2/3) = 5.695183 im Standard (A) bzw. ¢p = argyz =
arctan(—2/3) = —0.588003 im Standard (B). Es gilt o4 — ¢p = 27 sowie die Polardarstellung

z = V13 [cos(pa,p) + isin(pa )]

(b) Seien r = |z| := 2 und ¢ = arg z = 57/6 gegeben. Dann resultiert

3 1
z:2(cos%+isin%) :2<—§+i§> = —V3+i.

Die folgende Tabelle niitzlicher Funktionswerte von sin und cos wurde bereits in BSP. (2.2.2)
zu Rate gezogen:

B
3

1500=3

3
—
[02]
o
Q
&
3

@ 0 30°=% | 45°=% | 60°=% | 90°=% | 120°=3F | 135°=2

“|
#
2|

smp [ V0=0| 3T | 3v2 | 43 [Bvi=1| WB | W2 | W | WO=0

cosp | 3VA=1| V3 | 3v2 | V1 |4VOo=0| —-4V1 | -1v2 | -1V3 | -1Vi=-1

2.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Wir wollen eine neue Bezeichnung fiir die in der Polardarstellung z = r(cos ¢ + isin ¢) einer
komplexen Zahl z auftretende Summe f(¢) := cos p +isinp € C finden. Dabei gehen wir aus
von den beiden Identititen

f0) = 1, (3.1)
flor+@2) = cos(pr + o) +isin(pr +02) "= f(01) f(2). (3.2)

Solche Identitdten gelten zum Beispiel fiir Potenzen einer reellen Zahl a > 0:
f)=ad"= f(0)=ad" =1, flr+y) =d"=da"a=f(2)f(y),

vgl. auch BSP. (1.4.9). Die letzte Gleichung wurde zunéchst nur fiir rationale Zahlen xz,y
begriindet. Wir werden spiter eine solche GesetzméBigkeit fiir beliebige Zahlen z,y € R
zeigen.



Definition 2.7 Fiir ¢ € R setzen wir exp(ip) := f() = cos ¢ + isin @, kurz exp(ip) = e**.
Jede komplexe Zahl z mit |z| = r und arg z = ¢ gestattet jetzt die Polardarstellung

z=re¥ =r@tHn ke Z.

Zum Beispiel:
(i) 2= —VB+i=2¢ =2e/5 usw. (ii) €™ +1=cosm +isinTt +1=—1+1=0.

i A eX 4

o 22,
A 1
R k R /

Die Funktionswerte exp(iy) liegen auf Graph der Exponential-Funktion

der Einheitskreislinie

Wegen |e*?] = 1 liegen die Zahlen ¢’ € C auf der Einheitskreislinie. Das heift, die 'Funktion’
exp wickelt die imaginire Achse in C um den Einheitskreis. Der Versuch, exp z fiir beliebige
Zahlen z € C zu erkldren, ergibt sich nun zwangsldufig. Aus Kontinuitdtsgriinden ist es
sinnvoll, das Bestehen der Identitét (3.1) sowie der Funktionalgleichung (3.2) fiir alle 2y, 2 €
C zu fordern. Es soll mit anderen Worten gelten:

exp(0) =1, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2) V 21, 29 € C. (3.3)

Setzen wir hier z = x 4 1y ein, so resultiert

exp(x + iy) = exp(z) exp(iy) = exp(x) (cosy + isiny).

Das heif3t, die Vorschrift exp z ist fiir alle z € C eindeutig festgelegt, wenn exp x fiir alle z € R
erklért ist. Hinsichtlich der Beziehungen (3.3) bietet sich ein Ansatz in der Form

expr:=a®, x€R,

mit geeigneter Basis a > 0 an. Aus Griinden, die spiter durch Reihenentwicklungen motiviert
werden, wihlen wir:

Definition 2.8 (a) Mit der EULERschen Zahl |e := 2.718 28182845904 - - - | setzen wir

expxr:=e” VxeR,

wobei fiir rationale v = p/q, p € Z, q € N, gelte: e* := J/eP. (Im Sinne der numerischen
Mathematik ist es ausreichend, diese Darstellung zu verwenden, da wir jedes x € R ja beliebig
genau durch eine Zahl r € Q anndhern kénnen.)

(b) Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert gemafs

z

e’ :=expz = exp(x + iy) :=€e"(cosy + isiny) V z:=x +iy € C.




Zum Beispiel: e 37 = e 3(cos 7+ isin 7) = 0.0498(0.7539 + i - 0.6570). Hier sind die numeri-
schen Werte mit den Taschenrechnerfunktionen sin, cos, e ermittelt worden. Eine analytische
Berechnungsmethode mittels Reihenentwicklungen werden wir in Abschnitt 3.2 angeben.

Rechenregeln fiir Polardarstellungen komplexer Zahlen.

(T) | Konjugation. | Aus der Polardarstellung von z = r ' folgern wir:

Z =r(cosp +isin ) = r(cos ¢ — isin ) = r [cos(—) + isin(—p)] = re .

Bei Konjugation resultiert somit die Rechenregel

relv =re ¥, argi= —argz.
(IT) | Multiplikation. | Fiir je zwei Zahlen z; :=r; €%, j = 1,2, folgern wir:
2129 = T1T9 €912 = iy elP1 o)

das heifit, es gilt arg(z12;) = arg z; + arg 2.

Bei Multiplikation: Betrige multiplizieren und Argumente addieren!

(III) | Division. | Fiir je zwei Zahlen z; :=r; e/, j = 1,2, mit ry # 0 folgern wir:

21 2122 T ur ins (33) T1 i
= = euple 12 - 62(901 L,OQ),

2_2 B |22|2 o ()

das heifit, es gilt arg(2) = arg z; — arg 2».

Bei Division: Betréige dividieren und Argumente subtrahieren!

Zum Beispiel gilt fir z; := -1 —1¢ = \/565”/4 und 25 := 1 +iV3 = 2eim/3;

. zlzg—2\/_6197”/12—2\/_6_57”/12—2\/_(c0sﬁ—zs1n 12)—1 V3 —i(14+V3);
- 1\/_6117”/12 \/_(cos 1112” +zs1n11127r) :i(—l—\/ng’(l—\/?_))).

v

v

0 i

Graphische Darstellung Graphische Darstellung
der Multiplikation der Division



Multiplikation und Division der Zahl z; := r; €' mit 25 := ry €’¥? bewirken Drehstreckun-
gen, das heif}t, eine Drehung um den Winkel < 9 und eine Streckung (oder Stauchung) um
den Faktor ry. Die oben eingezeichneten Dreiecke sind jeweils dhnlich; sie haben gleiche Win-
kel. Daraus resultiert eine graphische Konstruktionsmoglichkeit von z; 2o und 21/ 2.

(IV) | Formeln von MoIVRE. | Eine n—fache Anwendung der Multiplikationsregel auf z := r "

liefert:

Satz 2.3 (von MOIVRE)
Fiir z :==re" € C mit 2 # 0 gilt:

2" =" e™ = 1" (cosnyp +isinng) ¥V n € Z.

Insbesondere erhdlt man

1 1 _ 1
—=—¢e"Y=—(cosp —isiny).
z T r

. 10 .
Zum Beispiel: (i) (1+)1° = (V2emi/1) " = 2% £107i/4 = 3.

(ii) Einerseits gilt wegen der Morvresche Formeln
(cosp + ising)” = ()" = "™ = cosnyp +isinng Yn € N,
zum Beispiel: (cos ¢ +isin p)? = cos 3¢ + i sin 3¢. Andererseits folgt aus dem binomischen Lehrsatz
" (n
cos @ +ising)" = cos® o (isin )" F
P P L 4 4 )
k=0

was im Falle n = 3 die Summe cos® ¢ — 3 cos ¢ sin® ¢ +i(3 cos? @ sin ¢ —sin® @) liefert. Vergleicht man
auf beiden Seiten Real- und Imaginérteile, so resultieren speziell fiir n = 3 die Beziehungen

cos® —1(:053 +§cos sin? —ésin —lsin?)
‘P—4 ® 1 2 90—4 ® 1 ‘2

(V) | Komplexe Wurzeln. | Mit Hilfe des Satzes von MOIVRE zeigen wir:

Satz 2.4 (von den n—ten Wurzeln)
Gegeben seien die komplexe Zahl ¢ = re® € C mit r # 0, und eine natiirliche Zahl n € N.

Dann gibt es genau n verschiedene Lésungen 2z, 21, . . ., 2,1 der Gleichung z" = ¢, und zwar
qilt
. . 2nk
2k = pl/n ik iy Pk = £+—, k=0,1,...,n— 1.
n n

Die Lisungen zy heiffen die n—ten (komplexen) Wurzeln von ¢; die Menge der zj bezeichnet

man mit ¢/™ oder {/c:
M= e = {20, 2, ..., )

Begriindung: Die moglichen Lésungen setzen wir in Parameterdarstellung z = Re‘® an, so dass
z" = ¢ dquivalent ist mit

. . : 1
R'e™® = p % = pl0H2mh) o R = p1/" und ® = ~ [p 4 27k], ke Z.
n
Fir £k =0,1,...,n — 1 erhilt man verschiedene Lésungen ® = ;. Fiir £ = n erhilt man wiederum
® = g + 2m=¢yp, und fiir alle anderen k¥ € Z erhilt man ebenso ein ®, welches sich nur um ein

2m—Vielfaches von einem bereits bestimmten ¢, unterscheidet. O



Bemerkung 2.6 (a) Es gilt {/0 = 0.
(b) Fiir ¢ # 0 ist {/c stets eine Menge von n verschiedenen komplexen Zahlen, also n—deutig.

(c) Wegen der Mehrdeutigkeit haben einige Potenzgesetze aus R keine Giiltigkeit mehr; es
m
sind zum Beispiel im allgemeinen +/¢™ und ({’/E) verschiedene Mengen! Ebenso

1 1 1
Z’:‘/_1:1/__1:L_1:2:>i2:1 . Was ist falsch?

(d) Die Losungen /c der Gleichung 2™ = c liegen alle auf einem Kreis vom Radius |c['/" und
bilden die Eckpunkte eines regelmifligen n—Ecks. O

47,

fom
3
)

R
zZ, Z,
Die Wurzeln &/—; Die 5—ten Einheitswurzeln

Wir bestimmen zum Beispiel die Menge /—i = {# € C : 23 = —i} = {2, k = 0,1,2}. Aus der
Polardarstellung —i = e~™/2 ergibt sich sofort z; = e!(~7/2+27k)/3

Y _ {e”/ﬁzé(\/ﬁ—i), emil? 67wi/6:_%(\/§+i)}.

, und somit

Wir bestimmen zum Beispiel die Menge v/1 = {z € C : 2° = 1} = {z,, k = 0,1,2,3,4}. Aus der
Polardarstellung 1 = ¢*0 ergibt sich sofort zj; = ¢2™*/5 und somit

1= {1’ 627ri/5, e47ri/5’ eam/5, 68m/5}_

Definition 2.9 Die Wurzeln

{’/I:{ek : ey 1= ek k:(),l,...,n—l}

heiffen die n—ten Einheitswurzeln.

Satz 2.5 (a) Ist 2 eine (bekannte) Lisung der Gleichung 2™ = ¢ # 0, so erhdlt man alle
Liosungen gemaf

zek=2z2-¢e, k=0,1,....,n—1,

worin e, die n—ten Einheitswurzeln sind.

(b) Die Lisungen z, der Gleichung 2" = c erfillen die Bedingung

n—1

sz:(), n > 2.
k=0




Begriindungen: (a) Wegen ¢ # 0 gilt auch zZ # 0, so dass alle oben definierten Zahlen zy, k =
0,1,...,n — 1, verschieden sind. Dariiber hinaus gilt offenkundig 2z} = 2" - ¢} = 2" =c.
(b) Mit dem Resultat (a) findet man sofort:

11— e2min/n

n—1 —
gzk— Z(Zm/n) - 1—6727”/": -0=0.

N>

(VI) | Teilmengen der komplexen Ebene. | Durch Gleichungen oder Ungleichungen mit Be-

trdgen komplexer Zahlen lassen sich manchmal Teilmengen von C recht elegant beschreiben.
Wir fiihren dies an drei Beispielen vor.

‘BSP (2.3. 1)‘ ) Die Menge S,(z0) :={z € C : |z — 2| = r} mit r > 0 und festem 2z, € C ist
die Kreislinie vom Radlus r um den Mittelpunkt zy. Denn setzen wir z = = + 4y und 2y = xo + 1Yo,
so erschliefen wir die bekannte Kreisgleichung

2

1z — 2] =7? = (z —10)> + (y — v0)*.

(b) Die Menge B,(z9) := {z € C : |z — 29| < r} ist die Kreisscheibe vom Radius r um den
Mittelpunkt zp ohne die Randlinie S, (z).

(c) Wir analysieren die Teilmenge M := {z € C : Re ( ) < 0} Dazu setzen wir z = z + iy und
berechnen
z  z2(z+1d)  (z+iy)(z—ily—1) r+yly—1)+iz
z—i  |z—i? 2?4 (y—1)? B2+ (y-1)2
Wir bilden jetzt den Realteil:

2

z z+yly—1) ! 2 2 2 12 1
R - <0e _y= Ly
Cr—i P+ (y—1) Ty -y=r4y-)

Dies ist die Gleichung der Kreisscheibe vom Radius % um den Mittelpunkt % ohne Randlinie.

2.4 Polynome

Definition 2.10 Fine Abbildung P, : C — C mit n € Ny und

P.(2) :=ay+az+ - +a,2" = Z a2 V2€C, a,€C,a,#0, (4.1)
k=0

heiffe ein komplexes Polynom n—ten Grades. Fine Abbildung P, : R — R in der Form
(4.1), jedoch mit ar € R und z = x € R heifle ein reelles Polynom n—ten Grades. Die Zahl
Grad P, := n € Ny heifle Grad des Polynoms; die gegebenen Elemente ap, k = 0,1,...,n
heiffen die Koeffizienten des Polynoms. Ein Polynom Py(z) := ag # 0 vom Grade 0 ist
das Element ay selbst. Gilt in (4.1) ap = 0 fir alle Koeffizienten, so heiffe P(z) = 0 das

Nullpolynom, welches keinen Grad hat. Zwei Polynome P, und Q., Qm(z) := % by 2",
k=0
heiffen gleich, wenn a, = by, fiir alle k gilt.

Zum Beispiel ist eine Binompotenz

n

1
(1+z)”:Z (Z)zk:1+nz+§n(n—1)22+---+z” =: P,(2)
k=0



ein (komplexes, falls z € C, bzw. reelles, falls z € R) Polynom vom Grade n.

In der Menge II[z] aller Polynome (von beliebigem Grad) sind eine Addition + und eine
Multiplikation - durch 'punktweise’ Operationen erklédrt: Man addiert bzw. multipliziert jeweils
die Funktionswerte P,(z) und @,,(z) von Polynomen P,,Q,, € II[z], d.h. man definiert fiir
alle z € C:

+ (Py+ Qum)(2) = Pu(2)+ Qu(z), (42)
(o @m)(2) = Falz) - Qm(2).
Es gilt
Grad (P, + @) < max{Grad P,, Grad Q,, },
Grad (P, - Q) = GradP,+ Grad(@,,, sofern P, # 0 # Q.
Zum Beispiel seien P3(z) := 423 — 3iz + 2i — 1 und Q2(z) := 222 — iz + 1 vorgelegt. Dann gilt:
o (P3+Q)(2) = 42%+222—4iz+2i—1, Grad(Ps+ Q) =3.
o (P3-Q2)(2) = (42 —3iz +2i —1)(222 —iz + 1)

82° — 4iz* + (4 — 61)23 4 (40 — 5)2% + (2 — 20)z + 20 — 1,
Grad(Pg-Qg) = 3+2=5.

Wie die Definition 2.10 zeigt, wird zur Konstruktion von Polynomen nach der Vorschrift
(4.1) als wesentliche Voraussetzung die Vorgabe eines assoziativ—kommutativen Rings R =
(R, +, -) mit Einselement verlangt, vgl. Definition 1.25. Fiir Koeffizienten a;, € R und fiir z € R
ist dann der algebraische Ausdruck (4.1) stets sinnvoll erklirt, und wir haben P,(z) € R. Die
Menge aller Polynome iiber R wird mit R[z] bezeichnet. Auf R[z] werden genau durch die
Vorschrift (4.2) eine Addition + und eine Multiplikation - erklédrt. Die resultierende Algebra
(R[z],+, ") ist wieder ein Ring:

Satz 2.6 Es sei R = (R,+,-) ein assoziativ-kommutativer Ring mit Einselement e. Dann
bildet die Menge R|z] aller durch die formale Vorschrift

n
P.(2) :=ay+az+ - +a,2" = Z ap2”
k=0
definierten Polynome P,, zusammen mit den Verknipfungen + und - aus (4.2) einen assozia-

tiv-kommutativen Ring mit FEinselement Py(z) := e und Nullelement P(z) = 0. Man nennt
R|z] den Polynomring iiber R.

Die einzelnen Ringaxiome sind leicht nachzurechnen; dies sei dem Leser zur Ubung empfohlen.

In Definition 2.10 haben wir Polynome sogar {iber einem Kérper erklirt, ndmlich iiber C
bzw. R. Wir spezifizieren deshalb R[z] gemifl C[z] bzw. R[z]. Allgemeiner schreiben wir K|[z]
fiir den Polynomring iiber einem Koérper K. Die Vermutung, dass K[z]| selbst ein Korper
sein konnte, ist leider falsch: Das Korperaxiom (M3) (siehe Satz 1.8) gilt nicht! Denn zu
0 # P, € K[z] und 0 # R,, € K[z] mit Grad R,,, < Grad P, existiert kein Polynom D € K]|¢|
mit
P,(z)-D(z) = Ry(2) V z € K.

Andernfalls wire Grad R,,, = Grad P, + Grad D > Grad P,,, im Widerspruch zur Vorgabe.
Hingegen gilt stets:

Satz 2.7 Ist R ein Integrititsbereich, so ist stets auch R|z] integer.



Begriindung: Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass R[z] nullteilerfrei ist. Seien also P,(z) =
E arz®, Qm(z) = Z brz* € R[z] \ {0} mit Grad P, = n und Grad Q,, = m gegeben. Dann
gllt an 7# 0 # by, und folghch auch anby, # 0, denn R ist nullteilerfrei. Also folgt

(Pn : Qm)(z) = Pn(z) ’ Qm(z) = (zn: akzk> (Z brz ) = Qn mzn+m + - +agby Z 0,
k=0

und somit Grad (P, - Q,,) = n + m. Das heifit, P, - Q,, kann nicht das Nullpolynom sein. O

Wie wir in BSP. (1.4.16) gesehen haben, ist (Z, +, -) ein Integritédtsbereich, und somit ist auch
der Polynomring Z[z] integer. In Z konnten wir eine Division mit Rest durchfiihren (Satz
1.4). Ist R ein Kérper, so gilt ein Analogon auch fiir den Polynomring R[z]:

Satz 2.8 (Division mit Rest)
FEs sei K ein Korper, und es sei P, € K[z] mit P, # 0. Dann existieren zu jedem Q,, € K|z]
eindeutig bestimmte Polynome D, R € K[z] mit R = 0 oder Grad R < Grad P, und

Begriindung: (a) Existenz: Gilt @Q,, = 0 oder Grad Q,, = m < n = Grad P,, so liegt der triviale
Fall mit D(z) = 0 und R := @, vor. Es sei also m > n. Dann berechnet man D und R mit dem
bekannten EukLIDischen Teileralgorithmus, den wir hier exemplarisch auf Q[z] vorfiihren. Es seien
zum Beispiel P3(z) := —82% 4+ 1522 — 5 und Q4(2) := 22* — 523 + 5z — 2.

=P5(z) =:D(z)
(22 —523 +5z —2) :E—8z3+15z2—55 = r—%z—i-?,%‘
9,4 145z3 +3z
—%z?’ +1745z -2
2 Bt B
i vl =: R(2)
Es gilt nun in der Tat
1 5 75 15 39
Ps(z)-D R(z) = (-82° 41522 —5)(—~ 22 - =
3()- D(:) + R(z) = (=82 4152 =5)(— g2+ o) + (-2 + 22— 1)

= Qu(z) =22" =522 + 52— 2.

Mit diesem konstruktiven Verfahren kénnen auf ganz analoge Weise die Polynome D(z) und R(z)
iiber einem beliebigen Kérper K berechnet werden.

(b) Eindeutigkeit: Sind D’ und R’ ebenfalls Polynome, die das Verlangte leisten, so folgt
P,(2)- (D(z) = D'(2)) = R(z) — R'(2) Vze K

mit Grad (R — R') < Grad P,. Wire D — D' # 0, so wire im Widerspruch dazu Grad (R — R') =
Grad P, + Grad (D — D') > Grad P,,. Also folgt D = D’ und somit auch R = R'. O

Fiir numerische Zwecke kann der Eukripische Teileralgorithmus leicht mit dem folgenden Programm
realisiert werden, welches zu vorgegebenen Polynomen

= Z akzka Qp, 7& 03 Qm(Z) = Z bkzk
k=0 k=0



zwei Polynome
m-—n
D(z) := Z dp 2", R(z) := Zrkzk, Grad R < Grad P,
k=0 k

so berechnet, dass die folgende Darstellung gilt:

Qm(2) = Pu(2) - D(2) + R(2).

EukLiDischer Divisionsalgorithmus zur Berechnung von D(z) und R(z):

1: Einlesen von n := Grad P,;m := Grad Q,,,; ax mit a, # 0;by;
2: a:=an; k= 1;

3: fir j:=0,1,...,max{n,m} :

4: d; :==0; (Ende j)

5: falls (b, =0) dann

6: wiederhole

7: m:=m —1;

8: bis ((by, #0) oder (m =0)); (Ende falls)
9: falls (b, #0 und m >n) dann
10: e:=m—n-+1;
11: wiederhole
12: ¢:=bp_pr1/a;de_ 1= c;
13: fir j:=0,1,...,n:
14: bj+efk = bj+efk —cx*aj; (Ende j)
15: k:=k+1;
16: bis (k >e). (Ende dann)

Nach Ablauf des Programms hat der Algorithmus die gesuchten Koeffizienten dp und rp := b
berechnet.

Fiir die Polynome vom Grade < 3 verwendet man in der Regel spezielle Bezeichnungen:

e Py(z) := ag heifle konstantes Polynom oder Konstante,

e Pi(z) := ap + a1z heiBe lineares Polynom,

o P)(2) :=ag + a1z + a»z® heifle quadratisches Polynom,

o P5(2) :=ay + a1z + azz? + az2® heifle kubisches Polynom.

Grundlage fiir die folgenden Uberlegungen ist die Division mit Rest eines Polynoms P, € K[2]
durch ein lineares Polynom in der speziellen Form P;(z) := z — 25. Man nennt dieses spezielle

Pi(z) mit festem zy € K einen Linearfaktor. Die gestellte Aufgabe wird am effizientesten
durch das

HORNER—Schema

gelost (WiLLIAM GEORGE HORNER, 1786-1837).

Zunéchst einmal liefert das HORNER—Schema einen numerisch stabilen Algorithmus zur Berechnung
des Funktionswertes P,(zp) fiir ein gegebenes Polynom P, € K][z] in einem festen Punkt zy € K,



(wenn wir speziell K := Q betrachten). Auf einem sequentiell arbeitenden Computer ist es wegen
ungiinstiger Fehlerfortpflanzung unvorteilhaft, die Berechnung durch sequentielles Abarbeiten der
Darstellung

P, (z9) = ap + a120 + azzg + -t apzy (4.3)

vorzunehmen. Besser ist es (nach einer Idee von P. RUFFINI (1765-1822) aus dem Jahre 1808, die
dann 1819 von HORNER nochmals unabhéingig entdeckt wurde), die Berechnung durch sequentielles
Abarbeiten der folgenden Darstellung vorzunehmen:

P, (z0) = [+ [[(anzo + an—1)20 + an—2]z0 + an—3]z0 + - - - + a1]z0 + ao. (4.4)

Die Gleichheit der beiden Darstellungen (4.3) und (4.4) erkennt man sofort durch Ausmultiplizieren.
Man startet mit der Berechnung der innersten Klammer und schreitet danach sukzessive bis zur
Berechnung der duflersten Klammer voran. Die Rechenvorschrift (4.4) ist gegeniiber (4.3) weitaus
unempfindlicher hinsichtlich der Fortpflanzung von Rundungsfehlern bei numerischer Rechnung.
Zum Beispiel sind fiir |zp| < 1, 29 € Q, die Potenzen 2 sehr kleine Zahlen, so dass die Berechnung
von P, (zp) in der Reihenfolge (4.3) zu erheblichen Stellenausloschungen fithren kann. Ein computer-
gerechter Algorithmus des HORNER—Schemas hat folgende Form:

Algorithmus zur Berechnung von P,(z) an einer Neustelle zg:

Einlesen von ag, 2o;
D = an;
fir k:=n—1,n—-2,...,0:

oW N -

Nach Ablauf des Algorithmus hat die Variable p die Wertzuweisung P, (zp) erhalten.

Will man genau dieselbe Rechnung von Hand auf dem Papier durchfiihren, so ist es vorteilhaft,
die folgende Anordnung, genannt HORNER—Schema, zu verwenden. Diese gilt fiir beliebige
Polynome P, € K[z|:

+ + + e + +

0 20bp—1 20bp—o - 2oby 29bo

20 | bpr S by S byy - S by S Pn(Zo)

Beachte: Auch verschwindende Koeffizienten a; = 0 miissen in diesem Schema mitgefiihrt
werden! Sie zu vergessen ist eine beliebte Fehlerquelle bei dem unerfahrenen Anwender des
HORNER—Schemas.

‘ BSP. (2.4.1) ‘ Es sei das reelle Polynom Py(z) := 4z* — 323 + 2 — 10 gegeben. Man berechne den

Funktionswert P;(—3). Hier ist also zu beachten, dass a2 = 0 gilt, wihrend wir zyp = g = —3 zu
setzen haben.

4 =3 0 1 —10
¥ —12 45 —135 402
zo=-3[4 —15 45 —134 [392] = Py(-3)

Die Bedeutung der Koeffizienten b, im HORNER—Schema: Man erkennt an der oben angegebenen Be-
rechnungsvorschrift sehr leicht, dass die Koeffizienten by geméfl folgender Vorschrift rekursiv definiert
sind:

bp_1:=an, bg:=agy1+ 20bgyr1, k=n—2,n—-3,...,0. (4.5)




Die so definierten Koeffizienten by sind mit der Losung der folgenden Aufgabe verkniipft. Zu gege-
benem P, € K[z] ist dasjenige Polynom

n—1
P, 1(z) := Z Biz*
k=0
gesucht, fiir welches die Beziehung

Pa(2) = (2= 20) Pa1(2) + Pul20) = (2 = 20) [Bn 12" 4 Bu 22" 2+ Bo] + Palz0)  (4.6)

identisch in z € K erfiillt ist. Durch Ordnen nach gleichen Potenzen in z erhélt man die dquivalente
Gleichung

[an — Bn-1]2" +[an—1— (Bu—2 — 20 1)]2" "+ +[a1 — (Bo — 2061)]z + [ao — (Pn(20) — 2080)] = 0.
Diese Gleichung ist genau dann fiir alle z € K erfiillt, wenn die Koeffizientenausdriicke [- - -] vor den
z-Potenzen verschwinden (Methode des Koeffizientenvergleichs). Dies fithrt ganz offenbar auf die
Bedingungen

anl ‘= Qn, Bk) ‘= k1 +ZOB/€+17 k =n—-2,n-3,...,0, (47)
und schlieBlich P, (z0) — 2080 = ap. Durch Vergleich der beiden Rekursionen (4.5) und (4.7) ergibt
sich offenkundig B = b, V& =0,1,...,n — 1.
Zusammenfassend haben wir:

Satz 2.9 (Abspaltung eines Linearfaktors)

k

Es sei ein Polynom P,(z) = Y axz® € K[z] vom Grade n > 1 gegeben, ferner ein festes
k=0

Element zy € K. Es seien by, k= 0,1,...,n—1, die gemdf (4.5) mit dem HORNER-Schema
berechneten Koeffizienten. Dann gilt

n—1

Pu(2) = (2 — 20) Y k2" + Pu(20) V2 € K. (4.8)

k=0

Das lineare Polynom z — zy heifle Linearfaktor.
In BSP. (2.4.1) hat also (4.8) die Form
Py(x) = 4z — 323 + 2 — 10 = (z + 3) (42> — 1522 + 452 — 134) + 392.

TavyLOR—Entwicklung eines Polynoms| (BROOK TAYLOR, 1685-1731). Wir fithren nun die Abspal-

n—1

tung des Linearfaktors z — zp am Polynom P,_1(z) = Y. by2z" durch:
k=0

Pnfl(z) = (Z — ZU)Pnfg(Z) + Pnfl(Z()).

n—2
Die Koeffizienten ¢, des neuen Polynoms P,_s(z) := Y. c;z* ergeben sich wiederum aus dem
k=0
HorNER—Schema nach der Berechnungsvorschrift (4.5):
Cn—2 ' =bp_1, cg:=bpy1 +20cky1, k=n—3,n—4,...,0.

Wir verfahren so fort, bis wir schliefilich bei Pi(z) = (2 — zp)a, + Pi(29) angelangt sind. Durch
sukzessives Einsetzen erkennt man jetzt die folgende Darstellung

Po(z) = [+ [[[(z = 20)an + P1(20)](z — 20) + P2(20)](z — 20) + Ps(20)](2 — 20)

+ -4 Py 1(20)](z — 20) + Pa(20) (4.9)

n
= Z di(z — 2)* mit dy == Po_p(20) und d, = Py(z0) = a,.
k=0



Definition 2.11 Die Darstellung (4.9) heiffe die TAYLOR-Entwicklung des Polynoms P,(z)

= Y apz® an der Stelle zy. Die Koeffizienten dj, erhdlt man durch fortgesetzte Anwendung
k=0
des HORNER-Schemas mit z = zy. Dabei entsteht das vollstindige HORNER—Schema.

Bemerkung 2.7 Wir werden im Rahmen der Differentialrechnung den folgenden Zusammen-
hang zwischen den Koeffizienten dj, und den Ableitungen P*) () des Polynoms P, € K[z] an

der Stelle z = z; herstellen, sofern wir uns in K = R oder K = C bewegen: a
L p)
di = P i(20) = 2l Py (2). (4.10)
BSP. (2.4.2)
4 =3 0 1 —10

—3| % —12 45 —135 402
4 —15 45 —134 [392] = P,(—3)
—3| % —12 81 -—378

4 —27 126 [-512] = L. P|(-3)
-3 x —12 117

4 -39 |243 = 5 - P{(-3)
=3 x —12

4 [-51 =5 - P)"(-3)

%

[l =5 Pi'(=3)

Wir greifen hier nochmals das reelle Polynom Py(z) := 4z* — 32® + x — 10 aus BSP. (2.4.1)

auf. Mit zy := =3 und a4 := 4, a3 := —3, ay := 0, a; := 1, ay := —10 berechnen wir das
vollstéindige HORNER—Schema. Aus den eingerahmten Koeffizienten ergibt sich die TAYLOR—
Entwicklung des Polynoms Pj(z) an der Stelle 2o = —3 in der Form:

Py(x) = 4(z + 3)* = 51(x + 3)® + 243(z + 3)? — 512(z + 3) + 392.

2.5 Nullstellen von Polynomen
Es sei R = (R, +,-) ein assoziativ-kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 2.12 FEin Element zy € R heiffe Nullstelle des Polynoms P, € R|z], wenn gilt:

‘BSP. (2.5.1) ‘ (a) Beim Nullpolynom P(z) = 0 € R|z] ist jedes zp € R Nullstelle. Das konstante
Polynom Py(z) := ag # 0 hat keine Nullstelle.

(b) Ist K ein Kérper, so hat das lineare Polynom P (2) := ap+a1z = a1-(2+32) € K[z] offensichtlich
genau eine Nullstelle zg = —Z—(l’ € K.

(c) Das quadratische Polynom Py(2) := ag + a1z + a22® = az - (2* + & z + 52) € K[z] braucht in



K keine Nullstellen zu besitzen. So hat etwa 22 — 2 € Q[z] keine Nullstelle in Q, und 2% + 1 € R[]
keine Nullstelle in R. Hingegen hat P, € C[z] im allgemeinen zwei verschiedene Nullstellen

1
7= %, (—a1 +4/a? — 4a0a2> ,

wie wir bereits in Abschnitt 2.1 gezeigt haben. Der komplexe Ausdruck (/a? — 4apag ist 2-wertig.
Wir legen uns auf einen der beiden Werte fest; der andere unterscheidet sich nur durch das Vorzei-
chen. Ein quadratisches Polynom P, € C[z] hat also mindestens eine Nullstelle (falls a? = 4agas)
und héchstens zwei Nullstellen (falls a? # 4agas).

(d) Polynome 3. und 4.Grades: Fiir P,, € C[z], n = 3 oder n = 4, findet man in den géingigen For-
melsammlungen algebraische Ausdriicke zur Beschreibung aller Nullstellen; diese sind zum Teil sehr
unhandlich und kaum noch gebrauchlich. (CArRDANIsche Formeln fiir kubische Polynome; GERONIMO
CARDANO (1501-1576), Arzt und Mathematiker (!). Die nach ihm benannten Formeln sind schon
frither von S. DEL FERRO (1465-1526) und N. TARTAGLIA (1500-1557) verwendet worden.)

(e) Polynome vom Grade > 5: Fiir P,, € C[z], n > b, zeigte NIELs HENRIK ABEL (1802-1829) im Jahre
1826, dass es im allgemeinen unmoglich ist, Nullstellen dieser Polynome formelmifig zu erfassen.

Das Existenzproblem von Nullstellen. Wie die obigen Beispiele zeigen, ist die
Frage, ob ein Polynom P, € R]z] iiberhaupt Nullstellen in R hat, nichttrivial.
Im wichtigsten Fall P, € C[z] ist das Existenzproblem fiir n = 0,1, 2, 3,4 trivial
16sbar durch Angabe expliziter Formeln. Der nichttriviale Fall n > 5 wurde 1797
von CARL FRIEDRICH GAUss (1777-1855) positiv beantwortet. Die GAusssche Dis-
sertation (1799) enthilt folgende Aussage:

Satz 2.10 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes Polynom P, € C[z] vom Grade n > 1 besitzt in C mindestens eine Null-
stelle.

Der Beweis dieses Satzes wird am einfachsten mit Hilfsmitteln aus der Funktionentheorie gefiihrt, die
hier noch nicht bereitgestellt sind. Wir verzichten an dieser Stelle auf den — ohnehin nur theoretisch
interessierenden — Beweis.

In allgemeinen Koérpern K kann man lediglich eine obere Schranke fiir die Anzahl der moglichen
Nullstellen von P, € K[z] angeben. Ist ndmlich z; € K eine Nullstelle des Polynoms P,(z), so gilt
wegen Satz 2.9 die Darstellung

n—1
P,(2) = (z— 21)Pp-1(2) = (z — 21) Z bz~ (5.1)
k=0

Wir sagen, das Polynom P,(z) ist teilbar durch (z—z1). Ist z; auch Nullstelle von P,,_;(z), so liefert
nochmalige Anwendung des Satzes 2.9 die Darstellung P, (2) = (z — 21)? P,_2(2); d.h. (2 — 21)? ist
Teiler von P,(z), usw. Da n = Grad P, endlich ist, gibt es unter den Potenzen (z — z;)?, welche
Teiler von P, (z) sind, eine mit grofitem Exponenten k < n:

Definition 2.13 FEin Flement z; € K heifle Nullstelle der Ordnung oder Vielfachheit £ € N
von P, € K|z|, wenn ein Polynom Q € K|z] existiert mit:

P(2)=(2—2)"Q(2) V2 € K und Q(z) #0.

Mit diesen Begriffsbildungen zeigen wir:



Satz 2.11 (Linearfaktorzerlegung)

Es sei K ein Kdrper, und es sei P,(2) = Y. apz® mit a, #0, n > 1, ein Polynom aus K|z].
k=0

Dann gilt:

(a) Sind z1, 29, . . ., 2m paarweise verschiedene Nullstellen von P,(z) mit Vielfachheiten ki, ko,
oy km, so ist Py(z2) teilbar durch

(z— 20 (2 — 2)f2 o (2 = 2) P,

(b) P, € K[z]| hat in K hdchstens n Nullstellen, wobei jede Nullstelle so oft gezihlt wird, wie
thre Vielfachheit angibt.
(c) P, € Clz] hat in C genau n Nullstellen.

(d) P, € Clz] gestattet die Linearfaktorzerlegung

Py(2) = an(z — 20)F (2 — 2)" - (2 — 2p)f™ = @, Iz - zj) ¥z €C, (5.2)
j=1
wobet 21, 29, ..., Zm, M < n, die paarweise verschiedenen Nullstellen mit Vielfachheiten ky, ko,

oy km sind. Es gilt nach (¢) n=ky + ky+ -+ kp,.

Begriindungen: (a) Diese Behauptung folgt nach derselben Argumentation wie im Vorspann, indem
wir nun mehrere Nullstellen beriicksichtigen.

(b) Geméif (a) gilt
Py(z) = (z—2)M(z — 2)*2 - (2 — 2)" Q(2) V 2z € K, (5.3)
mit 0 # Q € K[z] und Q(z;) # 0 fir j =1,2,...,m. Somit haben wir
n=Crad By = ki + ko + - + ke + Grad Q > ky + ko + -+ + k. (5.4)

(c) GemiB Satz 2.10 hat P, € C[z] mindestens eine Nullstelle z; € C. Es seien nun 21,22, ...,2n
bereits alle Nullstellen von P,[z] mit Vielfachheiten ki, ks, ..., ky,. Dann gilt (5.3). Ware k; + ... +
km < n, so wire nach (5.4) Grad @ > 1. Gemifl Satz 2.10 hitte Q(z) eine Nullstelle 2,11 # 2j,j =

1,2,...,m, und wir hatten somit widerspriichlich eine weitere Nullstelle von P, (z) konstruiert. Also
gilt ki +...+kp, =n.
(d) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus der Beweisfithrung von (c). 0

|BSP. (2.5.2)| Das Polynom Py(z) = 325 — (15 — 6i)2° + (15 — 30i)2* + (27 + 36i)2> — (42 —
24i)z? — (12 + 48i)z + 24 € CJz] hat die Linearfaktorzerlegung Ps(z) = 3(z — 2)3(z + 1)(z + )2, und
hiermit:

z1 =2 ist Nullstelle der Ordnung &y = 3,

z9 = —1 ist Nullstelle der Ordnung ko =1, k1 + ko + k3 = 6 = Grad Ps(2).

z3 = —i ist Nullstelle der Ordnung k3 = 2,

Als wichtige Folgerung aus Satz 2.11 ergibt sich der

Satz 2.12 (Identitéitssatz fiir Polynome)
Sei K ein Korper und seien zwei Polynome P, Q, € K[z]| gegeben:

Pue) = 3 a, Qule) = 3 bt
k=0 k=0

Falls P,(zj) = Qun(zj) fir n + 1 verschiedene z; € K gilt, j = 1,2,...,n+ 1, so muss
P,(2) = Qn(2) VY z € K gelten, also auch a, =b, Yk =0,1,...,n.



Begriindung: Nehmen wir im Gegenteil an, es gebe ein grofites m, 0 < m < n, mit a,, # by, und
m
ap =by Vk=m+1,m+2,...,n, so hat das Differenzpolynom P, (z) — Qn(2) = Y (ag — by)2*

vom Grade hochstens m die n + 1 verschiedenen Nullstellen z;. Dies steht im Widersﬁruch zu Satz
2.11(b). O

Die ViiiTAschen Wurzelsitze fir P, € Clz] (FrRANgols VIETE, 1540-1603): Ist a, = 1, und sind
21,22, ..,%n € C die (nicht notwendig voneinander verschiedenen) Nullstellen des Polynoms P, (z) =

n—1
2" 4+ Y apz® € C[z], so erhilt man gemiB (5.2) die Darstellung
k=0

n—1
A Itipl.
Po2)=(z—2)(z—2) - (z—z,) =7 > Vilzi, 22, .. L 2n)2E + 2"
k=0
Wegen Satz 2.12 hat man ay = Vi(21, 22, ..., 2n), das heifit, man erhélt formelmé#Bige Beziehungen
zwischen den Koeffizienten a; und den Wurzeln 21, 29, . . ., 2, des Polynoms P, (z). Diese Beziehun-

gen heiflen die ViETAschen Wurzelsétze.

‘BSP. (2.5.3) ‘ (a) Fiir quadratische Polynome gilt 22 + a1z + ag = (2 — 21)(z — 22) = 2% — (21 +

29)z + 2122, und somit

a1 = —(21 -l-Zz), ag = 2129

(b) Fiir kubische Polynome gilt 2® + a22? + a12 + ap = (2 — 21)(z — 22)(2 — 23) = 23 — (21 + 22 +
23)2% 4 (2122 + 2123 + 2223) 2 — 212223, und somit

as = —(21 + 29 + 23), a] = 2129 + 2123 + 2223, G = —Z122%23.

Im allgemeinen Fall n > 2 erhilt man die folgenden

ViiiTaschen Wurzelsitze fiir P, € C|z]:

n
p-1 = _sza
k=1

n

p—2 = -+ Z ZjZk;s
jk=1
i<k
n

an-3 = — Y zizma,
ok i=1
I<k<l

ag = (=1)"z129--- 2p.

Das Hauptproblem der Polynomlehre, nimlich das Auffinden sdmtlicher Nullstellen von
P, € K|[z] fiir n > 2 ist mit den bisherigen Erorterungen noch nicht gelost. In gleicher Weise
ist die Frage nach der genauen Anzahl der Nullstellen in K unbeantwortet, wenn wir vom
Sonderfall K = C absehen. Man nimmt dieses wichtige Beispiel aber zum Anlass fiir folgende

Definition 2.14 FEin Korper K heiffe algebraisch abgeschlossen, wenn fiir jedes Polynom
P, € K|[z] gilt: Die Anzahl seiner Nullstellen in K ist gleich dem Grad von P,(z). Dabei wird
jede Nullstelle mit threr Vielfachheit gezdhlt.



Satz 2.11(c) besagt also, dass der Kérper C algebraisch abgeschlossen ist; die Kérper Q und
R sind es nicht. Die Bestimmung der n Nullstellen von P, € C|z]| kann im allgemeinen Fall
nur approximativ mit den Hilfsmitteln der numerischen Mathematik und unter Einsatz von
Computern erfolgen. Die folgenden Ergebnisse kénnen aber hiufig eine niitzliche Hilfestellung
leisten beim Erraten einzelner Nullstellen.

Satz 2.13 Gegeben sei das Polynom n—ten Grades P,(z) := % arz® € Clz], mit a, #0, n >
k=0
1. Dann gilt fir jede Nullstelle zy, 2o, . .., 2z, von P,(2):

Qg a1 ap—1
|zk|§max{an, E"”’H‘ - }. (5.5)
Begriindung: Wir setzen
M::max{a—0 1—1—‘@“1}.
an an !’
Dann folgt fiir |z| > M:
ag
|Pu(2)] > |an|{|z|”— L
> an|{]2" = (M — 1) z o — M}
|Z|" —1
> onl{l2" = 1 = )= - 1}
2" =1
n —_ J— _ j—
> |an|{|z| (M~ 15— 1} = 0.
Also kann fiir |z| > M keine Nullstelle von P, (z) existieren. 0

‘BSP. (2.5.4) ‘ Die Abschitzung (5.5) kann sehr grob sein, wie am Beispiel Py(z) := 2% — 622 +

11z—6 = (2 — 1)(z — 2)(2 — 3) erkennbar wird. Wir haben hier |z;| < 3, wihrend aus (5.5) |z;| < 12
folgt.

Eine Sonderstellung nehmen Polynome P, € R[z] mit reellen Koeffizienten ein, wenn man
Nullstellen im Erweiterungskérper C zuléaf}t.

Satz 2.14 Gegeben sei ein Polynom n-ten Grades P,(x) := i arz® € R[z] mit reellen
k=0

Koeffizienten ap € R, kK =0,1,...,n, a, # 0. Ist zg € C eine Nullstelle von P,(x), so auch
die konjugiert komplexe Zahl Z.

Begriindung: Wegen ar = @y, folgern wir aus P, (z) = 0:

Z apzi = Z arzk = Po(20) =0 =0.

Folgerungen bei reellen Koeffizienten. (a) Nichtreelle Nullstellen von P, € R[z] treten stets paar-
weise auf: zg, Zg € C sind entweder beide Nullstellen oder beide keine Nullstellen.

(b) Ist Grad P,, = 2m + 1 eine ungerade Zahl, so hat P, € R[z] mindestens eine reelle Nullstelle.
(c) Ist zp = o + iyp eine nichtreelle Nullstelle von P, € Rz], so gilt gemif (5.2) die Beziehung

P,(z) = (z — 20)(x — Z0) Pp—2(x) = le — 2x02 + (23 + y%)an_g(x) VzeR.

hat keine reellen NS




Das heifit, ein Polynom P, € R|z] laBt sich stets in reelle Linearfaktoren und reelle quadratische
Polynome zerlegen; die letzteren sind in R selbst nicht mehr in reelle Linearfaktoren zerlegbar:

Po(z) = an(z —z1)(z —22) - (¢® —anz + 1) - (2% — s + B) Vo €R (5.6)
mit z;, o, fj € R und a? —4p; <0. '

Neben den reellen Nullstellen z; hat man die komplezen Nullstellenpaare z]jE = % (aj iy /465 — a? ).

Zum Beispiel gilt

Ps(z) := 2% —32° + 52 — 923 + 822 — 62+ 4 = (z — 1)(z — 2)(z? + 1) (2% + 2)

mit 1 = 1, xy = 2, zfc 1= =i, zéﬁ := +4v/2. Wir fassen diese Eigenschaft von Polynomen iiber

einem Korper K in der folgenden Definition zusammen.

Definition 2.15 Ein Polynom P, € K[z] vom Grade n > 1 heiffe irreduzibel iiber K oder ein
Primpolynom, wenn es keine Polynome Q, R € K|[z] gibt mit Grad Q < n, Grad R < n und P,(z) =
Q(z) - R(z) Vze K.

Im obigen Beispiel sind #? + 1 und z? + 2 irreduzibel iiber R, aber reduzibel iiber C, denn es gilt
jaz?+1=(z+4)(z—1i) und 22 + 2 = (z + iV2)(z — iv/2). Ganz analog ist 22 — 2 irreduzibel iiber
Q, aber reduzibel iiber R.

Eine weitere Hilfestellung fiir das Raten von Nullstellen leistet folgender

Satz 2.15 Hat das Polynom P,(x) := i arz® € Z[z] mit ganzzahlige Koeffizienten ay € Z
k=0

ganzzahlige Nullstellen xp € Z, so sind diese Teiler des Koeffizienten ag, (wobei auch die
trivialen Teiler 1, +ay zuldssig sind).

|BSP. (2.5.5)| Die ganzzahligen Nullstellen des Polynoms Py (z) := 2a* — 62% — 22 + 24z — 16
brauchen nur unter den Teilern von ay = —16 gesucht zu werden. Als mogliche Kandidaten miissen
die Zahlen +1,+2, +4, £8, +16 betrachtet werden. Man probiert mit den betragskleinsten Teilern mit
dem Resultat, dass als Nullstelle erkannt wird. Das Abspalten des Linearfaktors x — 1 mit
dem HorRNER-Schema (siehe unten) liefert ein Restpolynom Ps(z) = 223 — 422 — 82+ 16. Ganzzahlige
Nullstellen von P3(z) teilen wie vorher den Koeffizienten 16. Die Probe mit den obigen Teilern fiihrt
auf eine Nullstelle und nach Abspalten des Linearfaktors £ — 2o mit dem HoRNER—Schema
verbleibt das quadratische Restpolynom Py(z) = 222 — 8 = 2(z — 2)(z + 2).

2 —6 —4 24 —16
1]« 2 —4 -8 16

2 -4 -8 16 [0] =Pi(1)
20« 4 0 —16

2

0 -8 [0]

An der Linearfaktorzerlegung P;(z) = 2(z — 1)(2 — 2)%(z + 2) sind jetzt alle Nullstellen mit ihren
Vielfachheiten ablesbar.




Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Grenzwerte von Zahlenfolgen

Als einfiithrendes Beispiel wollen wir das babylonische Wurzelziehen studieren (HERON-
Verfahren; [HERON aus Alexandria, griechischer Mathematiker, ca.75 n.Chr.].

‘BSP. (3.1.1)| Von HeroN stammt der Vorschlag, die Wurzel v/a der positiven Zahl a > 0 algo-
rithmisch durch die folgende Rekursion zu berechnen:

9 > 0 beliebig,

1 1.1
Tnt+1 = 5 (IL‘n‘i‘i) V'HZO,]_, ( )
In

Dieser Algorithmus kann sehr einfach auf einem Rechner implementiert werden, und zwar program-
miert man folgende Iterationsvorschrift:

Einlesen: a, zg, €; x:= xp;
y:=0.5x (x +a/x);
wiederhole
z:=0.5% (x4 a/z);
y:=0.5 xy;
bis (y < e).

D O W N

Hier wird mit y der Fehler des Verfahrens berechnet (eine Begriindung findet man weiter unten),
und mit € wird eine vorgegebene Fehlerschranke bezeichnet. In der Tabelle auf der néichsten Seite
sind numerische Ergebnisse aufgelistet, die man fiir die zwei Zahlen a; := 36, ag := 99 mit ¢ := 1
und € := 10~ % erhilt.

Warum hat das HErRON-Verfahren Erfolg? Durch Quadrieren der Iterationsvorschrift (1.1) und
anschliefender Subtraktion von @ erhélt man: 22, —a = I (z, — a/2,)% > 0, also

(i) Tp >+y/a>0VneN.

Hieraus resultiert a/z, < a/\/a = \/a, was auf die folgenden Ungleichungen fiihrt:
(ii) Tnt1 < 3 (zn +Va) < 2y, und somit z, > zp41 > /a >0 VneN.

Es folgen

() 0<wu —va<h(e, - a),

und durch wiederholtes Anwenden ergibt sich:

1

0<zpi1—Va< %(fﬂn —Va) < (5)2(%—1 —Va) <o < (l)n(fﬁl —Va).

86



Wird im letzten Term noch /a gestrichen, so haben wir schlieflich gezeigt:

1\"t! a
a, = 36 as = 99

n Tn ‘ n‘ Tn n‘ Tn ‘ n‘ Tn

0 | 1.000 000 000E*+?° | 14 | 6.000 000 000E+°° 0 | 1.000 000 000E*+%° | 14 | 9.949874 371E+00

1| 1.850000000E1°! | 15 | 6.000 000 000E+90 1| 5.000000000E1O! | 15 | 9.949874 371E+00

2 | 1.022297297E*0! | 16 | 6.000 000 000E*20 2 | 2.599 000 000E*°! | 16 | 9.949874 371E+00

3| 6.872226 737ET0 | 17 | 6.000 000 000E+00 3| 1.489957868E101 | 17 | 9.949874 371E+00

4 | 6.055351744E1% | 18 | 6.000 000 000E+°° 41 1.077203093E10L | 18 | 9.949874 371E+00

5 | 6.000252984E190 | 19 | 6.000 000 000E*%0 51 9.981249207E7%0 | 19 | 9.949874 371E+00

6 | 6.000 000 005E1°° | 20 | 6.000 000 000E+0° 6 | 9.949923 682E1°° | 20 | 9.949874 371E 100

7 | 6.000 000 000ET90 | 21 | 6.000 000 000E*20 7 19.949874371ET90 | 21 | 9.949874 371E+00

8 | 6.000 000 000E*+20 | 22 | 6.000 000 000E+00 81 9.949874371E100 | 22 | 9.949874 371E+00

9 | 6.000 000 000E*+?° | 23 | 6.000 000 000E+°° 9| 9.949874371E10 | 23 | 9.949874 371E+00
10 | 6.000 000 000E*90 | 24 | 6.000 000 000ET%° || 10 | 9.949874 371ET%0 | 24 | 9.949874 371E+00
11 | 6.000 000 000E*90 | 25 | 6.000 000 000ET90 || 11 | 9.949874 371ET%0 | 25 | 9.949 874 371E+00
12 | 6.000 000 000ET90 12 | 9.949874 371ET90 | 26 | 9.949874 371E+00
13 | 6.000 000 000ET90 13 | 9.949874 371ET00

Wir ziehen folgende Schliisse.

e Durch die Rekursionsvorschrift (1.1) wird eine Folge von Zahlen z,, € R definiert:

Ty > Ty > >y > Tpyr > > Va > 0.

e Will man /a durch die Rekursion (1.1) mit einer vorgegebenen Genauigkeit € > 0 berechnen
(zum Beispiel: € :== 10 % das heifit, will man |z,,11 — v/a| < 10~° erreichen), so ist dazu eine
gewisse Anzahl N = N (e¢) von Iterationen erforderlich. Ein ausreichendes N (¢) kann aus (1.2)
berechnet werden durch die Forderung

1 N+1 a
— T+ — ) <e
(z) (o)
Fiir a := 36, 2o := 1 und € := 1075 haben wir somit 1.85 - 107 < 2V zu erfiillen, was sicher
fiir N = 25 erreicht wird: 22° = 3.3554432 - 107. Dieser Wert fiir N stimmt mit der Anzahl
der in der obigen Tabelle durchgefiihrten Iterationen iiberein. Man erkennt aber auch, dass die
geforderte Genauigkeit bereits viel frither erreicht wird, nimlich nach sechs Iterationsschritten.

Die Abschitzung (1.2) ist recht grob; sie liefert aber immer eine sichere Schranke fiir die
Maximalzahl der durchzufiithrenden Iterationen.

:1:%+a

2N,
2ex

=

Bemerkung 3.1 (a) Wegen (ii) gilt zy > zn41 > ZN4p > Va ¥V p € N, und somit auch

|zn4p —Va| <e VpeN.

Das heifit dquivalent: Bei beliebig vorgegebener Genauigkeit € > 0 existiert eine Nummer N(e¢) € N
mit |z, —a| < eV n > N(e). Nach dem Archimedischen Axiom (vgl. Satz 1.9) ist es auch moglich,
N(e) € R zu wihlen. Denn es gibt immer eine natiirliche Zahl n € N mit n > N(e). Es ist klar,
dass es bei der Genauigkeit € > 0 nicht auf grole Werte ankommt, sondern auf Werte, die beliebig
nahe bei 0 gewihlt werden konnen. Deshalb darf auch e := 107 mit beliebigem Exponenten k& € N



gesetzt werden. In mathematischer Kurzform kann der hier beschriebene Niherungsprozess in der
folgenden Weise geschrieben werden:

VkeNd

NeR: |z, —

Val <107%"¥n> N.

(1.3)

(b) Mit (1.3) wird ausgedriickt, dass die Folgenglieder z,, fiir alle hinreichend grofien Indizes n
beliebig nahe bei y/a liegen. Wir sagen, die Folge der z,, konvergiert gegen /a oder die Folge der
Zn, hat den Grenzwert /a.

|

Es ist nicht erforderlich, die Folgenglieder x,, auf die Menge R, einzuschrinken. Wir konnen

beliebige Elemente a,, aus noch ndher zu spezifizierenden Mengen M betrachten.

Definition 3.1 FEs sei eine nichtleere Menge M gegeben. Eine beliebige Abbildungsvorschrift
a:N — M, N>nw a(n)=:a, €M heiffe eine M—-Folge. Die folgenden Bezeichnungen
sind auch dblich:

(i) (an)nen C M,

(ii) a1, ay,as,. ..

, A, € M;

(iii) Folge a, € M.

Beginnt die Indizierung nicht bei n = 1, sondern bei ng € Z, so schreiben wir (ay)n>n, C M,

Usw.

‘BSP. (3.1.2) ‘ Fiir die hier aufgezihlten Folgen gelten M := N, Z, Q, R oder M := C.

a

(
(b

)
)
(c)
(d)

)

(e

(%)nEN a%a%a"' (_> 0),

(2")nen, = 1,2,4,. (= +00);

( n)nGNo - 0 _27 s (_> —OO);

((")neny = 1,4, —1,—i,1,...;

(r" €™ ) peN, = 1,7 €%, 12?9 ...,

9 64

( )neN:2,Z,2—,... (—> 6),

(an)neN, Mit api1 1= % (an + %) fir « > 0, ap := 1, vgl. (1.1);

(an)neNy Mit apt1 := ap + ap—; fir ap := 0, a1 := 1, FiBoNAccI-Zahlen.

FiBoNAcci—Zahlen

n] o [n] e o] w [n]
0 0|f 10 95 || 20 6765 || 30 832040
1 1111 89 || 21 10946 || 31 1346269
2 1112 144 || 22 17711 || 32 2178309
3 2113 233 || 23 28657 || 33 3524578
4 31| 14 377 || 24 46368 || 34 5702887
) 5 15 610 || 25 75025 || 35 9227465
6 8 || 16 987 || 26 121393 || 36 14930352
7 13 || 17 1597 || 27 196418 || 37 24157817
8 21 || 18 2584 || 28 317811 || 38 39088169
9 34 | 19 4181 || 29 514229 || 39 63245986




In den Beispielen (g) und (h) wird die Folge durch eine rekursive Definition festgelegt. In den
Fillen (a), (b), (¢) und (f) wurde bereits angedeutet, dass die dort definierten Folgen jeweils
einem Grenzwert zustreben. Um ein solches Verhalten fiir eine beliebige Folge (a,)neny € M
prézisieren zu kénnen, muss auf der Menge M eine Messfunktion d(a,b) erklirt sein, mit
welcher die Distanz zwischen zwei beliebigen Elementen a,b € M gemessen werden kann.
Erst dann kann man sagen, dass die Folgenglieder a,, fiir hinreichend grofies n beliebig nahe
bei einem Element a € M liegen. Eine solche Messfunktion oder Metrik ist uns bisher lediglich
auf K := R und K := C bekannt, ndmlich die durch die Betragsfunktion induzierte Metrik

d(a,b) :==lla—10|| :=|a—b] Va,beK.

Somit ist d(-,-) auch auf jeder Teilmenge M C K erklirt.

Definition 3.2 Eine K-Folge heiffe Zahlenfolge oder kurz Folge, falls keine MifSverstind-
nisse auftreten kénnen.

Auf jeder Menge M, auf der eine Metrik d(-,-) : M x M — [0,+00) mit den Eigenschaften
(M1)—(M3), ndmlich

(M1) d(z,y) > 0 und (d(z,y) = 0 genau, wenn x = y);

(M2)  d(z,y) = d(y, v);
(M3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,vy). (Dreiecksungleichung)

erkldrt ist, macht die folgende Definition einen Sinn:

Definition 3.3 Fine Folge (ap)nen C M heifie konvergent gegen ein Element a € M,
wenn gilt

VkeN3INeR : dla,,a) <107* Vn > N.

1.4
(MCK: VEeNINeR: |a,—a|<10*FVn>N) (14)

Ist die Folge (a,)nen konvergent gegen a, so heiffe a Grenzwert der Folge. Man schreibt

a= lim a, oder a, = a (n — 00) oder kurz a, — a.
n—oo

Nicht konvergente Folgen heiffen divergent.

‘BSP. (3.1.3) ‘ Fiir & > 0 betrachten wir

1 11
RD(—) =1, — — ... 50,
nC\C ’I’LEN 2a 3a

Wir zeigen die Konvergenzeigenschaft (1.4) mit ¢ = 0. Dazu wéhlen wir zu beliebig vorgegebenem
k € N die Zahl N gemiB N := 10%/®. Wir folgern

1 1

N :la, -0l = — < — = (10 ¥/*)* =10"".
Vn > |an, — 0] — < e (10 ) 0
Also gilt (1.4) mit dem Resultat

lim L =0VYa>0.

n—oo N

Wir sollten hier daran erinnern, dass Potenzen zun&chst nur fiir rationale Exponenten « erklirt
worden sind. Das obige Resultat bleibt aber auch fiir die noch zu definierenden reellen Exponenten
richtig.

‘BSP. (38.1.4) | Fiir festes a € C betrachten wir die Folge (a¢")pen C C und treffen dazu folgende
Fallunterscheidungen:




1 =ad"=1VneN = limad=1.

n— 00

{0 = a"=0VneN = nlLrgoanzﬂ,
° a =

Definition 3.4 FEine Folge (ayp)nen C M mit a, = a ¥V n € N heifle konstante Folge. Die konstante
Folge (a)nen konvergiert immer, und zwar gegen den Grenzwert a.

e Es sei |a] < 1. Dann existiert eine Zahl b > 0 mit & = 1+ b > 1. Zu k € N wihlen wir jetat

la| ™
N = % 10*. Unter Verwendung der BERNoULLI-Ungleichung erschlieBen wir
1 1 1 1
< <= <—=10""
(I+b6)" ~14nb nb Nb

Also gilt (1.4) mit dem Ergebnis Jim o™ =0V la| < 1.

Vn>N : |a, —0| =]a|" =

e Es sei |a] > 1, aber a # 1. Dann existiert eine Zahl b > 0 mit |a — 1| = b. Wire die Folge
an konvergent gegen den Grenzwert ¢, so gibe es gemif (1.4) zu k € N mit 107% < b/3 ein
N € R mit der Eigenschaft |a, — c| < 107% ¥ n > N. Wir hitten nun

2b
an+1 = an| = lant1 — c+c—ap| <lany1r — ¢ + |an — ¢ <2'10_k<§ Vn>N,

was im Widerspruch steht zu |a, 41 — ap| = |a|"|a — 1| = |a|™b > b. Also haben wir Divergenz
fir o] > 1, a # 1.

Zusammenfassend haben wir gezeigt:

0 al < 1,
lim a" =< 1 ta =1, (1.5)
n—o0

divergent : [a| > 1, a # 1.

Bemerkung 3.2 (a) Die Zahl N € R in (1.4) ist durch das vorgegebene k nicht eindeutig
festgelegt. Gilt (1.4) fiir ein N, so leistet jede weitere Zahl Ny > N das in (1.4) Verlangte.

(b) In (1.4) sind auch <-Zeichen hinter dem Doppelpunkt zuldssig:
d(an,a) <107* Y n >N (bzw. |a, —a| < 107" ¥n > N

(¢) Gilt a,, = a (n — 00), so auch a4, — a (n — oo) fiir jedes feste p € N. Ebenso hat man
Up_1 — Ay A9 —> @, USW.

(d) Aus (1.5) erhalten wir insbesondere die Divergenz der Folge ((—=1)"),cn, = 1, —1,1,—1,. ..
Ebenso divergiert die Folge (d) in BSP. (3.1.2). Die Folge (e) hingegen ist konvergent fiir
0 < r < 1 sowie divergent fiir » > 1. Fiir r = 1 liegt Konvergenz genau dann vor, wenn
e = 0 gilt.

(e) Existiert fiir rekursiv definierte Folgen a,1, := f(an,an_1,...,0n—p), n > p, ein Grenz-
wert a, so muss fiir diesen notwendigerweise gelten:

a= f(a,a,...,a). (1.6)

Fiir die Folge (g) in BSP. (3.1.2) heifit dies a = 5 (a + ) oder #quivalent a*> = a. Fiir das
Beispiel (h) der FiBoNAcct—Zahlen hingegen heifit dies a = a + a = 2a, also a = 0. Diese Zahl
ist aber offensichtlich nicht Grenzwert der Folge (h), da ein solcher in R gar nicht existiert. Aus
der rekursiven Definition (h) konnen die FiBonaccr—Zahlen sehr leicht numerisch berechnet
werden. Gibt man einen festen Index N € N vor, so ermittelt man die Zahlen ag,aq,...,ay
mit Hilfe der folgenden Iterationsvorschrift, die wir oben auch zur Berechnung der ersten 40
FiBoNAccr-Zahlen verwendet haben.



1: Einlesen: N € N; ag :=0;a; :=1;
fir n:=2,3,...,N:
3: ap :=ap_1+ ap_9. (Ende n)

Eine explizite Darstellung der FIBONACCI-Zahlen a, gewinnt man aus der rekursiven Definition
(h) mit einem Ansatz a,, = a¢". Es folgt:

Wie man leicht nachrechnet, gilt

0<

1 (@)" <L -omum<os.
VER: V5

Somit ist der zweite Summand nur eine dezimale Korrektur des ersten Summanden mit maximaler
Groflenordnung +0.45. Wegen a,, € Ny erhilt man die FIBONAccI-Zahlen offensichtlich durch Run-
den des ersten Summanden auf einen ganzzahligen Wert. In den meisten Programmiersprachen hat
man die Standardprozedur round zur Verfiigung, so dass gilt:

1 1+\/gn
an:round(ﬁ( 5 )>, n € Ny.

Es wird hier schon ganz offensichtlich, dass a,, — +oo gilt. Man beachte also:

Aus der Bedingung (1.6) folgt keineswegs, dass ein Grenzwert a existiert!

Wie das Beispiel der FiBoNnacct-Zahlen zeigt, ist es durchaus sinnvoll, fiir R-Folgen auch
Grenzwerte oo zuzulassen.

Definition 3.5 Fine R-Folge (a,),en C R heifle uneigentlich konvergent gegen +o0o (bzw.
—00), wenn gilt:

VkeN3INeR: a, > 10" (bzw. a, <—10F) Vn > N. (1.7)
‘BSP. (3.1.5) ‘ Wir zeigen le n_' = +oc. | In der Tat, es gilt wegen 2 < (1+1)" < 3 und wegen
n—o0 p!

n! < (25" die Bedingung (1.7):

n" 2n 2 1 1
an o > (nzl)n (1+l)n > 3 3 6 > 3 0*Vn>N k

Eine konvergente Folge kann nicht mehrere Grenzwerte haben:
Satz 3.1 Jede konvergente M —Folge besitzt genau einen Grenzwert.

Begriindung: Waren a,b € M verschiedene Grenzwerte der konvergenten Folge (ap)nen, so hitten
wir auf Grund des Metrikaxioms (M1): 0 < d := d(a, b). Wir withlen dann k € N so, dass 2-107% < d
gilt. Aus (1.4) folgt:

AN, N, €R : d(an,a) <107¥Vn > Ny und d(an,b) < 107%Vn > N,.



Fiir N := max{Ny, No} ergibt sich nun aus der Dreieckungleichung der Widerspruch
d(a,b) < d(a,an) + d(an,b) <2-107% < d = d(a,b) Vn > N.

Also gilt a = b. O

In der oben getroffenen Konvergenzdefinition setzt man die Kenntnis des Grenzwertes a einer
Folge (a,)nen voraus. Da die Bestimmung des Grenzwertes in sehr vielen Féllen duflerst
schwierig (oder gar unmdoglich) ist, mochte man {iber Kriterien verfiigen, die vorab ohne
Kenntnis des Grenzwertes eine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz zulassen. Solche
Kriterien heiflen Konvergenzkriterien. Es werden einige vorbereitende Begriffe erklért.

Definition 3.6 FEine Folge (ap)nen C M heiffe beschrinkt, wenn Elemente a € M und
K > 0 existieren mit

d(ay,a) < K ¥Yn €N,

Insbesondere ist eine Zahlenfolge (an)nen C K beschrinkt, wenn gilt:

la,| < K VneN.

AusschlieBlich fiir R—Folgen gelten die folgenden Begriffe: Eine Zahlenfolge (a,)nen C R
heifie nach oben (nach unten) beschriankt, wenn eine obere (untere) Schranke K existiert
mat:

a, <K VneN (a,>K VneN).

Fine Zahlenfolge (an)nen C R heiffe (streng) monoton wachsend ((streng) monoton fal-
lend), wenn gilt:

Qn, (i) Qp+1 VnelN (an (z) (p41 Vne N)

BSP. (3.1.6) ‘ (a) Die Folge a,, := ¢ € C, ¢ € R, erfiillt |a,| =1 =: K V n € N, und ist somit
beschrinkt.
(b) Fiir die Folge a, := (1 + )™ haben wir in (9.6), [Abschnitt 1.9] gezeigt:

unter Schranke := 2 < a,, < 3 =: obere Schranke.

Ferner gilt ebenfalls nach (9.6), [Abschnitt 1.9] die Ungleichung a, = (1+2)" < (1+ n%rl)”“ = api1,
so dass die Folge (ay,)nen streng monoton wachsend ist (streng monoton 7).

Bemerkung 3.3 (a) Eine Zahlenfolge (a,),en C R ist genau dann beschriankt, wenn obere
und untere Schranken existieren.

(b) Hat eine monoton wachsende (fallende) Folge (a,)nen € R einen Grenzwert a, so ist a
obere (untere) Schranke. O

Man kann Aussage (b) verallgemeinern: (Eigentlich) konvergente Folgen sind stets beschrénkt!

Satz 3.2 Konvergiert eine Folge (ap)nen C M gegen einen Grenzwert a € M, so ist die Folge
beschrankt.



Begriindung: Setzen wir in (1.4) k = 1, so finden wir ein N € N mit d(a,,a) < 107!V n > N. Setzen
wir nun
K :=max{d(a1,a),d(as,a),...,d(ay,a), 1071},

so gilt schon d(ap,a) < K Vn € N. (Fir K-Folgen hat man |a,| = |a, —a +a| < a, —a| + |a] <
107! + |a|, und somit |a,| < KV n € N mit

K :=max{|a,], |as|,. .., |an|,|a| + 1071}.)

Beachte: Die Umkehrung des obigen Satzes gilt i.a. nicht: Nicht jede beschrinkte Folge ist
konvergent, wie das Beispiel der Folge a,, := (—1)" lehrt. Jedoch:

Satz 3.3 (Hauptsatz iiber monotone Konvergenz)
Die reelle Folge (ay)nen C R sei monoton und beschrinkt. Dann hat die Folge einen
Grenzwert in R, das heifit, sie ist konvergent.

Begrindung: Wir verwenden das Supremumsprinzip (vgl. Satz 1.16), welches letztlich eine andere
Formulierung des Vollstindigkeitsaxioms von R ist. Die Folge (ay)neN sei etwa monoton wachsend.
Dann ist die Menge M := {a1,as,as, ...} C R nichtleer und nach oben beschrinkt. Mithin existiert
sup M =: a € R, und dies ist gemif (8.1), [Satz 1.16], d4quivalent mit

VEENINEN:0<a—ay<107*.

Da die Folge monoton wichst, muss dann 0 < a — a, = |a — a,| < |a — any| < 107% ¥V n > N gelten.
Also konvergiert die Folge. O

Bemerkung 3.4 (a) Aus Satz 3.3 geht nicht hervor, nach welcher Rechenvorschrift der
Grenzwert a bestimmt werden kann.

(b) Satz 3.3 liefert in den folgenden Sonderfillen Konvergenz:

(i) Die Folge (a,)nen € R ist monoton | und nach unten beschrinkt

= lim a, = a = inf a,, existiert.
n—oo
(i) Die Folge (an)nen € R ist monoton 1 und nach oben beschrinkt

= lim a, = a = sup a,, existiert.
n—oo

(c) Das Konvergenzverhalten von Folgen wird nicht beeinfluit, wenn man endlich viele Ele-
mente am Anfang der Folge abéindert, hinzufiigt oder weglaf3t. Zum Beispiel haben die Folgen
Qp = % und
~ n:n=12,...,111,
an =14 ,
zin > 112

denselben Grenzwert 7}320 a, =0 = 7}320 a,. Demgemé&f braucht z.B. eine reelle Zahlenfolge

(an)nen erst ab einem Index ng monoton zu sein. In diesem Falle ist die Bemerkung (b) zu
modifizieren:

1 pu— pu— 1 . > 1 pu— pu— M >
Jgrgoan a = inf{a, : n > ny} bzw. 7}1&2@ a, =a=sup{a, : n >ng}.

n

‘BSP. (3.1.7) ‘ Wir zeigen: Fiir festes a > 0 und fiir jedes n > ng > a ist die Folge a,, := 77, n €
Ny, monoton | und nach unten beschrinkt. Also muss sie gemifl Satz 3.3 konvergieren.




e Monotonie: Es gilt

n+1

a a a

_ <
nt1)! n+lng+l

an+1:( an < ap Y n > ng.

e Die Beschrdinktheit nach unten ist klar wegen a, > 0 Vn € Ny.

Um den gesicherten Grenzwert b zu berechnen, betrachten wir:

1

. . a ? . a . ? .
b= nll{go Unt1 = nlggo (n +1 a") B (nlglgo n + 1> (nlggo an) B banll)rgo n+1 0.

Sofern die Schritte bei ”?7” zulédssig sind, erhalten wir also:

n

lim & =0 Va>o.

Die Korrektheit der Ubergénge bei ”??” wird gerechtfertigt durch folgenden

Satz 3.4 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Gegeben seien konvergente Folgen (a,)nen C K und (by)nen C K mit Grenzwerten a bzw. b.

Dann gilt:

lim (a, £ Ab,) =a£ b V)€K,

n—0o0

lim (a, - b,) = a-b,

n—oo
lim (22) =2 falls b £0+£b, YneN
nl—glo(E)_Efas #0#b, VneN.

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Begriindung: Wir zeigen hier nur die Produktregel (1.9). Die anderen Regeln beweist man nach
denselben Prinzipien. Satz 3.2 sichert zuniichst die Beschrianktheit |a,| < K, |by] < K ¥V n € N.

Damit gilt auch |a| < K, |b] < K. Geméf (1.4) existieren zu jedem k € N Zahlen N,, N, mit

|anby — ab| = |an(by — b) + bay, —a)| < K [|by —b| + |an —a]] < 2K -107% ¥V n > max{N,, N, }.

Dies bedeutet gerade lim ay,b, = ab.
n—0o0

|

BSP. (3.1.8)| Die Folge a, = (1 + %)n, n € N, ist monoton 1 und nach oben durch 3

beschrinkt, wie wir bereits in BSP. (3.1.6(b)) gezeigt haben. Gemif Satz 3.3 konvergiert sie.

Definition 3.7 Der gesicherte Limes der Folge ((1 + %)”) N heif$t EULERsche Zahl e,

1 n
e := lim (1 + —> .
n—oo n

Bemerkung 3.5 (a) Die Eulersche Zahl e ist irrational; ein Niherungsdezimalbruch ist ge-

geben durch

572 900 334 295 260 595 630 7

e=2.718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247 093
699 959 574 966 967 627 724 076 630 353 547 594 571 382 178
925 166 427 427 466 391 932 003 059 921 817 413 596 629 043




Ein Berechnungsverfahren der (exakten) 157 Dezimalstellen erhilt man z.B. durch Summation
reziproker Fakultiten. Dazu werden wir in Abschnitt 3.2 eine andere Darstellung der Zahl e
herleiten.

(b) Die folgenden Grenzwerte sollte man sich merken:

1\t " 1
lim <1+—> =eVpeZ, Ilim (1——) =-.
n

n—00 n—00 n

In der Tat, es gilt wegen (1.9):

1\ ntp 1\" 1\P 1\1?
lim <1+—> :[lim <1+—>][lim <1+—>]:e{lim (1—!——)} =e.
n—00 n n—00 n n—00 n n—00 n

Ebenso folgt aus (1.10):
1 1 1

n
. N o m=1\"
L Y = % 5| T Tm eI e
n n (1+ =) rr}l—r>r<l>o(1+ —) e

‘BSP. (3.1.9) ‘ Die Zahlenfolge (a,)nen C R sei rekursiv definiert durch

an \ 2
a1 =1, apy1:= <7> +1VneN.

Wir zeigen, dass die Folge monoton 1 und nach oben beschrénkt ist: a,, <2 V n € N. Die Monotonie
folgt aus ap 1 —a, = (%")2 —ap,+1=(% - 1)2 >0 V n € N. Die Beschrdinktheit zeigen wir durch
vollstdndige Induktion.

e Die Verankerung gilt fiir n = 2, denn ay = % < 2 ist wahr.

e Vererbung: Nehmen wir a, < 2 als wahr an, so folgt a1 = (‘17”)2 +1<1+4+1=2, was zu
zeigen war.

Aus Satz 3.3 erschliefilen wir jetzt die Konvergenz der Folge a,,, deren Grenzwert a wegen (1.6) der

Gleichung a = % + 1 geniigen muss. Es gibt genau eine Lésung, ndmlich |a = 2.

Bemerkung 3.6 Die Aussagen des obigen Satzes 3.4 lassen sich nicht auf allgemeine M-
Folgen (ap)nen € M, (by)nen C M iibertragen. Die Regel (1.8) gilt jedoch in solchen Mengen
M, in denen eine Addition + und eine Multiplikation mit Skalaren )\ € K erklart ist. Solche
Mengen sind gerade die (linearen) Vektorrdume iiber K. Die Regeln (1.9) und (1.10) gelten
allgemein in Kérpern K, die eine Metrik tragen. O

Auch die folgenden Begriffe gelten nicht fiir beliebige Mengen.
Definition 3.8 Fine Zahlenfolge (an)nen C K mit Grenzwert 0 heiffe eine Nullfolge.

Satz 3.5 (a) Ist (ay)nen C K eine Nullfolge und ist die Folge (by)nen C K beschrénkt, so
gilt

lim a,b, = 0.
n—oo

(b) EinschlieBungskriterium. Fs seien reelle Folgen (ay)nen, (bn)nen, (Cn)nen gegeben mit

ap, < b, <c, YVneN wund lima, =a= lim c,.
n—0o00 n—0o00

Dann gilt auch lim b, = a.
n—oo



Begrindungen: (a) Es gelte |b,| < K. Wegen (1.4) kénnen wir zu £ € N ein N € R bestimmen mit
lan| < 107% ¥ n > N. Hieraus erhalten wir |a,b, — 0| = |anby| < K |an| < K -107% ¥V n > N, also
lim a,b, = 0.

n—0o0

(b) Die Aussage ist heuristisch klar wegen a = lima, < limb, < lime¢, = a. Wir zeigen dies in
korrekter Weise. GemiB (1.4) gibt es zu & € N Zahlen Ny, Ny mit |a, —a| < 107% ¥V n > N; und
len —al < 107F ¥ n > Ns. Es folgt

10 *<a,—a<b,—a<c,—a<107% Vn> max{Ny, No} =: N3,

oder #quivalent |b, — a| < 107¥ V¥ n > Nj. O

‘BSP. (3.1.10)‘ Wir betrachten nochmals die Folge (“n) N, 28 BSP. (3.1.7), nun mit belie-
neNo

n!

bigem a € K. Ist a = 0, so liegt die konstante Folge a,, = 0 mit Grenzwert ¢ = 0 vor. Fiir ¢ # 0
setzen wir a = |a|e'¥, |a| > 0. Wir definieren a,, := % und b, := €. Dann gilt lim a, = 0, wie

wir schon in BSP. (3.1.7) gezeigt haben. Wegen |b,| = 1 ist Satz 3.5(a) anwendbar:

n

hmgT:0VaeK.

n—o00 n!

Bemerkung 3.7 Die folgenden Grenzwerte sind einfach zu verifizieren:

P 0 p<yg
lim —=<¢ 1 :p=g,
n—00 nd

+o0:p > q.

Wir werden erst mit den Hilfsmitteln der Differentialrechnung den folgenden Grenzwert be-

rechnen konnen: N

lim & = 400 Va>1V¥g>0.

n—o0 nd

(Fiir ¢ < 0 ist dies trivial.) Man erhélt nun die folgende Stérketabelle {iber das Wachstum
von Potenzen und Fakultéten:

p<q a>1 acK
n? < n! < a* < n<n"

2n
‘BSP. (3.1.11)‘ Zum Nachweis der Konvergenz der Folge b, := Y 2 verwenden wir das Ein-
e

=n

schlieBungskriterium. Wir setzen

2n
1 n+1 1 1
an::—gzyg = + — =:¢c,.
k=n """

1
n! n! (n—1)! nl!

Es gilt nll)rgo a, =0= nll)rgo Cn, wie wir in BSP. (3.1.10) gezeigt haben. Somit folgt auch nlggo b, = 0.

Fiir komplexe Folgen (a,),en C C sind Monotoniekriterien unbrauchbar, da C kein geordne-
ter Korper ist. Mit dem folgenden Satz stellen wir ein Konvergenzkriterium vor, welches auch
in C gilt und welches von der Kenntnis des Grenzwertes ebenfalls keinen Gebrauch macht. Es
wurde von dem franzosischen Mathematiker A. CAaucny (1789-1857) gefunden.

Satz 3.6 (Konvergenzkriterium von CAUCHY)
FEine Zahlenfolge (an)nen C K ist genau dann konvergent, wenn gilt:

VEeNINER : |a, — an| <10 ¥V n,m > N. (1.11)




Begrindung: (a) Wir nehmen zuerst an, die Folge sei konvergent mit Grenzwert a € K. Dann folgt
aus (1.4):
VEeN3INeER : |a, —a|<05-10FYn>N

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung erhilt man daraus fiir n,m > N die Ungleichung
lan — am| = lan —a+a — any| < |a, —al + |a — a,| < 107F also (1.11).

(b) Gelte nun (1.11). Um die Konvergenz der Folge a, € K zu zeigen, nehmen wir ohne Ein-
schrankung a, € R an. Andernfalls wird a, := «, + if, in Real- und Imaginirteil zerlegt. Die
nachfolgenden Betrachtungen gelten dann fiir jede der beiden reellen Folgen (ay,)nen und (8p)neN-

e Die Folge (an)nen ist beschrankt. Denn setzt man zum Beispiel £ = 1 in (1.11) ein, so gilt
lan] < max{larl,laal, .., lan, lan 1] + 1071} = K.

e Nun sind auch die Mengen M, := {an,an4+1,0n42,...} ¥V n € N beschrinkt, so dass das
Supremumsprinzip anwendbar ist. Es existieren die reellen Zahlen

up = inf M, <inf M,,11 =: upy1 Vn € N.

e Da die Folge (uy )nen monoton 1 und nach oben durch K beschrinkt ist, existiert der Grenzwert
a = nll)ngo Uy, oder dquivalent

VEENILER : |u, —a| <03-107"Vn> L

e Fixieren wir nun ein beliebiges n > L, so folgt aus der Definition des Infimums:

Jdap, € My, n1 > n,: Ogam—un<0.3-107k.

Zusammenfassend haben wir fiir alle n > max{L, N }:
lan — a| < |an — an, | + |an, — tn| + |un —a] < 1.6-10°F,
also lim a, = a. O
n—o0
Satz 3.6 gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 3.9 (Caucuy—Folgen)
FEine M—Folge (ay)nen C M heiffe CaAucHYy—Folge, wenn gilt

VEeN3INeR : dlay,an) <105 Y n,m> N. (1.12)

Caucnay-Folgen werden auch Fundamentalfolgen genannt. Sie spielen eine bedeutende Rolle
bei der Formulierung eines allgemeinen Vollstéindigkeitsbegriffs. Dem Beweis von Satz 3.6
liegt das Supremumsprinzip zugrunde, also letztlich das Vollstindigkeitsaxiom (V) von R.
Betrachten wir nochmals die durch (1.1) rekursiv definierte Zahlenfolge (z,)nen,. Setzt man
dort @ := 2 und x( := 1, so ist durch vollstdndige Induktion leicht zu zeigen, dass

anQVnENO

gilt. Da die Folge rationaler Zahlen (7,),en, C Q konvergiert (ndmlich zum Grenzwert /2),
ist sie gemif Satz 3.6 eine CaucHy-Folge in Q. Thr Grenzwert /2 liegt jedoch nicht in Q,
sondern in R! Wir nehmen diese Beobachtung zum Anlass zu folgender Definition.



Definition 3.10 FEine Menge M mit einer Metrik d(-,-) : M x M — [0, +00) heife vollstén-
dig, wenn jede CAucHY-Folge (ap)nen C M ihren Grenzwert in M hat.

‘BSP. (3.1.12) ‘ (a) Wie wir gerade gesehen haben, ist Q nicht vollstindig; hingegen sind R und
C vollstindig.

(b) Es sei M eines der Intervalle (a,b), (a,b], [a,b) mit a,b € R und a < b. M trigt die durch
R induzierte Metrik d(z,y) := |z —y| Vz,y € M. M ist nicht vollstindig. Zum Beispiel hat in
M :=[a,b) die Caucny-Folge

a—2>b

ap :=b+ € M, neN,

n
den Grenzwert lim_a, =b ¢ M. Das abgeschlossene Intervall [a, b] hingegen ist vollstiindig.
n—oo

n
‘BSP. (3.1.13)‘ Wir untersuchen die reelle Folge a, := > %, n € N, auf Konvergenz. Dazu
i=1

werden spezielle Folgenglieder betrachtet:

Qf:l 1+1+<1+1>+<1+1+1+1>+ +< S +1>
aom = —_ = — — —_ — — — — . -
2 = 2 \374) \576" 7 8 2m 141 om

1 1 1 1
> 14+41-249. 21444 .coqpoml —
> + 2+ 4+ 8+ + o

1
= 1+m-§—>+oo (m — +00).

Da die Folge (ap)nen nicht beschrinkt ist, kann sie wegen Satz 3.2 nicht (eigentlich) konvergieren.
Wir haben

"1
nlgrgo Z ; = 4o0.
j=1

‘BSP. (3.1.14)‘ Als Variante von BSP. (3.1.13) untersuchen wir jetzt die reelle Folge a, :=

m .

(=1)i+!
A
gemif Satz 3.6 konvergieren muss. Wir wihlen ein beliebiges k¥ € N und setzen dazu N :=2-107%.
Mit n > m > N folgt nun:

n € N, auf Konvergenz. Dazu zeigen wir, dass (a,),en eine Cavcuy—Folge ist, also

lan — am] i P S TS T S
ap — Q = = — — . -
o dm T mtl m+2 m+3 mEdTn
>0 >0
1 Lo, N N 1
- m—|—1¥m+2 m+3j¥m+4 m+5J $n
<0 <0
1 1 1 1
< ——+-<—+—-=107"F

Es gilt die Caucny—Bedingung (1.11); also existiert der Grenzwert a := le an € R. Wir schreiben
n oo
dafiir

a:iﬂ (=1In2).

Eine Begriindung fiir den angegebenen Summenwert kénnen wir erst mit den Mitteln der Differen-
tialrechnung geben.



n
‘ BSP. (3.1.15) ‘ Wir untersuchen die reelle Folge a,, := >

m, n € N, auf Konvergenz. Wegen

j(j{l—l) = % — J% liegt eine Teleskopsumme vor:
" 1 "1 "1 1
a, = — = S —=1- —1(n = 400).
" jZlJ(JJrl) ]le ]lerl n+1 ( )

Natiirlich ist die Folge (a,)nen eine Caucuy—Folge. Wihlt man ndmlich & € N beliebig und dazu
N :=2-10¥, so folgt fiir n,m > N:

<= =10""
n—|—1+m+1 N

+
n+1 m+1

lan, — am| = ‘1—

1 1 ‘ 1 1 2
<

Merke: Das Konvergenzkriterium von CAUCHY wird meistens bei theoretischen
Konvergenzuntersuchungen verwendet. Bei konkret vorliegenden Zahlenfolgen
werden iiberwiegend EinschlieBungs— und Monotoniekriterien verwendet, soweit
man sich im Korper R der reellen Zahlen bewegt.

Haufungspunkte

Nachfolgend bezeichne N’ C N stets die Bildmenge j(IN) einer injektiven Abbildung j : N —
N mit der Eigenschaft

jn+1)>j(n) VneN. (1.13)

Mit anderen Worten, die Folge (j(n)) N’ ist streng monoton 7.
n

‘BSP. (3.1.16) ‘ (a) Setzen wir j(n) :=2n, n € N, so gilt also j(IN) = N’ = {alle geraden Zahlen
in N}.

(b) Setzen wir j(n) :=2n — 1, n € N, so gilt nun j(IN) = N’ = { alle ungeraden Zahlen in N}.

(c) Setzen wir j(n) := N +n,n € N, N € N fest, so gilt j(N) =N’'={ allen € N mit n > N}.

Satz 3.7 Es gilt stets|j(n) >nVn e N.

Begriindung: Wir fithren vollstindige Induktion nach n durch.

e Wegen j(1) € N muss j(1) > 1 gelten. Also ist die Verankerung verifiziert.
Beh.
e Vererbung: Aus (1.13) erschliefen wir j(n +1) > j(n)+1 > n+ 1. O

Definition 3.11 Gegeben seien eine M —Folge (a,)nen und eine Teilmenge N' C N wie oben
erklirt. Dann heiffe (a;)jent C M eine Teilfolge der Folge (a,)nen. Ein Element a € M heifle
Haufungspunkt (HP) der M—Folge (ay,)nen, wenn es eine Teilfolge (aj)jene C M gibt mit
lim a; = a. (Wir schreiben vereinfachend jlérl{lll a; anstelle von lim a;.)

'eNl Jj—oo
J Jen

‘BSP. (3.1.17) ‘ (a) Die Folge a, := (—1)" € R, n € N, ist divergent. Sie hat aber zwei Haufungs-
punkte:
(al) N':={2n:neN} = ((-1)));;n=011... =1,




(a2) N:={2n-1:neN} = (1)) =-1-1L... = —L

(b) Die Folge ay, := e?™/k n € N, k € N fest, enthilt fiir k¥ = 2 die Folge (a) als Sonderfall. Auch
hier divergiert die Folge a, € C. Es existieren jedoch genau k verschiedene Haufungspunkte. Setzt
man ndmlich N/ :={kn+r : n € N}, r =0,1,...,k — 1, so erhiilt man
. _ | 2mi(kn+r)/k _ ( 2mir/k 2mir [k _ -
(aJ)jeN;_(e )neN_(e )neN — e ,r=01,....k—1.

Die Haufungspunkte sind also gerade die k—ten Einheitswurzeln.

Merke: Divergente Folgen kénnen konvergente Teilfolgen haben!

Stets gilt jedoch:

Satz 3.8 Hat eine konvergente M —~Folge (a,)nen den Grenzwert a € M, so konvergiert jede
Teilfolge (a;)jen' gegen denselben Grenzwert a. Das heifit, eine konvergente Folge hat genau

einen Haufungspunkt, ndimlich a = 7}1&2@ Q.

Begriindung: Konvergiert die Folge a,, € M gegen a, so gilt die Bedingung (1.4): VA€ N I N € R :
d(an,a) < 107% ¥V n > N. Sei nun (a;)jen' = (ajn))nen eine gegebene Teilfolge, so gilt j(n) > n,
wie in Satz 3.7 gezeigt. Nun erhilt man fiir obiges k, V:

d(aj,a) < 107% Vj(n) e N’ : n > N.

Dies ist die Konvergenzbedingung lirl{ll, a; = a. a
j€e

|BSP. (3.1.18)|  Wir betrachten fiir festes k € N die Teilfolge N’ := {k" : n € N}. Es gilt

Iim —=0=1lim - = lim —.

n—oo n JEN' 5 n—oo kN
Jede beschrinkte unendliche Zahlenfolge (a,),en C K enthélt immer konvergente Teilfolgen.
Dieses fiir die Analysis fundamentale Resultat wurde von den beiden Mathematikern KARL
WEIERSTRASS (1815-1897, wirkte in Konigsberg und Berlin) und BERNHARD BoLzaNo (1781~
1848, Prager Mathematiker) gefunden.

Satz 3.9 (Auswahlsatz von BOLZANO-WEIERSTRASS)
FEine beschrinkte unendliche Zahlenfolge hat mindestens einen Hdaufungspunkt.

Skizze fiir eine Begrindung: Komplexe Zahlenfolgen kénnen durch Trennung von Real- und Ima-
ginérteil auf zwei reelle Zahlenfolgen zuriickgefiithrt werden. Deshalb ist es ausreichend, nachfolgend
reelle Folgen (a,)nen C R zu betrachten. Nach Voraussetzung gibt es ein K > 0 mit |a,| < K Vn €
N.

= Eines der beiden Intervalle [0, K], [—K,0] enthélt co—viele der a,. Sei [a1,(1] =: I} mit der
Intervall-Lénge |I;| = K dieses Intervall.

= Eines der beiden Intervalle [a, O”T%], [O“T%,Bl] enthélt co—viele der a,. Sei [ag, f2] =: Is
mit der Intervall-Lénge |Io| = K/2 dieses Intervall.

= Eines der beiden Intervalle [o, aj;rﬂj], [O‘j;rﬁj , Bj] enthilt co—viele der ay,. Sei (11, Bj41] =:

Ij 11 mit der Intervall-Linge |Ij41| = K/27 dieses Intervall.




Wir greifen aus jedem Intervall I; ein Element a; heraus. Fiir dieses gilt nach Konstruktion:
Q; < a; < 5j, ferner Q; < Qj41, 5j+1 < 5j VjeN.

Da die monotonen Folgen (a;)jen und (5;)jen durch K beschrinkt sind, miissen sie wegen Satz 3.3
konvergieren. Weiterhin gilt |3; — oj| = K/2/71 — 0 (j — +00). Somit existiert ein gemeinsamer

Grenzwert lim o = a = lim f;. Mit dem EinschlieBungskriterium (Satz 3.5) erhalten wir schliefSlich
J—0 J—0
a = lim a;, das heifit, a ist ein HP der Folge (ay,). O
j—00

‘BSP. (3.1.19) ‘ Die reelle Zahlenfolge (ap)nen, sei durch folgende Vorschrift definiert:

1+ 2% :n =3I,
a, = 2+”Tﬂ:n:3l+1, [ € Ny.
2 tn =31+ 2,
Man erkennt unschwer die Beschrianktheit |a,| < 4V n € N, so dass HP der Folge existieren miissen.

In der Tat, setzt man NJ. := {3l +r : | € No}, r := 0,1,2, so erhiilt man die drei konvergenten
Teilfolgen

(a;) <1+ 1) <1+ 1) S
Qi) 7 = —_— = — y
777€No 231 ) 1eNg 8!/ 1eNy
1
Vienw = (34— 3
(a7)jen < - 3l+1>zeNo ’
(@j)jeny, = (2ien, — 2.

Die Menge der Hiufungspunkte ist somit {HP} = {1, 2, 3}.

Limes inferior und Limes superior

Eine beschriinkte reelle Zahlenfolge (a,),en C R sei in dem abgeschlossenen Intervall [— K, K]
enthalten. Dann ist die nichtleere Menge der Hiufungspunkte H := {HP von(a,),en} eben-
falls in [— K, K] enthalten (dies folgt aus BSP. (3.1.12(b)) von der Vollstindigkeit abgeschlos-
sener Intervalle). Mit dem Supremumsprinzip erschliefen wir die Existenz der zwei Zahlen

o = inf H, p:=supH, «,p€|-K, K]

Wir zeigen, dass o und [ wieder Hiufungspunkte, also Elemente der Menge H sind. Zum
Beispiel folgt ja aus = sup H dquivalent:

VjeN3IbeH :0<B—b<05-107.
Da b; € H ein Hiufungspunkt der Folge (a,)nen ist, gilt entsprechend:
Ja; € (an)nen : |aj —b;] <0.5-1077.
Dies fiihrt auf die Konvergenzbedingung |a;— 3| = |a;—b;j+b;— | < |a;—b;|+|b;— ] < 1077,

Die so konstruierte Teilfolge (a;) hat also den Grenzwert (5, und dies bedeutet 5 € H. Wir
fassen zusammen:



Satz 3.10 Jede beschrinkte reelle Folge (a,)nen C R hat einen groBten und einen kleinsten
Hiufungspunkt, genannt Limes superior bzw. Limes inferior von (a,):

limsupa, := lima, := 3, liminfa, :=1lim,_,a, = .
n—oo n—0o0 n— 00

Bemerkung 3.8 (a) M-Folgen mit mehr als einem HP sind divergent. Jede konvergente
M~—Folge hat nur einen HP, ndmlich den Grenzwert.

(b) Fiir reelle Folgen (a,),en sind wohlzuunterscheiden:

inf{a,} und liminfa,, sup{a,} und limsupa,.
n—o00 n— 00

Uneigentlich konvergente Teilfolgen von (a,),en C R: Falls die Folge (an,)nen

nach unten (nach oben) unbeschrinkt ist, so existiert ein uneigentliches Infimum (Supre-
mum):
inf{a,} = liminfa, = —oc0, (bzw. sup{a,} = limsupa, = +00).
n—0o0 n—o0

Im allgemeinen gilt jedoch

inf{a,} < hnrgg)lfan < hzr;s(gp a, <sup{a,}.

‘BSP. (3.1.20) ‘ (a) Die reelle Zahlenfolge a,, := (—1)"n, n € N, hat zwei uneigentlich konvergente
Teilfolgen, ndmlich (a9, )nen und (a2,—1)pen mit

nll)ngo Qop-1 = —nll)rgo(2n —1) = —oo =inf{a,} = hnn_l)})réfan,
nlggo as, = nlggo(Qn) = 400 = sup{a,} = liﬁsogp Q.

(b) Fiir die reelle Zahlenfolge a,, :== (—1)" (1 + 1), n € N, hingegen gilt:

3
inf{a,} =-2<-1= liggicgfan < limsupa, =1< 5= sup{an}.

n—00

Satz 3.11 (a) Eine beschrankte reelle Folge (a,)nen C R ist genau dann konvergent, wenn
qilt

lim inf a,, = lim sup a,,.

n—00 n—»00
(b) Fiir jede Zahlenfolge (an)nen C K folgt aus lim a, = a stets auch lim la,| = |a|. Die

Umkehrung gilt tm allgemeinen nicht. Jedoch:

lim a, =0« lim |a,| =0.
n—o0 n—o0

‘BSP. (3.1.21)‘ (a) Die komplexe Folge a,, := €%, n € N, mit reellem ¢ ¢ 277Z erfiillt |a,| =
1 = 1 (n — 400), wihrend der Grenzwert Jim a,, nicht existiert.

b) Die komplexe Folge a, := r"e™?, n € N, mit ¢ € R und 0 < r < 1 konvergiert gemif Satz
3.5(a) gegen 0, und dies gilt auch fiir die Folge der Betrige:

lim |a,| = lim r" = 0.
n—o0 n—o0



Numerische Bestimmung von Polynom—Nullstellen

Das in BSP. (3.1.1) vorgestellte HERON—Verfahren ist ein numerischer Algorithmus zur approxi-
mativen Bestimmung der positiven Nullstelle o = \/a des Polynoms Py(z) := 22 — a, a > 0. Die
Iterationsvorschrift (1.1) kann sehr einfach in die folgende Form gebracht werden:

P, (z(®)
AN ky _ _“n\m ) (0) iebi
52 (F) P (@ ®)’ k € Ng, z' > 0 beliebig. (1.14)
Hier miissen wir n = 2 setzen, und die Iterierten z(*) haben wir frither mit zj bezeichnet. Mit
dy := P,_1(z®) meinen wir den Koeffizienten (4.10), [Abschnitt 2.4] aus der TayLor-Entwicklung
des Polynoms P,(z) an der Stelle #®). Es erhebt sich jetzt berechtigterweise die Frage, ob das
Verfahren (1.14) auch zur approximativen Bestimmung der Nullstellen eines allgemeinen Polynoms

n
vom Grad n > 1, P,(z) := . arz®, a, # 0, geeignet ist.

Wir geben zuniichst eine Begriindung fiir das Verfahren (1.14). Dazu sei angenommen, die Zahl 1z sei
p—fache Nullstelle von P,(z), 1 < p < n. Es sei y ein Ndherungswert von xg, so dass gilt: y =z + €
oder dquivalent € = y — xp. Durch TavyLor-Entwicklung bei zy ergibt sich dann

n

Pn(y) = anfk(xo) Ek, (1.15)
k=0

wobei die Koeffizienten P, j(z() mit dem vollstindigen HORNER—Schema ermittelt werden konnen.
Da eine p—fache Nullstelle bei zy vorliegen soll, ist P, ,(zp) # 0 der erste nichtverschwindende
Koeffizient in der Entwicklung (1.15). Wir werden spéiter mit Mitteln der Differentialrechnung zeigen,
dass es Zwischenwerte £, 7 im offenen Intervall zwischen den Endpunkten y und zg gibt, mit

Pn(y) = Pn—p(g)epa Pn(y) = Pn—p-l—l("?)ep_la

(— Satz von TavyLor). Wird die zweite Gleichung durch die erste dividiert, so ergibt sich fiir € die
Beziehung

_ Popri(n) (1.16)
Prp(&)
Wir nehmen jetzt an, es gelte e :=p (:Jc(k) — x(k+1)). Das heifit, die Zahl e ist (bis auf den Normie-

rungsfaktor p) die Differenz zweier aufeinander folgender Glieder einer konvergenten Folge hm k) =

xg. Wegen des CaucHy—Kriteriums muss € — 0 oder dquivalent y — zy gelten. Fiir hmrelchend klei-
nes ¢ < 1 darf also n ~ ¢ =~ z() ~ 2z, angenommem werden. Wird z(*) als schon bekannter
Néaherungswert fiir zy angesehen, so erhélt man nun aus (1.16) das Iterationsverfahren, mit dessen
Hilfe der verbesserte Wert z(*+1) zu berechnen ist:

(k)
b _ Popni(e) k€ Ny, ) Niherung fiir z. (1.17)

k1)
pPyp(a®)’

:x(

Definition 3.12 Das Verfahren (1.17) heifft NEwTON—Verfahren zur ndiherungsweisen Berechnung

n
einer p-fachen Nullstelle 2o des Polynoms P,(z) := Y apz”.
k=0

Es ist nicht ganz einfach, eine Konvergenzaussage iiber die durch (1.17) definierte Folge (2(")).en,
zu treffen. Wir werden dies erst in Abschnitt 7.8 tun. Vorab nehmen wir es als unbewiesene Tatsache
hin, dass die Folge (1.17) wirklich gegen x, konvergiert, sofern der Startwert z(°) in der Nzhe von
zo liegt. Was dies wirklich heiBt und woher ein solches 2(°) zu nehmen ist, werden wir ebenfalls in
Abschnitt 7.8 er6rtern.



Einfache Nullstellen. | Ist zy eine einfache Nullstelle des Polynoms P,(z), so hat das NEwWTON—

Verfahren (1.17) die spezielle Form

(k)
b = gk) _ Pu(z™) ke Ny, z© Niherung fiir zo. (1.18)

Die Berechnung der Funktionswerte P, (z*)) und P,_;(z*)) kann jetzt wieder durch das HORNER—
Schema vorgenommen werden. Aus den Ansétzen

Py(z) = (z — 2™ P,_1(z) + Py (z®), P,_1(z) = (z —2®) P, o(x) + P,_1(z®)  (1.19)

n—1 . n—2 i
ergeben sich mit P,_i(z) := Y bjz’/ und P,_»(z) := Y c¢jz’ die Rekursionsformeln
3=0 j=0

b1 := ay, bj_1:= aj—i-x(k)bj j=n—1,n—2,...,0, Py(z®)):=b_y, (1.20)
Cn—2:=bp_1, c¢j_1:=b;+ x(k)cj-, j=n—2,n-3,...,0, Pn,l(x(k)) =c_. ‘

Dies haben wir in [Abschnitt 2.4] gezeigt.

Definition 3.13 Der durch die Berechnung von P, 1(z®)) gemdp (1.20) erweiterte Algorithmus
(4.4) aus Abschnitt 2.4 heiffit das erweiterte HORNER—Schema.

Die Berechnung von P,(z*)) und P,_;(z®) fiir gegebenes z(¥) =: z durch das erweiterte HORNER—

n .
Schema bedarf nur der Vorgabe der indizierten Koeffizienten a; des Polynoms P, (z) = Y ajz’. Die
=0

numerische Auswertung auf einem Rechner kann ohne Indizierung der Variablen b und c realisiert
werden. Der folgende Algorithmus ermittelt aus den Vorgaben ag, a1, . .., a, und z die Funktionswerte
b_1:=Py(z) und c_1 := P,_1(x).

Algorithmus des erweiterten HORNER—Schemas.

c:=0;b:=ay;

fir j:=n—-1,n—-2,...,0:
c:=b+ cxuw;
b:=aj+bxxz. (Ende j)

B W N =

Die Variablen b und ¢ sind nun mit den gesuchten Werten P,(z) und P,_1(z) belegt. Ist fiir die
einfache Nullstelle zy eine Ndherung £(©) bekannt, so berechnen wir jetzt mit Hilfe des NEWTON—
Verfahrens (1.18) sukzessive Verbesserungen z(**1), k' =0,1,..., wobei P,(z®)) und P,_;(z®) wie
oben erldutert mit dem erweiterten HORNER—Schema bestimmt werden. Wir haben die Rechenvor-
schrift in dem folgenden Algorithmus zusammengefasst. Darin sind die Koeffizienten ag, a1, ..., an,
ferner () sowie eine Toleranz eps und eine Maximalzahl N zulissiger NEwToN-Schritte vorzugeben.

NEWTON—Algorithmus fiir eine einfache Nullstelle.

=20k :=0;
wiederhole

berechne b := P,(z);c := P,_1(z) mit | HORNER, erweitert

z:=x—b/c
k=k+1;
bis (|b/c| < eps) oder (k> N).

D O W




‘BSP. (3.1.22) ‘ Wir betrachten das Polynom Ps(z) := z® + 3z* — 42% — 152 — 40. Wir wollen

diejenige Nullstelle bestimmen, fiir die die Néherung #(©) := 2 bekannt sei. Das erweiterte HORNER—
Schema rechnet man leicht per Hand durch man erhilt Pg(2) = 10 und P5(2) = 225. Eine erste
Korrektur lautet somit z(!) := 2 — % = 1.955556. Die Daten fiir den nichsten NEwTON—-Schritt
resultieren aus folgender Tabelle:

1 0.000000 3.000000 —4.000000 0.000000 —15.000000 —40.000000

1.955556 | + 1.955556  3.824198 13.345097 18.274857 35.737498  40.553 330
1 1.955556 6.824198  9.345097 18.274857 20.737498 0.553 330
1.955556 | + 1.9555566  7.648395 28.301960 73.620911  179.707 280
1 3911111 14.472593 37.647057 91.895768 |200.444778

Aus den eingerahmten Zahlen berechnet man die Korrektur z(2) = 1.955 556 —0.002 760 = 1.952 795.
Ein weiterer NEwTON-Schritt ergiibe z(3) = 1.952785, wobei die ersten fiinf Nachkommastellen
bereits sicher sind.

Sukzessive Deflation

Hat man eine erste Nullstelle 2z = x; des Polynoms P, (x) gefunden, so kann der Linearfaktor x — 1
nach der Vorschrift (4.8), [Abschnitt 2.4] mit dem HORNER-Schema abgespalten werden. Die Nullstel-
len des Quotientenpolynoms P,_i(x) sind dann die restlichen Nullstellen von P, (z). Man verfihrt
mit P, 1(x) analog. Man spaltet also einen zweiten Linearfaktor z — x5 ab, um das Quotientenpo-
lynom P,,_2(x) zu erhalten, usw. Dieser Prozess heifit sukzessive Deflation.

Kritik: | Bei der sukzessiven Deflation kann es zu einer dramatischen Kumulation von Rundungs-

fehlern kommen, da im allgemeinen bereits die erste Nullstelle z; nur ndherungsweise berechnet
werden kann und somit auch die Koeffizienten von P, (z) nach numerischer Auswertung mit dem
HorNER—-Schema nur verfilscht vorliegen. Fiir das so verfilschte Polynom Py, (z) kann wieder nur
eine Ndherung z5 der nichsten Nullstelle berechnet werden, usf. Diese Schwierigkeiten kénnen wei-
testgehend vermieden werden durch Verwendung eines modifizierten NEwTON—Verfahrens, bei dem
die bereits bekannten Nullstellen von P, (z) nur implizit abgespalten werden. Das Verfahren heift

Implizite Deflation

Sind z1,...,z, die Nullstellen von P,(z), so erhilt man aus der Linearfaktorzerlegung (5.2), [Ab-
schnitt 2.5] die Darstellungen

n n n
Pn(w):an-H(w—xj), P, 1(z)=ay,- ZH (x —x;), an#0.

j=1 Z:l] 1

VEZ

(Wir erinnern hier daran, dass P,,_;(z) identisch ist mit der Ableitung P, () des Polynoms P, (z).)
Es folgt

Pn,I(J?) - L
P (@) _Z : (1.21)

Der Kehrwert dieses Ausdrucks an der Stelle z = z(*) ist gerade der Korrekturterm des NEWTON—
Verfahrens (1.18). Angenommen, es seien bereits die Nullstellen z1,z9,...,2, mit 1 < m < n
berechnet worden. Nach ihrer Deflation verbleibt ein Restpolynom @Q,(z) vom Grade p = n — m,
némlich

Analog zu (1.21) erhélt man

Qp—l(x) _ - _ 1
G@) 2 ima T P




Hieraus ergibt sich die folgende modifizierte Rechenvorschrift des NEwTon—Verfahrens, die auch
Verfahren von MAEHLY genannt wird:

Ui 1

(®)
SO F) (Pn—l(x ) _ (1.22)

1
P, (z(k)) ) » keNo

Diese Methode hat den Vorteil, dass stets mit den unverénderten Koeffizienten von P, (x) gearbeitet
werden kann.

‘BSP. (3.1.23) ‘ Wir nehmen das Polynom Ps(r) := 2% + 3z% — 423 — 152 — 40 aus dem voran-

gegangenen BSP. (3.1.22) und die schon bekannte Nullstelle z; = 1.952 785. Eine weitere Nullstelle
wird nach dem Verfahren (1.22) der impliziten Deflation berechnet. Dabei wéihlen wir wiederum den

k) _ .
= 2® -z

Startwert (?) := 2. Die numerischen Werte sind in folgender Tabelle aufgelistet.

k (k) pﬁ[m(k)] P [gc(k)] (x(k) —x) ! 2(k+1) _ (k)
0 2.000000000 | 10.000000000 | 225.000000000 | 21.179709837 | —0.757409 263
1 1.242590 737 | —55.480 132984 7.269085014 | —1.408 065443 | —0.783 058 353
2 0.459532384 | —47.137948613 | —16.246615692 | —0.669 679 054 | —0.985 862610
3| —0.526330226 | —31.270337812 | —20.316302105 | —0.403 369714 | —0.949 605 796
4| —1.475936023 | 19.573046373 | —121.745746340 | —0.291653941 | 0.168679079
5| —1.307256944 2.296827271 | —85.221387904 | —0.306 744520 | 0.027 175969
6| —1.280080975 0.046232539 | —80.456252763 | —0.309323061 | 0.000574 732
7| —1.279506243 0.000019890 | —80.358458061 | —0.309378062 | 0.000000 248
81 —1.279505995 0.000000000 | —80.358415971 | —0.309378086 | 0.000000 000
9

Setzen wir andererseits die hier berechnete zweite Nullstelle als erste bekannte Nullstelle 7 =
—1.279505995 in das Iterationsschema (1.22) ein, so resultieren mit dem alten Startwert z(®) := 2
die folgenden numerischen Werte:

k 2(k) P, [gc(k)] j22 [g;(k)] (x(k) —x) ! 2(k+1) _ (k)

0| 2.000000000 | 10.000 000000 | 225.000 000000 | 0.304923974 | —0.045 055 038
1] 1.954944962 | 0.431038480 | 200.121672720 | 0.309171483 | —0.002 155317
2| 1.952789644 | 0.000939448 | 198.984 177100 | 0.309377641 | —0.000 004 721
3| 1.952784923 | 0.000000005 | 198.981690570 | 0.309378093 | —0.000 000 000
4

Diese Werte bestétigen das bereits bekannte Resultat, jedoch mit héherer Genauigkeit. Wir ver-
merken, dass das Polynom Pg(x) keine weiteren reellen Nullstellen hat. Prinzipiell konnen mit dem
NewToN—Verfahren bei komplexer Rechnung auch die komplexen Nullstellen numerisch bestimmt
werden. Hat das Polynom P, (x) ausschlieBlich reelle Koeffizienten, so sollte man beachten, dass das
NEWTON-Verfahren zu reellen Startwerten z(9) stets nur reelle Iterierte z(¥) liefert.

|BSP. (3.1.24)|
iiber dem expliziten Abdividieren bereits bekannter Nullstellen an folgendem Beispiel. Das Polynom

Wir demonstrieren hier den Vorteil des Verfahrens der impliziten Deflation gegen-

13

14
Pyy(z) := H(w —27h = Z apz”
k=0

1=0

hat offensichtlich die Nullstellen z; := 2775 =0,1,...,13. Diese sollen numerisch mit dem NEWTON—
Verfahren berechnet werden, und zwar einmal mit dem Verfahren der sukzessiven Deflation sowie
zum anderen mit dem Verfahren der impliziten Deflation. Da beide Verfahren die Standardform



14
Pyy(z) = Y apz® des Polynoms Pi4(z) verwenden, miissen zunichst die Koeffizienten ay ermittelt

werden. Dies wird am geschicktesten durch Losen des folgenden linearen Gleichungssystems mit
dem Gauss—Algorithmus bewerkstelligt:

14 14
! .
Piy(z;) = Z w?ak =: Z bjrap =cj, j=0,1,...,14.

Wenn wir zg := 0, xz; := 217§ =
folgenden Weise festgelegt:

bOk:{

1,...,14 wéhlen, so sind die Koeffizienten b;; und c; in der

0,k=1,...,14,

U —o bjg =207k G =1,...,14; k=0,...,14,

13

co=][(-27"); ¢=0j=1,...,14
i=0
Die numerische Rechnung liefert dazu die folgenden Resultate:
k Qg k (473
14 1.000 00000000000 - 10190 | ¢ 1.265 045 576 18330 - 10798
13 || —1.99987792968750 - 10T | 5 || —4.873891 34659661 - 10— !
12 1.33308920264244 - 10100 | 4 9.230854 82309963 - 10~14
11 || —3.80789640403236 - 10791 | 3 || —8.455228 52628813 - 1017
10 5.074716106 15511 - 10792 | 2 3.613345524 05476 - 10~2°
9| —3.27081311529528 - 10793 | 1 || —6.61704100364075 - 10—24
8 1.036 32533600936 -10~%4 | 0 4.03896783473158 - 1028
71 —1.62563337033948 - 10706

Mit diesen Koeffizienten werden Néaherungen Z; der exakten Nullstellen z; von Py4(z) durch
NEwTON-Tteration bei impliziter Deflation berechnet (Abbruchschranke: e :== 10~4). Alle Nullstellen
werden im Rahmen der Fehlergenauigkeit korrekt bestimmt:

1y =27 i s — 5

OO Utk WNH+—=O .

1.000 000 000 0000
0.500 000 0000000
0.250 000 0000000
0.125000 0000000
0.062 500 000 0000
0.031250 0000000
0.015625 0000000
0.007 8125000000
0.003 906 250 0000
0.0019531250000
0.000976 562 5000
0.000 4882812500
0.000 244 1406250

0.000122070312 5

1.000 000 000 0000
0.500 000 0000000
0.250 000 0000000
0.125000 0000000
0.062 500 0000000
0.031250 0000000
0.015625 0000000
0.007 8125000000
0.003 906 2500000
0.0019531250000
0.000976 562 5000
0.0004882812500
0.000 244 1406250
0.0001220703125

1.7696348
1.1018476
4.2160828
8.1315841
8.7175716
6.5159365
3.3885011
1.3123022
3.4294882
4.0953831
1.0064710
8.9712965
2.4870873
1.1510384

. 10—15
. 10—15
. 10715
. 10715
. 10715
X 10—15
. 10—15
. 10—15
. 10716
. 10717
. 10717
. 10—18
. 10—18
. 10719

Bei expliziter Abdivision unter sonst gleichen Iterationsbedingungen ist hingegen bereits die 7. Null-

stelle vollig falsch, wie aus dem folgenden Rechenprotokoll hervorgeht:



L .—9—]
T =2

A~

Zj

llzj — ;]

1.000 000 000 0000
0.500 000 0000000
0.250 000 0000000
0.125000 0000000
0.062 500 0000000
0.031 2500000000
0.015625 0000000

1.000 000 0000000
0.500 000 000000 0
0.250 000 000001 4
0.124 999998 342 5
0.062 500904 221 0
0.030995 238953 2
0.020 8523786916

1.7696348 - 1015
1.6206925 - 1015
1.4127235 - 1012
1.6574729 - 1079
9.0422096 - 10797
2.5476105 - 1094
5.2273787 - 10793

N O Utk W N+ O .

0.007 8125000000 | —0.008 644 134534 3 | 1.6456635 - 1092

3.2 Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen

Die geometrische Summenformel liefert fiir festes ¢ € K eine Zahlenfolge (s,,)nen € K mit

1 _qn+1
" k 17 : Q% ]-7
Sp 1= Zq = —q (2.1)
=0 (n+1) q=1.

Wiihrend lim "t =0V |g| < 1 gilt, divergiert die Folge (¢"™!),en fiir alle |¢| > 1, ¢ # 1.
Das heifit, die Folge (s,)nen C K konvergiert genau dann, wenn |¢| < 1 gilt, und zwar gegen
den Grenzwert (1 — ¢)~'. Wir schreiben

. . n o0 1
Jgrgosnzgggo];)qk::l;)qk:ﬁquK s gl < 1. (2.2)

Definition 3.14 Gegeben sei eine K—Folge (ag)ren,. Die Folge (sy)nen mit

n
sn::Zak:ao+a1+---+an
k=0

heife (unendliche) Reihe mit den Reihengliedern ay. Dafiir schreibt man den formalen

(0] o0
Ausdruck Y ai. Die Summen s, heiffen n—te Partialsummen der Reihe. Fine Reihe Y ay
k=0 k=0

(0]

heiffe konvergent zur Summe s € K, geschrieben s = Y. ai, wenn gilt: Jgrgo s, = s. Fine
k=0

nicht konvergente Reihe heiffe divergent.

Bemerkung 3.9 (a) Analoge Definitionen gelten auch fiir Reihen § ay mit festem ny € Z.
k=ng

(b) Es ist in den seltensten Féllen moglich (und auch nicht erforderlich, wie weiter unten
gezeigt wird), analytische Ausdriicke fiir die n—ten Partialsummen s, anzugeben. Zu diesen
seltenen Ausnahmen zihlen die geometrische Reihe und die Teleskopreihe. O

o0

Definition 3.15 (a) Die Reihe Y. ¢* heifie geometrische Reihe. Sie konvergiert zur Summe
k=0

(1 —q) ! genau fir |q| < 1, q € K, und sie divergiert fiir alle |q| > 1:

1
> F=——VgeK: g <1l
k=0 l—gq




(b) Die Reihe § (bg — bg11) heife Teleskopreihe. Es gilt
k=0

n

Sp = Z(bk — bk+1) =by — bn+1 VnéeN.
k=0

Das heifst, die Teleskopreihe konvergiert genau dann, wenn die Folge (b)ren, der Reihenglie-
der b, € K einen Grenzwert b € K hat:

lim by =b < 3 (bp —bg1) = b — b.

n—00

k=0
[e.°]
‘BSP (3.2. 1)‘ a) Wegen - m =1- k%'_l ist > k(kl-i—l) eine Teleskopreihe mit b, := 1. Wir
k=1
haben offensichtlich lim b; = 0, also
k—o0
S i -
= k(k+1)

(b) Die harmonische Reihe E % ist divergent. Die Folge der Partialsummen s, = E % ist némlich
k=1
divergent, wie wir BSP. (3.1. 13) Abschnitt 3.1, gezeigt haben.

Bemerkung 3.10 Reihen sind spezielle Folgen, (ndmlich in der Deutung der Reihe als Folge

ihre Partialsummen). Umgekehrt sind Folgen spezielle Reihen, (ndmlich in der Darstellung
als Teleskopsumme a, = ay — i (ax—1 — ax) ). Somit sind zahlreiche Eigenschaften der Folgen

direkt auf Reihen iibertragbar; zum Beispiel:

Satz 3.12 (a) Sind § ay = a und § br = b konvergente Reihen, so gilt (vgl. Satz 3.4,
Formel (1.8)): -

o0

> (Aag £ pby) =Xa£pb VA, peK.

k=0

(b) Konvergenzkriterium von CAUCHY. Genau dann konvergiert Z aj, wenn gilt (vgl. Satz

=
3.6):

VkENﬂNER:‘Zaj‘<10_k‘v’n2m>N. (2.3)
j=m

(c) Es gelte a,, > 0 ¥ n € Ny. Genau dann konvergiert die Reihe %o: aj, wenn gilt (vgl. Satz
5=0
3.3):

JK>0:5s,:=Y aj <KVneN. (2.4)

J=0

(d) Fir jedes feste ng € N haben E a; und E a; dasselbe Konvergenzverhalten (aber nicht

=0 Jj=no
denselben Summenwert). Das hezﬂt durch Weglassen endlich vieler Reihenglieder wird das
Konvergenzverhalten einer Reihe nicht verdndert.



Begrindungen: Die Aussagen (a) und (b) sind unmittelbar klar, wenn man die den Reihen zugeord-
neten Folgen von Partialsummen (s,),en hinschreibt und auf die angegebenen Sétze zuriickgreift.

(c) Wegen a,, > 0 ist die Folge (sy,)nen der Partialsummen monoton 7. Ist diese Folge konvergent, so
ist sie geméf Satz 3.2 auch beschriankt. Also gilt (2.4). Gilt umgekehrt (2.4), so ist die Folge (sp)neN
nach oben beschréinkt, also wegen Satz 3.3 auch konvergent. O

Konvergiert die Reihe ioj aj, so erschlieen wir aus dem CavcnHy—Kriterium (2.3) die notwen-
dige Konvergenzbedijrzgung lim a; = 0 (setze in (2.3) n = m). Diese Tatsache formuliert
man héufig als Divergenzkritie;)iim.

Satz 3.13 (Divergenzkriterium)

Konvergiert die Reihe Y aj, so folgt notwendig
§=0

Jlgglo a; = ]hrn laj| = 0.

Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, wie am Beispiel der harmonischen Reihe ersicht-
lich wird.

‘BSP (3.2.2) ‘ ) Die Reihe E (1 — £)¥ ist divergent, denn es gilt

1\ 1
hmak—hm <1——> =—-#0.
e

k— o0 k— o0 If

(b) Es gilt klim ¢® = 0 genau fiir |q| < 1. Dies belegt wiederum die Divergenz der geometrischen
—00
Reihe fiir alle ¢ € K mit |¢| > 1.

[e.°] o0
(c) Die Aussage von Satz 3.12(a) wird im allgemeinen falsch, wenn die Reihen Y aj und ) by
k=0 k=0
nicht konvergieren. Fiir
by :=

ap 1= , k€N, pe N fest,

| =

k+p

sind jede der Reihen fiir sich divergent, da es ja harmonische Reihen sind. Hingegen haben wir

© 1 1
— bg) 14+ =44+ - modifizierte Teleskopreihe).

(d) Die Reihe Z 7z ist konvergent. Um dies zu zeigen, verwenden wir das Monotoniekriterium (2.4)
k=0
fir ay, :—% Ist k& > 2, sogllt =L

< Ic(k—l) i E’ und somit

" " 1 1 1
sn:Zakgl—FZ(———):1+1—E<2::K Vn>2.

k=1 i N1k
Es resultiert:
Reihe 162::1 Y= konvergiert (zur Summe F)

Den Summenwert werden wir erst mit der Theorie der Fourier—Reihen in Ingenieurmathematik ITI
berechnen kénnen.

Den allgemeineren Fall Z za» @ € R, diskutieren wir unter Verwendung von Reihenver-
k=1

gleichskriterien. Hierzu definieren wir:



Definition 3.16 (Absolute und bedingte Konvergenz)

(0] (e.)
Fine Reihe Y ay heiffe absolut konvergent, wenn auch die Reihe Y |ay| konvergiert. Kon-
k=0 k=0

o0 o0
vergente Reihen Y ay, fir die Y |ag| divergent ist, heiffen bedingt konvergent.

Satz 3.14 (a) Majorantenkriterium. Fir gegebene b, > 0 sei die Reihe Y. by konvergent.
k=0
Giilt

Jar] < b ¥k >N >0, (2.5)

o0 o0
so sind beide Reihen Y. ar und Y |ay| konvergent.

k=0 k=0
(b) Minorantenkriterium. Ist die Reihe Y by divergent und gilt |ax| > b, >0V k>N >0,

k=0

o0
so ist auch die Reihe Y |ag| divergent.

k=0

(c) Absolut konvergente Reihen sind stets auch konvergent.

Begriindungen: (a) Wegen E lag| < E b < Z by, ist die Folge der Partialsummen s, := Z lak]

nach oben beschrankt und daruber hmaus monoton 1, also konvergent. Somit konvergiert auch die
Reihe Z lag|, da die ersten N Summanden keinen Einfluss nehmen auf das Konvergenzverhalten.
k=0
o0
Die Konvergenz der Reihe )~ aj folgt nach (c).
k=0
o0 o0
(b) Wére Y- |ax| konvergent, so wére nach (a) auch ) by konvergent, im Widerspruch zur Voraus-
k=0

k=0
setzung.

(c) Die Behauptung folgt direkt mit Hilfe der Dreiecksungleichung E aj

=m

< Z |ax| aus dem Kon-
k=

vergenzkriterium von CAUCHY. O

‘BSP (3.2.3) ‘ ) Fiir die Konvergenzuntersuchung der Reihe E 7o, @ € R, treffen wir Fallun-
k=1

terscheidungen.

o0 o0
e o < 1. Hier gilt k% < k' Vk € N, und somit 3 k% > % Die letzte Reihe ist die divergente
harmonische Reihe, so dass nach dem Minorantenkriterium Divergenz vorliegt.
n
o o> 1. Wegen ay, := k% > 0, k € N, ist die Folge der Partialsummen s, := ) k% monoton

k=1
1. Wir zeigen ihre Beschrinktheit nach oben. Dazu wéhlen wir fiir jedes n € N die Zahl N
jeweils so, dass 2V*! > n gilt. Mit dieser Wahl erhilt man

2N+l

1 1 1 1 1
0<s, < Y k—a=1+[—a+3—a]+[4—a+---+7—a]
k=1
1\¢ 1 a
++[<2_N> +'“+<2N+1_1> ]
2 4 oN 0 1 k 9a—1
< 1+_+4_a+ +(2N)a§k <2a—1> :7204—1_1::K<+OO'
=0

Aus Satz 3.12(c) folgern wir die Konvergenz der Reihe.



Zusammenfassend haben wir gezeigt:

i | divergiert fir o <1,
Die Reihe - — { ®

pt konvergiert fiir o > 1.

(b) Die beiden Reihen

isinkm’ icoskzx, a>1 z€R,
ka
k=1 k=1
o0
sind absolut konvergent. Sie besitzen nimlich die konvergente Majorante k%
k=1
Wir stellen nachfolgend drei Konvergenzkriterien vor, die ohne den Umweg iiber die Folge
der Partialsummen direkt aus den Koeffizienten a; eine Konvergenzaussage ermoglichen. Das
erste Kriterium verwendet die geometrische Reihe als Vergleichsreihe. Es trigt den Namen
der beiden franzosischen Mathematiker A. CAucHY und JAQUES HADAMARD (1865-1963).

Satz 3.15 (Wurzelkriterium von CAUCHY-HADAMARD)
(a) Die Reihe Y. ay, ist absolut konvergent, falls eine Zahl g € (0,1) existiert und ein N >0
k=0

mait

V0an| <qg<1Vn>N. (2.6)

Aquivalent mit der Bedingung (2.6) sind auch:

la,| <¢"<1V¥n>N bzw. limsup {/|a,| < 1.

n—00

(b) Die Reihe § ay ist divergent, falls eine Zahl q € (0, 1] existiert und ein N > 0 mit
k=0

1
\”/|an|2621 Vn > N. (2.7)

Die Bedingung (2.7) ist sicher erfillt, wenn gilt:

liminf \/|a,| > 1.
n—o0

(c) Ezistiert der Grenzwert lim { lan| =: Q, so gilt:

<1 = (absolute) Konvergenz,

nhﬁrglo \l|an| =:Q ¢ >1 = Divergenz,
=1 = unentscheidbarer Full.

Begrindungen: (a) Wegen (2.6) haben wir |a,| < ¢" <1 ¥ n > N, und die Konvergenz folgt aus
dem Majorantenkriterium.

(b) Wegen (2.7) haben wir |a,| > q% > 1 Vn > N, und die Divergenz folgt aus dem Divergenzkrite-
rium, da nlgrgo @y = 0 nicht gelten kann.
(c) Gilt @ < 1, so liegt der Fall (2.6) vor. Gilt ) > 1, so ist man bei (2.7). O

Fiir die Anwendungen des Wurzelkriteriums ist folgendes Resultat sehr niitzlich, dessen Beweis
dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen sei.



Satz 3.16 Es gelten:

(a) lima'/"=1Va>0. (b) lim nf/" =1V k €N,
n—0o0 n—o0
2
‘ BSP. (3.2.4) ‘ ) Die Reihe E ( )n ist konvergent, denn es folgt aus dem Wurzelkriterium:
« = v T\asde
= li Yay, li ! ! ! <1
imsup {/a, = limsu = = - .

2.9
(b) Wir untersuchen die Reihe E nkz" mit z € K und k € N fest. Es gilt hier {/[a,] = |z|n*/™.
Unter Verwendung von Satz 3. 16(b folgt Jim 3/ |an| = |z|, das heifit, die Reihe ist absolut konvergent

fir |z| < 1; sie divergiert fiir |z| > 1. Fur |:Jc| = 1 folgt wegen lim |a,| = lim n* = 400 ebenfalls
n—o0 n—o0

Divergenz aus dem Divergenzkriterium. Zusammenfassend haben wir:

absolut konvergent V |z| < 1,

o0
Z nkx™ ist {
n=0

divergent Yz > 1.

x n
(c) Wir untersuchen die Reihe (1 + l)n L mit z € K . Es gilt hier {/|a,| = |(II|—1/”—) Unter

n n

n=1
Verwendung von Satz 3.16(b) folgt nlgrgo {lan| = |z|, das heifit, die Reihe ist absolut konvergent

fiir |x| < 1; sie divergiert fiir |z| > 1. Der Fall || = 1 ist mit unseren bisherigen Hilfsmitteln
unentscheidbar.

[e.°] [e.°]
(d) In den Féllen Y n—12 und Y % erhalten wir aus dem Wurzelkriterium jeweils

lim {/ li ! 1=1 ! lim /b
m ap (= 1IlMm —— = 1 = l1lm —— =! llm
n—00 " n—00 n?/n n—00 nl/n n—00 ™

o0
also den unentscheidbaren Fall () = 1. Wir wissen aber bereits, dass die Reihe ) a, konvergiert,
n=1

28]
wahrend > b, divergiert.
n=1

Bemerkung 3.11 Die Divergenzbedingung (2.7) kann abgeschwiicht werden zu

lim sup 1/|a,| > 1. (2.8)

n—00

In diesem Falle gibt es nimlich eine konvergente Teilfolge (|a;|);cp, mit 1ir1{]1 laj| = ¢ > 1. Des-
c !

halb kann 7}320 a, = 0 nicht gelten, und die Reihe divergiert nach dem Divergenzkriterium.
|

Auch im néchsten Kriterium verwendet man die geometrische Reihe als Vergleichsreihe. Es
stammt von dem franzosischen Mathematiker JEAN BAPTISTE LE ROND D’ALEMBERT (1717-
1783), der 1746 versuchte, den Fundamentalsatz der Algebra zu beweisen — leider erfolglos.



Satz 3.17 (Quotientenkriterium von D’ALEMBERT)
Es gelte ar, # 0V k € Ny.

o0
(a) Die Reihe Y- ay ist absolut konvergent, falls eine Zahl g € (0,1) ezistiert und ein N > 0
k=0

mit

Qp+1

<g¢g<1Vn>N. (2.9)

Qp

Aquivalent mit der Bedingung (2.9) ist auch:

Qp+1
G,

< 1.

lim sup
n—o00

(b) Die Reihe § ay ist divergent, falls eine Zahl g € (0, 1] existiert und ein N > 0 mit
k=0

>1VYn>N. (2.10)

Die Bedingung (2.10) ist sicher erfillt, wenn gilt:

a
lim inf |+ > 1.
n— 00 an
L . Qnt1 | . T
(c) Existiert der Grenzwert 7}1_)113() s =1 Q, so gilt:
<1 = (absolute) Konvergenz,
. Q41 . .
nll)oo o |~ Q >1 = Divergenz,
=1 = unentscheidbarer Full.

Begrindungen: (a) Unter Verwendung der Bedingung (2.9) gilt fiir alle n > N

Gnp

an

an an—1 AN +1 n—N
) <qg" N,
Gp—-1 an-2 an

Es folgt |ap| < % -q" =: K -q¢"Vn>N, also Konvergenz nach dem Majorantenkriterium.

(b) Wegen (2.10) gilt |ap41] > |an] > 0V n > N, so dass Jim a, = 0 unmdglich ist. Also divergiert
die Reihe nach dem Divergenzkriterium.

(c) Gilt @ < 1, so liegt der Fall (2.9) vor. Gilt @ > 1, so ist man bei (2.10). O

Bemerkung 3.12 Anders als beim Wurzelkriterium darf die Bedingung (2.10) nicht ersetzt
werden durch die schwichere Bedingung

Qp+1
Gp

lim sup > 1, (2.11)

n—o0

wie folgendes Beuspiel zeigt. Wir setzen

1. —
3 in=2m,
Qy = )



Dann konvergiert die Reihe Z an, da sie die konvergente Majorante Z > hat. Es gilt aber
=1"

n=1

(2m)?

U1 ) @nrip ©n=2m,
n gzz;z :n=2m+ 1.
Hier haben wir lim sup |*2*!| = 400 und l1m 1nf “”:1 = 0, obwohl Konvergenz vorliegt. O

n—0o0

‘BSP (3.2.5) ‘ Wir betrachten die Reihe E Z—, fiir festes z € K. Zur Konvergenzuntersuchung

verwenden wir das Quotientenkriterium. Fur z = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir z # 0 sind die Reihen-
glieder ay, := fl 7 nicht Null. Wir erhalten deshalb:

Gn41
Gn

lim

n—o0

|
= 2| lim — "~ ==z| lim =0,

n—)oo (n—|-1) n—oon + 1

also absolute Konvergenz fiir alle z € K. Wir zeigen jetzt fiir reelle Zahlen z € R in mehreren
Schritten die Gleichung

i "Z— - (2.12)

1.8chritt: Fir z € Q folgt formal aus den Rechenregeln mit Grenzwerten:

lim (1 n ﬁ) IEEM fim (1 + —,) — [_lim (1 n —,)
m—00 m Jj—00 7 Jj—00 7

fiir x > 0, und eine analoge Rechnung gilt auch fiir x < 0.

:el'

2.Schritt: Aus dem binomischen Lehrsatz erhalten wir:

z\™ & (m) 2" m\ 1 1(1 — Ly(1 - 2Y)...(1 —n=1
(1+3) :Z<n>m <n>m:( e

n=0

Hieraus resultiert fiir festes n € N:

im (™)L =L (2.13)
m—oo \ n [ m"  nl
x n
3.Schritt: Fiir festes 0 # x € R hat man wegen der absoluten Konvergenz der Reihe - v
n=0
N el
VEENINeN: > —-<05-100°Vp>1.

n=N+1

Wir haben gemé$ (9.5), Abschnitt 1.9, die Ungleichung (™)-L; < ;. Hiermit erhalten wir fiir m > N:

fm\ 2t X2 Yo(m\ an I > |:Jc|” 1 n _
D3N B el e IR DI (RN Feueris +22 Z —n——|x| +107"
n=0 njm n=0 n: n=0 njm n= 0 n=N-+1 n! n=0 njm

Aus der Limes—Relation (2.13) ergibt sich nun:
. = (m)\ 2" = z" .
W}E%OZ[](n T YeeQ
n= n=

Da Q in R dicht liegt, kann diese Gleichung mit einem Standardverfahren der Analysis auch fiir
beliebige Zahlen z € R erklirt werden. (Wir werden in Abschnitt 6.7 Potenzen mit beliebigem
Exponenten behandeln). Vorab halten wir fest:



— " - :
e’ = Z —~ YV x € R, wobei die Reihe sogar V x € K absolut konvergiert.
= n!

‘BSP (3.2.6) ‘ Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Reihe E () 2" fiir festes z € K
n=0
und « € R, wobei an die Definition der Binomialkoeffizienten erinnert sei:

(a> ola—1)(@—2) - (a—n+1) (2.14)

n n!

Sonderfall: Fiir o« = m € Ny gilt (%) =0V n > m, so dass folgt:

i (m> 2= i (m> 2t =(1+2)" VzeK. (2.15)

Es gelte nun «a ¢ Ny. Wir setzen a,, := (Z‘)z" und verwenden das Quotientenkriterium zur Konver-
genzuntersuchung;:

«

— |2l

an+1

= ||

‘a(a—l)---(a—n). n! ‘_
(n+1)! ala—1)---(a—n+1)

n+1‘| |_‘

Gn

QAn 41 —

n

und hieraus erschlieffen wir lim
n—oo

n

Definition 3.17 Die Reihe (O‘)z heiffe binomische Reihe. Fir o = m € Ny ist sie
=0

endlich mit dem Summenwer ff (m) ™V z e K. Fir a € R\ Ny ist die Reihe

n

absolut konvergent fir alle z € _K mit |z| <1 und divergent fir |z| > 1.

Im Hinblick auf die Gleichung (2.15) wird die Vermutung nahegelegt, dass im Konvergenzfall die
Beziehung

i (O‘> = (1+2)° (2.16)

n=0 n

besteht. Dass dies tatsdchlich der Fall ist, werden wir im Zusammenhang mit Potenzreihen in Kapitel
9 zeigen.

Bei der Reihe E ( )z bleibt die Konvergenzfrage im Falle |z| = 1 noch ungeklirt. Speziell

(2‘) ‘ (2.17)

Definition 3.18 Fiir o € R bezeichne [a] diejenige Zahl n € Z, die die Ungleichung

fiir z = 1 erhiilt man aus (2.14) die Form

i(a>:%<z> (—signa)l® ni

n=0 \" n=0 [a]+1

n<a<n+l1

erfillt (das ist die grifite ganze Zahl n < «). Die Abbildung R 5 «a +— [a] € Z heifSe entire—
Funktion.



Zum Beispiel: [r] = 3, [—7] = —4, [—99.999 999] = —100, [99.9] = 100.
Fiir Reihen § (—1)"a,, mit Koeffizienten a, > 0 gibt es ein spezielles Konvergenzkriteri-
n=0

um, welches von GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716, Philosoph und Mathematiker; der
”Vater” der Differential- und Integralrechnung) gefunden wurde.

Definition 3.19 Eine reelle Reihe in der Form § (—=1)"a,, mit Koeffizienten a,, > 0 heifle
n=0

alternierende Reihe.

Satz 3.18 (LemNiz—Kriterium)

Die alternierende Reihe Y (—1)"a,, mit Koeffizienten a,, > 0 konvergiert, wenn gilt:
n=0

Jgrgoan =0 wund INg>0 : a, > a,y ¥Vn> N (2.18)
N
Im Konvergenzfall approzimiert die N—te Partialsumme sy := Y. (—1)"a, den Summenwert
n=0
s = § (—=1)"a,, mit einem Fehler ay,:
n=0
0< (=D)N(sy —8) <any1 VN> N, (2.19)

Begriindung: Es gilt fiir N > Ny und jedes p € N:

(1) (sn — sn4p) = {SGN+1 —any2) + (aNg3 —an )+ F (angp 1 — aN+pZ} >0
>0 >0 >0
= {GN-H - (aN+2 - GN+3) - (aN+4 - GN+5) — " —OaN+p } <any1-
N y N y ), ON+p
>0 >0 >0

Wir erschlieBen hieraus 0 < (=1)Y (sy — sn4p) < an41 218 (N — +00). Das heifit, die Folge der
Partialsummen ist nach dem Cavcay—Kriterium konvergent zum Grenzwert s, und es gilt

0< (=)N(sw — L snp) = (=) (sw —5) < ana.

o0
Merke: Der Fehler Ry :== Y (—1)"a, = s — sy ist betragsméBig hochstens
n=N+1
gleich dem ersten bei sy weggelassenen Reihenglied, ndmlich ay;. Durch

(2.19) wird sogar das Vorzeichen von Ry mitbestimmt:

0<8ym—85=—Ryy <agmyr bzw. 0<5— 891 = Rop1 < o

Es gilt also stets so, 1 < 5 < Sopy Vm €N @ 2m > Nj.

o0 o0

‘BSP. (3.2.7)‘ (a) Die alternierende harmonische Reihe Y (—1)""11 = — 3~ (—1)nl =1 —
n=1 n=1

% + % - % + % — --- ist bedingt konvergent. In der Tat, es gilt a, := % > n%—l =tapy1 Vn €N

sowie nlggo an = 0. Somit ist das LeBNiz—Kriterium anwendbar. Wir werden mit den Methoden der
Differential- und Integralrechnung in Abschnitt 9.2 zeigen, dass gilt:

oo

Z(—l)"+ll =In2.

n=1 n




Natiirlich ist die Reihe nicht absolut konvergent, denn mit Z |an| liegt hier die divergente harmo-
n=1
nische Reihe vor.

o0
(b) Die LemBNIzZ—Reihe T;O(—l) 2n1+1 =1—3%+1—1+.. erfiillt wegen a, = ﬁ > 2n1+3 =:

an+1 V n € Ng sowie wegen lim a, = 0 auch dle Voraussetzungen zum LEIBNIz—Kriterium. Fir
n—00
diese konvergente Reihe wird ebenso noch zu zeigen sein:

3
|
=
S

N
S
+
—
I
AN

n=0

Wir wollen hier die Frage beantworten, wie grofl der Index N gewihlt werden muss, damit die Zahl
7 durch die Partialsumme sy mit einem Fehler von héchstens 1075 approximiert wird. Zur Losung
verwenden wir (2.19). Es soll gelten

™

0< (DY sy =) <axn <107

<107° oder N > 0.5 (10° — 3), was fiir N = 49 999 richtig ist.

also 2N+3

Eine Verfeinerung des Quotientenkriteriums wurde von dem Schweizer Mathematiker JosEpH
Lupwic RAABE (1801-1859) gefunden.

Satz 3.19 (RaaBe—Kriterium)
Es gelte a,, # 0V n € Ny.

(a) Die Reihe Y a, ist absolut konvergent, wenn Zahlen b > 1 und N € N existieren mit
n=0

an+1

g1—9 ¥n> N. (2.20)
n

Qn

(b) Fir reelle Koeffizienten a,, € R divergiert die Reihe Y. a,, wenn gilt:
n=0

. 1
dntl 51—~ Vn>N. (2.21)
ay, n

Begrindungen: (a) Aus der Bedingung (2.20) folgt 0 < (b—1)|an| < (n—1)|an| —nlans1| =1 b, Vn >
N. Die Folge (n|ap+1])n>n ist also monoton | und nach unten beschrénkt, mithin konvergent. Sei
= le n|ap41] ihr Grenzwert. Es konvergiert nun auch die Teleskopreihe

n o0

an— N — D]an| — .

Nach Konstruktion gilt |a,| < so dass die Reihe b T Z b, nun eine konvergente Majorante fiir

n=N

b P

Y lan] ist.
n=N

(b) Aus der Bedingung (2.21) folgt jetzt na,+1 > (n — 1)a, sowie signa, = signa,4; ¥ n > N.
Das heifit, die Folge (naj41)n,>n ist monoton 1, und sie darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit
positiv angenommen werden. Mit o := (N — l)ay > 0 folgt dann a,1 > & V n > N, so dass die

o0
divergente harmonische Reihe eine Minorante fiir ) a,, liefert. O
n=N



o0

|BSP. (3.2.8)| (a) Wir betrachten die binomische Reihe 3> (%)(~1)", a € R\ Ny. Fiir a, :=
n=0

(¢)(=1)" berechnet man aus (2.12):

n

- |
i1 _ M- _2F Ly, (2.22)
an, n+1 n+1

Wir treffen nun zwei Fallunterscheidungen geméfy

e a > 0. Setzt man hier b:=1+ § > 1, so folgt aus (2.22) die Abschiitzung =1-atl <

— % Vn>1+ % =: N. Es gilt somit (2.20), und wir haben Konvergenz.

An+41
an

e a<0.Nungilta+1<1< ”TH Somit folgt aus (2.22) die Abschitzung az% =1-2t>
— 1V n e N. Esgilt also (2.21), und wir haben Divergenz.

o0
(b) Wir betrachten die binomische Reihe Eo (), @ € R\Ny. Fiir a,, := () erhilt man jetzt anstelle
n—

von (2.22):

Intl _ 270y >, (2.23)
an, n+1

Wir treffen wiederum zwei Fallunterscheidungen geméfl

e o < —1. In diesem Fall folgt aus (2.23) die Abschétzung = |g‘:1n > 1V n e N. Es gilt

also (2.10), und wir haben Divergenz nach dem Quotientenkriterium.

Qn 41
an

1—a

=17t <1Vn>[a]+2=: No. Es gilt

e o> —1. Wir folgern aus (2.23) die Abschétzung

QAn 41
Qn

n

o0
somit |a,| > |an41]| ¥ n > Ny. Wie wir schon in (2.17) gezeigt haben, kann Y (7) als alter-
n:Ng
nierende Reihe geschrieben werden. Um aus dem LEeiBN1Z-Kriterium Konvergenz erschlieflen

zu kénnen, miissen wir noch die Bedingung lim () = 0 verifizieren. Hierzu verwenden wir
n—00

die aus der Reihendarstellung von e” resultierende Ungleichung
0<1l+z<e® Va>-1

zusammen mit der Identitat
« a+1 a+1 a+1 a+1 a+1
=(-1)"(1- 1— N - 1— N - .
<n> 1) ( 1 >< 2 ) ( No )( N0+1> ( n >

Es gilt nun:

\(Z)\lel ﬁ e (V)i = |K|exp (—(a+1) Enj 1-)%0("*“’0)'

j=No+1 J=No+1 J

Zusammenfassend haben wir gezeigt:

(0]
Z (a) (—1)" ist konvergent Vo >0 und divergent Va < 0,

n=0 n

n

oo
Z <a> ist konvergent ¥V o > —1 und divergent Va < —1.

n=0




Bemerkung 3.13 (a) Im Falle hm 15Up /lan| = 1 = lim sup 122+l versagen sowohl Wurzel- als

lan|
n—o00
auch Quotientenkriterium. Man kann jedoch zeigen: Versagt das Quotientenkriterium nicht, so

auch nicht das Wurzelkriterium. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, denn das Wurzel-
kriterium ist stdrker. Wir kénnen aus dieser Feststellung eine Aussage iiber den Grenzwert der

Folge (¥/n!),en treffen. Wir hatten in BSP. (3.2.3) die Konvergenz der Reihe E £ mit Hilfe

n=0"
des Quotientenkriteriums untersucht und gezeigt, dass wegen lim |“%| = |z| lim X =
’ n—oo | @n n—oo N+l

absolute Konvergenz fiir alle 2z € K vorliegt. Damit das Wurzelkriterium auf dasselbe Ergebnis
fiihrt, muss also gelten: lim lan| = |2| lim ﬁ = 0. Hieraus erschliet man

lim Vn! = +o00.
n—oo

(b) Fiir Reihen der Form % n% versagen sowohl Wurzel- als auch Quotientenkriterium (vgl.
n=1
Satz 3.16). Daher sollte man stets versuchen, diese Reihe als Vergleichsreihe heranzuziehen,

wenn beide Kriterien bei einer Reihe %oj a,, auf den unentscheidbaren Fall fiithren.

n=0

2
n=N+1
Reihen mit Hilfe der Schranke (2.19) abgeschiitzt werden. Falls fiir eine vorgelegte Reihe

(c) Fehlerabschitzungen: Der Abbruchfehler |s — sy| = a,| kann bei alternierenden

> a, eine konvergente Majorante ) b, existiert, so kann mit deren Hilfe der Abbruchfehler
n=0

oo
s —sn| < D> by

n=N-+1

n=0
geschétzt werden:

Die folgenden Fille sind vor allem von praktischer Bedeutung:

(i) Falls 0 < |a,| < ¢™ V n > N mit einer Zahl 0 < ¢ < 1 gilt, so resultiert:

o] N+1
Z a,| < g .
n=N+1 l—¢q

(ii) Falls 0 < |a,| < 2% V n > N mit festen Zahlen o > 1 und K > 0 gilt, so

resultiert:
o0 N
> | < K
n=N+1 (Oé o 1)(N + 1)

Eine Begriindung fiir die letzte Abschitzung werden wir mit Hilfe des Integralvergleichskri-
teriums in Abschnitt 8.4 liefern.

BSP. (3.2.9)| Wir zeigen hier, wie die EULERsche Zahl e numerisch auf 157 Stellen genau berechnet

werden kann (vgl. Definition 3.7, Abschnitt 3.1). Wir verwenden die Darstellung (2.12) der Funktion e” aus
BSP. (3.2.5). Offenkundig gilt

R =
k=0 k=0

k=N+1




Die Zahl e soll durch die rationale Zahl ey approximiert werden. Um die Approximationsgiite festzustellen,
schitzen wir den Abbruchfehler Fy ab. Wir haben

oo

7 1 Z (N+1) 1 {1+ 1 . 1 N 1 }
N:* p—y ...
(N +1)! Nt k! (N +1)! N +2 3N+2£N+3)J \(N+2)(Nj 3)(N+4)J

<3 <% <%
< e—1
(N+1)I

Verwenden wir die STIRLINGsche Formel

so erhalten wir Nt
-1 (55)

27 (N + 1) (1 + m) '

Fiir N := 99 und der Ndherung e = 2.718 282 ergibt sich nun

0< Fy =~

Fog = 1.841157 - 107158,

99

das heif3t, die rationale Zahl egg := E 71 stimmt mit der EULERschen Zahl e auf M = 156 Nachkommastellen
iiberein. Es bleibt das Problem zu losen wie man so grofle Zahlen mit M Dezimalstellen exakt berechnet,
wenn der Computer nur n < M Dezimalstellen verarbeiten kann. Zur Losung dieses Problems gibt es bereits
gute Standard—Software. Die Kreiszahl 7 und die EULERsche Zahl e sind aber seit je das Objekt spezieller
Berechnungsverfahren gewesen.

Der derzeit wohl effizienteste Algorithmus ist der sogenannte Tripfel-Algorithmus (spigot algorithm auf eng-
lisch), der im Jahre 1968 von A.H.J. SALE eigentlich zur Berechnung der EULERschen Zahl e entdeckt wurde.
Seine Erweiterung auf die Berechnung von 7 wurde im Jahre 1991 von STANLEY RABINOWITZ aus Westford
(Mass. USA) vorgenommen. Die folgenden Quellen seien hier zitiert: A.H.J. SALE, The calculation of e to
many significant digits. Computing J. 11 (1968), pp 229-230. S. RaBINOWITZ and S. WACON, A spigot
algorithm for the digits of 7. Amer. Math. Monthly 102(3) (1995), pp 195-203.

Mit der von RABINOWITZ und WAGON vorgeschlagenen Version des Tropfel-Algorithmus kénnte man heute
per Handrechnung die ersten 20 Dezimalstellen von m mit einfachen ganzzahligen Arithmetikoperationen in
wenigen Stunden bestimmen. In der Wissenschaftszeitschrift Spektrum der Wissenschaft vom Dezem-
ber 1995 wird eine iibersichtliche Darstellung iiber die Wirkungsweise des Tropfel-Algorithmus gebracht. Die
Geschichte ist recht linglich, und ihre Umsetzung in einen brauchbaren Computer—Algorithmus nicht ganz
durchschaubar. Wir bringen in den beiden folgenden Abschnitten jeweils lauffihige Exzerpte fiir die Berech-
nung von e und .

3.2.1 Der Tropfel-Algorithmus fiir die Eulersche Zahl e

0: || Einlesen von n (Anzahl der Dezimalstellen)
1: || doy :=2;

2: || fir y:=1,2,...,n+1:

3: ej :=1; (Ende j)

4: || k:=1;

5: || wiederhole:

6: dp = 0;

7: fir j:=n+1,n,...,1:

8: s:=10xe; + di;

9: di:=s div (j +1);

10: ej:=s mod (j+1); (Ende j)
11: k=k+1;

12: || bis (k>n).




Dieser ist sehr einfach strukturiert. Seine Idee beruht auf der Darstellung der Zahl e durch die unendliche
Reihe

= 1 1 1 1 1 1 1 1 1
EZZE:2+ﬁ+1-2-3+1-2-3-4+1-2-3-4-5+"':2+§[€1+§(€2+Z(e3+5(64+"')))]

mit e; = es = e3 = e4 = --- = 1, siehe oben. Die Dezimalzahl e = 2.7182--- erlaubt ja andererseits die
algebraische Darstellung

e_2+1_0[7+110(1+1i0(8+1i0(2+ )))]:2 i0[d1+10(d2+10(dB+10(d4+ )))]

Das heiBt, in der sogenannten arithmetischen Basis D := (15, &, 15+ 15- - - - ) gilt fiir e die Dezimaldarstellung

e = dy, dydsdsdy - - - mit den Spezifikationen dy = 2,d; = 7,ds = 1, d3 = 8, dy = 2,... Im Hinblick auf diese
Darstellungen liegt es nun auf der Hand, anstelle der arithmetischen Basis D die geeignetere Basis

1111
E.—(i,g,z’g’...)

zu betrachten, in welcher die EULERsche Zahl offensichtlich die ganz einfache Darstellung e = 2,1111---
besitzt. Die Kunst besteht nun darin, die Darstellung von e zur Basis E in die zur Basis D umzurechnen,
d.h. also, die Koeffizienten e; = 1 in die Koeffizienten dj, zu tiberfiihren. Genau diese Umrechnung leistet der
Tropfel-Algorithmus. In dem obigen Pseudo—Listing bedienen wir uns der beiden Standardoperationen div
und mod — der ganzzahligen Division und der Bestimmung des Divisionsrestes, die in den meisten hdheren
Programmiersprachen implementiert sind. Die Zahl n muss vom Benutzer eingegeben werden; sie legt die
Anzahl der zu berechnenden Dezimalstellen fiir e = 2,dyds - - - d,, fest. Nach Ablauf des Algorithmus kénnen
die berechneten Dezimalstellen in dem Feld dg, 0 < k < n abgerufen werden. Fiir n = 450 benétigt ein 386er
PC mit Arithmetik—Prozessor weniger als 3 Sekunden. Das Ergebnis:

e = 2.718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247 093 699 959 574 966 967 627 724 076 630 353 547
594571 382178 525166 427 427 466 391 932 003 059 921 817 413 596 629 043 572 900 334 295 260 595 630
738132 328 627943 490 763 233 829 880 753 195251 019011 573 834 187930 702 154 089 149934 884 167
509244 761 460 668 082 264 800 168 477 411 853 742 345 442 437107 539077 744 992 069 551 702 761 838
606 261 331 384 583 000 752 044 933 826 560 297 606 737 113 200 709 328 709 127 443 747 047 230 696 977
209310141 692836819 025 515108 657 463 772111 252 389 784 425 056 953 696

3.2.2 Der Tropfel-Algorithmus fiir die Kreiszahl 7

0: || Einlesen von n (Anzahl der Dezimalstellen)

1: || N:=10xn div 3;

2: || fir j:=0,1,...,N:

3: pj :=2; (Ende j)

4: || k:=0; m:=0;

5: || wiederhole:

6: a:=0;

7: fir j:=N,N—-1,...,1:

8: s:=10%p;j+ax*(j+1);

9: a:=s div (2xj+1);
10: pj:=s mod (2xj+1); (Ende j)
11: s:=10%xpg+a; d := s div 10; pp := s mod 10;
12: falls (dr < 9) dann m :=k sonst
13: falls (dr = 10) dann
14: fir j:=m,m+1,...,k—1:
15: d;j :== (1+d;) mod 10; (Ende j)
16: di :==0; m:=k; (Ende falls, Ende falls)
17: k:=k+1;
18: || bis (k> N).




Dieser ist dhnlich aufgebaut wie der Algorithmus fiir e. Er verwendet die folgende Darstellung der Kreiszahl,
némlich

1 2 3 4 1 2 3 4
m=2+3 [2+g (2+? (2+§(2+---)))] =2+ 3 [pl+3 (p2+? (p3+§(p4+---)))].
Das heif3t, in der Basis
1234
P=(z,-,2,=,...
(3’ 579 )
hat nun 7 die sehr einfache Darstellung = = 2,2222 - --. Die Umrechnung dieser Darstellung zur Basis P in

diejenige zur arithmetischen Basis D erfolgt dem Prinzip nach wie beim Tropfel-Algorithmus fiir e. Anders
jedoch als bei jenem Algorithmus kénnen jetzt Stelleniiberliufe auftreten. Genauer, es kann die (nicht
zuléissige) Dezimalstelle d, = 10 auftreten (was tatséchlich das erste Mal bei k = 32 passiert). In diesem Fall
muss die vorausgegangene Stelle dp_; um 1 erhdht werden. Ist aber di_; = 9, so ergibt sich nun wiederum ein
Stelleniiberlauf di_; = 10, und die Korrektur muss um eine weitere Stelle nach vorne verschoben werden, usw.
Der gesamte Korrekturprozess wird in den Zeilen 12-16 des obigen Pseudo-Listings bewerkstelligt. Dartiber
hinaus reicht es nicht wie bei der Berechnung von e, lediglich die n Stellen der E-Basisdarstellung e =
€p, €16z . ..ey fiir die n Dezimalstellen e = dy,d1ds - - - d, heranzuziehen. Die Darstellung der Zahl 7 geméif
T = dy, d1ds - - - dy, bedarf hingegen der Umrechnung aller N Stellen der P-Basisdarstellung 7 = pg, p1ps -+ - pn
mit N := [10—”] Demgemif ist der Aufwand gegeniiber der Berechnung von e hier hoher. Die Ermittlung der

3
folgenden n = 450 Dezimalstellen dauerte etwa 13 Sekunden.

m = 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 399 375 105 820 974 944 592 307 816 406 286 208
998 628 034 825 342117 067 982 148 086 513 282 306 647 093 844 609 550 582 231 725 359 408 128 481 117
450284102 701 938 521 105 559 644 622 948 954 930 381 964 428 810 975 665 933 446 128 475 648 233 786
783165271201 909 145 648 566 923 460 348 610 454 326 648 213 393 607 260 249 141 273 724 587 006 606
315588174 881 520920962 829 254 091 715 364 367 892 590 360 011 330 530 548 820 466 521 384 146 951
941511609 433057 270 365 759 591 953 092 186 117 381 932 611 793 105 118 548

Produktreihen

Definition 3.20 Ist j : Ng — Ng eine Permutation der nichtnegativen ganzen Zahlen, so

o0 o0
heifie die Reihe Y- aj) eine Umordnung der gegebenen Reihe Y a,. Eine konvergente Reihe
n=0 n=0

o0

> a, mit der Summe s heifle unbedingt konvergent, wenn jede ihrer Umordnungen wieder
n=0

gegen s konvergiert.

o0

‘BSP. (3.2.10) ‘ (a) Die alternierende harmonische Reihe Y (—1)""'1 ist konvergent zum Sum-
n=1

menwert s = In2. Wir konstruieren die folgende Umordnung;:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —
I =3 43 -2 +5 =5 +7 =8 5 —% *tii —1= * =5

: 1 _1 1 _1 1 14—
2| 2 4 +6 8 +10 12 + -2
1 1 1 1 1 1 1 1 _ 3s

(+) 1 +t3 —3 *3 +7 1 tg tiooms to =3

Offensichtlich steht links eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe, die nun den Sum-
menwert %s hat.

(b) Fasst man in der alternierenden harmonischen Reihe zuerst alle negativen Summanden und da-
nach alle positiven Summanden zusammen, so ergibt sich nun sogar eine divergente Umordnung.

Das hier festgestellte Ph&inomen tritt bei allen bedingt konvergenten Reihen auf.

Merke: Bedingt konvergente Reihen konnen stets so umgeordnet werden, dass
sich ihr Grenzwert dndert oder sogar so, dass sie divergieren!

Dagegen gilt:



Satz 3.20 Eine konvergente Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergiert.

Begriindung: Wir beschrénken uns hier lediglich auf den Nachweis der praktisch wichtigen Implikation

absolute Konvergenz = unbedingte Konvergenz.

Es geniigt, Reihen E an mit reellen Reihengliedern a, zu betrachten, da wir sonst eine Zerlegung

Gn = ay + 163, in Realf und Imaginérteil vornehmen kénnen.

1.Schritt: Es gelte zunéchst a,, > 0V n € Ny. Es sei Z @j(n) eine Umordnung. Dann gilt offenbar:
n=0

N

Zaj(n)SZanVNEN

Aus dem Monotoniekriterium erhélt man die Konvergenz der Umordnung, ferner hat man E Ajn) <

n=0

E an. Vertauscht man jetzt die Rollen beider Reihen, so erhilt man mit denselben Argumenten
n 0

E an, < E aj(n), und die behauptete Implikation ist in diesem Fall bewiesen.
n=0

2.Schritt: Es seien nun a, € R beliebige Koefﬁzienten. Aus der absoluten Konvergenz folgt, dass auch
die beiden Reihen E (lan|+ap) und E (lan| — an) konvergieren. Da beide Reihen nichtnegative
Relhengheder haben smd sie gemif 1. Schrltt unbedingt konvergent. Dies trifft auch auf ihre Differenz

Ean 7. a

Mit Hilfe von Satz 3.20 wollen wir das Produkt
P := (Z an> (Z bn> (2.24)
n=0 n=0

(0] o0
zweier absolut konvergenter Reihen E s E b,, berechnen. Mit dhnlicher Konstruktion wie
=0

=0
im Falle endlicher Summen miissen dabe1 d1e Koeffizienten des folgenden Produktschemas

in einer geeigneten Reihenfolge zu einer Folge neuer Koeffizienten ¢y, ¢y, ¢, ... angeordnet
werden:
ag'bg ao'b1 ag'bg ao'bg
e 4 4 e
Co ay - bg a - b1 ay - bg a - bg
e e e e
C1 ag - bg as - b1 ag - bg as - bg
e 4 4 e
Co as - b() as - b1 as - b2 as - b3
e e e e
C3

Durch Summation ldngs der Diagonalpfeile erhilt man zum Beispiel:

cn =Y akby_y ¥ n € Ny. (2.25)
k=0



Es ist aber auch die folgende Zahlweise ldngs der angegebenen Pfeile mdéglich:

Cl()'bg Cl()'bl ag'bg Cl()'bg
T T T

al'bg — al-bl al'bg al'bg
T T

Clg'bg — Clg'bl — ag'bg ag'bg
T

Clg'bg — Clg'bl — ag'bg — Cl3'b3

Hier haben wir

Co = agbo, Cc = Cllb(), Cy = Cllbl, C3 = a,gbl, Ca (226)

Definition 3.21 Die aus den beiden Rethen § ay, und § bn gemaf$ der Vorschrift (2.25)
n=0 n=0
gebildete Reihe

S enm 3 (z b>
n=0 n=0 \k=0

heiffe das Caucuy—Produkt beider Reihen.

o0 o0
Satz 3.21 Sind die beiden Reihen Y. a, und > b, absolut konvergent, so konvergiert auch
n=0 n=0
thr CAucHY —Produkt absolut, und es gilt

(i an> (ooo bn> = i (iﬁ akbn—k> : (2.27)

n= n=0 \k=0

o0 o0
Begrindung: Es seien Y. a, =: a und ) b, =: b absolut konvergent, und es sei (cp)nen, eine

beliebige Anordnung der Produkte aj - by Zu einer Folge. Bezeichne py den hochsten Index von a;

N
bzw. by, der in der Summe ) ¢, auftritt. Dann gilt

g:olcnl < (g}lajl) <I§|bk|> < (gmﬂ) <§|bk|> VN eN,

n=0

N
das heift, die Folge < > |cn|> ist nach oben beschriankt. Da sie aulerdem monoton 1, muss sie
NeN
o0

konvergieren. Nun ist die Reihe ) ¢, gemé&f Satz 3.20 unbedingt konvergent. Wéhlen wir ¢, nach
n=0
der Vorschrift (2.25), so ist die rechte Seite der Gleichung (2.27) konvergent zum Summenwert s.

Wihlen wir hingegen die spezielle Umordnung (2.26), so ersieht man

N2-1 N-1 N—-1
_ 1 I . _
STl 2 e fim | 2w (Zbk) =ab
n=0 j=0 k=0



(0] o0
Merke: Fiir absolut konvergente Reihen > a, =: a und } b, =: b gilt die
n=0 n=0

Produktformel
o0 o0 o0 n o0
=S (z anbk> _3 (z anbk> S (z akbnk> =Y abe
n=0 \k=0 k=0 n=0 \k=0 n,k=0
Setzt man a,; = a,b so gilt fiir absolut konvergente Doppelreihen § ks
n,k=0

dass jede Summationsreihenfolge denselben Summenwert liefert, zum Beispiel:

n,k=0 n=0 k=0 n=0 k=0

o0 n o0
‘BSP (3.2.11) ‘ ) Wir haben in BSP. (3.2.5) gezeigt, dass die beiden Reihen ) %7 und ) %7
n=0 " n=0
fiir jeden Wert von z,y € R absolut konvergent sind, und zwar zum Summenwert e” bzw. Y. Aus

Satz 3.21 erhalten wir:

o - (BRSNS )

ad n! X (x n
- 2_: .<Z (n_k)!g”kyn_k):z:( +.y) =t

k=0

Insbesondere fiir y := —x resultiert:

Wir fassen zusammen:

Funktionalgleichung der Exponentialfunktion e* =

e . eV = €z+y, e .o T = 60 — 1, e T — i (_]-)ngjn

x n
(b) Da die Reihe > Z7 auch fiir alle z € C absolut konvergent ist, setzen wir
n=0

exp(z) := i — VzeC. (2.28)
n= 0

Wie in (a) erhalten wir die Funktionalgleichung

exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + 22) V 21,22 € C, exp(0) = 1. (2.29)



Ferner gilt exp(z) = € V z € R. Durch diese Eigenschaften hatten wir in Definition 2.8, [Abschnitt
2.3] die komplexe Exponentialfunktion charakterisiert. Wir erhalten nun die

Darstellung der komplexen Exponentialfunktion:
o0 ZTL
e’ :=exp(z) =) — VzeC.
n=0 7’L'
EuLERsche Formel:
e = exp(iy) = cosy + i siny = Z—' VyeR.
= n!

(c) Zerlegt man die komplexe Reihe in der EULERschen Formel in Real- und Imaginérteil (wegen der
absoluten Konvergenz sind Umordnungen erlaubt!), so findet man:

(0] o0
o (—l)ky% ] (_l)ky2k+1
COSYy + 1% s1ny = E ——— + E 7‘V’y€R.
pa (2k)! pre (2k + 1)!
(n=2k) (n=2k+1)

Werden auf beiden Gleichungsseiten Real- und Imaginérteil miteinander verglichen, so ergibt sich
die folgende Reihendarstellung der trigonometrischen Funktionen:

B 00 (_1)ky2k ) B 00 (_1)ky2k+1
cosy =2 k) Smy—g 2k +1)!

k=0

VyeR.

Setzen wir z := y € C in diese beiden Reihen ein, so erhalten wir mit Hilfe des Quotientenkri-
teriums wiederum absolute Konvergenz beider Reihen fiir jedes feste z € C. Diese Tatsache
gibt Anlass zu folgender

Definition 3.22 Die gemafs

B 00 (_1)]6221: ) B 0 (_1)k22k+1
COSZ.—Zw, SIHZ—]CZ%W

k=0

VzeC

definierten Abbildungen cos,sin : C — C heiflen komplexe Cosinusfunktion bzw. komplexe
Sinusfunktion.

Bemerkung 3.14 (a) Es gelten die Beziehungen

=cosz+ 1 sin z, v C
3 FASH OF
e~ =cosz — 1 sin z,

eZZ

(b) Durch Addition und Division durch 2 bzw. Subtraktion und Division durch 2i der obigen
Gleichungen erhélt man:

% (eiz + e—iz) ,

. L/, i
sinz = — (6” —e ”) ,
21

COS 2 =

Vz e C.

(c) Mit Hilfe der Funktionalgleichung (2.29) zeigt man jetzt ohne Schwierigkeiten:

COS 21 * COS 23 F sin 21 - sin zp = cos(z; &+ 23) V 21,29 € C,
sin zq - €08 23 + €08 21 - sin 2o = sin(zy + 23) V 21,29 € C,

cos? z + sin? 2 =1 Y zeC.




Kapitel 4

Vektoren

4.1 Lineare Gleichungssysteme. Der GAUss—Algorith-
mus
Lineare Gleichungssysteme treten in iiberaus zahlreichen Problemen der Mathematik, der

Physik und der Ingenieurwissenschaften auf. Wir wollen hier ein einfiihrendes Beispiel mit
neutralem Charakter voranstellen.

‘BSP. (4.1.1)‘ Ein Nahrungsmittel enthalte verschiedene Schadstoffe S1,S55,...,S55, die als Be-
standteile handelsiiblicher Pflanzenschutz— und Konservierungsmittel A, B, C, D, E in das Endpro-
dukt geraten sind. Der Einsatz dieser Chemikalien bei Produktion und Vertrieb ist in der ersten

Tabelle aufgelistet. In der zweiten Tabelle ist die Zusammensetzung der verschiedenen Chemikalien
nach Anteilen der Schadstoffe Sy, Ss, ..., S5 aufgeschliisselt.

1) | Landwirt A [ [ S5:][S2]85]8:]8s]
2) | Rohproduktlager B Al02[05] — 03] —
3) | Veredelungsbetrieb : C B10.1106|03 | — | —
4) | Grossist D C|01]02(0.2]0.3|0.2
D — | —101({04]|0.5

Eine Probe des fertigen Nahrungsmittels beim Endverbraucher ergab die folgende Analyse (in Ge-
wichtseinheiten):

[ S [S2 | Ss [ 4] 5]
10.75 [ 2.25 [ 0.65 [ 1.60 | 0.75 |

Problemstellung: Mit welchen Mengen sind die einzelnen Stationen an der Schadstoffbe-
lastung des Fertigproduktes beteiligt? Mathematisierung: Sei x; (in Gewichtseinheiten)
die Menge der Chemikalie A, die der Landwirt verwendet hat, ..., z5 die Menge der Che-
mikalie F, die der Einzelhéindler verwendet hat. Zu 16sen ist das folgende System von fiinf
Gleichungen mit fiinf Unbekannten x,zs,...,T5:

0.2:L‘1 + 0.1]72 + 0.1IL‘3 + 0]74 + 0:L‘5 = 0.75,
0.521 + 0.6x2 + 0.223 + Ox4 + 0.1x5 = 2.25,
0z; + 0.3z 4+ 0.223 + 0.1z4 + 0.3x5 = 0.65,
0.3z1 + Oxo + 0.323 + 0.4x4 + 0.325 = 1.60,
0z1 + Oxo + 0.223 + 0.524 + 0.325 = 0.75.
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Es ist zu erwarten, dass zu diesen fiinf Gleichungen Lésungen z1,z9,...,x5 existieren. Tatséch-
lich priift man durch einfaches Einsetzen, dass das obige System mit folgenden Zahlen erfiillbar ist:
r1=3,1z9=1,23=0.5, 24 =1, x5 = 0.5.

Wir erweitern das einfiihrende Beispiel zu folgendem allgemeinen Problem: Gegeben seien
ein Korper K und Elemente

ar €K, bjeK, j=12,....m k=1,2,...,n, (m,neN fest).

Gesucht ist ein n—Tupel (1, z3,...,2,) € KX K x --- x K =: K", fiir welches die folgenden
Gleichungen simultan gelten:

a;1T1 + ajpTs + -0+ aipTy, = by,

2171 + Qoo + -+ + QopTy = by,
T+ e R o =

A1 T1 + Qa2 + -+ + QpnTn = by,

oder in Kurzform

Y ajry=0b; Yji=1,2,...,m. (LG)

k=1

Definition 4.1 Das System (LG) heifle ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekann-
ten xp und m Gleichungen. Die Elemente aj, heiffen die Koeffizienten, und die Elemente b;
rechte Seiten. Das System heifse homogen, wenn b; =0V j =1,2,...,m gilt; sonst heifle es
inhomogen. Die stets existierende Losung x1 = o = --- = x, = 0 des homogenen Systems
heiffe triviale Lésung.

Wir wollen im Zusammenhang mit (LG) die folgenden Fragen diskutieren:
e Wann existieren Losungstupel (zq,xo, ..., 2,)?
e Sind Losungstupel eindeutig bestimmt?
e Wie konnen Losungstupel algorithmisch bestimmt werden?

Die Beantwortung dieser Fragen gestaltet sich in einigen Spezialfillen sehr elementar. Dazu
verwenden wir fiir (LG) eine schematische Darstellung in der selbsterkldrenden Form

‘ T Ty e T H 1 ‘ Kurzform:
a1 Q12 st Qg by
Q21 (22 R ¢ 7 by
m
am1 Am2 o Amn bm

TYP (I)| Eindeutiger Typ:

% )
%
*
* »lm>n
*
0 0
O 0 0 |




Charakteristisch fiir diesen Typ ist, dass alle Diagonalelemente von Null verschieden sind

*:ajjgé()Vj:LQ,...,n.

Das Losungstupel (zq, %o, ..., ,) ist ganz offensichtlich eindeutig bestimmt: Beginnend mit
Zn, lassen sich alle xj in eindeutiger Weise sukzessive berechnen, und zwar durch Riickwérts-

einsetzen:

ajj k=j+1

1 n
Z'J:—(b]_ Z ajkxk), V]:n,n—l,,l

Das Riickwértseinsetzen kann algorithmisch sehr einfach formuliert werden. Vorzugeben sind die
Koeffizienten a;j, des linearen Gleichungssystems (LG) vom Typ (I) sowie die rechten Seiten b;.

Riickwirtseinsetzen zur Berechnung von (z1,zs,...,2,).
1: fir j:=n,n—1,...,1:
2: 5:=bj;
3: fir k:=754+1,74+2,...,n:
4: S 1= 8 — Gjk * Tk;
5: zj = s/aj;.(Ende k,j)
|BSP. (4.1.2)]
2tx1 + 3x9 — (1+i)(1)3+ Oy = —-143 =
To + dxs + x4 = 0 =
T3 — 2x4 = 9 =
STy = —20 =
0 = 0
Die eindeutig bestimmte Losung ist |z1 = 2, 2 =0, z3 =1, x4 = —4.

TYP (II) | Mehrdeutiger Typ:

| f

0 0

0

0

Charakteristisch fiir diesen Typ ist, dass nicht alle Koeffizienten

z =& (1+i—1+3i)=[2],

29 =4—4+0=[0],

z3 = -8+ 9=[1],

)

x £ 0

(II4:.

auf den Stufenposi-

tionen Diagonalelemente sind. Die Diagonalelemente a;; der Variablen z; in den Positionen f
sind Null; genau diese Variablen z; sind frei wéhlbar. Werden die Ausdriicke auf den Posi-
tionen f auf die rechte Seite gebracht, so entsteht nun wieder ein eindeutig l6sbares System

vom Typ (I).
|BSP. (4.1.3)|

2:53—{— 2z4 + r5 = 14 =
0 = 0]

1,‘3:7—154—%155.



Offenbar kénnen die Variablen z9 = C1, x4 = Cs, x5 = C3 mit beliebigen Werten belegt werden, so
dass die folgende mehrdeutige Losung resultiert:

3 3 1
271:—9-’—101-’—02-’—103, 272201, ZL‘3:7—02—503, 274:02, ZL‘5:C3.

TYP (III) | Unlésbarer Typ:

* )
*
*
* b m
*
0 *
@) 0 0 )

Auf den gekennzeichneten Stufenpositionen |* # 0| stehen wieder nichtverschwindende Koef-

fizienten, ebenso auf der gekennzeichneten Position von b;. Da die Zeile 0 = * durch keine
Wahl der x; erfiillbar ist, liegt hier ein unlésbares Gleichungssystem vor.

|BSP. (4.1.4)]
4y — 339+ 413 — r5 = —8
223 + 2x4 + x5 = 14
Ox4+ Oz5 = 7 | = unlosbar!

Definition 4.2 Jedes der linearen Gleichungssysteme vom Typ (1), (II) oder (III) heife ein
Staffelsystem oder System in Stufenform, kurz S—System. Jede der m Gleichungen in (LG)
heife eine Zeile. Durch Numerierung der Gleichungen in (LG) von oben nach unten sind die
Zeilen geordnet gemdfs 1. Zeile, 2. Zeile,. .., m—te Zeile.

Gelingt es, ein beliebiges Gleichungssystem (LG) in die Stufenform zu bringen, so gewinnt
man sofort die Losung gemifl den oben angegebenen Schritten zu den Typen (I), (II) oder
(IIT). Ein Verfahren, welches ohne Anderung der Losungsmenge die Transformation des Sy-
stems (LG) in die Stufenform leistet, ist der GAuss—Algorithmus. Zu dessen Versténdnis
bendtigen wir den Begriff einer elementaren Umformung (GAuss—Schritt).

Definition 4.3 Unter einer elementaren Umformung eines linearen Gleichungssystems ver-
steht man eine der folgenden Operationen:

(A) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ¢ # 0: | cZ; = Z;;

(B) Zu einer Zeile wird das Vielfache einer anderen Zeile addiert: | Z; + cZy = Z;;

(C) Zwei Zeilen werden vertauscht: | Z; < Zy.




‘BSP. (4.1.5) ‘ Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

0 r1 + T2 — 3 r3 + 2 T4 = 4,
2¢1 + 4x9 + 623 — 224 = 10,
3z1 4+ 9z — 3z3 + 0xy = 12.
Vereinfachung der Schreibweise: Da die Stellung der Unbekannten (x1, z9, ..., x;,) ohnehin klar ist,

koénnen die x; fortgelassen werden. Wichtig sind nur die Stellungen der Koeffizienten aj; und der
rechten Seiten b;.

0o 1 -3 2 4

572=> Ty, 71 & Zy 2 4 6 —2 10
3 9 -3 0 12

12 3 -1 5

| Zy — 37, = 73 0o 1 -3 2 4
3. 9 -3 0 12

1 2 3 -1 5

| Z3 — 32, = Zs) 0o 1 -3 2 4
0 3 -12 3| -3

12 3 -1 5

o 1 -3 2 4

0 0 -3 -3 | -15

Durch den Prozess des Spaltenausrdumens mittels elementarer Umformungen haben wir ein S-
System vom Typ (II) erzeugt. Die Losung kann nun direkt bestimmt werden. Der Wert der Variablen
x4 = C ist beliebig wihlbar. Wir erhalten in dieser Reihenfolge z3 = 5 — C, 29 = 19 — 5C, z; =
—48 + 14C. Das Losungstupel lautet somit

(x1,%9,x3,24) = (—48 + 14C,19 — 5C,5 — C, C).

Durch Einsetzen in das Ausgangssystem iiberpriift man sofort, dass dieses Tupel nicht nur das S—
System 16st, sondern auch das Ausgangssystem.

Die hier formulierte Aussage bleibt auch im allgemeinen Fall wahr:

Satz 4.1 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems wird durch elementare Umfor-
mungen nicht verdndert.

Begrindung: Diese ist klar bei Umformungen vom Typ (A) oder (C). Zu zeigen ist die Aussage fur
Gauss—Schritte vom Typ (B). Zum Beispiel gelte ‘Zl +cZi = Zl.‘ Ist (p1,p2,...,pn) eine Losung
von (LG) vor der Umformung, so gilt insbesondere

n n
> aikpr =bi, Y awpr = by, (1.1)
k=1 k=1
aber nach der Umformung
n n
> awpe =bi, Y (aw + cag)pr = b + cb;. (1.2)
k=1 k=1
Das heifit, (p1,p2,...,pn) ist auch eine Losung des transformierten Systems. Sei nun umgekehrt
(p1,p2,-..,pn) eine Losung des transformierten Systems, so gelangt man durch den Gauss-Schritt

‘ Zy — ¢Z; = Z; | mit demselben ¢ wieder von (1.2) zuriick zum Ausgangssystem (1.1). Man erkennt,

dass (p1,p2,...,pn) auch eine Losung des Ausgangssystems ist. O




Mit dem oben durchgefiihrten Verfahren des Spaltenausrdumens durch elementare Umfor-
mungen haben wir bereits die Grundform des GAuss—Algorithmus vorliegen, den wir in der
folgenden Weise schematisieren kénnen:

0| 1.Spalte enthalt nur
0 Nullen:
0 betrachten
» 0 => x, beliebig >
0 Restsystem
0
0

x| Koeffizient #0
GAUSS-Schritt(C)

®

GAUSS-Schritte il (A) und (B)

Falls mehrere Koeffizienten # 0 sind, so
ist es numerisch am vorteilhaftesten, den
betragsgroi3ten Koeffizienten in Zeile 1 zu
schaffen (Pivot-Element).

cNoNoNoNoNaoly

Mit dem Restsystem wir der GAUSS
Algorithmus wieder von vorne durchlaufen. betrachten l Restsystem
Nach endlich vielen Schritten hat man ein *
S-System erzeugt.

Restsystem

‘BSP. (4.1.6) ‘ Das folgende Zahlenschema

17> 7, 1 -2 -2 2
0 5 4 20
Z3y — 102y = Zo
0 10 5 40
—175 = Z3 1 -2 -2 2
Zn+223 = 7y 0 1 % 4 (¥) S—System, Typ (I)
Zy — 373 = Zs 0 0] -3 0
1 -2 0 2
7y + 225 = 7y 0 1 0 4
0 0 1 0
1 0 0 10 ) = 10
0 1 0 4 Ty = 4
0 0 1 0

r3 = 0




ist dem linearen Gleichungssystem

rT — 2:132 - 2]73 = 2,
3z — To — 2x3 = 26,
9T — dzz3 = 50

zugeordnet, wobei wir beim Aufschreiben des Zahlenschemas die elementaren Umformungen
‘Zg — 3721 = Zy ‘ und ‘Zg — 571 = Zg‘ durchgefithrt haben. Wir erkennen bereits in der Position
(%), dass das vorgelegte System eindeutig losbar ist. Durch weitere elementare Umformungen erhélt
man das zuletzt aufgeschriebene entkoppelte System, in welchem das Ldsungstupel sofort ablesbar
ist:

(71,22, 73) = (10,4,0).

‘BSP. (4.1.7) ‘ Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

T — X2 +  x3 + 2x4 = 9,
—2x1 4+ 230 — r3 — 3x4 = -9,
3:L‘1 - 3IL‘2 + 4]73 + 8IL‘4 = 18.

Wir fithren beim Aufschreiben des zugeordneten Zahlenschemas die elementaren Umformungen
Zy + 271 = Zy ‘ und ‘ Z3 — 371 = Z3 | durch. Mit diesem Schritt wird die erste Spalte ausgeriumt.

77, > 7 1 -1 1 2 5
Z— 7, > 2, o 0 1 1 1
o 0 1 2 3
1 -1 1 2 5
Zy—Zy—2Z3= 2] — 0 0 1 0| -1 (x) S-System, Typ (II)
0o 0 0 1 2
1 -1 0 0 2 T1 — T3 = 2
0o 0 1 0 -1 3 = —1
0 0 0 1 2 Ty = 2

Aus dem entkoppelten System kann das Losungstupel wiederum unmittelbar abgelesen werden. Wir
wihlen zo = C beliebig. Es folgt

($1,$2,$3,$4) = (2+ Ca Ca_172)a CeK.

Bemerkung 4.1 Wir vereinbaren eine Addition + von n—Tupeln und eine Multiplikation
mit Skalaren A\-mal in folgender Weise:

+ : (I1,$2,...,$n) + (y17y27"'7yn) = (x1+y1,$2+y2,...,$n+yn),
A-mal A (1,29, ) = Az, Az, . A1)
mit (x1, Za, ..., 2n), (Y1, Y2, ..., yn) € K" und A € K. O

Setzen wir jetzt im obigen Beispiel
(hl, h2? h3a h4) = (Ca Ca 03 O)a (plaanp3ap4) = (23 03 _la 2)3
so hat das Losungstupel die Form

(1,22, 3, 24) = (h1, ho, h3, ha) + (P1, P2, D3, P4)-



Wir stellen fest, dass das 4-Tupel (hy, ho, hs, hy) = (C, C,0,0) fiir jede Wahl von C € K Losung des

homogenen Systems ist:

cC - C + 1-0 + 20 = 0,
—2C + 2C — 1.0 — 3-0 = 0,
3C — 3C + 4.0 + 8.0 = 0.

Der hier beobachtete Zusammenhang ist in allgemeiner Form giiltig. Wir formulieren ihn als

Satz 4.2 Zwei Losungen (x1, g, ...,x,) und (y1,Yy2,...,Y,) des inhomogenen Systems (LG)
unterscheiden sich stets nur um eine Lésung des homogenen Systems. Das heifit, das n—Tupel

(h17h27"'7hn) = (xlax%"'axn)_(y17y27"'7yn) = (xl_ylaxZ_y%---;xn_yn)

lost das homogene System. Daher erhdlt man die Losungsgesamtheit des inhomogenen Sy-
stems (LG), wenn man nur eine dieser Losungen kennt — eine sogenannte partikulire Lésung
(p1,p2,--+,Pn) — und dazu eine beliebige Losung (hy, ha, ..., h,) des homogenen Systems ad-
diert:

L(LG) = {(z1,29,...,2,) € K" : (x1,29,...,2,) = (h1, hoy ..., hy) + (D1, D2, - -, Pn) }-

Begriindung: Sind (x1,x9,...,2y,) und (y1,y2,...,yn) Losungen des inhomogenen Systems (LG), so
gilt
n n
Zajkxk:bj, Zajkyk:bj Vi=12,...,m.
k=1 k=1

Durch Subtraktion beider Gleichungen erhilt man

n
Zajk(xk—yk)zo ijl,?,...,m.
k=1

Also ist (hy,ho, ..., hy) = (£1 — y1,Z2 — Y2, ..., Ty — Ypn) eine Losung des homogenen Systems. O

Bemerkung 4.2 (a) Bei S-Systemen vom Typ (I) (eindeutiger Typ) hat das homogene Sy-
stem nur die triviale Losung. Dies gilt auch fiir alle Systeme, die sich durch elementare
Umformungen auf ein S-System vom Typ (I) zuriickfiihren lassen.

(b) Ist (hi, ha,...,h,) eine Losung des homogenen Systems (LG), so auch C (hy, ho, ..., hy,)
=(C-hy,C-hy,...,C-hy,) mit jeder Zahl C' € K. Das heifit, hat das homogene System (LG)
eine nichttriviale Losung, so hat es auch unendlich viele Losungen. Ist dariiber hinaus das
inhomogene System losbar, so hat auch dieses unendlich viele Losungen. O

‘BSP. (4.1.8) ‘ Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

227 + 2z9 — 3x3 + 4dx4 = 1,
T — 230 + r3 — T4 2,
4:]71 - 2:132 — r3 + 2[134 = —1.



Wir fithren bereits beim Aufschreiben des zugeordneten Zahlenschemas eine elementare Umformung

durch, so dass in Zeile 1 an erster Stelle eine 1 erscheint.

1 -2 1 -1 2
Z2 — 2Zl = Z2 9 9 _3 4 1
Z3—4Z1 :>Z3 4 —9 _1 9 1
1 -2 1 -1 2
A 0 6 -5 6| -3
s> % 0 6 -5 6| -9
1 -2 1 -1 2
1 +27y = 7 ‘ 0 1 —% 1 —% (¥) S—System, Typ (III)
0 0 0 0 —6
1 0 —% 1 1 1 —233 414 1
0 1 —% 1 —% T2 —%(Ifg +x4 = —%
0 0 0 0 —6 0 = —6

Das System in der Position (k) ist unlésbar, da die dritte Zeile der nicht erfiillbaren Gleichung
0-2z14+0-224+0-234+0-x4 = —6 entspricht. Betrachten wir jedoch das homogene System mit
lauter Nullen auf der rechten Seite, so entnehmen wir dem entkoppelten System, dass 3 = C; und
x4 = Cy beliebig wéihlbare Zahlen sind. Wir erhalten die folgende Losung des homogenen Systems:

(h1,ha,h3,hy) = (3C1—Cs,3C1 —Cy,C1,Co)
= Cl(%a%alao)+02(_1a_1a031)'

Wir bringen die Erfahrung aus den obigen Beispielen in den folgenden Satz ein.

Satz 4.3 (Gaussscher Algorithmus)

Jedes lineare Gleichungssystem (LG) kann durch elementare Umformungen (GAuss—Schritte)
(eventuell unter Hinzunahme von Spaltenvertauschungen, wodurch sich zwar die Reihenfolge
der Variablen, nicht aber die Lisungsmenge dndert), in ein Staffelsystem der folgenden Form
gebracht werden:

Tpy + Clry Ly + - 4+ Cir, Ty, + - 4+ iy, = dl;
Ty, + - 4+ Cor, Ty, + - 4+ Copx, = d27
Ty, + o+ CpnTn = dk, (].3)
0 = dk+17
0 = d,,.

Dabei gilt 1 <1 <19 <--- <71 <nundl <k <min{m,n}. Die Zahl k heifit der Rang
des linearen Gleichungssystems (LG).
(a) Das lineare Gleichungssystem (LG) ist genau dann lGsbar, wenn im Staffelsystem (1.3) die
Bedingungen

dy1 =dpyo =+ =dp =0

erfillt sind.

(b) Im Falle der Losbarkeit kénnen alle x; aufler den Unbekannten ., , Ty, ..., x,, frei gewdhit
werden; das sind n— k Freiheitsgrade. Die Lisungsgesamtheit des Systems (LG) enthdlt dann
n — k frei wdhlbare Parameter.



‘BSP. (4.1.9) ‘ Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

3z + T3 + x5 = 1,
2]71 - 3]72 + r3 — 2]74 — Iy = 2,
2z1 + 3x9 4+ 3xz3 — 224 + x5 = 4,
4]71 - 3]72 + 3IL‘3 - 4]74 — Iy = 5.

Wir fithren beim Aufschreiben des zugeordneten Zahlenschemas die elementaren Umformungen

g — Jy = Z3|, | Ly — 272y = Z4 ‘ und ‘ 7y < Zy | durch, so dass folgendes System erscheint:

2 -3 1 -2 -1 2

Zy — Joy = 7y 0 3 1 0 1 1

Z3 — 22y = Z3 0 6 2 0 2 2
0 3 1 0 1 1

ey B

L7222, (¥) S-System, Typ (IT)

? 0 0 0 0 O 0

3222 0o 0 0 0 0 0
1 0 1 -1 0 2
0 1 % 0 % % T1 +r3 —x4 = %
0 0 0 0 0 0 o —|—%(I;3 —{—%(I;5 = %
0 0 0 0 0 0

Wir haben bei diesem Beispiel m = 4, n = 5 sowie ry = 1, ro = 2. Also ist der Rang k& = 2. Das
System hat n — k = 3 Freiheitsgrade, und die drei frei wihlbaren Parameter sind x5 = Cy, z4 =
Cs, x5 = (5. Die Liésung lautet nun

($1,$2,$3,$4,$5) = (%a%aoaoao)—*—cl (—1,—%,1,0,0)
+ O (130303 130) +Cs (03 _%aoaoa 1)

4.2 Skalarenvektoren und Vektorriume

‘BSP. (4.2.1) ‘ Bei den in Abschnitt 4.1 behandelten linearen Gleichungssystemen

‘ T T9 e Ty, H 1 ‘
air a2 -+ aip || b
az1  azp -+ az, || bo
Aml aAm2 **° Qmn bm

treten geordnete m—Tupel (bzw. n—Tupel) reeller oder komplexer Zahlen in verschiedener Konstel-
lation auf, zum Beispiel:

(a) Die Koeffizienten der j—ten Zeile bilden das n-Tupel (a1, aj2,...,ajn).

(b) Die Koeffizienten der k-ten Spalte bilden das m-Tupel (a1, asgk, - - - Gmk)-

(c) Die rechten Seiten bilden das m-Tupel (b1, bo, ..., by).
)

(d) Jede Losung bildet ein n—-Tupel (z1,zo, ..., x,).



Es liegt nahe, in den Féllen (b) und (c) geordnete m—Tupel in Spaltenform zu schreiben und mit
einem Kurzsymbol zu bezeichnen:

by
- be
b:=1| . |, by € K, (K: =R oder K:=C).
bm,
In dieser Schreibweise wird das Carresische Produkt K" := K x K x --- x K als Menge von Zah-
n—mal
lenspalten aufgefasst:
1
Z2
K":{:E::E: e mkEK}.
In

Wir sind mit dieser Darlegung keinesfalls an die Korper K = R oder K = C gebunden. Es ist
iiblich, die Elemente eines beliebigen Korpers K als Skalare zu bezeichnen. In diesem Sinne
definieren wir:

Definition 4.4 Es sei K ein Kdorper. Das geordnete n—Tupel

X

Tn

heifie Skalarenvektor (auch Spaltenvektor) oder kurz Vektor. Die Elemente x), € K heifien
Komponenten von ¥. K' wird wiederum mit K identifiziert, und statt & = (x) € K' schreiben
wir einfach x. Das geordnete n—Tupel

2T = (z1,20,...,7,)

heifie der zu ¥ transponierte Vektor (oder Zeilenvektor). Es gilt

X

T
@T) = (21, 29,...,00)  =T=| | | VZeK",

Tn

womit eine platzsparende Schreibweise von Spaltenvektoren ermdglicht wird.

2 + 5i 2
Zum Beispiel: ¥:= | 2—5i | =(2+5i,2-5i,9)T €C?, Z:=|—-1|=(2, —1,07T eR3.
i 0

Auf der Menge K" fiihren wir zwei algebraische Operationen + (Addition) und A-mal (Mul-
tiplikation mit Skalaren) ein:

Definition 4.5 (a) Die Addition + : K" x K" — K" ist erklirt durch die Vorschrift

T Y1 T+

T Yo T2+ Y2

+1 | = V7,7 eK"

8y

+

<y
Il




Der Vektor ¥ + y heifle die Summe von T und .

(b) Die Multiplikation mit Skalaren A\-mal: K x K" — K" ist erklirt gemafs

T A$1
T A$2

A=A | | = ) VAieKVzeK
Tn ATy,

Der Vektor AT heiffe skalares Vielfaches von 7.

2+ 54 o+ 24 6 + 5¢
Zum Beispiel:2 | 2—5; | —4 | 5—2¢ | = | 2—15¢ |; das heift, Addition und A-Multiplikation
30 0 67

wirken komponentenweise.

Da die obigen Operationen Addition und A-Multiplikation in K" vollstindig zuriickgefiihrt
sind auf die Addition und die Multiplikation in K, iibertragen sich auch die Rechengesetze
auf K". Man deduziert ohne Schwierigkeiten die folgenden Rechenregeln:

Es sei K ein Korper, und es sei 1 das neutrale Element der Multiplikation. Wir
setzen V := K". Dann gelten in (V| +, A-mal) die folgenden Rechengesetze:
(A) Fiir die Addition:

—

(A.V1) T+y=y+7, (Kommutativgesetz)

(A.V2) T+ (J+2)=(@+79) + 2, (Assoziativgesetz)

(A.V3) @+ & = b besitzt fiir jede Vorgabe d, beV genau eine Losung Z,
namlich die Differenz von bund @ : ¥ =b — a.

(M) Fiir die Multiplikation mit Skalaren (A-Multiplikation):

(M.V1) A+ )T =AT+ p, (1. Distributivgesetz)
(M.V2)  ANZ+79) =T+ A\, (2. Distributivgesetz)
(M.V3) Ap)Z = Ap ), (Assoziativgesetz)
(M.V4) 1-7=2. (neutrales Element)

Bemerkung 4.3 Die Algebra (V, +) bildet offensichtlich eine abelsche Gruppe. Das neutrale
Element der Addition ist der Nullvektor 0 := (0,0,...,0)”, und das zu 7 inverse Element

— —

der Addition ist der Vektor —7 := (—1) Z. Es gilt 0& = 0, ferner A\@ = 0 < A = 0 oder Z = 0.

Definition 4.6 Es sei K ein Korper. Mit den obigen Verkniipfungen + und A\—mal versehen,
heiffe K™ n—dimensionaler Skalarenvektorraum dber K.

Neben den Skalarenvektorraumen spielen auch noch andere Vektorrdume eine erhebliche Rolle
in der Analysis, zum Beispiel Funktionenriume.

‘BSP. (4.2.2) ‘ Es sei K ein Korper. Wir setzen

K,[z] :== {P(z) : P(z) ist Polynom iiber K vom Grade hochstens n }.

4 m
Fiir P,Q € K, [z] mit P(2) := 3 az2" und Q(2) := 3 bp2, (ag, by, € K, 0 <I,m < n), setzen wir:
k=0 k=0



max{l,m}
+ : (P+Q)(z) := P(2)+Q(2) = Z (ap +bp)2" ¥V z € K,
k=0
A-mal (AP)(z) = AP(z) = Xl:(k ap)z" Vz e K Ve K.
k=0

Mit diesen Verkniipfungen verifiziert man auf K,[z] leicht die Rechengesetze (A.V1)-(A.V3) der
Addition und (M.V1)-(M.V4) der A-Multiplikation.

Definition 4.7 Gegeben seien eine Menge V- # O und ein Kirper K. Auf V seien eine
Addition + und eine A—Multiplikation A—mal mit Skalaren A\ € K so erkldrt, dass die Rechen-
gesetze (A.V1)—(A.V3) und (M.V1)-(M.V4) gelten. Dann heifie (V,+, A-mal) Vektorraum
(VR) iber K (manchmal auch linearer Raum). Ist speziell K = R, so heiffle V' ein reeller
VR; ist K = C, so heiffe V' ein komplexer VR.

‘ BSP. (4.2.3) ‘ (a) Der Raum R" ist ein VR iiber R, der Raum C" ist ein VR iiber C (aber auch
iiber R).
(b) Ortsvektoren sind Pfeile im (1-, 2- oder 3-dimensionalen) Anschauungsraum, die angebunden

sind an den Ursprung und mit der Pfeilspitze zu einem beliebigen Punkt des Anschauungsraumes
fithren. Wir setzen zum Beispiel

Ay := {Ortsvektoren im 2D-Anschauungsraum}.

Dann ist A ein VR iiber R. Die Rechengesetze erhélt man elementargeometrisch aus der Anschau-
ung.

Addition nach dem Parallelogramm Multiplikation mit Skalaren
der Krifte

In derselben Weise erklart man auch den VR

As := {Ortsvektoren im 3D—Anschauungsraum}.

yA

<V

xXv

|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
1 3

Veranschaulichung von R? Veranschaulichung von R3



Hiufig werden Ay und A3 zur Veranschaulichung der Vektorriume R? bzw. R3 herangezogen, in-
dem man im Ursprung 0 aufeinander senkrechte Koordinatenachsen einfiihrt und dem Punkt P des
Anschauungsraumes denjenigen Zahlenvektor Z = (z,4)? in R? bzw. Z = (z,y,2)" in R3 zuordnet,
dessen senkrechte Projektion auf die Koordinatenachsen die Zahlen z,y bzw. z liefert.

Beachte: Die Zuordnung A; < R? entspricht der Zuordnung C < Gauss-Ebene.

(c) Freie Vektoren. Im Gegensatz zu Ortsvektoren nennt man Pfeile im n-dimensionalen Anschau-
ungsraum (n = 1,2,3), die in einem beliebigen Punkt angekniipft sind, freie Vektoren ¢. Genauer
hat man:

[#'] :== Aquivalenzklasse aller mit ¥ gleichgerichteten, gleichlangen Strecken.
ein Reprasentant von vV

W —_— —_—

AVY V+W

A8
N
v
[v]
Freie Vektoren Addition und \-Multiplikation

freier Vektoren

Die Menge Vs := {[¢/] : ¥ freier Vektor im 2D—Anschauungsraum} bildet einen VR iiber R. Dabei
werden + und A-mal erklirt durch Addition zweier Reprisentanten bzw. durch Multiplikation des
Skalars A mit einem Repréisentanten. Natiirlich kann dabei immer derjenige Repréisentant gewihlt
werden, dessen Pfeil im Ursprung beginnt. Auf diese Weise sind V5 und R? zueinander algebraisch
isomorph. Analoge Betrachtungen gelten fiir V3 und R3. Ein Beispiel fiir den hier vorliegenden
Vektorraum ist der physikalische Raum der Krifte:

Krilfte — Vs 3D Kgord: R’
K+K*
7\
Uberlagerung < R+ o [ I]é ] + [ g ] — [ 2 igg ]
7 L] Lw ] [ xexg

Zur Beschreibung physikalischer Vektoren sind also + und A-mal in genau passender Weise definiert.

‘BSP. (4.2.4)‘ Matrizen.

Definition 4.8 FEs sei K ein Kérper, und es seien m,n > 1 natirliche Zahlen. Ein rechteckiges

Skalarenschema
ailr 612 - Glp
a21 G2 -t G2p

Gml Am2 -~ Omn



mit Koeffizienten aj;, € K heifie eine m x n—Matrix iiber K. Dabei heiffe m die Zeilenzahl und n
die Spaltenzahl. Matrizen A, B,C' schreibt man hdufig in Kurzform

A= (1) 0 = (a56), B= (), C=(cjp).

k=1,...,n

Dabei heifie j der Zeilenindex und k der Spaltenindex, 1 < j < m, 1 <k < n. Mit K(™") wird die
Menge aller m x n—Matrizen tiber K bezeichnet.

245 5+2¢ 0
2—51 5—21 -3
a1 = 2+ 5, a1 = 5 + 21 usw.

Zum Beispiel: A := ] € C23) ist eine 2 x 3-Matrix iiber C mit Koeffizienten

Sonderfall: | Es gilt K™Y = K", Mit Hilfe der Transposition ”T” kann auch K& mit K" identi-

fiziert werden: A = (aq,a,...,a,) € K& o AT = (a1, a9,...,a,)T € K"

Um auf der Menge K(™™ eine Vektorraumstruktur zu erkliren, definieren wir die beiden folgenden
algebraischen Operationen + und A—mal

- : A+ B = (aj) + (bjr) = (ajr+bj) VA,BeKMm,
Amal : XNA=X(aj) = (Aajr) VAe K™ v eK.

Wie bei den Vektoren werden hier Addition und A-Multiplikation elementweise durchgefiihrt. Diese
Operationen haben wieder die Eigenschaften (A.V1)-(A.V3) und (M.V1)-(M.V4); das heifit

(K(m’”), +, A-mal) ist ein Vektorraum iiber K.

Zum Beispiel: A wie oben; B := l (1) ;) 2_1122. ] e C23),

2451 6+2 —43

542 —245i 0 23)
3_5i 8—2 2—4i € C™o.

=A+B= 5+2 245 3

] Oy

‘BSP. (4.2.5) ‘ K-wertige Abbildungen. Es seien eine beliebige Menge M # () und ein Korper
K gegeben. Die Menge aller Abbildungen f : M — K fassen wir zusammen zur Menge

Abb(M) :={f | f: M — K}.

Zum Beispiel: Fiir M := R haben wir sin, cos,exp € Abb (R).

Eine lineare Struktur auf Abb (M), unter der (Abb (M), +, A-mal) zu einem Vektorraum iiber K
wird, kann durch folgende Operationen definiert werden:

+ : (f+9)) = f(p)+g(p) VfgeAbb(M) Vpe M,
A-mal (A f)(p) Af(p) VfeAbb(M) VAeK Vpe M.

Hier werden Addition und A-Multiplikation argumentweise durchgefiihrt. Vektorrdume vom Typ
Abb (M) heiflen Funktionenriume.

‘BSP. (4.2.6) ‘ Nullvektorraum. Eine einelementige Menge {e} kann nur dann ein Vektorraum

iiber K sein, wenn + und A-mal wie folgt erklirt sind:

et+e:=e, Ale:=eVAIeK.



Tatséchlich geniigen diese Operationen den Rechenregeln (A.V1)-(A.V3) und (M.V1)-(M.V4). Fiir
A = 0 ergibt sich insbesondere, dass e selbst der Nullvektor ist. Deshalb ist es sinnvoll, diesen
Vektorraum mit {0} oder O zu bezeichnen und ihn den Nullvektorraum zu nennen.

|BSP. (4.2.7)| Wir betrachten in K® die Teilmenge

U= {(z1,72,23)" € K®: 21 + 32 =0} CK>.

Auf der Menge U sind die algebraischen Operationen + und A-mal wie auf K3 erklirt. Es gilt
offensichtlich Z € U genau dann, wenn der Vektor ¥ € K? die Form # = (z1, —z1,23)" hat. Wir
zeigen nun, dass Addition und A-Multiplikation nicht aus der Menge U hinausfiihren. Fiir Z,5 € U
und X € K gilt ndmlich:

z1 Y1 z1+ Y1 T Az
Z4+y=|-x1 |+ |- |=|-x1—y1 | €U, X=X |—z1 | =| -2z | €U.
z3 Y3 z3 + Y3 T3 Az3

Man iiberzeugt sich schnell, dass in U wiederum die Vektorraumeigenschaften (A.V1)—(A.V3) und
(M.V1)-(M.V4) gelten, so dass U selbst ein VR iiber K ist.

4.3 Untervektorriume

In diesem Abschnitt wird mit K stets ein Korper bezeichnet.

Definition 4.9 Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge ) # U C V heiffe Unter-
(vektor)raum von V' (kurz: UR), wenn gilt:

(U1) u+velU Yu,vel,
(U2) XdeUVAeKViel.

Bemerkung 4.4 (a) Der UR U ist als Unteralgebra von (V| +, A-mal) zu verstehen; er trigt
also stets die in V' erklirten algebraischen Operationen + und A—mal. Aus (U2) folgt 0 € U;
aus (Ul) und (U2) ergibt sich, dass U abgeschlossen ist gegeniiber 4+ und A—mal.

(b) In jedem Vektorraum V sind stets die trivialen Unterriume U = {0} (kleinster UR) und
U =V (groBter UR) enthalten. O

|BSP. (4.3.1)| Es seien V := K" und U = {(z1,,...,%,0,...,07 : z; € K} C K" mit
1 <k < n gegeben. Dann ist Uy, ein UR. Die Zuordnungvorschrift

K3 (z1,29,...,0:)" = (z1,72,...,24,0,...,007 € Uy

induziert einen Isomorphismus zwischen Uj, und K*, so dass U, mit K* identifiziert werden kann. In
dieser Weise ist jeder Vektorraum KF* mit k¥ < n ein UR des Vektorraums K".

‘BSP. (4.3.2)‘ Es sei K,[z] := {P(z) : P(z) ist Polynom iiber K vom Grade hochstens n}.
Dann ist jeder Vektorraum K,,[z] mit m < n ein UR von K,[z].

‘BSP. (4.3.3) ‘ Wir betrachten die Teilmenge von K(3?)

a11 012 Q@13
U = {AGK(3’3) A= 0 ax a |, ajkGK}-
0 0 as33



Dann ist U ein UR von K33,

‘BSP. (4.3.4) ‘ Es sei V ein VR iiber K, und ¥ € V' sei fest gewdhlt. Die Menge

U:=span{7} :={\0 : A € K}

ist ein UR von V, und dieser heifle der von ¢ aufgespannte Unterraum oder der Spann von v.

|BSP. (4.3.5)| Essei V ein VR iiber K, und Uy, Uy seien zwei UR von V. Dann gilt:

U, NU; ist stets ein Unterraum von V.

Es ist klar, wegen 0 € U; N Us gilt U; N Uy # §. Wir zeigen (U1) und (U2), und wihlen dazu
4,V € Uy NUz sowie A\, u € K. Dann gilt Ad +puv € U, j = 1,2, also auch A+ pv € Uy NUs.

‘BSP. (4.3.6)‘ Gegenbeispiele. (a) Sind U; und Uy Unterrdume von V', so ist Uy U Uj i.a. kein
UR, wie folgendes konkrete Beispiel belegt. Es seien V := R?, Uy := {() : z € R} und Us := {(2) :
y € R} gesetzt. Wir haben (;), () € Uy U Uy, aber () + (°) = (}) ¢ Uy U Us.

(b) Es sei U := {(z,y)” € R? : 2 > 0} Teilmenge des Vektorraumes R2. Dann ist U kein UR. Denn
wegen (—1)(;) = (7)) ¢ UV (0753”) € U ist (U2) verletzt.

(c) Wie vorher sei V := R?. Dann ist U := {(;) € R? : 22+ y? = r? > 0} die Kreislinie vom Radius
r um den Mittelpunkt 0. Wegen 0 ¢ U ist auch U kein UR von R2.

Definition 4.10 Gegeben sei ein Vektorraum V' dber K. Fir nichtleere Teimengen Uy, Uy C
V' heifle

U1+U23:{QEV : ﬁ:ﬁl+ﬁ2 mit ﬁlEUl,ﬁgeUQ}

die Summe von U; und U,.

Satz 4.4 Sind U,,U, zweir Unterraume des Vektorraums V', so ist auch die Summe Uy + Us
ein UR von'V.

Begriindung: BEs ist klar, wegen 0 € Uy 4+ Uy gilt Uy + Uy # 0. Wir zeigen (U1) und (U2), und wéhlen
dazu @, v € Uy + Uy sowie A, u € K. Dann gilt @ = @ + @2 und ¥ = 91 4+ v>. Hieraus folgt

AT+ pv= ()\ﬁ1 +/1,171)+()\ﬁ2+/1:172) e Uy + Us.

. v . v

G‘[r]l E‘[}Q
Fiir A = g = 1 erhalten wir (Ul), und fiir 4 = 0 resultiert (U2). O

Bemerkung 4.5 Sind Uy, U; Unterrdume des Vektorraums V' mit U; N U, = {6}, so ist die
Zerlegung
ﬁ:ﬁ1+62€U1+U2

eindeutig. In der Tat, wire « = ¢ + U5 € U; + U, eine weitere Zerlegung, so wire namlich
0=u—u=(iy — )+ (tdy — Ty), also

Sﬁl - 771) :SUQ — EQ)J € U1 N U2 = {6}

el cUs

Das heifit, u; = ¢, und iy = 0. O



Definition 4.11 Sind Uy, Uy zwei Unterrdume des Vektorraums V', so heiffe die Summe Uy +
U2 direkt, fCLHS gllt U1 N U2 = {0}

Uy @ Uy :=U, + Uy mit UyNU, = {0}.

Ist speziell V = U, ®Us, so heiffe Uy @ U, die direkte Zerlegung von V' in die Komponenten
U1 und UQ.

‘BSP. (4.3.7) ‘ (a) Es gelte V := R, und es sei @ := (), @ := (}) sowie @3 := (}) gesetzt. Dann
gilt fiir U; := span {4}, j = 1,2,3:

RQZUl@UQ, RZZUl@Ug, RZZUQGBU;;.

U:

Direkte Zerlegung R?> = U, & Us Direkte Zerlegung R?> = U, & Us
(b) Eine analoge Konstruktion gilt auch fiir den Vektorraum V := R™: Setzt man

@j:=(0,...,0, 1 ,0,...,00T, Uj:=span{i;}, j=1,2,...,n,

j—te Stelle

so gilt

R"=U,9U;®---DU,.

4.4 Lineare Abhingigkeit

In diesem Abschnitt ist K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K. Es seien 4y, ¥, ..., ¥, €
V' feste Vektoren. Aus den Rechenregeln der Addition und der A-Multiplikation in V' folgt
dann, dass stets auch

Ti= MO+ ATyt + ANyl = Z)\kﬁk VAL A .o, An €K
k=1
ein Element von V ist.
Definition 4.12 Ein Vektor v € V, der sich in der folgenden Form schreiben ldsst:

m
U= Z)\kﬁk mit )\1,)\2,...,)\mEK und Ul,Ug,...,ﬁmEV,
k=1

heifle Linearkombination (LK) von ¥y, 0s, ..., Uy. Die Skalare M\, Ao, ..., Ay heiffen Koeffi-
zienten der LK. Im Falle m = 1 heifle U skalares Vielfaches von v;.



‘BSP (4.4.1) ‘ ) Es sei V := R* gesetzt. Aus

1 1 0 1 2
1 0 —1 1 1 o
) 0 —2 0 +3 N 0| = g | =0
1 1 0 —1 —6
=:7 =:75 =:U3 =:U4

folgt, dass ¥ eine LK der Vektoren ', v, U3, U4 mit Koeffizienten 5, —2,3, —1 ist.
(b) Es sei V := K". Bezeichnet 1 das Einselement der Multiplikation in K, so setzen wir:

e :=(0,...,0, 1 ,0,....,.007 €V, j=12,...,n

j—te Stelle
Dann folgt: A
A2
T=Y Né=| . €V VALA,....\ €K
j=1 ‘
An
Das heifit, jeder Skalarenvektor ¥ € K™ kann als LK der Einheitsvektoren €1, €3, ..., e, dargestellt
werden.
(c) Es sei V := C(>?) gesetzt, und es seien A, := l g 64—22' ] sowie Ap := l 5__1? ; ] gegeben.
Dann folgt
. _ 5 -4+ | (2,2)
A+ Ay = [ 10430 3+6i | DBECT

Das heifit, die Matrix B ist LK der beiden Matrizen A, As mit den Koeffizienten ¢, 1.

(d) Es sei V := K, [z] = {P(z) : P(z) ist Polynom iiber K vom Grade hochstens n }. Wir folgern:
n

Py (2) := Y apz* ist LK der Monome 1,z,22,...,2" € V.

Werden mit einem fixierten Vektorsystem oy, vs,...,7,, € V alle moglichen Linearkombina-
tionen konstruiert, so ergibt sich ein Unterraum U von V. Denn mit

m m
U= Z Oékﬁk, W= Z /Bkﬁka Qj, ﬁj € K,
k=1 k=1

sind auch

m m
’17—|— Z Qe +Bk Uk, AU = Z()\ Oék)’Uk

k=1 k=1
weitere LK des Systems 'y, s, ..., 0, € V. Es gelten also in U die Unterraumaxiome (U1)
und (U2).
Satz 4.5 Gegeben sei ein Vektorraum V' iber K und darin ein Vektorsystem v, Vs, ..., Uy €
V. Dann bildet die Menge aller LK der Vektoren vy, 0s, ..., U, einen Unterraum U C V.
Dieser heifle die lineare Hiille der Vektoren vy, vs, ..., Up oder der von vy, ,, ..., U, aufge-
spannte Unterraum oder kurz der Spann der Vektoren U1, Uy ooy Up?

U = span {t, ¥y, ..., 0} = {17€V : U:Z)\kﬁk, Aj EK}.
k=1

(Manchmal setzt man auch U = (U1, ¥, . .., Uy).)



|BSP. (4.4.2)| (a) In V := K" seien die Einheitsvektoren & € V, j = 1,2,...,n, wie in
BSP. (4.4.1(b)) erklart. Dann gilt ganz offensichtlich

K" = Span{é'l, gg, ce ,gn}

Zum Beispiel hat man fiir n = 2: R? = span{(;), ())} = span{(}), (1), (), (')}, denn jeder der
Vektoren (}), (711), (51’), (54) ist selbst eine LK der beiden Einheitsvektoren (f), (9).

0 1
(b) In V := R? definieren wir
1 0 1 1 1 c
U::Span{ 0,1 }:Span{ L|,|-11,]0 };AR?’.
1 0 1 1 1

Die Vektoren (1,1,1)” und (1,—-1,1) sind LK der Vektoren (1,0,1)” und (0,1,0)7. Der Vektor
(0,0,1)" € R3 gehort nicht zu U. Die LK

1 0 A1, (o
Alol+plll=]pnl=]0
1 0 A 1

fiihrt auf die widerspriichliche Bedingung 0 = A = 1.

(c) Es sei V ein beliebiger VR iiber K. Ferner seien Vektoren 0 # & € V und V 3 & ¢ span {7}
fixiert. Dann heifle

U := span {7} Gerade in V durch 0,

U :=span {#,4W} Ebene in V durch 0.

Gerade durch 0 Ebene durch 0
Im Sonderfall 7 := 0 € V erhalten wir den Nullvektorraum U = span {0} = O.
(d) Kp[2] := {P(2) : P(z) ist Polynom iiber K vom Grade hichstens n } = span {1, z,2%,...,2"}.

Problemstellung: Es seien ein Vektorraum V' iiber K und ein Vektorsystem
v, Vg, ..., Um € V gegeben.

(A)  Wann gilt fiir ein & € V auch @ € span {0y, ¥, ..., T} ?

(B) Falls ¢ € span {, s, . .., U, } gilt, gibt es eine oder mehrere LK fiir 77

Wir behandeln zunéchst das Problem (B) der Eindeutigkeit. Dazu sei angenommen, es wéren

m m
U= Z e U, U= Z Lk Ug,  Aj # p;  fiir mindestens ein j
k=1 k=1



zwei LK fiir ¥ € span {#}, ¥s, . .., i, }. Dann folgt

7— ZAk—/ﬁk U,

und dies ist eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

Definition 4.13 Fin Vektorsystem ¥y,v,,..., 0, € V heiffle linear unabhéngig (LU) ge-
nau dann, wenn jeder Vektor U € span{¥),s,...,0,} genau eine LK aus den Vektoren
U1, Vs, ..., Up besitzt. Andernfalls heifie das System Uy, ¥s, . .., Uy, linear abhsngig (LA ).

Satz 4.6 Gegeben seien ein Vektorraum V' dber K und ein Vektorsystem v, v, ..., 0, € V.
Dann gilt:
U1, Uay e vvy Uy sind LU < Aus 0= E Ae Ug folgt stets \y = Xg = -+ = A\, = 0.

Das heifit, es existiert nur die tr1v1ale Darstellung des Nullvektors.

Ty, Ty ooy O sind LA < In( = Z A Uy, sind nicht simtliche \; gleich Null. Das

heifit, es existiert eine n1chttr1v1ale Darstellung des Nullvektors.

‘ BSP. (4.4. 3)‘ ) In V := R? sind 9y := (}),172 = (g), U3 1= ((1)) linear abhiingig, denn es gilt

0= —29; + Uy — 31)3.
(b) In V := K" seien die Einheitsvektoren €; := (0,...,0,

1 ,0,....,000 eV, j=1,2,...,n, wie
j—te Stelle

vorher eingefiihrt. Offenbar gilt

Z kek_ >‘17>‘27"'7>‘n)T

genau fiir A\; = Ay = --- = A\, = 0. Das heifit, die Vektoren €Y, és,..., €, sind LU. Wir hatten bereits
K" = span{é, éy,..., e, } gezeigt.

(c) Der Korper K sei nicht endlich. In K, [z] := {P(z) : P(z) ist Polynom iiber K vom Grade
hochstens n } setzen wir pj(z) := 27 € K, [2], j =1,2,...,n. Wire

:ZAkpk(z):O VzeK

und wiéren nicht alle \; gleich Null, so wéire P,(z) ein Polynom vom Grade hochstens n mit mehr
als n Nullstellen. Dies widerspricht der Aussage von Satz 2.11(b). Also ist P,(z) das Nullpolynom,
und das System 1, z, 22,..., 2" ist LU fiir jede Wahl von n € N.

(d) Jeder Vektor & € V,# # 0, ist LU. Fiir je zwei Vektoren @, % € V ist das System @y, ¥, 7] + 02
LA, denn es gilt ja 17 + 17 — 1 (@) + @) = 0.

In V := K" reduziert sich das Nachpriifen der linearen Unabhingigkeit eines Vektorsystems
vy, Vs, . .., Uy € K" auf das Losen eines homogenen linearen Gleichungssystems mit n Zeilen
und m Spalten.

Zum Beispiel priifen wir in V := R3 die lineare Unabhingigkeit des Systems o} := (1,1,1)T, % :=
(1,1,2)7, 75 := (2,1, 1)



. 3 A+ Ao 4+ 223 = 0,
0=> MU & ¢ A1+ X + A3
k=1 M+ 2% + X3 = 0.

|
o

(LG)

Wir fithren beim Aufschreiben des zugeordneten Zahlenschemas die elementaren Umformungen
Zy — 71 = Zy|und | Zs — Zy = Z3| durch:

1 1 2 0
0 0 -1 0
0 1 -1 0
é 1 _? 8 S—System, Typ (I)
:>>\1:>\2:>\3:0.
0 0] -1 0

Also ist das System 7, 0o, U3 LU.

Bei der obigen Rechnung ist es unerheblich, ob die Nullen auf der rechten Seite mitgefiihrt
werden oder nicht. Wir sehen ferner, dass in (LG) die Komponenten des Vektors v; die Koeffi-
zienten der j-ten Spalte bilden. Mit dieser Erkenntnis ergibt sich in K™ das folgende Priifver-
fahren auf lineare Unabhingigkeit:

' 0
0
S-System, Typ (I)
0 . —
= U1,...,U, LU
0
0
(,1717 '172, ceey ﬁm | 6) GauSnghritte %
* 0
* 0
* 0 S-System, Typ (II)
s flo] LT 0bm LA
\ O 0

|BSP. (4.4.4)| Bs seien in V := R* die Vektoren 7 := (1,0,-2,1)7, % = (~1,1,0,1)7, & :=
(0,a,4,—4)" mit a € R gegeben. Wir fiihren beim Aufschreiben des zugeordneten Zahlenschemas
die elementaren Umformungen | 73 + 27, = Z3 ‘ und ‘ Zy— 21 = 2y ‘ durch:

(61762763) =

| | |
— NN =
.

Zy+ 23 = Zy
Zs+ 2729 = Z3 0| 44 2a LA fira = 2.

0 0

a a4 {LUfﬁra;«é—2,
U1,V2, U3

S ool ©

Wir kénnen in K" nun auch mit Hilfe eines dhnlichen Priifverfahrens das obige Problem (A)
l16sen. Es gilt offenbar ¥ € U := span {@), ¥y, ..., Uy} genau dann, wenn das inhomogene



Gleichungssystem (¥, ¥, . .., ¥, | U) losbar ist:

S d1
* ds Typ (I) : ¥eU,
(771, 172, Ce ey Um | 77) G%SS * d3 SfSystem Typ (II) D UvE U,
* Typ (IIT) : ¥ ¢ U.
0] dp
Dariiber hinaus erfihrt man gleichzeitig, ob das Vektorsystem vy, v, ..., U, linear unabhin-

gig (Typ (I)) oder linear abhéngig (Typ (II)) ist.

|BSP. (4.4.5)| Es seien in V := K* die Vektoren #, 7, % wie in BSP. (4.4.4) erklart, und es sei
7 := (b,1,1,0)T mit b € R gegeben.

1 -1 0 b
S o 0 1 a 1
(sl = 4| 142
0 2 —4 —b
1 -1 0 b
Zy+ 723 = Zy T\_l‘ a (N Typ (III) fiir a = —2 oder b # —1,
Z3+279 = Z3 0 0] 44+2a¢ | 3+2b Typ (I) fiir @ # —2 und b = —1.
0 0 0 1+0

Also folgt @ € span {7, Uy, U3} genau fiir a # —2 und b = —1.

‘BSP. (4.4.6) ‘ Auch in dem Vektorraum V := K(™") fiihren die Problemstellungen (A) und (B)

stets auf lineare Gleichungssysteme. Es ist zum Beispiel in V := R(%»?) das Problem (B), nimlich

11 01 0 0 . )\1 )\1-’—)\2 1 00
Allo 1]“420 A3 10]_[2>\2+>\3 A _lo 0]’
::A =:B =:C

dquivalent mit der Losung des linearen Gleichungssystems

A — 0,
)\1 + )\2 = 07 _ — —

Mo + A3 = O, S A=A =X3=0.
A1 = 0,

Wir erhalten hier die lineare Unabhiingigkeit der Matrizen A, B, C.

Wir fassen in dem folgenden Satz einige offensichtliche Folgerungen aus der Definition der
linearen Unabhéngigkeit zusammen:

Satz 4.7 Es sei V ein Vektorraum tber K, und es sei Uy, U, ..., 0, € V ein Vektorsystem.
(a) Das Vektorsystem 0,0y, Ua, ..., Oy ist stets LA.

(b) Sind v, Ts, ..., U, LU, so gilt dies auch fir das System v, Ts, ..., Up_1. (Erhalt der LU
bei Verkiirzung.)

(c) Sind Uy, Vs, ..., U LA, so gilt dies auch fir das System Uy, Vs, ..., 0y, UV T € V. (Erhalt
der LA bei Verlingerung.)

Folgerung. Im Vektorraum V := K" sind n + 1 Vektoren ¢, 0, ..., ¥, 1 stets
LA. Denn in dem homogenen linearen Gleichungssystem (7, @, . . ., Tny | 0) ist
die Anzahl n 4+ 1 der Spalten grofler als die Anzahl n der Zeilen. In diesem Fall
kann das Staffelsystem niemals vom Typ (I) sein.




Bemerkung 4.6 Zwei Vektoren o, 75 € V sind genau dann linear abhéngig, wenn Skalare
A1, Ay € K existieren mit 0 = AU + XUy und Ay # 0 # Ag. Das heifit, es gibt Zahlen
p # 0 # p1p mit

Ty = i U1, T = g Us.

Allgemeiner gilt das folgende Resultat: O
Satz 4.8 Fs sei V' ein Vektorraum diber K. Fin Vektorsystem vy, vs, ..., 0, € V, m > 2, ist
genau dann LA, wenn ein Index j € {1,2,...,m} existiert mit

Uj € span {171, Ce ey 77]'_1, Uj+1, Cey ﬁm}
Hat man in V zwei Vektorsysteme 9/, 0s, . . . , Uy, und @y, Ws, . . . , Wm+1, welche jedes fiir sich LU sind,
so gibt es einen Index j € {1,2,...,m+ 1} derart, dass auch das Vektorsystem ¥, 0, . .., Ui, W; LU
ist. Andernfalls hitten wir @; € span{v1,0s,...,9,}Vj=1,2,...,m+ 1. Das heifit, es wire

m
wj = Z Aj Uk Vi =1,2,...,m+ 1, und nicht alle \;; sind Null.

k=1
Es folgte beim Test auf LU wegen der linearen Unabhéngigkeit des Systems v, U, . .., Un!
R m—+1 m m—+1 m—+1
0= Z:ijj:Zﬁk Z)\ij]’ @Z)\ijjZOVkZI,Q,...,m. (4.1)
j=1 k=1 j=1 j=1
Setzen wir Xj = (Alj,)\zj,...,)\mj)T € K™, so resultiert dquivalent das homogene lineare Glei-
chungssystem (A1, A2, ..., Apmt1 | 0), dessen Spaltenanzahl m + 1 grofer ist als die Anzahl m der

—

Zeilen. Daher ist das Vektorsystem Xl, Xz, .«o»Am+1 € K™ linear abhiingig, und nicht alle Skala-
re z; in Gleichung (4.1) sind Null. Dies bedeutet aber die lineare Abhéngigkeit des Vektorsystems
W, Wa, . .., Wma1, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Als Folgerung finden wir:

Satz 4.9 (Austauschsatz)

Es sei V' ein Vektorraum iber K, und es seien ¥y, Uy, ..., 0, € V sowie Wy, Ws, ..., Wy €
V, 1 > 1, zwei linear unabhdingige Vektorsysteme. Dann gibt es paarweise verschiedene Indizes
JisJ2s - g1 €41,2,...,m+1} derart, dass das Vektorsystem

V1, V2« + oy Uy Wyyy - - -, Wy

linear unabhdngig ist.

‘BSP. (4.4.7)\ In V := RY seien %, = (1,1,1,0)7, % := (0,1,1,0)T sowie @ := (1,0,0,0)7,
W = (0,1,0,0)T, @3 := (0,0,1,0)7, %, := (0,0,0,1)T gegeben. Dann sind die beiden Vektorsy-
steme 91, Uo und Wy, Wa, s, Wy jedes fiir sich linear unabhéingig. Man iiberzeugt sich durch einfache
Rechnung, dass auch die Vektorsysteme

U1, V2, W2, W4 sowie U1, V2, W3, W4
jedes fiir sich LU sind. Hingegen sind die Vektorsysteme
U1, V2, W1 und U1, V2, W2, W3

jedes fiir sich LA. Dieses Beispiel zeigt, dass die Ergénzungsvektoren wj;,, ..., w;, im Austauschsatz

i.a. nicht eindeutig festgelegt sind.

1




4.5 Dimension und Basis

Wir betrachten hier wiederum einen beliebigen Korper K.

Definition 4.14 (a) Es sei V' ein Vektorraum diber K. FEin Vektorsystem ¢,7,, ..., 0, € V
heifse Basis von V der Linge n, wenn gilt:

(B].) Ul,ﬁg,...,gn 15t LU, (B2) Vv = Span {17177727---71771}-

n
Die zu jedem v € V eindeutig bestimmten Skalare \; € K mit Y A\, Uy heiffen die Kompo-
k=1

—

nenten von ¢ in der Basis v, Vs, ..., U,.

(b) Ein Vektorraum V iber K hat die (endliche) Dimension n , wenn in V' eine Basis der
Léinge n existiert. In diesem Fall schreibt man

n=dmV < oo.

Insbesondere ordnet man dem Nullvektorraum die Dimension 0 zu.

Die Dimension dim V' = n eines Vektorraumes V' ist eindeutig festgelegt. Das ist der Inhalt
des folgenden Satzes.

Satz 4.10 Es sei V' ein Vektorraum tber K. Ferner seien Uy, v, ..., U, und Wy, Ws, . .., Wy,
[ >0, zwei Basen von V. Dann qilt stets [ = 0.

Begriindung: Wegen V' = span {1, v,...,0,} gilt @; € span{v/,vs,...,0,} Vj = 1,2,..., n+ 1L
Wiire [ > 0, so wire das Vektorsystem o1, 02, ..., U, Wj,, ..., wW; wegen Satz 4.9 linear unabhéngig,
im Widerspruch zu @, € span{t,0s,...,0,}. O

‘BSP. (4.5.1)‘ Standardbasis. Es bezeichne 1 das neutrale Element der Multiplikation in K.
Dann bilden die Einheitsvektoren € in V := K" eine Basis:

ej == (0,...,0, \1/,0,...,0)T€K”,j:1,2,...,n.
j—te Stelle

Satz 4.11 Es gilt| dim K" = n.| Das obige System der Einheitsvektoren €, €, ..., €, ist eine

Basis von K". Diese Basis €1, €, . ..,€, heiffe die Standardbasis von K". Jeder Vektor ¥ =
(11, 22,...,2,)" € K" hat in der Standardbasis die Darstellung

T
T2 n
xTr = == Zl‘k €.
k=1
Tp

Das heifit, die Komponenten von I in der Standardbasis sind gerade die Skalare xp € K.

‘BSP. (4.5.2) ‘ CarTEsische Basis. In der Standardveranschaulichung der Vektorriume R? und

R? durch Ay bzw. A3 werden im Ursprung O aufeinander senkrechte Koordinatenachsen eingefiihrt.
Fiir die Standardbasis fithrt man neue Notationen ein, ndmlich:

) 0 1 0 0
éx::lol,e*y:zlll inR?*und €&,:= |0 |,é&:=|1]|,¢&:=|0]| inR>
0 0 1
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In A schlieflen die Basisvektoren ¢€; und €, einen rechten Winkel ein; in A3 stehen €, €,, €, paar-
weise senkrecht aufeinander und bilden ein Rechtssystem: Die positiven z—, y— und z—Richtungen
konnen durch Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand wiedergegeben werden, (und
zwar in dieser Reihenfolge). Andere iibliche Bezeichungen sind

— -

=€ =€, Jj =€ =¢, ki=¢ =

S

Die Vektoren der CARTESIschen Basis haben stets die (EUKLIDische) Linge 1. Es gilt

8]

f=|y | =zé,+tye,+26 VEeRL.

‘BSP. (4.5.3) ‘ (a) Im Vektorraum V := K" bilden die m x n-Matrizen

0 0 0
Ajp=10 -+ 1y -~ 0|, j=012,....m Ek=12,...,n
| 0 0 0 |
eine Basis. Der einzige nichtverschwindende Koeffizient 1;;, := 1 steht in der j-ten Zeile und der

k-ten Spalte. Es gibt genau m - n verschiedene Matrizen A;j, so dass | dim K(™") = . n| folgt.

(b) Der Korper K sei nicht endlich. Im Vektorraum K, [z] := {P(z) : P(z) ist Polynom iiber K vom
Grade hochstens n } bilden die Monome 1, z, 22, ..., 2" eine Basis. Also folgt | dimK,[z] = n + 1.

(c) Wie vorher sei K kein endlicher Korper. Im Vektorraum K[z] := {alle Polynome iiber K}
existieren linear unabhiingige Vektorsysteme 1, z, 22, ... beliebiger Linge. Eine endliche Basis gibt

es nicht. Wir setzen | dim K[z] = oo.

Definition 4.15 FEin Vektorraum V', der keine endliche Dimension besitzt, heiffe unendlich
dimensional.

Bemerkung 4.7 (a) Jeder Vektorraum V iiber K mit dimV = n < oo hat eine Basis. Das
folgt aus der Definition der Dimension.

(b) Eine Basis in V' ist nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel ist mit @y, ¥, ..., ¥, auch
A Uy, A U, ..., Ay U, eine Basis von V, solange \; # 0 gilt. Ist dimV = n < oo, so haben



jedoch alle Basen von V' genau n linear unabhiingige Vektoren (Satz 4.10). Jedes Vektorsy-
stem in V' mit mehr als n Vektoren ist LA.

(c) Ist dim V' = n < oo und ist das Vektorsystem oy, ¥, ..., 0, € V, m < n, bereits LU, so
gibt es Vektoren ¥,,1,...,7, € V derart, dass das ergénzte System ¥y, 05, ..., ¥, eine Basis
von V ist. Denn wihlen wir eine Basis W, W, ..., W, € V, so kénnen gemifl Satz 4.9 Indizes
J1sJ2s -+ Jn-m € {1,2,...,n} so bestimmt werden, dass das Vektorsystem @, ¥, . .., U, W, ,

..,W;, . linear unabhéngig ist. Man setzt nun v,y := W, ..., 0, := W, ,,. O

Satz 4.12 (Basisergéinzungssatz)
Sei V' ein Vektorraum tber K mit dimV = n < oo.

(a) Ist das Vektorsystem Uy, Vs, ..., 0y, € V mit m < n LU, so existieren Vektoren Up,11, Ui,
..., Uy €V derart, dass das System v, Vs, ..., U, eine Basis von V ist.

(b) Ist Uy C V' ein UR mit dimU; = m < n, so existiert ein weiterer UR Uy C V mit
dimUs; = n —m derart, dass|V = U; @& Us| gilt.

Begriindung: Im Falle (a) ist nichts zu beweisen. Im Falle (b) sei o,%5,...,0,, € Uy C V eine
Basis von U;. Dann wihlen wir eine Basiserginzung U1, Umi2s---,0n € V wie in (a). Der UR
Us := span {041, U2, - .., Up} leistet nun das Verlangte. O

Bemerkung 4.8 (a) Fiir endlichdimensionale Unterrdume Uy, Uy C V' mit direkter Summe
gilt stets

(b) Falls dim V' = n < oo vorliegt, so gilt fiir jeden Unterraum U C V:

dimU <n=dimV.

(c) Es seien Uy, Us endlichdimensionale UR eines Vektorraumes V. Setzen wir D := U; NUs, so
ist D ein UR sowohl von U; als auch von U,. Wegen Satz 4.12(b) gibt es Unterrdume Dy C U,
und Dy C Uy mit D@ Dy = Uy und D & Dy = Us. Aus dem Ergebnis (a) folgern wir:

dimU; +dimU; = 2dim D + dim D; + dim Ds. (5.1)

Andererseits zeigt man mit etwas mehr Aufwand U; + Uy = D @ D; @ Ds, so dass wiederum
nach (a) folgt:

Durch Subtraktion von (5.1) und (5.2) erhalten wir somit: O
Satz 4.13 (Dimensionssatz fiir Unterrdume)

Sei V' ein Vektorraum iber K. Es seien Uy, Uy C V endlichdimensionale Unterrdume. Dann
gilt:

Wir befassen uns nun mit dem Problem der Bestimmung einer Basis fiir den Unter-
raum U := span {#,,...,0,} C K" Dieses Problem hat natiirlich die triviale Losung
U1, Vg, . .., Un, falls das Vektorsystem @y, ¥, ..., ¥, LU ist. Im Falle der linearen Abhingig-
keit ist es weder offensichtlich, welche Vektoren eine Basis bilden, noch ist es klar, wie grof3
dim U ist. Zur Behandlung beider Fragen definieren wir:



Definition 4.16 Elementare Umformungen ecines Vektorsystems vy, vs, ..., Uy, in einem
Vektorraum V' sind:

(A) Vertauschung zweier Vektoren: |v; < .

(B)  Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl X # 0: |\ T; = v;.

(C)  Addition von ATy, XA € K, zu einem Vektor U;: |V; + AU, = ;.

Die folgende Aussage ist nun offensichtlich, da elementare Umformungen nichts anderes als
Linearkombinationen innerhalb des gegebenen Vektorsystems sind:

Satz 4.14 Unter den elementaren Umformungen (A), (B), (C) eines Vektorsystems vy, U,
oo, Uy verdndert sich U := span {y, U, . .., Uy, } nicht.

Bemerkung 4.9 (a) Im Vektorraum V := K" konnen die transponierten Vektoren 7, ;]

.., UF € K" als Zeilen einer Matrix

AT = e Kmn

interpretiert werden. Elementare Umformungen des Vektorsystems v, vs,..., U, entspre-
chen nun den elementaren Zeilenumformungen der Matrix A”.

(b) Wir bringen die Matrix AT durch GAuss-Schritte in eine Staffelform:

- * —. 7T
T ,U2 Gauss—Schritte L o U/z stystem, Typ (I)
A = . = x| fo
: oder Typ (II).

T * | f3 =: ﬁg

U O
Die nichtverschwindenden Zeilenvektoren @, @1, ..., @} € K" bilden ein linear unabhingiges
Vektorsystem 1y, Us, . .., Uy, und es gilt

U = span {iy, s, . .., Uy}

Das heifit, das System iy, s, ..., U ist die gesuchte Basis des Unterraumes U = span {,
Uay .., Un}, und es gilt dimU = k. a

‘BSP. (4.5.4)‘ In V := R* sei das Vektorsystem @ := (2,5,4,2)T,% = (1,4,2, )T, :=
(—1,—1,-2,—-1)", 5, := (1,3,2,0)" gegeben. Man bestimme eine Basis fiir U := span {#y, ¥y, U3, U1 }.




Losung:

ol 2 5 4 2
AT | T L1 4 21
o -1 -1 -2 -1
o 1 3 2 0
ZI = Z2 1 4 2 1
Lo — 241 = Zo 0 -3 0 0
Zs+ 7y = Zs 0 3 0 0
Ly — 2y =27y 0 -1 0 -1
Z3 = Zy 14 2 1| =g
Zy+ 2oy = Zy I
0 1 0 0 =gr
—375 = 7 Y2 = S-System, Typ (II).
Zs+ Zo = Zs 0 0 0 1 = ﬁ?)T
—Z3 = Z3 0 0 0 0
Wir lesen hier die Basis direkt ab:
1 0 0 0
S S 4 1 0 0
U:Span{ul,UQ,U3}:Span{ sl 1ol |0 }, E = span{ | }
1 0 1 0
B;sis
Um einen Ergénzungsraum FE fiir U = span {#;, ¥, ..., ¥y} so zu bestimmen, dass U @ E =
K" gilt, wiahlt man
E =span{€;,,€j,,...,€, .},
worin eﬁf = (0,...,0,1,0,...,0) derjenige Einheitsvektor der Standardbasis ist, dessen 1 an

der Position f; des obigen Staffelsystems steht, [ =1,2,...,n — k.

|BSP. (4.5.5)| InV := R sei das Vektorsystem 7 := (1,1,0,4,5)",% := (~1,0,3,—4,-4)7,
o3 = (—1,—-1,0,—4,—4)" ¥ = (1,1,0,4,6)" gegeben. Man bestimme Basis, Dimension und
Erginzungsraum fiir U := span {7}, ¥, U3, U4 }. Losung:

G 1 1 0 4 5
AT 122; . -1 0 3 -4 —4
o 11 0 -4 -4
o 1 1 0 4 6
Jo+ 21 = Zy 1 1 0 4 5
Z3 + 71 = Z3 0 1 3 0 1
P, 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
7y — 575 = 7 L L0 a0 =gf
Go—Zsz, | 01 3 0 0 —al L L ggem Typ (D).
Zi—Zy= 74 8 8 8 8\;(1) = i3




Wir lesen hier Dimension, Basis und Ergénzungsraum direkt ab: | dimU = 3;

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
U:span{ﬁl,ﬁg,ﬁg}zspan{ 0,[31],]0 }, E = Span{ 11,]0 }
4 0 0 0 1
0 0 1 0 0
B;;sis

4.6 Affine Unterrdume (Untermannigfaltigkeiten)

Es sei V' ein Vektorraum iiber einem beliebigen Koérper K. Dann trigt jeder Unterraum
() # U C V die lineare Struktur von V, und es gilt insbesondere 0 € U. Durch Parallelver-
schiebung von U um einen festen Vektor p'€ V wird die lineare Struktur affin auf ein Gebilde
M :=p'+ U iibertragen:

Durch Parallelverschiebung des UR U um
einen festen Vektor p entsteht die UM
M=p+U

Definition 4.17 Es sei V' ein Vektorraum diber K. Fine Teilmenge ) # M C V heifle affi-
ner Unterraum (oder lineare Untermannigfaltigkeit) (UM) von V' genau dann, wenn ein

Unterraum () # U C V und ein fester Vektor p € V' existieren mit

M=p+U={teV  :iv=p+u, uecU}.

Ist dimU = 0, so ist M = p, und M heifle Punkt in V.

Ist dimU =1, so heifle M Gerade in V.

Ist dimU = 2, so heifle M Ebene in V.

Ist dimU =n — 1 und dimV = n, so heiffe M Hyperebene in V.

Im Sonderfall dim V' = 3 sind also die Hyperebenen in V' genau die Ebenen in V. Der Unter-
raum U ist durch die Vorgabe der UM M eindeutig festgelegt, denn es gilt

(1) 171—172€UV171,172€M, (11) ﬁEUjU:M



Definition 4.18 (a) Ist M = p+U eine UM von V', so heifie der Unterraum U die Richtung
von M.

(b) Es seien My, My zwei UM von V' mit Richtungen Uy bzw. Uy. Dann heiffen My, My
e parallel, wenn U; C Uy oder Uy C U, gilt,
e echt parallel, wenn Uy = U, gilt. In diesem Falle setzt man M;||Ms.

(c) Ist Uy, iy, ...,U, eine Basis von U: U = span {iy, U, ..., Uy} und dimU = m < oo, so
heiffe M endlichdimensional, und man schreibt dim M := dimU = m. In diesem Falle hat
M die Parameterdarstellung

m

M:{Uev L=+ S A il Al,Ag,...,AmeK}
k=1

mit dem Aufhingepunkt p, den Richtungsvektoren 1y, s,..., U, und den Parametern
Aty Aoy ooy A

‘BSP. (4.6.1) ‘ Parameterdarstellung einer Geraden in V := R3:

Glle

Parameterdarstellung von Geraden in R3

—

Gegeben seien ein Punkt Py € A3 mit Ortsvektor py € R?, ferner eine Richtung @ € R?, @ # 0.
Dann ist

G:={FeR3: F=f)+\i, A€ R}

eine Gerade in R3, und die Gleichung
Z=po+ i, A € R,

ist ihre Parameterdarstellung. Zusatz: Seien von G lediglich die zwei Punkte Py, P; mit Ortsvektoren
po und p; bekannt, so erhilt man gemaf

T=po+A({P1—po) A€R,

die Parameterdarstellung der Geraden G.

Zum Beispiel: Die Parameterdarstellung einer Geraden durch die zwei Punkte Py(1,—4,3) und
Py(2,3,—4) ist zu bestimmen. Liosung: Es gilt gy = (1,-4,3)T, o1 = (2,3, -4)T, @ := p| — Py =
(1,7,—7)7, und somit

1 1
G: Z=|-4|+x| 7|, eR
3 7

‘BSP. (4.6.2) ‘ Parameterdarstellung einer Ebene in V := R?:




Pz: ///:/
50 ul/_/_/_,’/
72 >
V4

o}

X

Parameterdarstellung einer Ebene in R?

Gegeben seien ein Punkt Py € A3 mit Ortsvektor py € R3, ferner zwei linear unabhiingige Vektoren
iy # 0 # iy, 4; € R3, die eine Richtung U = span {;, @} definieren. Dann ist

E:{fER3:f:ﬁo+)\1ﬁ1+>\2ﬁ2, )\1,>\QER}
eine Ebene in R?, und die Gleichung
f:ﬁo—i-)\lﬁl-i—)\gﬁg, )\1, )\gER,

ist ihre Parameterdarstellung. Zusatz: Seien von F lediglich drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte Py, Py, P» mit Ortsvektoren py, p1 bzw. py bekannt, so erhilt man geméif

Z = po + M (P1 — Po) + A2 (P2 — Do), A1, A2 €R,

die Parameterdarstellung der Ebene E.

Zum Beispiel: Die Parameterdarstellung einer Ebene durch die drei Punkte Py(1, —4,3), P;(2, 3, —4)
und Pp(—1,-2,3) ist zu bestimmen. Lésung: Es gilt po = (1,—4,3)",p1 = (2,3,-4)T,p> =
(—1,-2,3)T sowie ity :=py — po = (1,7, =7)T, ilo := P> — pop = (—2,2,0)”, und somit

1 1 -2
E: F=|-4|+M| 7|+x]| 2|, M meR.
3 —7 0

Héufig ist man daran interessiert, von zwei Untermannigfaltigkeiten M, M, die Schnittmenge
M;N My zu bestimmen; so zum Beispiel die Schnittmenge von zwei Ebenen, zwei Geraden oder
einer Geraden und einer Ebene. Wir geben hier einen Weg an, der i.a. fiir endlichdimensionale
Vektorriume V gangbar ist. In V := R? gibt es eine wesentlich elegantere Methode, die aber
das Vektorprodukt verwendet, welches wir erst in Kapitel 5 einfithren werden. Man lese dazu
Abschnitt 5.9. Zur Vorbereitung zeigen wir:

Satz 4.15 Es sei V ein Vektorraum tber K, und es seien M, M, My Untermannigfaltigkeiten
von V.

(a) Gilt M =p+ U, so gilt auch M =0+U Vi€ M.

(b) Entweder es gilt My N My =0 oder My, N My ist wiederum UM von V.

Begriindungen: (a) Es sei o € M. Dann folgt t+ U =p+ (V — p)+U =g+ U.
——
eU
(b) Es sei MyNMs # (). Dann existiert ein 5 € My N My, und es folgen aus (a) die Darstellungen My =
p+Ur, My = p+Us,. Wir erschlieBen My N My = p+ (U1 NUs), und dies ist eine Untermannigfaltigkeit,
da Uy NU; ja ein UR ist. O



Bemerkung 4.10 Haben die Untermannigfaltigkeiten M, My C V die Parameterdarstellun-
gen
M1 . 17 == ﬁ+ )\161 + -+ )\mc_im,

MZ:U:J+M161+"'+ /ngl,
so fiihrt das Schnittproblem M; N M, auf die zu 16sende Gleichung

AL+ A3l + o Ayl — 1 0y = p by — o = by = G — P

Im speziellen Fall V := K" ist somit ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

(a17a27"'7am7_b17_b27"'7_bl | q_m
zu 16sen. Das Losungstupel (A5, A5, ..., A5 uf, 15, ..., 1f) definiert zwei Parametersétze A}, A5,
ooy Around pl, pb, ..o, 1, von denen nur einer bendtigt wird, also auch nur berechnet zu

werden braucht. In der Regel wird man den kleineren Parametersatz bestimmen. Man erhélt so
je nach Wahl des berechneten Parametersatzes die zwei dquivalenten Parameterdarstellungen

der Schnittmannigfaltigkeit O
MynMy, : @ = @ + wb + - + uh.

|BSP. (4.6.3)| Es seien in V := Ay die Punkte Py(1,1,2), P1(0,1,1), P5(2,~1,1) und Qo(1,1,1),
Q1(2,0,—1), Q2(0,3,5) gegeben. Man bestimme in R*® die Ebenen E; und E» mit P; € E; und
Qj € Ez,5 = 0,1,2. Man bestimme ferner die Schnittgerade G = E; N Ey. Lisung: Mit den
Ortsvektoren p; und ¢; der Punkte P; bzw. @Q; ergeben sich folgende Parameterdarstellungen:

1 -1 1

Ei:Z=po+ A (Pr—0o)+A2 (P2 —po)= | 1 | +Ar | O |+X |[=2], A, 2 €R,
=:d =:do 2 -1 -1
1 1 -1

Ey:ZT=q+m (1 —q)+tpe (2—qo) = | 1 | +p1 | =1 | +p2 | 2|, p,pu €R
1 -2 4

::51 2152

Zur Bestimmung der Schnittmannigfaltigkeit £y N Es miissen wir das lineare Gleichungssystem
(@1, da, —b1, —ba | Go — Po) 16sen. Dazu verwenden wir den Gauss—Algorithmus:

e IR R I
Zs+7) = Z - -
SEATAS | 1 2 4|

1 -1 1 -1 0
Zs—Zy=Z3] 0 -2 1 -2 | 0

0 —2 3 =5 | —1

* 3, % 1

1 -1 1 -1 0 1 = —ike Tt

o -2 1 -2 0 5 o= —1uy — I

0 0 2 -3 -1 wi Sus — %, b frei.




Mit dem frei wihlbaren Parameter p := %u’ﬁ erhalten wir bei Wahl des Parametersatzes A7, A5 die

Parameterdarstellung:

L[ L1 L[ 1
G:i=3|3 +% Ll =5 |3 [+n|1], ner
4 2 4 2

Wird hingegen der Parametersatz p], u3 gewéhlt, so resultiert dieselbe Parameterdarstellung

. . [3-1 1 1
G:i=1|6 vl oro =2 3| +u| 1|, uer.
8 3+1 4 2

4.7 Skalarprodukte

In der CartEsischen Basis des Vektorraumes R? hat ein Ortsvektor # = (71, 22)" € R? die
Lange

v

-y y

Linge des Vektors ¥ € R? Im gleichschenkligen Dreieck gilt ¥ 1 ¢

Dies folgt unmittelbar aus dem PyTHAGORAIschen Lehrsatz. Analog gilt in der CARTESIschen
Basis des R? fiir jeden Ortsvektor 7 = (z, 79, 23)T € R?:

1Z]] = ot + 25 + 3.
Allgemein wird man die Standardbasis des R" zu folgender Definition heranziehen:

Definition 4.19 In der Standardbasis des R" ist die EUKLIDische Linge eines Ortsvektors
T=(11,22,...,2,)" € R™ erklirt durch die Zahl

n 1/2
7] = (Z ) .
k=1

Statt Lange sagt man auch Betrag oder Norm.



‘BSP. (4.7.1) ‘ (a) In R' = R ist ||z einfach der Betrag der Zahl z € R..

(b) Der Vektor Z := (—7,1,2,—1)T € R* hat die Norm ||Z|| = V49 + 1 + 4 + 1 = v/55.
(c) Fiir jeden Einheitsvektor €; € R", j =1,2,...,n, der Standardbasis gilt ||€}|| = 1.

(d) Fiir & := (21, 2,...,2,)" € R® und ¢ := (y1,%2,...,yn)’ € R" gilt

n

1/2
12+ gl = (Z(wk + yk)2> :

k=1

In R? folgt aus elementargeometrischen Uberlegungen iiber gleichschenklige Dreiecke (siehe
obige Skizze), dass zwei Vektoren # = (z1,29)" und ¥ = (y1,92)7 genau dann aufeinander
senkrecht stehen, wenn gilt:

1 =l = 17 + 71l-
In der Carresischen Basis folgt:
0=1Z+dI” = 17— 7)I* = 4 (2101 + 2202).

Eine dhnliche Rechnung in R? liefert die Bedingung 0 = 1y, +x2y2 +x3y3. Es ist zweckméiBig,
fiir die Rechengrofle z1y; + 2oy + - - - + 2,y eine eigene Bezeichnung einzufiihren:

Definition 4.20 (a) Fir je zwei Vektoren ¥ := (w1,22,...,7,)T € R™ und i := (y1,y2,
., yn)T € R™ heifle die Zahl

<fa ?j> = Z TrYk
k=1

Standardskalarprodukt von 7,5 € R™ (auch inneres Produkt oder kurz Skalarprodukt).

(b) Zwei Vektoren Z,§ € R"™ heiffen zueinander orthogonal (oder stehen senkrecht aufein-
ander), in Zeichen I L i, wenn (Z,7) = 0 gilt:

Ly & (&9 =0.

‘BSP. (4.7.2) \ (a) In R* gilt fiir 7 := (=7,1,2,—-1)T, 5 := (3,0,—1,5)7 und #:= (1,0,0,—7)7:

(Z,9) =-28, (y,2)=-32, (£,2)=0 = & L2
(b) Stets gilt (0,Z) =0, also 0 L £V & € R™.
Norm und Skalarprodukt in R™ haben folgende Eigenschaften:

Satz 4.16 (a) Das Skalarprodukt ist eine Abbildung (-,-) : R x R" — R mit den Figen-
schaften

(SP1) (@) >0« 0#7€R", (positive Definitheit)

(SP2)  (ANZ+py,2) = NZ,2)+p(y,2) V A\, p € RY 7,7, Z € R", (Bilinearitét)

(SP3) (Z,9) = (7,Z) VI § € R", (Symmetrie)
(b) Die Norm ist eine Abbildung || - || : R™ — R mit den Eigenschaften

(N1) ||Z| >0 0+#ZcR", (Definitheit)

(N2) |INZ|| = |\ - |2 VA e RV Z € R, (Homogenitét)

(N3) |2+ < ||Z||+ ||7|| V Z, 4 € R", (Dreiecksungleichung)




(c) Norm und Skalarprodukt sind verknipft gemaf

|1 = \/(7,7) V& e R (7.1)

Es qilt fiir alle 7,7 € R™ :

17 =71 = 1" + 191" = 2|2 [17]] cos & (£,4), (Cosinussatz) (72)
({@.9) = [IZI 7]l cos ¥ (7, 9), (7.3)
Kz, )| < [|Z||]|7]l. (Cavcry-ScHWARZ—Ungleichung) (7.4)

Begrindungen: Die Eigenschaften (SP1)-(SP3) und (N1), (N2) lassen sich unmittelbar aus den De-
finitionen herleiten. Ebenso offenkundig ist die Relation (7.1). Gleichung (7.3) ist trivial fiir # = 0
oder ¥ = 0. Es sei nun speziell ||Z]| = ||¢]| = 1 angenommen. Wir setzen « :=< (#, %) und erhalten

aus der folgenden Skizze sin ¢ = 1 || — #/||, und somit:

cosae = 1-2sin?($)=1-1|1Z-7gP=1-3(Z—4,7—7)

2
= 1= [#” = 5 I71* + (&, 9) = (7,7)-

Zum Beweis von (7.3)

Also gilt (&, ) = cos a fiir Vektoren der Léinge 1. Fiir beliebige Vektoren # # 0 # 7 sind Z/||Z|| und
7/||7]| solche Vektoren der Linge 1. Fiir diese gilt also:

E

F._ &)
i 7 R R A
und daraus folgt (7.3). Mit |7 — 7]|> = ||Z]|? + ||7]|> — 2(Z, %) ist die Gleichung (7.2) jetzt eine

unmittelbare Folgerung von (7.3), und wegen |cosa| < 1 resultiert sogleich auch (7.4). Schlieflich
haben wir (N3):

cosa = cos < (%, 7) = (

!

L . . . (7.4) . a2
12+ 717 = 121> + 262, 9) + 1717 <" (2l + 171)° -

Bemerkung 4.11 (a) Fiir 7,7, 2 € R™ und A\, u € R folgt zusammen mit (SP2) und (SP3):
AT+ 12 = (AF+p2E) = MG 3) + p(5,8) = @ 7) + w7, 2.

Diese Eigenschaft und (SP2) rechtfertigen den Begriff Bilinearitét.

(b) Fiir @« =<4 (%, y) = /2 folgt aus (7.3) wieder (Z,7) = 0, also ¥ L ¢. In diesem Falle ist
(7.2) nichts anderes als der PyrHAGORAIsche Lehrsatz.



(c) Setzen wir

n 1/2
A7) = |7 — 71l = (zm _ yk>2> Vi jeR

k=1

so wird auf R™ eine Metrik d(-,-) : R" x R" — R erklirt, die wiederum die Eigenschaften

(M1) d(Z,9) >0 T #7, (Definitheit)
(M2) d(%,y) =d(y,%) ¥V 2,5 € R", (Symmetrie)
(M3)  d(Z,9) <d(Z,2) +d(Z,9)V 7,§,Z € R, (Dreiecksungleichung)

hat. Diese heifit die EukLiDische Metrik (Distanz, Entfernung).

(d) Ein Vektor # € R" mit der Norm ||Z|| = 1 heifie Einheitsvektor. Jeder Vektor 0 # & € R”
wird durch die Normierung #/||Z|| zum Einheitsvektor. O

4.8 Praehilbertraume und normierte Vektorriume

In diesem Abschnitt bezeichnet K ausschliefilich den Korper R oder C.
Der Versuch, das Standardskalarprodukt des R", ndmlich

)

n
(E) =) weye, T=(21,32,...,22)", T= W1, Y2, yn)"
k=1

auf Vektoren #,y € C™ auszudehnen, fithrt zur Verletzung der Definitheitsbedingung (SP1). Zum
Beispiel erhilt man fiir den Vektor Z := (1 +14,0,...,0)7 € C" aus obigem Skalarprodukt die Zahl
(#,7) = (1+14)? = 2i. In diesem Fall ist es nicht moglich, die Linge oder Norm des Vektors & gemif
|Z|| = V/(%, Z) zu erkldren.

Mit einer geeigneten Modifizierung der Definition kann das Skalarprodukt auch auf C" ein-
gefiihrt werden:

Definition 4.21 (a) Fir je zwei Vektoren & = (w1,22,...,2,)7 € C" und § = (y1,¥2,
., yn)t € C™ heifle

n
(Z,9) == > T Ui
k=1

Standardskalarprodukt von 7, € C™.
(b) Die Zahl

k=1

heiffe die Linge oder die durch das Skalarprodukt induzierte Norm des Vektors ¥ =
(z1,29,...,2,)" € C".

Zum Beispiel: In C? seien die Vektoren # := (1 +i,1 — )7, ¢ := (=2,2i)"7 gegeben. Dann gilt
(Z,7) = —2(1 +14) — 2i(1 — i) = —4(1 + i) sowie ||Z] = [(1 +4)(1 —i) + (1 —i)(1 +4)]"/? = 2 und
17 = [(=2)(=2) + 2i(=2:)]'/* = 2v2.

Die in Satz 4.16 aufgelisteten Eigenschaften von Standardskalarprodukt und induzierter Norm
gelten weiterhin mit entsprechender Modifikation:



Satz 4.17 Wir setzen V := C". (a) Das Skalarprodukt ist eine Abbildung (-,-) : V XV —
K := C mit den Eigenschaften

(SP1) (Z,Z) >0 0#£TcV, (positive Definitheit)

(SP2)  (AZ+ud,2) = M@, 2)+u(g,2) VA, p e KV Z,7, 2 € V, (Sesquilinearitét)

SP3) (&, 9) =(y,H) V&, yeV. (Antisymmetrie)
(b) Die Norm ist eine Abbildung || - || : V — R mit den Figenschaften

(N1) ||Z|>0e0#2cV, (Definitheit)

(N2)  [|AZ|| = |- ||F]|VAe KV Z eV, (Homogenitit)

(N3) |IZ+dll <||Z]+ g V& yeV. (Dreiecksungleichung)

Bemerkung 4.12 (a) Setzen wir in der obigen Definition K := R und V := R", so gelten
die Eigenschaften (SP1), (SP2) und (SP3) auch fiir das Standardskalarprodukt in R™ sowie

die Normaxiome (N1)—(N3) fiir die durch das Skalarprodukt induzierte Norm ||Z|| := /(&, Z).

(b) Skalarprodukte lassen sich nicht nur — wie bisher getan — in V' := K" erkldren, sondern
auch in vielen anderen Vektorrdumen.
Ist beispielsweise I := [a,b], a,b € R, a < b, ein abgeschlossenes Intervall, und ist

V=M (I):={P(x) : P(x) ist ein fiir alle z € I definiertes komplexes Polynom },

so kann sich der mit dem Integralbegriff vertraute Leser davon iiberzeugen, dass durch die Vorschrift

b

(P.Q)= [ P@) QW) o, P.Q e T(0),

a

ein Skalarprodukt auf V erklirt ist. O

Definition 4.22 (a) Ein Vektorraum V iber K heiffle Praehilbertraum, wenn in V' ein Ska-

larprodukt (-, ) : V x V — K erkldrt ist, welches die Eigenschaften (SP1), (SP2) und (SP3)
hat. Ein Praehilbertraum V diber R mit dimV < oo heiffe auch ein EUukLiDischer Vektor-
raum. Fin Praehilbertraum V idiber C heifle auch ein unitdrer Vektorraum.

(b) Ein Vektorraum V iber K heiffe normierter Vektorraum, wenn in V' eine Norm || - || :
V' — R erklart ist mit den Eigenschaften (N1), (N2), (N3).

(c) Ist V' ein Prachilbertraum dber K mit dem Skalarprodukt {-,-), so heiffe die iber die Rela-

tion |Z|| == \/(Z,%,) V& € V erklirte Abbildung ||-]| : V' — R die durch das Skalarprodukt
induzierte Norm.

Bemerkung 4.13 (a) Jeder Praehilbertraum ist gleichzeitig ein normierter VR; die Umkeh-
rung gilt im allgemeinen nicht. Zum Beispiel ist

n
12|l =D Jow], ZeC,
k=1

eine Norm auf dem Vektorraum V := C", die verschieden ist von der durch das Standard-
skalarprodukt induzierten Norm ||Z|| = /(Z,Z). Die Norm ||Z]|; lésst sich nicht durch ein



Skalarprodukt induzieren.

(b) Auf jedem normierten Vektorraum V' wird vermdoge
d(Z,§) = [Z -y VZgeV

stets eine Metrik mit den friiher erklérten Eigenschaften (M1), (M2), (M3) induziert. 0

‘BSP. (4.8.1) ‘ (a) Wir setzen V := Az = {Ortsvektoren im 3D-Anschauungsraum} und versehen
V' mit dem (basisunabhingigen!) Skalarprodukt

(@, 9) = 2| 7]l cos 5 (&, 7).

Dann ist V' ein Praehilbertraum.

(b) Wie oben erliutert, ist V := K™ mit dem Standardskalarprodukt
(Z,5) == > =k U
k=1
ein Praehilbertraum.
Wir stellen nachfolgend wichtige Rechenregeln fiir das Skalarprodukt zusammen.
Satz 4.18 FEs sei V' ein Praehilbertraum diber K. Dann gilt:
(@TAF+n?) = MED+AEED VApeKVEG I, (8.1)
1Z+71* = IZ]* + 17" + 2Re(Z,5) VTGV, (8.2)
Kz, )| < |ZI||lyl] V& ¢€V, (CaucHy-ScHWARZ-Ungleichung).  (8.3)

In der CaucHY-ScHWARzZ-Ungleichung tritt Gleichheit genau dann ein, wenn Z,y linear
abhdingig sind.

Begriindung: Wir zeigen zunichst (8.1). Es folgt aus den Eigenschaften eines Skalarprodukts:

GG+ p7) L

—— 5 5 (SP2 g —— (SP3) — , L
DTt rED LIXGD +p @D L XE )+ D).

Wir beweisen jetzt (8.2):

2) 8.1

— —| — — = (SP = = — = ( ) = = — — —
IZ+ 717 = (Z+g.2+5) = L2+ +G.E+§) = (L) + (T + (7.2) +{G.D

(SP3) - N o = o0 N o -
=72+ TP+ (29 + (E9) = 1217 + 1717 + 2Re (Z,7).

Zum Beweis von (8.3) vermerken wir, dass die Behauptung fiir ¥ = 0 trivial ist. Es sei also ¢ # 0
angenommen. Dann folgt:

2
(8.2

<f7m = ) hod =) g — — —
=" 2P 1717 + (2, D) — 2Re (2, (2, 7) 7)

Z ||yl = TR

0 <
1

82) o . . 2 B
=" N2 191% + [(Z 9)I* — 2Re ((:E,Ww@) = [|1Z11* |171* — (&, 9[>

Ist Z+ \¢ =0, so gilt in dieser Rechnung iiberall Gleichheit. ad



Bemerkung 4.14 (a) Aus (8.2) und (8.3) erhilt man jetzt (N3), ndmlich
17+ 711> < 1717 + 1711 + 2 120 7] = (21 + 171)°
(b) In V := K" hat die CAucHY-ScHWARZ-Ungleichung (8.3) die Form

<(x w)m (z ) "

k=1

n
Z Tk Yk
k=1

(c) Ist V ein Praehilbertraum iiber R, so wird durch (Z, %) /||Z|| ||7]| fiir jedes Paar von Vektoren
T # 0 # §/ eine reelle Zahl aus dem Intervall [—1, 1] erklért:

Definition 4.23 Gegeben sei ein reeller Praehilbertraum V. Die durch

N

(7,

[ 17

cosa = und 0 < a <, f%@#gj,f,gjev,

eindeutig definierte Zahl o heiffe der (unorientierte) Winkel zwischen den Vektoren

€ R
T, 1, bezeichnet mit o =:4 (&, 7).

Y

Zum Beispiel in V := R® haben wir fiir # := (0,1,1,0,0)” und 7 := (1,1,1,0,1)":

@y _ 2 V2
IZ7 ~ vz~ 2

(d) Ist V' ein normierter Vektorraum, so heifle jeder Vektor ¥ € V' mit ||¢]| = 1 ein Einheits-
vektor. Fiir jeden Vektor 0 # @ € V wird vermoge @ := /||| eine Normierung auf die
Lénge 1 induziert. Zum Beispiel sei in V := R® der Vektor @ := (—2,1,3,0,1)T € V gegeben.
Wegen ||w]| = v/15 ist 1 kein Einheitsvektor. Normierung liefert den Einheitsvektor:

cos o = , also a =4 (7,y) =

N

51
=0 = = (-2,1,3,0,1)T.

[l V15

(e) In einem normierten Vektorraum V' erschliefit man aus (N3) durch vollsténdige Induktion
die verallgemeinerte Dreiecksungleichung O

n
> T
k=1

n
SZ“Uk” VU171727.__,’I77L€V
k=1

In jedem Praehilbertraum kann genau wie in R” ein Orthogonalititsbegriff erkldrt werden.

Definition 4.24 (a) Gegeben sei ein Praehilbertraum V. Zwei Vektoren @, 0 € V' sind ortho-
gonal oder zueinander senkrecht, in Zeichen: i 1 U, wenn (i, ) = 0 gilt:

i17 e (47 =0,

(b) Gelte dimV = n < oo. Fine Basis Uy, s, ...,7U, von V heiffe Orthogonalbasis genau
dann, wenn gilt

(B, 5) =0 V j # k.

FEine Basis U1, 0s, . .., U, von V heiffe Orthonormalbasis (ON-Basis) genau dann, wenn gilt



<77j777k>:5jk Vi,k=1,2,....,n

Dabei heifie

PO 1: 7=k,
kY0 Ak

das KRONECKER—Symbol. Fine Orthonormalbasis besteht mit anderen Worten aus Einheits-
vektoren, die paarweise zueinander senkrecht sind.

‘BSP (4.8. 2)‘ ) In V := C3 seien die Vektoren @ := (1 + 2i,1 — 24,i)” und @ := (—44,1 —
2i, —4 + 3i)T gegeben. Dann gilt

(i, 7) = (14 20)4i + (1 — 20)(1 + 2i) +i(—4 — 3i) =0, also @ L 7.

Beachte in dieser Rechnung: Bei komplexem Skalarprodukt sind die Komponenten des Faktors #/
konjugiert komplex zu nehmen!

(b) Die Standardbasis é1,é,...,é, in V := K" ist eine ON-Basis! Aus der Darstellung €; =
(0,...,0, 1 ,0,...,0)T, j =1,2,...,n, deduziert man sofort:

j—te Stelle

&% = (€j, &) =1, (€,é)=0Vj#k j,k=1,2,...,n.

(c) Es sei V := R?, versehen mit dem Standardskalarprodukt. Man priift leicht nach, dass auch das
folgende Vektorsystem eine ON-Basis von R3 ist:

1 1
7 == (2,2, 1), ¥:=—=(1,-1,007, ¥:=—=(-1,-1,4)T.

3 V18

Allgemein kann jede Basis in einem Praehilbertraum in eine ON-Basis umgewandelt wer-
den. Ein konstruktives Umwandlungsverfahren wurde von ERHARD ScHMIDT (1876-1959,
Professor fiir Mathematik in Berlin) gefunden:

Satz 4.19 (ScaMmipTsches Orthonormalisierungsverfahren)

In einem Praehilbertraum V sei ein System iy, Us, ..., U, € V, n € N, linear unabhingiger
Vektoren gegeben. Dann existiert ein Orthonormalsystem v, ¥s,..., 0, € V mit der Eigen-
schaft

Span {771, 772, ce ,ﬁn} = Span {’L_I:h 1_[2, ce ,ﬁn}

Man erhdlt das ON-System konstruktiv durch folgende Rekursion:

’1171 — 17:1, W
’LU :ﬁ Zuk,vj :2,3,...,7”L, \ (ONS)
7 G 19
Vi ‘=g J=L4L4,0.
[l )
Begriindung: Nach Konstruktion gilt ja bereits ||| = 1. Nun zeigen wir mit vollstindiger Induktion

nach & die Orthogonalitit (U41,7;) = 0V j = 1,2,...,k < n — 1. Fir k¥ = 1 haben wir per
Konstruktion:

1 1

. Lo . 1, -
(hy, 0) = = (ilp — (tz, %) T, 1) = = (i, 01) — —=— (da, U1) |51 [|* = 0
[[edia]| [[d2]| o |



Also gilt die Induktionsverankerung. Wir zeigen jetzt den Schluss von k auf k£ + 1. Gelte nun bereits
(Ok41,7;) =0 fir ein k <n —2 und fiir j = 1,2,..., k. Dann folgt:

(Uk2,Vj) = =7 (U2 — ) _(Uk+2, 1) U, Uj)
+25 Y “wk+2“ + ; +2 » Y

1 k+1
= 7{(’&]4;4_2,1_)‘]) - Z(ﬁk-l-%ﬁl) <6l76J> } = 0.
———

[ @42l =

‘ BSP. (4.8.3) ‘ Es sei V := R?, versehen mit dem Standardskalarprodukt. Um in dem Unterraum
U = {(z1,22,23,74)7 € V : 23 = 31 — 215 + 74} eine Basis zu bestimmen, setzen wir in die
Gleichung =3 = z; — 229 + 4 nacheinander die Tripel (z1,z9,24) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ein.
Wir erhalten die Basisvektoren

i = (1,0,1,0)T, @ := (0,1,—-2,0), @5 := (0,0,1,1)T.

Mit dem ScumipTschen Orthonormalisierungsverfahren konstruieren wir nun eine ON-Basis von U:

1 1
N O s Lo
wy = 1 = u ,Ul_\/§ 1 )
| O | 0
[0 1 1 [ 1
| ol | 1 1|1
Wa = _9 ——(0—2) 1 = 1 ivz—ﬁ 1 y
0 0 0 0
[0 1 1 -1 -1
o] 1 o] 1 1] 1| 2 D T
|1 0 0 6 6

Bemerkung 4.15 (a) Jeder endlichdimensionale Praehilbertraum V' besitzt eine ON—Basis.

Denn ist dim V' = n, so kann die existierende Basis 1, s, . . ., i, mit dem Verfahren (ONS)

orthonormiert werden.

(b) Es gelte dim V' = n, und es sei ¥, ¥y, . .., U, eine gemif (a) existierende ON-Basis. Dann
n

ist jeder Vektor # € V eine LK der Basisvektoren: @ = Y \; ¥ mit den Komponenten
k=1

n
<17:,’17j> :Z)\k<’17k,17]> :)‘ja j:1,2,...,n.
=0p;

Das heift, in einer ON—Basis des Vektorraumes V' gestattet jeder Vektor die Darstellung

n
k=1

Definition 4.25 Die Zahlen N\, := (i, 0y) in der obigen Darstellung heiffen die FOURIER—
Koeffizienten des Vektors i in der ON—Basis U1, Vs, ..., Up.



Fiir jeden weiteren Vektor 7 € V' mit den FouriEr-Koeffizienten y; := (¥, 7;) gilt nun

(u,7) = <Z)\kvk,ZMyUy> ZZMM; UkaUy

k=1j=1
_5,w

und somit O

Y

(a,v) = Z)‘k,uk = [d])? = Z|ﬁ,ﬁk

‘BSP. (4.8.4)‘ Es sei U der Unterraum aus BSP. (4.8.3) mit der dort konstruierten ON-Basis
¥y, s, U3. Wir geben die Vektoren @ := (2,—2,1,—5)" € U und @ := (1,1,0,1)" € U vor. Dann
errechnet man sofort die FourtEr—Koeffizienten

Offenbar gilt
3 2 35-7

Va2 VA vovm |

in Ubereinstimmung mit dem Wert des Standardskalarproduktes (i, #) =2 —2 — 5 = —5.

4.9 Orthogonalkomplemente und geometrische An-
wendungen

In diesem Abschnitt sei V' stets ein Praehilbertraum, und es sei K := R oder K := C.

Definition 4.26 Das Orthogonalkomplement U~ eines Unterraumes U C V ist die Menge

Ut ={feV :(i,7) =0V iecU}.

‘BSP. (4.9.1)‘ Es sei V := R*, versehen mit dem Standardskalarprodukt. Man erkennt sehr
einfach, dass die beiden Vektoren @ := (1,0,1,0)” und b= (0,1,0,1)" den Unterraum U :=
{(z1,72,23,74)T €V : 21 = 23 und z = 24} aufspannen. (Klar, @,b € U sind LU, und wegen der
zwei Nebenbedingungen z; = x3, 2o = 24 muss dim U = 2 gelten.) Wir setzen jetzt ¢ := (1,0, —1,0)”
und d := (0,1,0,—1)" und behaupten:

Ut = span {c, J}, dimU* =2

Tatséichlich, es gilt fiir jeden Vektor @ := A\ d + Ao b € U und jeden Vektor o := pq ¢+ po d:

-

(ﬁa ﬁ) =X\ K1 (67 E} +A2 K1 (ga 5) +A1 K2 <C_I:, J} +A2 K2 (ga > =0.
S—~— S—~— S—~—— S—~—
Also haben wir 7 € U .

Wir sehen ferner, es gilt hier dim V' = dim U +dim U+, was kein Zufall ist, wie folgender Satz
zeigt:



Satz 4.20 Es sei U CV ein Unterraum des Praehilbertraumes V. Dann gilt:
(a) Stets ist auch Ut ein Unterraum von V.

(b) Ist iy, iy, . .., iy, eine Basis von U, so gilt ¥ € UL genau dann, wenn

(ﬁk,ﬁ>:OVk:1,2,...,m.

(c) Stets gilt U C UL .= (UH)*.

(d) (Satz von der orthogonalen Zerlegung.)
Es sei dimV < oo. Dann gilt UNU*+ = {0} und U + U+ =V, also

V=UeU*, dimV =dimU +dimU*.

Das heifit, zu jedem Vektor 7 € V gibt es eindeutig bestimmte Vektoren i, 4+ mit

F=id+at, deU a+eUt

Begrindungen: (a) Wegen (i, 6) =0V i e U haben wir 0 € U- # 0. Seien nun #,% € UL und
A, 1 € K vorgegeben. Dann folgt

(@, N0+ p@) = X (@,0) +7 (@, D) =0V @ € U,

—— ——

also A0+ pw € UL. Somit sind die Unterraumaxiome (U1) und (U2) in U~ erfiillt.
(b) 7 € V und (dy,7) =0V k = 1,2,...,m implizieren klar (@,7) = 0V @ € U. Also haben wir
# € U*. Sei nun umgekehrt & € U+ gegeben. Dann haben wir (i, %) = 0V @ € U. Mit der speziellen
Wahl @ := 4, € U erhilt man also (i, ) =0V k=1,2,...,m.
(c) Jedes i € U erfiillt (@, %) =0V & € U*. Also folgt @ € UL+,
(d) Wegen dimU < dimV < oo konnen wir in U eine ON—Basis festlegen, die sich gemafi Satz 4.12
zu einer ON-Basis von V ergénzen lisst. Die ergiinzenden Basisvektoren spannen nach Satz 4.12 den
zu U komplementiren Unterraum UL auf, und es gilt U @ U+ = V. O

Bemerkung 4.16 (a) Im Falle dim V' < oo gilt fiir jeden Unterraum U C V sogar stets
U = U*t. Dies folgt unmittelbar aus den direkten Summen

UteU=V=Ute U

(b) Durch die orthogonale Zerlegung ¢’ = i + @+ mit @ € U und 4+ € U+ wird jeder Vektor
¥ € V in eindeutiger Weise auf einen Vektor Py () := @ € U abgebildet. O

Orthogonale Projektion auf den
Unterraum U



Definition 4.27 Der Vektor Py(0) € U heifle die orthogonale Projektion des Vektors v € V
auf den Unterraum U C V.

Die orthogonale Projektion hat eine sehr wichtige Extremaleigenschaft:

Satz 4.21 Es seien V' ein endlichdimensionaler Praehilbertraum, U C V' ein Unterraum und
v €V ein fester Vektor. Dann gilt:

|7~ Pu(@)]| = min |7 — || < |7~ @] V& €U : & # Py(d). (9:1)

Ist iy, s, . .., U, eine ON-Basis von U, so gestattet Py () die folgende Darstellung:

Py(#) = 3. (0, @) . 9.2)

¥ — 1 =7 — Py(0) + Py(¢) — & = 4+ + .

=igteU+L cU

Hieraus folgt
|17 —@|* = lla* +Z|* = |a@*|* + |#]* + 2Re (@, &) = T = Pu(@)|* + || Py () — @],
——
=0
Fiir W # Py (¥) folgt daraus || — Py (v)|| < |7 — |, also (9.1). Der Vektor Py (%) € U kann in

der ON-Basis des Unterraumes U aufgespannt werden. Wegen Py (#) = @ — @ erhilt man seine
Fourier—Koeffizienten zu

(Py(D), @) = (T, @) + (@, dx) = (7, a).
=0

Hieraus resultiert die Darstellung (9.2). O

‘ BSP. (4.9.2) ‘ In dem Praehilbertraum V := R? betrachten wir den Unterraum

U:= {($17$2,$3,$4)T €V x5 =11 —2x9 + 24}

(vgl. das BSP. (4.8.3) in Abschnitt 4.8). Der Unterraum U C V wird von folgender ON-Basis
aufgespannt:

1 1
= —(1,0,1,0)7, @y == — (1,1,-1,0)T, il := — (-1,2,1,6)T.
1 \/5( )" 2 ( )", 3 @( )

Die orthogonale Projektion der beiden Vektoren @) := (1,2,3,4)" und @5 := (2,2,1,3)" auf U ist zu
berechnen. Wir haben:

U

4 30 1
Py(th) =S (@, @i, = —i +0dy + —15 = = (9,10,19,30)7,
U( 1) I;( 1 k> k \/5 1 2 \/ZE 3 7( )
2 3 3 21
Py(th) =Y (O, )iy = ——=t) + —= s + ——1ii3 = (2,2,1,3)T = .
,; V2 V3 V42



Das zweite Ergebnis iiberrascht nicht: der Vektor ¢ liegt bereits in U. Stets gilt ndmlich

PU(U):U \VIJEU,

wie man sich schnell an obiger Skizze klarmacht.

Ist M := p+ U C V ein affiner Unterraum, so ist es sinnvoll, den Abstand eines Punktes
7 € V von M als kiirzeste Entfernung (beziiglich einer gegebenen Metrik in V') zwischen @
und M zu erkliren.

Definition 4.28 Gegeben sei ein Praehilbertraum V' und eine Untermannigfaltigkeit M :=
P+ U von V. Fiir v € V heifle die Zahl

d(v, M) := min [[¢ — | = min || — p'— d

der Abstand des Punktes v € V von M. Gemaf Satz 4.21 haben wir

d(v, M) = |7 = p— Py (0 = p)l| = | P+ (7= D)

Sind M; := p; + U; zwei UM von V', so heifie die Zahl

d(My, My) := min [|py + il — P — |
i1 €Uy

Gy€Uy

der Abstand von M; und M,. Setzen wir

WI:U1+U2:{66V : ﬁ:ﬁl+ﬁ2 mit ﬁlEUl,ﬁgeUQ},

so gilt T
d(My, M) = || Py (p1 — Pa)||-

‘BSP. (4.9.3)‘ Abstand zweier Ebenen in V := R'. Es seien in V die Vektoren p; :=
(4,-1,2,-3)" pp = (3,2,1,4)7 sowie i1y := (1,0,2,1)7 i@ = (1,1,0,2)7 und iy :=
(2,2,3,4)T ,idye := (0,1,1,1)T vorgeben, mit denen wir die beiden Ebenen E; := p; + U;, U; =
span {1, uj2}, j = 1,2, definieren. Wir berechnen den Abstand d(E1, E») von E; und Es.

1.Schritt: Wir bestimmen eine Basis fiir den Unterraum W := Uy 4+ Uy = span{uy1, 412, Uo1, U222}
mit Hilfe des Gauss—Algorithmus:

=T

Uiy 1 0 2 1
Ugq 2 2 3 4
T o 1 1 1
1 0 2 1
Lo — 721 = Zy 0 1 -2 1
Z3 =22y = Z3 0o 2 -1 2
0 1 1 1
Zy & 2y 1 0 2 1 =af
Zy — 27y = 3 —0 1 1 1 T
Zy—Zy = Zy 2 = S-System, Typ (II).
Zy—Z3 = 7y 0 0 1 0| =af
—373 = 73 0 0 0 0




Wir haben also W = span {1, ds, 43}, und der Erginzungsraum wird von dem Vektor iy :=
(0,0,0,1)” aufgespannt.

2.Schritt: Mit Hilfe des ScumipTschen Orthonormalisierungsverfahrens formen wir nun das Vektor-
system 1, o, U3, s in ein ON-System o7, 7o, 73,4 um. Man erhilt mit elementarer, aber etwas
langlicher Rechnung:

1 —1 —1 —1

. 1 0 . 1 2 . 1 0 . 1 -1
= — , V2 = —= 9 = = y U 75

Ve Ve o B Lt B o

1 1 —1 1

Nun gilt

W+ = span {7} = span {% (—1,-1,0, I)T},

und tatsichlich iiberzeugt man sich sehr einfach, dass der Vektor ¥4 senkrecht steht auf den Vektoren
ﬁu, ’1712, ﬁgl, ’1722, also auch auf U1 und U2. Es gilt nun Pwl (171 —]72) = <ﬁl —ﬁg, 174) 174 = —% 174, und
hieraus resultiert schlieflich

N N 5
d(E1, Ea) = || Py L(P1 — p2)|| = 7

Ist die Untermannigfaltigkeit M eine Hyperebene in V', gilt also H := M = p+ U mit
dimU = dimV — 1, so hat man dim U" = 1. Folglich gilt U = span {7i} mit einem Vektor
0#£neV.

Definition 4.29 FEs seien V' ein Praehilbertraum mit dimV < oo, ferner U C V' ein Unter-

raum mit dim U = dim V —1 und g € V ein fester Vektor. Dann heifie jeder Vektor 0 # i € U+
eine Normale an die Hyperebene H = p+ U.

Satz 4.22 (a) Ist i € V eine Normale an die Hyperebene H = p'+ U, so gilt die Darstellung

H={teV : ({-p,it)y =0} ={0 eV : (¢,) = (P, i) = const}.

(b) Sind 0 # 7 € V und o € K worgegeben, so ist durch

H:={7eV : (Ui)—a=0} (9.3)

genau eine Hyperebene in dem endlichdimensionalen Praehilbertraum V bestimmt. Die Dar-
stellung (9.3) heifst HessEsche Normalform einer Hyperebene in V.

Begriindungen: (a) Wegen U+ = span {71} und wegen & —p'€ U VY & € H gilt immer ¥ — § L 7, oder
aquivalent (v — p, 1) = 0.
(b) Offensichtlich ist

H:=« # + (span {7i})*
7

eine Hyperebene in V', und diese hat geméf (a) die Darstellung (9.3). O



Bemerkung 4.17 (a) die Aussagen (a) und (b) in Satz 4.22 bleiben richtig, wenn der Nor-
malenvektor 77 durch den Einheitsnormalenvektor (die Einheitsnormale)

—

n
7]

ersetzt wird.

(b) Ist V ein EuKLIDischer Vektorraum (also reell), so kann in (9.4) das Vorzeichen stets so
gewihlt werden, dass (p, i) > 0 gilt. In diesem Fall gibt

d(67 H) = ||{p, o) Tlo|| = (P, 7ip) > 0

den Abstand der Hyperebene H vom Ursprung 0 an.

(c) Es seien V und 7, wie in (b) gegeben. Dann heifle

d*(W, H) := (0 — p, fly)

der orientierte Abstand des Punktes @ € V von der Hyperebene H. Es gilt:

negativ, falls 0 und @ auf einer Seite von H liegen,
d*(w, H) ist .
positiv, falls 0 und @ auf entgegengesetzten Seiten von H liegen.

‘BSP. (4.9.4)| Ebenen (= Hyperebenen) in R3. In V := R? sei die Untermannigfaltigkeit F
durch die Gleichung

E:={F=(z,y,2)" €R® :azx+by+cz=d}, abcdeR fest,

gegeben. Mit Hilfe des Vektors 7 := (a, b, ¢)T # 0 erhilt man unter Verwendung des Standardskalar-
produktes die folgende Darstellung:

E={ZeR?: (&) =d}.

Dies ist gemiB Satz 4.22 die Hessesche Normalform einer Hyperebene in R?. Mit einem festen
Vektor p' € E folgt wegen (p,7) = d nun auch

(Z—p,n) =0« (Z,n) = (p,A) = const VI € E.

Geometrische Interpretation der HESSE—
schen Normalform einer Ebene E in R?



Die obige Gleichung kann geometrisch in der folgenden Weise interpretiert werden: Die Vektoren
#—pV & € E stehen senkrecht auf dem Vektor 7. Die Untermannigfaltigkeit £ C R? ist eine Ebene.
Wegen 7 L E fillt das Lot von 0 auf E in die Richtung 7. Das heiBt, die orthogonale Projektion
von 7 auf den Unterraum span {7} ist das Lot von 0 auf E.

Definition 4.30 Eine Gleichung der Form azx + by + cz = d mit nicht gleichzeitig verschwin-
denden Zahlen a,b,c,d € R heiffe allgemeine Ebenengleichung einer Ebene E C R?. Der
Vektor

it := (a,b,c)T

heiffe Normalenvektor an F. Er steht senkrecht auf der Ebene E. Der Vektor

R +7 1
Ny 1= =
N [T R g

heifie Einheitsnormale (nvektor) an E. Bei geeigneter Wahl des Vorzeichens von iy gibt die
Zahl

(a, b, c)T

- d
d(0,FE) : >0 (Vorzeichenwahl!)

d
THR T Ve Rt e

den Abstand der Ebene E vom Ursprung 0 an. Einheitsnormale @iy zusammen mit einem
Punkt p € E oder zusammen mit dem Abstand d(0, E) legen die Ebene E eindeutig fest:

(X, 1) = (P, ) = d(ﬁ, E), (HesseEsche Normalform).

Zum Beispiel laute die allgemeine Ebenengleichung einer Ebene E C R3:

r—2y+32+5=0 <& —x+4+2y—32=>5. Vorzeichenwahl getroffen: d > 0.

Normalenvektor: |7 = (—1,2,—3)7;

e Einheitsnormale: |7y = —— (—1,2,-3)7;
0 i ( )
Abstand der Ebene E vom Ursprung 0: |d(0,E) = — >0
. n T 1 m Ursprung 0: , ;
V14
HEessesche N 1 ( )——————1 (—z + 2y — 32)
. sc ormalform: | (%, 7 x z).
’ V14 V14 Y

‘BSP. (4.9.5) ‘ Paramaterdarstellung von E < HESssEsche Normalform von E.
Es ist klar, da beide Formen dieselbe Ebene darstellen, miissen sich beide Darstellungen auch inein-
ander iiberfithren lassen.

(i) Es sei die HessEsche Normalform (HNF) der Ebene E gegeben:

E:={ZcR?®: (z,7) =d(0,E)}.

Man wihle in dieser Menge drei Vektoren 7, Z1, 2 so, dass die beiden Vektoren iy := Z; — p und
o := Z5 — p LU sind. In diesem Falle resultiert bereits die Parameterdarstellung

E:{fERg P E=p4+ MU+ Ao, A, A ER} (95)



Man verschafft sich die drei gesuchten Vektoren p,Z1,#s durch Einsetzen von Zahlen z,y, z in die
HNF. Bei einer Ebene F in ”allgemeiner” Lage (das heifit, E liegt nicht parallel zu einer der drei
Koordinatenebenen), konnen in der Regel durch Einsetzen der drei Zahlentupel (z =0,y = 1), (y =
0,z =1), (2 =0,z = 1) in die HNF die drei gesuchten Vektoren bestimmt werden. Wir betrachten
als Beispiel die Ebene E aus BSP. (4.9.4) mit der HNF

5 1
Wir verwenden die letzte Gleichung und erhalten
(ZE - = 1) = ﬁ: (03 1? I)Ta - ( 8 1 2)T
Uy =\{—0,—1, )
(y = 0, = ]_) = fl = ( 8,0, ].)T, = _’1 (1 9 1)T } LU
(z=0z=1) = &=(1307, T

Die gesuchte Parameterdarstellung lautet nun

E={FcR?:Z=(0,1,-1)T + X\ (-=8,-1,2)T + X5 (1,2,1)T, X\, X2 € R}.

(ii) Gegeben sei nun eine Parameterdarstellung (9.5) der Ebene E. Fiir die Darstellung von E in der
Hesseschen Normalform (# — p,7p) = 0 verfiigen wir bereits iiber den Aufhingepunkt p, den wir
(9.5) entnehmen. Die Einheitsnormale 7ip muss nun so bestimmt werden, dass die Orthogonalitéits-
relationen ) L 7y L iy gelten. Zur Losung dieser Aufgabe fithren wir ein spezielles Produkt ein,
welches zwei Vektoren Z, i/ € R3 einen Vektor Z € R? mit # L 7 L i zuordnet.

Definition 4.31 In der Standardbasis des R? seien zwei Vektoren ¥ := (x1,x2,23)7 € R?
und 7 = (y1,y2,y3)" € R? gegeben. Dann heife der durch die Vorschrift

T2Y3 — T3Y2
7 =T gI: T3Y1 — T1Y3 (96)
T1Y2 — T2l

definierte Vektor 7 € R? das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) der Vektoren T und 7.

Zum Beispiel: Das Vektorprodukt der beiden Vektoren i := (=8, —1,2)T und @, := (1,2, 1)
ist der Vektor @, x iy = (—5,10, —15)T.

Beachte: Das Vektorprodukt ist nur in dem EukvLipischen Vektorraum R? erklirt!

Satz 4.23 Beziiglich des Standardskalarproduktes steht der Vektor ¥ x if € R? senkrecht auf
beiden Vektoren ¥ € R? und ij € R3:

FLEXGLY

Begriindung: Offenbar gilt nach Definition
(Z,7 X i) = 2172y3 — T1T3Y2 + T2T3Y1 — T2T1Y3 + T3T1Y2 — T372y1 = 0,

und mit dhnlicher Rechnung erhilt man auch (7, Z x ) = 0. O

—

Wir folgern aus diesem Satz, dass der oben berechnete Vektor 7 := i x iy = (—5,10,—15)"



die geforderten Orthogonalititsrelationen @; L 77 L iy erfiillt. Durch Normierung erhalten wir die
Einheitsnormale und daraus schlieBlich die gesuchte Hessesche Normalform:

Einheitsnormale: 7y = \/% (=1,2,-3)T;  HNF: (&) = (P, 7o) =

‘BSP. (4.9.6) ‘ Lotfulpunkt und Abstand eines Punktes @ € R? von einer Ebene E bzw. einer
Geraden G.

Wird das Lot von einem Punkt P € A3 mit Ortsvektor @ € R3 auf eine Ebene E gefilllt, so gilt fiir
die Liinge d*(w, E) des Lotes (das ist der Abstand des Punktes P von der Ebene E):

d* (@, E) = (i, 7iy) — d(0, E).

Abstand des Punktes @ von der Ebene F

Hier sind die Einheitsnormale 7y und der Abstand d(0, E) der Ebene E vom Ursprung 0 aus der
Hesseschen Normalform (%, 7o) = d(0, E) der Ebene E zu entzunehmen.

Beachte: d*(w, E) ist negativ, wenn die Punkte 0 und @ auf der gleichen Seite der
Ebene E liegen, vgl. obige Skizze!

Der Lotfufipunkt mit dem Ortsvektor £ liegt auf der Geraden G := {# € R3 : # = @+ Ay, A € R}.
Er bildet also die Schnittmannigfaltigkeit G N E:

(@, 7o) + A = d(0, E).

e G =l=1i+ i, .
o N N = <€aﬁ0>
(e E= (l,i) =d(0,E)

Durch Auflésen nach A resultiert A\ = d(0, E) — (i, i) = —d*(, E), und somit

(=% — d* (@, E) .

Zum Beispiel seien die Ebene E := {Z € R? : 22—y+22+5 = 0} und der Punkt & := (1,2,3)7 € R?
gegeben. Dann ist 7ig = 3 (—2,1,—2)" die Einheitsnormale, und es resultiert die HNF (%, 7io) = 3 =:
d(0, E). Wir erhalten den Abstand d* (@, E) = (&, i) — d(0, E) = —8% — 2 = — 1 des Punktes @ von
E. Hiermit resultiert schliefflich der Lotfuflpunktvektor

U= —d*(@, E) g = (1,2,3)7 + 1 (=2,1,-2)T = L (~13,29,5)".

Um den Abstand des Punktes @ von einer Geraden G C R? zu berechnen, verwenden wir ebenfalls
den LotfuBpunkt des Lotes von w auf G.



Abstand und Lotfulpunkt eines Punktes
i beziiglich einer Geraden G

Es sei £ der Ortsvektor des LotfuBpunktes von w € R? auf der Geraden G := {7 € R3 P Z =
PHAU, A € R} Wegen w— 71 @istalso £ eindeutig bestimmt durch die zwei Bedingungen [= P+
und (i — £, @) = 0. Einsetzen der ersten Bedingung in die zweite fithrt auf (i — 5, @) — A ||@||2 = 0,
und hieraus kann A berechnet werden. Es folgt:

LotfuBpunkt: /= j+ W @, Abstand: d(w,G) = ||W — 57“

€ER? : 7 =p+ i, A € R} mit §:= (1,-4,3)T und
2,3)T gegeben. Dann gilt ||i]|?> = 99, (& — 7, @) = 42, und
3L (47,-34,1)". Wir erhalten den folgenden Abstand des

Zum Beispiel seien die Gerade G := {&

= (1,7, -7 sowie der Punkt @ := (1,
somlt 0= (1,-4,3)" +21,7,-17" =
Punktes w von der Geraden G:

—

d(w,G) = & — £|| = & V4950 = 13 v22.

‘BSP. (4.9.7) ‘ Schnittgerade zweier Ebenen E; und E».

Die Bestimmung der Schnittmannigfaltigkeit F1N Fy fiir zwei Ebenen Ej, E5 in R? wird sehr einfach,
wenn fiir £, F» allgemeine Ebenengleichungen oder HEssEsche Normalformen vorliegen:

Ej:={Z € R® : ajo + bjy +cjz = d;}, j = 1,2.

Voraussetzung fiir E1 N By # () ist die Bedingung E; [fE,. Das heifit, die beiden Normalenvektoren
iy = (a1,b1,¢1)T und 7y = (ag, bz, c2)” miissen linear unabhingig sein. In diesem Falle gilt fiir die
Schnittgerade By N Ey = G := {Z € R® : £ = 5+ \i, A € R} die Bedingung 7i; L G L ip. Die
Richtung 4 von G erhilt man somit gemif

’LL:T_i1Xﬁ2.

Den Aufhéingepunkt 7 = (z,y,2)” von G erhilt man durch Bestimmen einer speziellen Lésung des
linearen Gleichungssystems

a1+ by +cz =d,
2% + boy + coz = da,

zum Beipiel durch Wahl von z = 0 oder y = 0 oder z = 0.

Als Zahlenbeispiel seien die Ebenen Ey := {F € R? : z+y—2=0} und By := {F€R? : 2y—2 =1}
vorgelegt. Mit 7y = (1,1, —1)T und 7s = (0,2, —1)T resultiert die Richtung

@ =1 x ity = (1,1,2)7



wihrend aus dem linearen Gleichungssystem

r + y — z = 0,
2y — z =1

durch Wahl von z = 0 die spezielle Losung 5 = (0,1,1)T ermittelt werden kann. Also folgt

EiNEy={feR3: 7= (0,1,)T +X(1,1,2)T, AeR}.

‘BSP. (4.9.8) ‘ Projektion eines Vektors w € V auf eine Hyperebene H C V in vorgegebener
Projektionsrichtung @ € V.

Es sei V' ein endlichdimensionaler Praehilbertraum, in welchem eine Hyperebene H in der HEs-
seschen Normalform H = {# € V : (¥,7) — a = 0} vorliege. Wir geben Vektoren @, € V' vor und
wollen die Projektion Pgz(w) von  in Richtung @ auf die Hyperebene H bestimmen.

Projektion des Punktes o in Richtung
i auf eine Hyperebene H

Die Projektion Pz(w) muss die zwei Bedingungen (i) Pz(w) = @ + A\ @ und (ii) Pz(w) € H erfiillen.
Setzt man also (i) in die HNF der Hyperebene H ein, so findet man (&, 7) + A (@, 7i) = «. Falls @ fH
ist, so gilt (@, 7) # 0, und es resultiert:

Sonderfall: Orthogonale Projektion.
Bei orthogonaler Projektion von w auf H haben wir & = 77 zu setzen. Wir erhalten

= — [(’Lﬁ,ﬁo) _d(ﬁvH)]ﬁ07




Kapitel 5

Matrizen

5.1 Abbildungen, Funktionen

Der Inhalt dieses Abschnitts vertieft die Ausfiithrungen von Abschnitt 1.4.1.

Zahlreiche physikalische und technische Vorginge werden durch Funktionen beschrieben. Wir nen-
nen hier das Beispiel eines idealen Gases, welches bei konstanter Temperatur in einem Kolben einge-
schlossen sei. Nach dem BoyLE-MARIOTTE-Gesetz besteht der folgende funktionale Zusammenhang
zwischen dem Druck p und dem Volumen V:

pV =c=const (=RT),

worin T' die Temperatur des Gases, R die ideale Gaskonstante bezeichnet.

p—» @ \%

Zum BOYLE-MARIOTTE—Gesetz von
idealen Gasen

Hier kann der Druck p als Funktion des Volumens V' aufgefasst werden:

Funktionen oder Abbildungen sind spezielle Korrespondenzen mit der Abbildungseigen-
schaft (A), wie wir in Definition 1.11 festgestellt haben Wir betrachten nun stets nichtleere
Mengen X,Y sowie den Funktionenraum Abb (X,Y") aller Abbildungen von X nach Y. Die
iiberaus wichtigen Begriffe der Surjektivitét, Injektivitdt und Bijektivitit fiir f € Abb (X,Y)
sollen hier nochmals in Erinnerung gebracht werden.

Definition 5.1 Gegeben seien Mengen X,Y und eine Funktion f € Abb (X,Y).
(a) Fir A C X heife f(A) .= U f(z) ={ye€eY : y= f(zr) und x € A} die Bildmenge
€A
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von A unter f. Man setzt Bild f := f(X).

(b) Fir B C Bild f heifle f1(B) :={x € X : f(z) € B} die Urbildmenge von B beziiglich
f- Speziell fir b € Bild f heife f~'(b) := {a € X : f(a) = b} die Lésungsmenge der
Gleichung f(x) = b.

(c) Die Funktion f heife

e surjektiv (oder Abbildung auf) , wenn gilt: f(X) =Y. Dies ist genau dann der Fall,
wenn

VyeY dzeX :y=f(r),

e injektiv (oder eineindeutige Abbildung) , wenn gilt:

w1, 12 € X und f(x1) = f(x2) = 1 =12,

In Worten: Jedes Bild y € f(X) hat genau ein Urbild x € X,

e bijektiv (oder eineindeutige Abbildung auf), wenn f injektiv und surjektiv ist.

(d) Ist f bijektiv, so wird durch

fli={y,2)eY x X : y=f(x) und y €Y}

die Umkehrabbildung f~! von f definiert (denn jedem Element y € Y wird genau ein Ele-
ment & € X zugeordnet), und wir schreiben wieder x = f~'(y) anstelle von (y,x) € f~'. Es
ist f71 Y — X ebenfalls bijektiv, und es gilt (f~1)"' = f.

‘ BSP. (5.1.1) ‘ (a) Jede Funktion einer reellen Verinderlichen z ist eine Abbildung, insbesondere

f R — R mit f(z) := sinz oder f(z) := cosz. Beide Abbildungen sind weder injektiv noch
surjektiv, denn es gilt ja f(R) = [—1,1] und zum Beispiel sin0 = sinm = 0 = cos § = cos 37“
Hingegen ist die Funktion f(x) = 2z + 1 bijektiv, denn fiir jedes y € R ist z := % (y —1) € R genau

das Element mit y = f(z).
(b) Es sei X :=Y :=N.

2 1 x=1,

- ist weder surjektiv noch injektiv, (da 1 ¢ f(N) und f(1) =2 = f(2));

e f(x):=x + 1 ist injektiv, aber nicht surjektiv, (da 1 ¢ (N));

o f(z):= { i_ | i i i’ ist surjektiv, aber nicht injektiv, (da f(1) =1 = f(2));
2 1 x=1,

o f(z):=< 1 : =2, istbijektiv.
T xT>2

(c) Fiir eine gegebene Abbildung f : X — Y und fiir gegebenes b € Y hat die Gleichung f(z) = b

stets surjektiv
hochstens » eine Losung =z € X, falls f ¢ injektiv ist.
genau bijektiv




|BSP. (5.1.2)| (a) Die Funktion f : C — C mit f(2) := a1z + a, a1 # 0, ist bijektiv. Die
Umkehrabbildung f ! : C — C ist gegeben durch f~1(¢) := (¢ — ap)/a1.
(b) Die Bijektivitat geht bereits bei Polynomen 2.Grades verloren. Zum Beispiel ist f : R — R

mit f(z) := 22 weder injektiv noch surjektiv. Betrachtet man jedoch die Einschriinkung von f auf
R_|_ = (0, +OO)

2, r€R,,

fIR; =: f € Abb(R,R,) mit f(z) := { 6. 20

so ist f bijektiv. Die Umkehrabbildung ist 1 (y) := VY, y > 0. Ganz analog ist die Einschrinkung

. L. 2, zeR_,

fIR_ =: f € Abb (R, R ) mit f(z) :=
0, z>0,

bijektiv, und ihre Umkehrabbildung ist f~'(y) := —/y, y > 0.
medskip
Wie das BSP. (5.1.2(b)) lehrt, ist es hdufig sinnvoll, Funktionen f € Abb (X,Y") nur auf einer
Teilmenge von X zu erklidren, obwohl sie formelmé#Big auf ganz X vorliegen. In diesem Sinne
definieren wir:

Definition 5.2 Gegeben sei eine Funktion f: X — Y. Dann heifle die Menge D(f) :={z €
X : f(z) # 0} € X der Definitionsbereich von f. Ist X die mazimale Menge, auf der f
durch einen formelmapigen Ausdruck sinnvoll erkldart werden kann, so heiffe X der maximale
Definitionsbereich von f.

Beachte: Definitionsbereich und Bildbereich beeinflussen die Eigenschaften einer
Abbildung ganz wesentlich!

Definition 5.3 (a) Zwei Mengen X,Y heiffen gleichmichtig, wenn es eine bijektive Abbil-
dung f € Abb (X,Y) mit D(f) = X gibt.

(b) FEine Menge X heifle abzéhlbar, wenn es eine injektive Abbildung f : X — N mit
D(f) = X gibt. Die Menge X heifle unendlich, wenn es eine injektive Abbildung g : N — X
mit D(g) = N gibt. Andernfalls heiffe X endlich.

Zum Beispiel ist die Menge G := {n € N : n = 2m mit m € N} abzihlbar unendlich, denn die
Abbildung ¢ : N — G mit g(m) := 2m V m € N ist bijektiv. Ebenso ist die Menge der rationalen
Zahlen Q := {r €¢ R : r = p/q mit p € Z, ¢ € N} abziihlbar unendlich. Beschrinkt man sich
zunichst nur auf die positiven rationalen Zahlen Q. , so kann eine bijektive Abbildung f: Q4 — N
in der folgenden Weise konstruiert werden:

1 2 3 4 5 6
T 7T T 1 T 71
e S vd / e
1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2
e e / e
1 2 3 4 5 6
3 3 3 3 3 3
e S vd

Dieses Schema wird in der durch die Pfeile angegebenen Reihenfolge durchgezihlt. Mehrfach auf-
tretende rationale Zahlen werden nur einmal gez&hlt. Man ordnet der an n—ter Stelle auftretenden
rationalen Zahl r die natiirliche Zahl n zu.



Definition 5.4 Sind f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen mit Bild f C D(g), so
heiffe h :== go f : X — Z mit h(x) := ¢[f(z)] die Hintereinanderausfithrung oder das
Kompositum von f und g. Das Kompositum ist assoziativ, aber nicht kommutativ:

(gof)ok=go(fok), aber go f # fog im allgemeinen,

falls samtliche Abbildungen erkldrt sind.

gof g

Das Kompositum von f und g Die inverse Abbildung

‘BSP. (5.1.3)‘ (a) Es seien R LR R, := [0,+00) mit f(z) := a1z + ag, a1 # 0, und
g(z) := 2% gegeben. Dann gilt:

(g0 f)(@) = (mz +ap)®, (fog)(z)=az’+ao# (g0 f)(v).

(b) Fiir jede Funktion f € Abb (X,Y) gelten fo Idxy € Abb(X,Y) und fo Idx = f sowie Ildy o f €
Abb(X,Y) und Idy o f = f.

Definition 5.5 FEs seien f: X — Y und g:Y — X Abbildungen.
(a) Die Abbildung g heifie Linksinverse von f falls gilt:

Bild f C D(g) und go f = Idx.

Ist f injektiv mit D(f) = X, so existiert stets eine Linksinverse.
(b) Die Abbildung g heiffe Rechtsinverse von f falls gilt:

Bildg C D(f) und fog= Idy.

Ist f surjektiv mit D(f) = X, so ezistiert stets eine Rechtsinverse.

(c) Die Abbildung g heiffe Inverse von f, wenn g sowohl Rechts— als auch Linksinverse von f
ist. Die Inverse g existiert genau dann, wenn f bijektiv ist. Man schreibt f~' := g und hat

flof=IHx, fof'= Iy

|BSP. (5.1.4)| (a) Die Funktion f : R — Ry mit f(z) := 22 ist surjektiv. Sie besitzt die

Rechtsinverse g : R, — R mit g(z) := /Z. Denn offenbar gilt (f o g)(z) = (vZ)> =z V z > 0, also
fog= Id§+.




(b) Die Funktion f : Ry — R mit f(x) := x? ist injektiv. Sie besitzt die Linksinverse g : R — R

mit g(z) := /|z|. Denn offenbar gilt (go f)(z) = /]z?| =2V x >0, also go f = ldg,, -

(c) Die Abbildung f:R — R mit f(z) := 2° ist bijektiv. Sie besitzt die Inverse g : R — R mit

g(z) := sign () - ¢/|z|. Denn offenbar gilt (g o f)(z) = sign (z°) - /[z]> = |z| -sign(z) =z Vz € R
5

sowie (f o g)(w) = (sign (z))° - (\5/|:1:|) = |z| - sign (z°) = |z| - sign (z) =z V = € R.

Bemerkung 5.1 (a) Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z bijektiv, so gelten

(fH'=f [gofI'=f"og™"

(b) Die Menge

Inv (X):={f: X — X : f bijektiv}

bildet unter der Verkniipfung o eine (nicht-kommutative) Gruppe (Inv (X), o) mit neutra-
lem Element Idy und inversem Element f~'. Hingegen bildet (Abb (X, X),0) lediglich eine
Halbgruppe mit neutralem Element Idx. Diese heifle die symmetrische Halbgruppe von X
oder auch Transformationshalbgruppe. O

5.2 Lineare Abbildungen. Kern und Bild

Eine Sonderstellung unter den Abbildungen f : X — Y nehmen in vieler Hinsicht die linearen
Abbildungen ein, die allerdings nur iiber Vektorriumen erklirt werden kénnen. Nachfolgend
bezeichnet K einen beliebigen Korper.

Definition 5.6 Gegeben seien Vektorrdume V und W iber demselben Kdrper K. Eine Ab-
bildung f -V — W mit D(f) =V heifle linear genau dann, wenn gilt:

FOG+ud) =Af(@)+pf@ VApeKVi,7eV. (L)

Setzt man in (L) A = p =0, so resultiert die fir lineare Abbildungen stets giiltige Beziehung

f(0) = 0.

Bemerkung 5.2 Die Bedingung (L) besagt, dass eine lineare Abbildung f € Abb (V, W)
vertriglich ist mit den algebraischen Strukturen von (V; 4+, A-mal) und (W, 4+, A-mal). Es gilt
namlich fiir jede der algebraischen Verkniipfungen 4+ und A-mal die Vertréiglichkeitsbedingung
(H) aus Abschnitt 1.4.3, so dass mit f ein Homomorphismus im Sinne der Definition 1.17
vorliegt. Speziell fiir V= W ist f ein Endomorphismus. O

‘BSP. (5.2.1) ‘ Es sei V ein VR iiber K, und es sei r € K ein festes Element. Dann ist

f:V =V mit f(V):=r7 VUeEV

eine lineare Abbildung. Als Spezialfille sind enthalten: fiir » = 0 die triviale Abbildung f(7) =
0 V ¥ € V sowie fiir r = 1 die identische Abbildung oder Identitit f(7) = 7 V7 € V, also f = Idy.



‘BSP. (5.2.2) ‘ Es sei V ein Praehilbertraum iiber K := R oder K := C mit Skalarprodukt (-, ),

und es sei W := K. Der Vektor w € V sei fest gewéhlt. Aus dem Axiom (SP2) fiir Skalarprodukte
folgt, dass

f:V = Kmnmit f(0) := (U,0) VeV
eine lineare Abbildung ist. Beachte: Setzt man stattdessen
g:V = K mit g(0) :=(,v) VeV,

so gilt anstelle der Linearitdtsbeziehung (L) die Bedingung

g NG+ pv) =Ag(@) +mg(®) VI peK Vi, 7eV. (L)

Abbildungen mit der Eigenschaft (L) heiflen antilinear.

|BSP. (5.2.3)| Essei V := K™, Die Elemente von V' sind die m x n-Matrizen iiber K:

ail a1z a1n
asy a2t G2 )

A€ K(m,n) & A= . . . . = (ajk) mit ajk € K.
am1 AGm2 **° Omp

Es wird nun ein Produkt der Matrix A € K™ mit einem Vektor # € K" derart erklirt, dass ein
Vektor ¢/ € K™ entsteht:

Definition 5.7 Das Produkt der Matriz A = (aj;) € K™ mit dem Vektor & = (x1, 7y,
L x)T € K™ ist derjenige Vektor if = (y1, Yo, ..., ym)? € K™, dessen Komponenten gemiifs

n
yj = Z ajkxk, ] = 1,2, e, (MP)
k=1

definiert sind. Fxplizit gilt also:

ailn Q2 Ay Ty 111 + Q12T+ + Q1 Ty
. (g1 Qg2 ' Q2 T2 (91 T1 + Qo2 To + +++ + Aop Ty .
A"L‘ = = =y
Am1 Qm2 - Qmp Ty, Am1 T + A2 To + -+ Amn Tp,

Das heifit, das Produkt (MP) wird nach dem Schema Zeile mal Spalte gebildet.

|BSP. (5.2.4) |
2+5i 5+2 0 1;. [ 2+smi+5+2i-5i+2 ] [9+2i
2—51 5—21 3¢ 9 | 2-5i+5—-2i—5—2+6i | | 5—67 |
~ T
cC(2.3) N—— cC?
eCs
0 01 T z
1 00 y | =1z
010 z y
—_— N Y=
€R(3:3) €R3 €R3

Die einfache algorithmische Struktur des Produktes (MP) erlaubt es, die Berechnung von AZ = ¢
sehr effizient mit dem Computer vorzunehmen:



Algorithmus zur Berechnung des Produktes i/ := A%:

Einlesen von aji, wy;
fir j:=1,2,...,m:
y; =05
fir k:=1,2,...,n:
Yj 1= Yj + ajg * Tk (Ende 7,k)

g s W N -

Satz 5.1 Durch das Produkt (MP) wird jeder Matriz A € K™ eine lineare Abbildung

fa:K* = K™ mit f4(7) = AZ

zugeordnet. Es ist tiblich, die Abbildung fa mit der Matriz A zu identifizieren.

Begriindung: Zu gegebenen Elementen Z,% € K™ und A\, u € K setzen wir ¢ := AZ, v := A4 und
w:= A(ANZ + p ). Dann folgt aus (MP):

n n n
w; = Zajk()\xk—i—uuk) =A Zajkxk—{—u Zajkuk :ij—i—/u)j Vi=12,...,m.
k=1 k=1 k=1

Also gilt 1 = AN + p i) = A AZ + p Ad. O

Bemerkung 5.3 In Abschnitt 4.1 hatten wir lineare Gleichungssysteme

> ajrr=0b;, j=12,...,m, (LG)
k=1

betrachtet. Mit Hilfe der Koeffizientenmatrix A := (a;)) konnen wir jetzt (LG) in der neuen
Form

AT =10 (LG)’

schreiben. Hier ist die rechte Seite b = (b1, b, ..., bpm)T € K™ vorgegeben, und der Lésungs-
vektor ¥ = (z1,79,...,2,)T € K" ist gesucht. O

Definition 5.8 Es seien V., W Vektorriume tiber demselben Korper K. Dann setzen wir

LV,W):={f:V =W : f ist lineare Abbildung}.

Speziell heifie

VIi=L(V,K)={f:V =K : f istlineare Abbildung}

der algebraische Dual von V. Die Elemente von V' heiffen lineare Funktionale auf V.

Zum Beispiel gilt A € L(K",K™) fiir jede Matrix A € K(™™)_ Ist V ein Praehilbertraum, so gilt
(-,u) € V' fiir jedes feste 4 € V.

Die Menge L(V, W) ist selbst ein Vektorraum iiber K:

Satz 5.2 Gegeben seien Vektorrdume V, W idber demselben Kdorper K. Versieht man die Men-

ge der linearen Abbildungen L(V,W) mit den folgenden algebraischen Operationen + und
A-mal, so ist L(V,W) selbst ein Vektorraum iiber K:

+ : (f+9)(¥) = f@)+g@) VY fge LV,W)VYTeV,
A-mal ANH@) = AfO)VAXeKVYfeLlV,W)VieV.




Begriindung: Diese erfolgt leicht durch Nachrechnen der Vektorraumaxiome, was hier nicht vorgefiithrt
werden soll. a

Bemerkung 5.4 (a) Die algebraischen Operationen + und A—mal sind so definiert, dass die
Vektorraumstrukturen von V, W und L(V,W) durch lineare Abbildungen f : V — W
ineinander iibergefiihrt werden:

+ c (f+g) (@+7) = f(@+0)+g(@+7) = f(d)+ g(@) + f(7) + g(7)
—_———  ~— N -~ L
+in L(V,W) +inV +in W
= (f+9)(@)+ (f +9)(9),
ymal 2 (M) () = M@ =7(AL).
A in L(V,W) A in W A-in V

(b) Wir haben oben schon gezeigt, dass die Inklusion K™ ¢ L(K", K™) gilt. Wir werden im
niichsten Satz 5.3 sogar die Gleichheit K(™™ = L(K", K™) zeigen. Die soeben eingefiihrten
algebraischen Operationen + und A-mal sind dieselben, die wir bereits in Abschnitt 4.2 auf
K (™) erklirt hatten (vgl. BSP. (4.2.4)): O

\V/A,BEK(m’n) V)\,/LE K: )\A—F/LB:)\(ajk)—F/L(bjk) = ()\ajk+ubjk).

Eine Verallgemeinerung der Linearititsbeziehung (L) auf » Summanden kann sehr einfach
durch vollstindige Induktion nach r gezeigt werden:

FOE i) =3 Mf(@) VA €KV eV reN, (L)
k=1 k=1

und dies gilt fiir jede lineare Abbildung f € L(V, W).

Satz 5.3 (a) Es gelte dimV =n < oo, und es sei ¥y, 0s,...,0, € V eine Basis von V. Dann
ist jedes f € L(V,W) allein durch die Vorgabe der Bilder w; := f(¥;) € W Vj=1,2,...,n,
eindeutig bestimmdt.

(b) Es gilt

K™ = L(K", K™).

Ist ndamlich €y, és,..., €, die Standardbasis des K" und ist eine beliebige lineare Abbildung
f € L(K", K™) gegeben, so bilden die Vektoren

aj:=f(€)eK"Vji=12...,n,

die Spalten einer Matriz A = (@, dy, . .., d,) € K™ mit der Eigenschaft Az = f(T) V& €
K", das heifit, es gilt f = A.

n
Begriindungen: (a) Da jeder Vektor 4 € V in der angegebenen Basis die Darstellung @ = Y ¥k
k=1

zuléft, erhalten wir aus (L)’

(1=
=
ES
S

f(ﬁ)Zf( _’):lekf(ﬁk):z#kwka
k=1 k=1

und zu dieser Darstellung werden ausschlieflich die Bilder «; benétigt.



(b) Gemiaf (a) ist jede lineare Abbildung f € L(K",K™) durch die Vorgabe der Bilder a; :=
f(&) Y j=1,2,...,n eindeutig festgelegt. Wir bilden die Matrix A := (dy,ds,...,d,) € K™,
Dann erhélt man aus (MP) ganz offensichtlich die folgenden Relationen:

Agj=d; Vi=1,2,...,n.

n
Hieraus resultiert fiir jeden Vektor £ = Y zjep € K™:
k=1

. n . n . L’ .
AT =S wp Ady =S £@) Y (@)
k=1 k=1

‘BSP. (5.2.5) ‘ Es ist A € L(R?,R?) so zu bestimmen, dass gilt:

T1 — 2x5 + x3
AZ = | 2o +4z4 — 23 ViI= (271,272,273,:L‘4,IL‘5)T ERS.
T4 — 1

Losung: Offenbar ist die Abbildungsvorschrift A : R> — R? linear, so dass A als 3 x 5-Matrix
darstellbar ist. Wir setzen A = (d1,do,...,ad5) und berechnen die Spaltenvektoren @; = A€; aus
obiger Vorschrift: A¢; = (1,0,—1)T, A&y = (0,1,0)7, Aé; = (1,—-1,0)T, A&, = (0,4,1)T, Aé5 =
(—=2,0,0)”. Hieraus ergibt sich:

1 0 0 -2
A= (61762763764765) = 0 1 -1 4 0
-1 0 0 1 0

Kern und Bild einer linearen Abbildung

Definition 5.9 FEs seien V, W Vektorrdume tber demselben Kdérper K. Fir eine lineare Ab-
bildung f € L(V,W) heifle die Menge

Kernf:={deV: f(t)=0}CV

der Kern oder Nullraum von f. (Andere Bezeichnungen sind N(f) oder Ker f.) Die Menge

Bildf:={WeW :&=f(¥) und 7€V} CW

heife Bild oder Bildraum von f. (Andere Bezeichnungen sind R(f) oder im (f) fir "range”
bzw. "image”).

Satz 5.4 Fir f € L(V,W) ist Kern f C V ein Unterraum von V und Bild f C W ein
Unterraum von W.

Begriindung: Wegen f(0) = 0 € Bild f haben wir Kern f # () # Bild f. Seien ferner @, 7 € Kern f
gegeben. Dann gilt fiir A\, 4 € K:

FOT+p@) =X f(@) +pf(@) =0+0=0,



also A\ + pv € Kern f. Wir setzen o := f(u), 2 := f(¥), und erhalten
MO+ pZ=Xf(u)+pf0)=FfAd+ pv) e Bild f.

Es gelten somit die Unterraumaxiome (Ul) und (U2) fiir Kern f und Bild f. O

‘BSP. (5.2.6) \ Es sei A = (a;i) € K™ = L(K",K™) gegeben. Offensichtlich gilt:

Kern A ist die Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems:

n
feKemnmAd © A7 =0 < Zajkwkzo Vi=12,....,m.
k=1

Der Unterraum Kern A kann also mit dem Gauss-Algorithmus berechnet werden. Wir bestimmen
nun den Unterraum Bild A. Fiir die Einheitsvektoren €1, €s, ..., €, der Standardbasis des K™ haben

wir in Satz 5.3 gezeigt:
A= (@, do,-..,0y) = (A€, Ay, ..., Acy).

n
Mit der Darstellung & = > xp€) eines beliebigen Vektors & € K™ resultiert hieraus:
k=1

n n n

o S0\ (L) o o o o o

AZ = A( g xkek) © E T A€l = E Tpar € span{dy,ds,...,ay}.
k=1 k=1 k=1

Das heiflt, es gilt stets

Bild A = span{a1,ds,...,an}.

Satz 5.5 Es sei A = (aj) € K™ eine m x n-Matriz. Dann besteht der Unterraum
Kern A C K" genau aus der Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

Kern A = {Z € K" : AT = (}.

Der Unterraum Bild A C K™ wird von den Spaltenvektoren dy := (aix, dok, . .., Qi) ", k =
1,2,...,n, der Matriz A aufgespannt:

Bild A = span {d,, dy, ... ,d,}, dr=Aé, Yk=1,2,...,n.

Falls fiir die Matrix A € K™ die Dimensionsrelation m < n gilt, so kénnen nur maximal m
der n Spaltenvektoren @y, ds, ..., d, der Matrix A linear unabhingig sein. Wegen Bild A C
K™ muss ndmlich dim Bild A < m gelten. Man definiert in diesem Zusammenhang:

Definition 5.10 Es seien V,W Vektorriume iber demselben Korper K. Fir f € L(V,W)
heifle die Zahl

Rang f := dim Bild f

der Rang von f, sofern der Unterraum Bild f endlichdimensional ist. Fiir eine Matriz A €
K (™) st insbesondere

Rang A = dim Bild A = Mazimalzahl der LU Spaltenvektoren.




Basen fiir Kern A und Bild A

Wir verwenden das in Abschnitt 4.5 beschriebene Verfahren zur Berechnung einer Basis in
einem gegebenen Unterraum.

(T) Basis fiir Kern A: Zu gegebener Matrix A € K™ ist das homogene lineare Gleichungssy-
stem AZ = 0 zu losen:

| f1

(A | 6) Gaussgzhritte * styStem, Typ (I)

oder Typ (II).

| fo

olooc oo
N
|
=

@)

Die Komponenten x; des Losungsvektors & = (x1,2s,...,2,)’ in den Positionen f; des obigen
Schemas sind frei wihlbare Parameter Cy,Cs, ..., C,, r < n. Setzt man sukzessive C; := ¢
fiir y =1,2,...,r in das obige Schema ein, so erhélt man durch Losen des verbleibenden Glei-
chungssystems nacheinander r Basisvektoren von Kern A, die wir mit neuen Bezeichnungen

ﬁl,ﬁg,...,ﬁr € Kern A

versehen wollen. Mit diesen Basisvektoren kann die Losungsmenge des homogenen linearen
Gleichungssystems Az = 0 in der folgenden Form geschrieben werden:

LLG,) ={Z€ K" : Z=Chy+ Cohy+ -+ Cph,, C; € K}.

Dass sich der Unterraum Kern A unter den GAuss—Schritten nicht verdndert, das hatten wir
bereits in Satz 4.14 festgestellt.

|BSP. (5.2.7)|
. 2 4 1 7 0
(A]0) = ~1 -2 1 -2 0
1 2 1 4 0
71 & Zs 1 2 1 4 0
Zo + 2y = Zy o 0 2 2 0
Zy =27y = Z3 0 0 -1 -1 0
i 2 ; L 8 = S System, Typ (II)
Do — 27y = 7 0 0] 1 ystem, Typ (II).
0 0 0 0 0

Die Komponenten des Losungsvektors & = (21,[z2], :ch,)T in den gekennzeichneten Positionen
sind also frei wihlbar: o = Cy, x4 = Cy. Mit der speziellen Wahl (Cy, Cy) = (1,0) bzw. (C1,C5) =
(0,1) erhdlt man aus dem obigen System die beiden Basisvektoren hy = (—=2,1,0,0)T bzw. hy =
(=3,0,—1,1)T. Es folgt also fiir die Losungen von A# = 0:

-2 -3 -2 -3
- 1 0 1 0 .
r=0C 0 + s 1| Kern A = span o |11 , dimKern A = 2.
0 1 0 1

(II) Basis fiir Bild A: Zu gegebener Matrix A = (a@y,ds,...,d,) € K(™" ist eine Basis des
Unterraumes Bild A = span {ay, ds, ..., d,} zu bestimmen. Das heift, es ist die Maximalzahl



der linear unabhéngigen Spaltenvektoren aufzufinden. Dazu wenden wir das Verfahren aus

Abschnitt 4.5 an. Wir schreiben das transponierte Vektorsystem @i, ds,...,d. € K™ als

)’ 'n
Zeilen einer Matrix
C—iT
ia
a.
AT = ° c Kmm)

—».T
n
und wenden danach elementare Zeilenumformungen so auf die Matrix A7 an, dass A7 in eine
Staffelform iibergeht:

al * = blT
i x| fi = b
AT — a'2 Gausséchritte % | f "2 S*SYStem, Typ (I)
: 2 : oder Typ (II).
S *| f3 —. 7
n 0] TS

1

,bI € K™ bilden eine Basis by, by, . . .,

S
&

Die nichtverschwindenden Zeilenvektoren b7, b7, ...
von Bild A, und es gilt

Bild A = span {51, by, ..., Es}, Rang A =s.

‘BSP. (5.2.8) ‘ Fiir die Matrix A aus BSP. (5.2.7) bestimmen wir eine Basis von Bild A.

al 2 -1 1
al 4 -2 2
AT = | 2% | =
as 1 1 1
al 7 -2 4
VARV 1 1 1
Zo — 471 = Zy 0 —-6 -2
Z3 — 271 = Z3 0 -3 -1
Ly =121 = Zy 0 -9 -3
11 1| =37
—Z3 & 7y ] .
o] 3 |1 _ BT
Ty + 279 = Zs =by L~ g System, Typ (10).
Zy+ 320 = Z4 0 0 0
0 0 0

Wir lesen hier die Basis von Bild A sowie den Erginzungsraum F mit £ @ Bild A = R? direkt ab:

1 0 0
Bild A = span{ 11,3 }, dimBildA=2, FE= span{ 0 }
1 1 1

Beachte: Das obige Beispiel der linearen Abbildung A € L(R* R?) =: L(V,W) liefert die

Dimensionsformel

dimBild A + dimKern A = dim V' (= dim R* = 4). (2.1)

Wir wollen die Dimensionsformel (2.1) fiir beliebige lineare Abbildungen auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V zeigen:



Satz 5.6 FEs seien VW Vektorrdume tber demselben Kérper K, und es gelte dimV < oo.
Dann gilt fir jedes f € L(V,W) die Dimensionsformel

dim Bild f + dim Kern f = dim V.

Begriindung: Wir setzen dlmV =: n sowie dim Kern f =: p < n. Fir den endlichdimensionalen UR
Kern f C V gibt es eine Basis hl, hg, .. h € Kern f:

—

Kern f = span{ﬁl,HQ,...,Hp}, f(ﬁ]) =0Vj=1,2,...,p.
Falls p = n gilt, so folgt V = Kern f und somit Bild f = f(V) = {0}. In diesem Falle ist die

Behauptung oﬁ'enkundlg wahr. Es sei nun p <n. Wir wahlen gemif Satz 4.12 eine Basisergénzung
hp+1,hp+2, ..., hp, so dass V = span {hl,hg, - n} gilt. Jeder Vektor v € V gestattet nun eine

n
Zerlegung v = Y vkhk, und es folgt
k=1

n

v) = f vih vfh )+ Ufh Uf(}_i)

5 k=p+1 k=p+1

Mithin resultiert
Bild f = span { f (hip11), f (hpy2), - -, £ (hn) }.

Wir zeigen, dass die Vektoren f( p+1) f(hp+2), ..., f(hy) € W LU sind. In diesem Falle folgt dann
schon die behauptete Dimensionsformel dimBildf = n — p = dimV — dimKern f. Zur linearen
Unabhéngigkeit:

n n n
Z ):f( Z )\kf_ik):> Z )\kf_ikEKernf:>(_)‘: Z Akﬁk

k=p+ k=p+1 k=p+1 k=p+1
Den letzten Schritt begriindet man mit der Tatsache, dass Kern f N span {l_ipH, ﬁpH, ey ﬁn} = {0}
gilt. Da das System hpy1,hpto, ..., h, LU ist, erhalten wir schlielich A\,11 = Apy2 = -+ = X, =0,
und somit folgt die behauptete lineare Unabhéngigkeit. O

Als direkte Folgerung aus dem vorstehenden Satz erhalten wir:

Satz 5.7 FEs seien V, W endlichdimensionale Vektorrdiume iber demselben Kiorper K. Dann
qgilt:

f injektiv & dimV = dim Bild f,
f surjektiv & dim W = dim Bild f.

Im Falle | dimV = dim W | folgt sogar

f injektiv & f surjektiv & f bijektiv.

Werden diese Resultate speziell auf lineare Abbildungen A € K(™" = L(K", K™) bezogen,
so erhalten wir die

Bemerkung 5.5 (a) Stets gilt

Rang A = dim Bild A = Maximalzahl der LU Spalten.




Wir haben gezeigt, dass Bild A durch elementare (Spalten—) Umformungen nicht veréndert
wird!

(b) Aus dem Gauss—Algorithmus zur Ermittlung von Kern A ersieht man:

*

| f1

0 0 i n—r
reKemAse A7 =0« (A | 0) Gausséchntte .

LU Zeilen.
| fo

oo O OO

Wir erschlieflen hieraus:

dim Kern A =: r = n— Maximalzahl der LU Zeilen.

Durch elementare (Zeilen—) Umformungen wird Kern A nicht veréindert!

(c) Es gilt gemiB Satz 5.6 die Dimensionsformel

Rang A + dim Kern A = dim K" = n.

Trigt man diese in die Relationen unter (a) und (b) ein, so erhdlt man

Rang A = Maximalzahl der LU Spalten = Maximalzahl der LU Zeilen.

Hieraus folgern wir, dass fiir eine m x n—Matrix A stets gilt:

Rang A < min{m, n}.

Es folgt ferner

(

injektiv Rang A = n,
A e K™ ist { surjektiv p < { Rang A =m,

| bijektiv Rang A =m = n.

Das heifit, bijektive Matrizen miissen notwendig dieselbe Zeilen— und Spaltenzahl haben.
Wir nennen diese Matrizen quadratisch oder n x n—Matrizen. O

Wir setzen die obigen Erkenntnisse um in Losbarkeitsaussagen fiir lineare Gleichungssysteme

AZ=b, AecKmm peKm™ (LG’

Satz 5.8 (a) Existenz einer Losung:

(LG)’ besitzt eine Losung < be BildA < Rang A = Rang (A | b).

Dabei bezeichnet (A | b) € K™Y die um den Spaltenvektor b erweiterte Matriz A.
(b) Eindeutigkeit von Lésungen:

(LG)’ besitzt hichstens eine Losung < Kern A= {0} < Rang A = n.




(c) Bestéindige Losbarkeit:

(LG)’ hat fiir jede Vorgabe b€ K™ eine Lésung < Rang A = m < dimKern A = n — m.

(c) Struktur der Losungsmenge (Ldsungsgesamtheit): Ist &, € K™ eine Lisung des linearen
Gleichungssystems (LG)’, so bildet der affine Unterraum

LLG) =, +KernA:={f e K" : #=7,+h mit h € Kern A}

die Liosungsgesamtheit. Wegen r := dim Kern A = n — Rang A bedarf es also r Parameter zur
Beschreibung der Lésungsgesamtheit.

Begriindungen: (a) Bs ist klar, (LG)’ ist genau dann l6sbar, wenn b € Bild A gilt, oder fquivalent,
wenn b € span{di,ds,...,da,} gilt. Dann folgt span{a,ds,...,a,} = span{ay,ds,...,a,,b} =
Bild (A | b) und wir erhalten Rang A = Rang (A | b). Diese Ausage ist auch umkehrbar. Gilt ndmlich
Rang A = Rang (A | b), so ist span{di,ds,...,d,} = span{di,ds,...,dy,b}, und wir folgern b €
span {d1,ds, ..., a,} = Bild A.

(b) Wir haben Kern A = {0} < dimKern A = 0 < n — Rang A = 0.

(c) Diese Aussage folgt aus den obigen Kriterien fiir Surjektivitit und der Dimensionsformel (2.1).
(d) Fiir jedes h € Kern A gilt A%y + h) = AZ), + Ah = b+0 = b. Also muss Zp + Kern A C L(LG)'
gelten. Ist andererseits & € L(LG)’ gegeben, so folgt AZ = b, und somit A(Z — Z,) = AZ — AZ) =
b—b=0. Also gilt # € &, + Kern A, und wir haben £(LG)' C %, + Kern A. O

Aus der Dimensionsformel (2.1), niimlich Rang A + dimKernA = n VvV A € K™ folgt
schlie8lich noch im Falle quadratischer Matrizen:

Satz 5.9 Es sei A € K™ ¢ine quadratische n x n—Matriz. Dann sind die folgenden
Aussagen (a), (b) und (c) dquivalent:

(a) Kern A = {6}, das heift, das homogene System A% = 0 hat nur die triviale Lisung
Z=0.

(b) Rang A = n, das heifit, das inhomogene System AZ = b ist fir jede Vorgabe b e Kn
(eindeutig) losbar.
(

¢) Das inhomogene System AZ = b hat fiir jede rechte Seite b e K" genau eine Lisung.

‘BSP. (5.2.9) ‘ (a) Es seien A € R®% und b € R3 wie folgt vorgelegt:

2 4 1 7 ) 1
A=|-1 -2 1 —2|, b=|-2
1 2 1 4 0

Wir haben oben in den Beispielen BSP. (5.2.7) und BSP. (5.2.8) bereits gezeigt, dass Rang A = 2 =
dim Kern A gilt. Das heifit, das inhomogene System Az = b ist nicht fiir jede Vorgabe b € R? 16sbar.



Um zu priifen, ob die Lésbarkeitsbegingung b € Bild A gilt, zeigen wir Rang (A] g) = 2 = Rang A:

B 2 4 1 7 1

(A | b) & -1 =2 1 -2 -2

1 2 1 4 0

VAR 1 2 1 4 0

Zo+ 71 = Zy 0 0 2 2 -2

Z3 =271 = Z3 0 0 -1 -1 1
—Z3 & 2y : 1 14 _(1) } (LU).

Ty — 275 = 7 =L

0 0 0 0 0

=

Wir erhalten in der Tat Rang(A | b) = 2. Wir berechnen jetzt eine spezielle Losung Z, =
(21,29, 23,24)7 des inhomogenen Systems, indem wir die Komponenten z; in den oben gekenn-
zeichneten Positionen Null setzen: zo = x4 = 0. Es folgt mit einfacher Rechnung 1 = —z3 = 1. Da
wir Kern A bereits in BSP. (5.2.7) berechnet hatten, erhalten wir nun die Losungsmenge

1 —2 -3
fp+KernA:{f€R3 X = _(1) +C (1) + Oy _(1) }
0 1

b) Es seien jetzt A € R(3) und b € R3 wie folgt vorgelegt:
g geleg

011 8
A=|10 1], b=]| 7
110 -7
Die Matrix A ist quadratisch. Wir berechnen in einem 1. Schritt: Rang (A | b) und eine Basis fiir
Kern A:

-,

(A]D) &

VARSI
sy — 21 = 23

=== = | O =
~

Slr|loo |k RO

5

Zs — Zy = Zs 8 S—Matrix, Typ (I)

—22

Ol Ol = Ol O =

Wir erhalten hier Rang (A | b) = 3 sowie Kern A = {0}, so dass auch Rang A = 3 folgt. Die eindeutig
bestimmte Losung & = (x1,22,23,)" = (—4,—3,11)7 des inhomogenen Systems ergibt sich mit
leichter Rechnung aus obigem Schema.

2. Schritt: Wir bestimmen eine Basis fiir Bild A. Hierzu ist keine Rechnung mehr erforderlich. Wegen
Rang A = 3 hat die Matrix Vollrang, das heift, ihre drei Spaltenvektoren sind bereits LU:

0 1 1
BildA:span{ 11,/]07],]1 }
1 1 0




5.3 Das Matrizenprodukt

Es seien U, V, W Vektorrdume iiber demselben Kérper K, der sonst beliebig sein darf. Es seien
ferner f, g lineare Abbildungen mit

vLvaw
Dann ist die Hintereinanderausfiihrung g o f : U — W wohldefiniert, und wegen

glf N+ pv)] = g[A f(i@) + p f(0)] = Aglf(@)] + pglf(0)] Vi,ve UVApeK

ist go f wieder eine lineare Abbildung. Wird diese Erkenntnis auf Matrizen A, B iibertragen,
so resultiert:

Satz 5.10 Gegeben seien Matrizen A € K™ ynd B € K™V s0 dass gilt
K' & K" A K™

Dann ist Ao B : K! — K™ notwendig wieder eine lineare Abbildung, nimlich wegen

Ao B e LK K™) =Km

eine m x [—Matrix.

Wir wollen bei gegebenen Matrizen A = (a;;), B = (bjx) und C' = (cix) := Ao B den
Zusammenhang zwischen den Koeffizienten a;;, bjr und ¢;; studieren. Dazu schreiben wir die
Vektorgleichung i = CZ := A[BZ] unter Verwendung der Multiplikationsregel (MP) aus
Abschnitt 5.2 komponentenweise auf und vergleichen danach die einzelnen Faktoren in den
Produkten:

n

l n l l
Yi = Zcikxk = Zaij( bjkxk) = Z (Zaijbﬂf) . Vi=1,2,...,m.
k=1 1 k=1

j=1 k= j=1
Da diese Gleichung fiir alle Vektoren # € K! gilt, erhalten wir:

Definition 5.11 Fiir eine m x n-Matriz A = (a;;) € K™" und eine n x [-Matriz B =
(bjx) € K™Y st das Matrizenprodukt C = Ao B =: AB € K™ stets definiert, wobei die
Koeffizienten c;; der Produktmatriz C' nach folgender Vorschrift zu bilden sind:

k= by, 1=1,2,....m k=121 (3.1)

J=1

Das heifit, der Koeffizient c;, entsteht gemdfS der Multiplikationsregel

i—te Zeile mal k—te Spalte.

Zum Beispiel:

| 16+3 Ti—1 3+ 20+ %
| -1—2 ) o1 12 —3

2x3 ~~ 2x4



Merke: Das Matrizenprodukt AB ist nur definiert, wenn gilt:

Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B.

l

Hat die Matrix B die Spaltenvektoren l;l, 52, ceey l;l, so gilt

AB = A(by, by, ..., b) = (Aby, Ab,, . .., Aby).

Das heifit, die Spaltenvektoren der Produktmatrix AB sind gerade die Bilder Agj
der Spaltenvektoren I;j, g=1,2,...,1.

Die einfache algorithmische Struktur des Produktes (3.1) erméglicht es wiederum, die Berechnung
von AB sehr effizient mit dem Computer vorzunehmen:

Algorithmus zur Berechnung des Produktes C := AB:

Einlesen von a;j, bj;
fir +:=1,2,...,m:
fir k:=1,2,...,1:
s :=0;

fir j:=1,2,...,n:
s:=s+a; x bjr; (Ende j)
cip, := 8. (Ende 1,k)

N O O W N

Aus der Definition des Matrizenproduktes kénnen die folgenden Rechenregeln sofort abgeleitet
werden:

Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt AB, A € K™ mit B € K™H:
(a) A(BC)=(AB)C =: ABC VC e Ko, (Assoziativgesetz)
(A+C)B=AB+CB VC e Kmm, }

A(B+C)= AB 1+ AC ¥C e Ko (Distributivgesetze)

Bemerkung 5.6 Ein Kommutativgesetz AB = BA gilt im allgemeinen nicht, auch dann
nicht, wenn beide Produkte erkléart sind. Zum Beispiel:

o o)G 3= o e ()0 o) =0 0)



Spezielle Matrizen sind:

00 0
00 -0
die Nullmatrix O=0,=01)=1]. . . | e Ko,
00 -0
10 ---0
01 --- 0
die Einheitsmatrix E=E,=IL,=1,=| . . S| e K,
0 0 1

Die Nullmatrix O = (0,;) kann auch als nichtquadratische m x n—Matrix sinnvoll
erkliart werden. Stets gilt

AO, =0,A=0, AE,=FE,A=A VY AecKmMmn,

Fiir quadratische Matrizen A, B € K™ sind Potenzen erklirt:

AY:=FE, AF:=AA---A VEeN, (A+B)’=A>+ B>+ AB+ BA, usw.

k—mal
Definition 5.12 FEine Matriz A € K™ mit A¥ = O fiir ein k € N heifie nilpotent.

Zum Beispiel ist die folgende Matrix nilpotent:

) )6 - Y-

Dieses Beispiel lehrt: Aus AB = O fiir A € K™ und B € K™ folgt keineswegs A = O oder
B = 0. Ebenso folgt aus AB = CB fiir ein C' € K("™") keineswegs A = C.

Bemerkung 5.7 Wir erkennen aus den obigen Rechenregeln, dass die Menge der quadrati-
schen Matrizen K™ n > 2, versehen mit den beiden algebraischen Operationen + und o,
eine Algebra (K™, 4+ o) bildet. Diese ist ein Ring mit dem Einselement E,, vgl. Definition
1.24. Das Gruppoid (K™ o) ist sogar assoziativ (nicht aber kommutativ), also eine Halb-
gruppe. Der assoziative Ring (K(™™, 4 0) ist nicht nullteilerfrei, wie obiges Beispiel lehrt.
O

|BSP. (5.3.1)| (a) Eine Matrix A € K" in der Form

AN O -0
0 Xo -+ 0
= . . R . =: diag(Al,Ag,...,An)
0 0 - X\,
heifle Diagonalmatrix. Fiir Ay = Ay = --- = A\, =: A € K ist offensichtlich A = )\ E,,. In diesem Falle

gilt

AM=)E, A=) A=A\ VAecKmn,




(b) Jede Matrix A € K("™) ist ein Spaltenvektor: A = (ay,as, ..., an)" =: @ € K™. Deshalb kénnen
wir K™D = K™ setzen. Jede Matrix B € K('™) ist ein Zeilenvektor: B = (b, b, . .., b,) =: b7 mit
b € K". Es kann deshalb K(1n) vermoge der Transposition ”7” mit K" identifiziert werden. Gilt
speziell n = m, so folgt aus diesen Uberlegungen:

a1
- a n
BA=5"a=(bi,bsy. ) | . | = S bra, YAeKIW vBeKM™Y.
: k=1
Qn

Im speziellen Fall K = R haben wir somit 57d@ = (g, b) V @b € R". Eine analoge Beziehung erhilt
man auch im komplexen Fall K = C vermdége der

Definition 5.13 Es gelte K := R oder K := C. Zu gegebenem b = (by, by, ..., b,)T € K
heife

b* = (bT) = (b, ba, ..., by)

—

der zu b adjungierte Vektor. Im Falle K = R gilt b* = b7

Merke: adjungiert = transponiert + konjugiert.

Zum Beispiel: b= (2 — 5i,2 + 5i,5 + 2i,3i)7 € C* = b* = (2 +5i,2 — 5i,5 — 2i, —3d).

—» —

n
Folgerung. (@,by =b"d = Z apby YV d,be K"

Das Tensorprodukt und Anwendungen

Wir beschrinken uns hier ausschliellich auf den Koérper der reellen Zahlen K = R. Im
Gegensatz zum Skalarprodukt bTd = (d, 5), welches nur fiir Vektoren Ei,g € R"” gleicher
Dimension erklirt ist, kann das Produkt @b7 auch fiir Vektoren @ € R™, b € R" mit n #
m sinnvoll definiert werden. Das Ergebnis ist eine m x n—Matrix. Es gilt ndmlich V A €
R™D v B € RUM:

a1 aiby  aiby -+ a1b,
a2 o aby agby -+ azby

AB = . (bl,bg,...,bn):ab = i i . . GR(m,n)‘
Clm a'mbl a/me e ambn

und fiir jeden Vektor & € R™ haben wir:

(ABZ), Za]bkxk = a, Zbkxk = a3<g, 7 Vji=12,....,m.

k=1 k=1

Definition 5.14 Fiir jedes Paar von Vektoren d € R™ und b e R" heiffe die m x n—Matrix
a®b:=ab’ mit

(@@ b)i:=d(b#) VZeR"

(sprich: @ Tensor l_;) das dyadische Produkt oder Tensorprodukt von @ und b.



Zum Beispiel ist das Tensorprodukt der Vektoren @ := (—1,1) € R? und b= 3,3, )T € R?
gegeben durch die Matrix
-3 3
Gob=apl=| ! (3,3,1) = -3 =3 -1 #41-3 3| =bo®a
1 3 3 1 11

Bemerkung 5.8 (a) Das Tensorprodukt ist nicht kommutativ; es gilt jedoch:

—

@b = @b =baT =b®d VacR™ VbeR"

(b) Die folgenden Rechenregeln konnen unmittelbar aus der Definition abgeleitet werden
(stets seien @, d; € R™ und b, b; € R™ vorausgesetzt):

i ® (\D) = AN@®b =M ®b VAER,

Q® (b +b) = GRb +ad® by,
(61+62)®g = 61®g+62®g.

(¢) Um die Matrix C der linearen Abbildung @ ® b € L(R™ R™) zu bestimmen, berechnen
wir die Spaltenvektoren ¢; = Cej, j =1,2,...,n:

&= (@ehg =ale) = b

Wir erhalten also in Ubereinstimmung mit der obigen Herleitung O

AQb=C = (ba,b,..., byd) € R™ VgeR™VbeR"

‘BSP. (5.3.2) ‘ Orthogonalprojektion (L—Projektion) eines Vektors # € R" auf eine Richtung
a@ € R™, ||d|| = 1: Diese wird gemifl untenstehender Skizze geleistet durch die Abbildungsvorschrift
P:R" - R" mit

Pz:=d|#||cosa=d(d,z) = (@®ad)z, zeR"

Man erkennt sofort, dass eine lineare Abbildung P € L(R",R") vorliegt.

Merke: Es sei @ € R™ mit ||@|]] = 1 gegeben. Die Matrix P der L-Projektion auf die
Richtung @ ist das Tensorprodukt

P=d®decRMM.

7p)
o)
=3
-+
-
w0
(<l
Y
8l
I
—~
<Y
®
S
N
8y
I
oy

(@, %) die L-Projektion des Vektors Z € R™ auf die Richtung a.

1-Projektion auf eine Richtung 1—Projektion auf eine Hyperebene
aeR", ||d|=1 H Cc R™ durch 0



Von der Anschauung ist es klar, dass

P?=P (3.2)

gelten muss. Dies wird auch durch die Rechnung bestétigt. In der Tat, fiir jedes £ € R" gilt:

P’ = P(P%) = d(d, PZ) = d (d,d)(d, 7) = PZ.
——
=1

Zum Beispiel wird in R* die 1 -Projektion auf die Richtung @ := % (1,2,3,—2)7 durch die folgende
4 x 4-Matrix beschrieben:

1 2 3 -2
L. 1|2 4 6 -4
P=awi=131 5 6 o _g
9 4 -6 4

‘BSP. (5.3.3)‘ Orthogonalprojektion (L—Projektion) eines Vektors # € R" auf eine Hyper-
ebene H C R™ durch 0:
Die Hyperebene H sei in der HessEschen Normalform (HNF) H = {¢ € R" : (¥,7p) = 0} mit

I7io]] = 1 vorgelegt. Dann wird die gesuchte |-Projektion gemifl obiger Skizze durch die folgende
Abbildungsvorschrift P : R™ — R" geleistet:

PZ = T — iy (g, &) = (Idy — 7l ® o).

Man erkennt auch hier wieder sofort, dass eine lineare Abbildung P € L(R"™,R") vorliegt.

Merke: Es sei H C R" eine Hyperebene durch 0 in der HNF H = {# € R™ : (#,7) = 0}
mit ||7g]| = 1. Die Matrix P der L-Projektion auf die Hyperebene H ist gegeben durch

P=1Id, —1y®ny € R(mm),

Somit ist PZ = Z — (g ® 7ig)& = & — 7y (7ip, Z) die L-Projektion des Vektors £ € R" auf
die Hyperebene H.

Wir zeigen, dass wiederum die Beziehung (3.2) gilt. In der Tat, fiir jedes ¥ € R™ haben wir:

P’ = P(P%) = P£—1y (i, PZ) = Pi.
N——
=0, weil iy LP#

Zum Beispiel wird in R? die L-Projektion auf die Ebene E := {# € R? : (¥, 7p) = 0} mit 77y :=
-1 (1,2, —1)T durch die folgende 3 x 3-Matrix beschrieben:

NG
1 00 1 1 2 -1 1 5 —2 1
P=1Id3—-mny®mny=|0 1 0 ~ 5 2 4 =2 =5 -2 2 2
0 01 -1 -2 1 1 2 )

Wir nehmen das Bestehen der Gleichung (3.2) fiir die beiden L —Projektionen in BSP. (5.3.2)
und BSP. (5.3.3) zum Anlass fiir folgende Definition:

Definition 5.15 Es sei V' ein Vektorraum. Eine lineare Abbildung P € L(V, V') heifle eine
Projektion, wenn gilt | P?> = P.| Eine Projektion P projiziert auf den Unterraum Bild P =
P(V)cCV.




In BSP. (5.3.2) projiziert P orthogonal auf den UR span{d} C R". In BSP. (5.3.3) projiziert P
orthogonal auf den UR (span {iig})* C R"™. Beachte: Nicht jede Projektion ist eine | -Projektion!

‘BSP. (5.3.4)‘ Projektion eines Vektors £ € R" auf eine Hyperebene H C R"™ in Richtung
@: Die Hyperebene H sei in der HEsseschen Normalform (HNF) H = {¢ € R" : (¥,7y) = a} mit
I7io|| = 1 vorgelegt, und es sei @ € R™ mit ||@]] = 1 eine feste Richtung. Dann ist die gesuchte

Projektion P;Z eines Vektors Z € R"™ durch die folgende Vorschrift festgelegt (vgl. untenstehende
Skizze):

(i) Pz —2=)\d, (ii) PzZ € H, also (i, Pz%) = .

Diese Gleichungen sind genau dann eindeutig nach P; auflésbar, wenn (fig, @) # 0 gilt, wenn also @
und 7ip nicht senkrecht zueinander sind. Setzt man namlich (i) in (ii) ein, so resultiert die Gleichung
(1ig, Z) + A (o, @) = «, aus der der Parameter )\ eindeutig berechnet werden kann. Wird dieses A in
(i) eingesetzt, so resultiert die gesuchte Lisung

P — i+ <Idn— 1 c‘i®ﬁ0>£’.

<n0a a’)

no, Cl>

Bemerkung 5.9 (a) Genau dann ist P; : R” — R" eine lineare Abbildung, wenn o = 0 gilt, das
heifit, wenn die Hyperebene H durch den Ursprung 0 verliuft:

.
P&*: Idn—ma®n0

In diesem Fall gilt ebenfalls die Beziehung (3.2), ndmlich

P2# = P3(P;i) = Piil —

F a (o, P;Z) = Pii.
=0, weil o L Pz %

(b) Im Falle @ = 7 erhalten wir aus (a) wiederum die L—Projektion auf die Hyperebene H durch 0,
die wir bereits in BSP. (5.3.3) studiert haben, ndmlich P := P; = Id,, — 7ip ® fip. O

a

X1=Sx

Projektion in vorgegebener Richtung a Spiegelung an einer Geraden G
auf eine Hyperebene H

Als Zahlenbeispiel wollen wir die Projektion P;i eines beliebigen Vektors # € R* in Richtung @ :=
% (1,2,—1,0)" auf die Hyperebene H := {# € R* : v; + 2v3 + 3v3 — 2v4 = v/2} bestimmen. Wir
haben hier offenbar 7y = ? (1,2,3,—2)T sowie a = v/2//18 = % Hieraus resultieren (7, @) = % V3
und

1 1000 1 2 3 —2
. V2| 2 0100 1| 2 4 6 —4 .
PaZ = 1 9 Yloo1o0] 2|21 2 3 4|(7
0 0001 0 0 0 0



1 1 -2 -3 2 T
V2| 2 1|-2 —2 —6 4 T
5 -1 | 2l 1 2 5 —4 T3

0 0 0 0 2 T4

‘BSP. (5.3.5)‘ Spiegelung von 7 € R" an einer Geraden G = span{d}, @ € R", ||d@|| = 1: Diese
wird geméf obiger Skizze geleistet durch die Abbildungsvorschrift S : R™ — R" mit

—

Sit:= 7' =3a(a,z) —7,

— -

wobeil ¥ = & — d(d,Z) gilt. Man erhilt wiederum eine lineare Abbildung S = 2d® d — Id, €
L(R",R").

Merke: Es sei @ € R"™ mit ||d@|| = 1 gegeben. Die Matrix S der Spiegelung an der Geraden
G := span {d} ist gegeben durch

S=2d®ad— Id, € R""),

Somit ist ST = (2@ d — Id,)T = 2d (a, ) — & die Spiegelung des Vektors ¥ € R" an der
Geraden G = span {d}.

Von der Anschauung her ist es auch hier klar, dass

S? = [, (3.3)

gelten muss. Dies wird durch die folgende Rechnung bestétigt. Fiir jedes © € R" gilt:

S%F = S(S%) = 2 (d@, S©) — S7 = 44 (d, @) (@, 7) — 2a(a, &) — S7 = 7.

Zum Beispiel wird in R? die Spiegelung an der Geraden G = span {@} mit @ := 7 (1,2,-1)" durch
die folgende 3 x 3-Matrix beschrieben:

1 2 -1 1 00 1 -2 2 -1
S=2ad®@d— Id3 = - 2 4 -2]—-|1010 =3 2 1 -2
-1 -2 1 0 01 -1 -2 =2

Wir nehmen dieses Beispiel zum Anlass fiir folgende

Definition 5.16 Es sei V' ein Vektorraum. Eine lineare Abbildung S € L(V,V') heifle eine
Spiegelung oder Involution, wenn gilt S? = Id. Dabei ist der Spiegelraum

s:={veV : St=10v}=Kern (S — Id)

die Menge derjenigen Punkte, die in sich selbst abgebildet werden. Das heifit, eine Spiegelung
S spiegelt an dem Unterraum Kern (S — Id).

In dem obigen Beispiel haben wir # € Kern (S — Id) genau dann, wenn @ (@, f) Z oder dquivalent
Z = Ad, A € R, gilt. Wir ersehen hier, dass die Gerade Kern (S — Id) = span{a} tatsichlich
Spiegelraum ist.



‘BSP. (5.3.6) ‘ Spiegelung von # € R™ an einer Hyperebene H C R™ durch 0: Die Hyperebene
H sei in der Hesseschen Normalform (HNF) H = {4 € R" : (¢,7p) = 0} mit ||7ig|| = 1 vorgelegt.
Dann wird die gesuchte Spiegelung durch die folgende Abbildungsvorschrift § : R — R" geleistet:

ST := (Idn — 27y ® ﬁo)f

Man erkennt auch hier wieder sofort, dass eine lineare Abbildung S € L(R"™ R"™) vorliegt. Wir
priifen die Bedingung (3.3) nach. Es gilt in der Tat:
S?# = S(S%) = S — 217y (g, ST) = ST — 21y (g, T) + 4y (dy, 7o) (ty, ) = Z.
——
=1
Also ist S eine Spiegelung. Um den Spiegelraum zu ermitteln, berechnen wir Kern (S — Id,,) =

Kern (7ip ® 7y). Es gilt offenbar (7ig ® 7o) = 7o (7ig, ) = 0 genau fiir # L 7. Der Spiegelraum ist
also der Unterraum Kern (S — Id,,) = (span {7ig})* = H.

Merke: Es sei H C R" eine Hyperebene durch 0 in der HNF H = {# € R" : (#,7y) = 0}
mit ||7g]| = 1. Die Matrix S der Spiegelung an der Hyperebene H ist gegeben durch

S = Id, — 27y ® iy € R,

Somit ist ST = & — 2 (g @ 7ig)T = & — 27ig (7, ) die Spiegelung des Vektors ¥ € R™ an
der Hyperebene H.

—

Zum Beispiel wird in R? die Spiegelung an der Ebene E := {# € R? : (#,7) = 0} mit 7y :=
L (1,2,-1)T durch die folgende 3 x 3-Matrix beschrieben:

NG
1 00 1 1 2 -1 2 =21
P=1Id3—-2ny®ny=|0 1 0 —3 2 4 =2 =3 -2 -1 2
0 01 -1 -2 1 1 2 2

Wir notieren schliellich noch die folgende Regel fiir die Hintereinanderausfithrung zweier
Tensorprodukte:

—

@ob)@Eed) =a(b’d)d" = (b, (@®d e R™ VaecR™ becR!, deR"

Mit dieser Regel kann in einfacher Weise bestétigt werden, dass P := d®d fiira € R™, ||d|| = 1,
stets eine Projektion ist:

5.4 Die inverse Matrix

Sei K ein beliebiger Korper. Fiir eine gegebene Matrix A € K™ stellt sich die Frage nach
der Existenz der inversen Abbildung A~'. Um eine Antwort zu geben, zeigen wir in einem
ersten Schritt, dass A~! notwendigerweise eine lineare Abbildung sein muss:

Satz 5.11 Es seien V,W Vektorrdume tber demselben Korper K. Ist die lineare Abbildung
f € L(V,W) bijektiv, so ezistiert die inverse Abbildung f~' € L(W,V); das heifit, f~1 ist

wiederum linear.



Begriindung: Da die Abbildung f : V' — W bijektiv ist, existiert die Umkehrabbildung f~! : W — V.
Wir zeigen ihre Linearitit. Dazu seien @, € V gegeben. Wir setzen & := f(@) und 2 := f (7). Fiir
A, p € K folgt nun aus der Linearititsbeziehung (L): f(Ad + p@) = A f(@) + p f(0) = A0+ p 2.
Wendet man auf diese Gleichung rechts und links die Umkehrabbildung f ! an, so resultiert schon
die behauptete Linearitéit

YOG+ p2) = Xd+pd=X\f D) +pufL(2).

Bemerkung 5.10 (a) Jede lineare bijektive Abbildung f € L(V, W) ist ein Isomorphismus
von V nach W, vgl. Definition 1.17.

(b) Existiert zu einer Matrix A € K™ die inverse Abbildung A~' : K™ — K", so muss
gemif Satz 5.11 notwendig A~' € L(K™,K") = K™ gelten. Das heifit, A~' ist stets wieder
eine Matrix.

(c) Wie in Bemerkung 5.5(c), Abschnitt 5.2, gezeigt wurde, ist die Matrix A € K™ genau
dann bijektiv und somit invertierbar, wenn gilt

Rang A = m = n.

Das heifit,

invertierbare Matrizen sind notwendigerweise quadratisch.

(d) Die invertierbaren Matrizen A € K™ sind also genau die invertierbaren Elemente des
assoziativen Ringes (K(™™), +, o). Somit muss fiir die Inversen A~ € K™™ gelten: a

AAT ' =F, = A7'A

Algorithmus zur Berechnung von A~!

Wir nehmen also an, die Matrix A € K™ erfiille die obige Rangbedingung Rang A = n. Wir
werden in Abschnitt 5.8 ein Determinantenkriterium fiir die Rangbedingung angeben. Mit
dessen Hilfe kann die Rangbedingung insbesondere fiir n < 3 einfach nachgepriift werden. (Das

Kriterium lautet | det A # 0 ). Im allgemeinen Fall ist es zweckméBig, die Rangbedingung mit

dem Gauss—Algorithmus nachzupriifen: Genau dann gilt Rang A = n, wenn A in ein S—System
vom Typ (I) tibergefithrt werden kann. Wir verwenden nun die Vektoren €; der Standardbasis
des K" zur Darstellung der Einheitsmatrix in der Form E,, = (€}, é,,...,€,). Man erkennt an
dieser Darstellung, dass gilt

E,A=AFE,=A, also E,=A'4A=AA""'

=
e
I

Das heifit, der Ansatz A~* := (by, by, ..., b,) fiihrt iiber AA™L = (Aby, Aby, ..., Ab,) =
(€1,€3,...,6,) auf die n linearen Gleichungssysteme

Ab, =& VYj=1,2,...,n




Diese 16st man simultan mit Hilfe des Gauss—Algorithmus, und zwar muss das System (A |
E,) wegen b; = A '€; mittels elementarer Zeilenumformungen genau auf die Form (E,, |
bi, by, ..., b,) = (E, | A7!) gebracht werden:

(A | En) Gauss;sd;ritte (En | A_l),

|BSP. (5.4.1)]
0 1 1 1 0 O
(A| B3) & 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 O 1
] s
Zg — ZI = Z3
0 1 -1 0 -1 1
Zs — Zo = 7 1 1 1
31Z iZ s 1 0 0 2 2 2
243 3 1 1 1 -1
Lo — Z3 = Zoy By 0 1 0 2 2 2 4
Zn— 23 = 7 0 0 1 i 7 3
Wir haben in diesem Beispiel also
0 1 1 — 1
A=|10 1], A'=%] 1 -1 1],
1 1 0 1 -1

und die Probe AA~! = E3 bestitigt die Richtigkeit des Ergebnisses.

Probe niemals vergessen! Die Gefahr von Rechenfehlern bei der Durchfiihrung
der GAuss—Schritte ist sehr grof}, da sehr viele arithmetische Rechenoperationen
durchgefiihrt werden miissen.

Es bezeichne im folgenden

Inv (K") ¢ K(™™ = Menge der invertierbaren n x n-Matrizen.

Satz 5.12 Fir jede Matriz A € Inv (K™) hat das lineare Gleichungssystem AT = b die ein-
deutig bestimmte Lisung

7= A",

Dieses Ergebnis ist wegen des Aufwands zur Berechnung von A~ ! nur dann von praktischer
Bedeutung, wenn das lineare Gleichungssystem A# = b fiir mehrere rechte Seiten b = bj, j=
1,2,..., N, gelost werden soll.

|BSP. (5.4.2)| Man lsse A7 = b; fiir b := (8,7,—7)7, by == (~1,3,2)7 und fiir die Matrix
A € R3®?) aus BSP. (5.4.1). Die Lisungen sind:

1 -1 1 1 8 —4 1 -1 1 1 -1 3
¥ = 3 1 -1 1 T|=1|-3|, d= 3 1 -1 1 3| =|-1
1 1 -1 -7 11 1 1 -1 2 0

Wir stellen nachfolgend einige Rechenregeln fiir die Elemente von Inv (K") zusammen.



Satz 5.13 Fiir invertierbare Matrizen A, B € Inv (K") gilt:

(i) (A)T=A4, (i) (AB)'=B 1Al (i) AA)L=14"1 V)0

Begrindung: Die Relationen (i) und (iii) ergeben sich unmittelbar aus der Definition der Umkehrab-
bildung. Wir zeigen (ii):

j:=ABi < A"y =Bi < B 'A7Yj=i=(AB)"'jo B'A™ = (4B)~".

Linear unabhéngige Vektorsysteme werden durch I[somorphismen in linear unabhingige Vek-
torsysteme iibergefiihrt:

Satz 5.14 FEs seien V,W Vektorrdiume iber demselben Kiorper K, und es sei f € L(V, W) ein
Isomorphismus. Fin Vektorsystem ¥, Ua, ..., U, € V ist LU < Das System der Bildvektoren

F(@), f(@), ..., f(Tn) € W ist LU.

Begriindung: Wir zeigen zunéchst die Implikation ”=-". Sei also ein linear unabhéingiges Vektorsystem
U1, V2, ..., Un € V gegeben. Wir nehmen an, es gebe Zahlen Aq, Ao, ..., A, € K, nicht alle Null, mit

0=">" X (&) = f(z)\kﬁk)-
k=1 k=1

o 5 m
Da f bijektiv ist, folgern wir f~1(0) = 0 = Y. A\ ¥, im Widerspruch zur LU des Vektorsystems
k=1
U1, V2, .., Up. Also muss Ay =0V k = 1,2,...,m gelten. Das heifit, das System der Bildvektoren
f(01), f(02),..., f(Un) € W ist LU. Die Implikation ”<" zeigt man nun ganz analog. a
Bemerkung 5.11 (a) Ist f € L(V, W) ein Isomorphismus und ist einer der Vektorrdume V'
oder W endlichdimensional, so gilt | dim V' = dim W.

(b) Ein Isomorphismus f € L(V, W) bildet Basen von V" auf Basen von W ab, und umgekehrt.
(c) Insbesondere gilt fiir jede invertierbare Matrix A € Inv (K"):

Rang (AB) = Rang B V B € K™™ Rang(CA) = RangC V C € Km™,

5.5 Basis— und Koordinatentransformation

Wir nehmen die obige Bemerkung 5.11(b) iiber die Abbildung von Basen auf Basen durch
einen Isomorphismus zum Anlass, die folgende Fragestellung zu untersuchen:

Problem: Es sei ein Vektorraum V iiber dem Koérper K mit dimV =: n < oo
gegeben. Es seien ferner dy,ds,...,d, € V und 51,52, - i;n € V zwei Basen von
V. Gibt es einen Isomorphismus f € L(V,V) mit f(d;) = l;j Vj=12,...,n,
und falls dieser existiert, wie berechnet man ihn? Wie transformieren sich ferner die
Koordinaten eines Vektors © € V' beim Wechsel von der Basis dy, ds, ..., d, in die
Basis 51, 52, ceey by?

Wir werden beide Fragen in mehreren Schritten untersuchen.



1. Schritt: Wir haben in Satz 5.3.(a) gezeigt, dass eine lineare Abbildung f € L(V,V) allein durch
die Zuordnungsvorschrift l;j = f(@;), j = 1,2,...,n, eindeutig bestimmt ist. Also existiert ein f €
L(V,V) mit den geforderten Abbildungseigenschaften. Wegen Bild f = span {51, bo, . .. ,l;n} =V gilt
Rang f = n. Somit ist f gem&fB Satz 5.7 bijektiv, also ein Isomorphismus. Fiir den allgemeinen Fall
eines Vektorraumes V kann eine Darstellung von f nicht angegeben werden.

Sonderfall: Im Vektorraum V := K" bilden die Basisvektoren d1,ds,...,a, und 51,52, et ,l;n die
Spalten von Matrizen A := (@1, dz, ..., d,) € Inv (K") bzw. B := (b1, b2, ...,by) € Inv (K"), denn es
gilt ja Rang A = Rang B = n. Somit folgt

F:= BA~! € Inv (K"),

und wegen (b1,bs,...,by) = B = FA = (Fa@,,Fay, ..., Fa,) leistet der Isomorphismus F die ver-
langte Basistransformation b; = Fa;, j =1,2,...,n.

2. Schritt: Wir untersuchen jetzt die Frage nach der Transformation der Koordinaten bei Basiswech-
sel. Es ist klar, geméf der Definition einer Basis in V' miissen eindeutig definierte Zahlen o, 851 € K,
und zu jedem ¢ € V eindeutig definierte Zahlen A\, u; € K, j,k = 1,2,...,n, existieren mit

n n
bj = > oukdp, Gj=» Bibe Vi=12,...,n, (5.1)
= k=1

7 o= Y Naj=> uib;. (5.2)
j=1 j=1

3. Schritt: Mit dem Ansatz 7' := (t;;) € K™ zeigen wir nun die Existen einer linearen Abbildung
i = TX zwischen dem Koordinatenvektor X := (A1, A2, ..., An)T von ¥ beziiglich der Basis @; und
dem Koordinatenvektor i := (pu1, pt2, ..., in)" von ¥ beziiglich der Basis gj. Setzen wir namlich die
Beziehungen (5.1) in (5.2) ein, so gilt

=5 (R ) - & (Sown) - Emk

Da das Vektorsystem 51, 52, . ,I;n LU ist, folgern wir
n n .
pE =Y Bihi = tyihj = (TX)p YEk=1,2...,n
— —

Das heifit, die Transformationsmatrix 7' = (t;;) := (B;5)” ist durch die Beziehungen (5.1) eindeutig
bestimmt:

Bl Bik
37 - Bk,

T = (Bj)" = ﬁ.? mit S = ? L k=1,2,...,n.
/gnT 5"7,]6

4. Schritt: Wir bestimmen ganz analog eine Transformationsmatrix S := (sj;) € K™ zum Koor-
dinatenwechsel X = Sji. Es folgt nun aus den Beziehungen (5.1) und (5.2):

n n
T= p, (Zajka:k) Z (Za]k,u]) dp = ZAkak
j=1 k=1 k=1 j=1

Da das Vektorsystem ay,do,...,d, LU ist, folgern wir jetzt

n
)\k:Zajkuj Zsk],u] S,u Vk:1,2,...,n
j=1



Das heift, die Transformationsmatrix S = (sjx) := ()" ist wiederum durch die Beziehungen (5.1)
eindeutig bestimmt:

T
Qaq a1k
>T
) o G2k
S:(ajk)T: ) mit a = . , k=1,2,...,n.
=T
o, Qpk

Nun gilt offenbar X = STX und 7 = T'S V¥ X, i € K". Das heifit, die Koeffizienten a;y, B;, in (5.1)
sind nicht unabhingig voneinander; sie stehen in der Relation

S = (ajk)T, T:= (5jk)T = S=T7T"1

Sonderfall V := K": Fithren wir wie oben die Matrizen A, B € Inv (K") ein, so konnen wir die
Gleichungen (5.1) in der Form B = AS = AT~! und A = BT schreiben. In diesem Fall leisten die
folgenden Matrizen die gesuchten Koordinatentransformationen:

T=B'A, S=T"'=A"1B.

Definition 5.17 FEs sei V ein Vektorraum dber K mit dimV = n < oo. FEs seien dy, ds,

coy Gy €V ound 51,52, coyby €V zwer Basen von V. Dann existiert ein Isomorphismus
f e L(V,V) mit f(d;) = b; YV j = 1,2,...,n. Dieser heifie Basistransformation zum
Basiswechsel von @y,dy, . ..,a, auf by, by, ..., b,. Die lineare Abbildung T € K™ mit ji =

TX, so dass fiir gegebenes v € V' gilt

NN == b,

heiffe Koordinatentransformation zum Basiswechsel von dy,ds, . .., ad, auf by, by, ..., by,.

Satz 5.15 (a) In einem Vektorraum V dber K mit endlicher Dimension dim'V' = n existieren

zu jedem Basiswechsel von dy,ds, . ..,d, auf 51, 52, ey l_;n Umrechnungsformeln
by =Y ady, @ =Y Bubr Vi=12,...,n (5.1)
k=1 k=1

Die Spaltenvektoren By := (Biks Boks - - - Brk) T bzw. @), = (Qug, Qogy - - -y Qng) Tk = 1,2,...,m,
der aus (5.1) resultierenden Matrizen (B;i) und (o) bilden in der folgenden Weise die Ma-
trix T (bzw. S) der Koordinatentransformation zum Basiswechsel von @y, ds, ..., d, auf
bi,ba, ..., by (bzw. von by, by, ... by auf dy,ds, ..., dy):

Br ay

3T aT

7 — 5‘ | g_ | %
Br Gy

Die Matriz T € K™ st ein Isomorphismus; es gilt T~' = S.



(b) Im Sonderfall V' := K" bilden wir mit den gegebenen Basisvektoren dy, ds, . .
und by, bo, ..., b, € K" die Matrizen A, B € Inv (K") gemdff A := (d,ds, . ..

L, € K"
,dy,) und B =

(51, by, ..., I;n) Dann folgt:
Basiswechsel || Matrix der Basistransform. | Matrix der Koordinatentransform.
A— B F =BA™! T=B1A4
B— A F1=AB! T-'=A"'B

‘BSP. (5.5.1)‘ Es sei V := R Es sei d,4d»,ds,d, die Standardbasis von R*. Dann gilt A :=

Id, = A~'. Es sei ferner eine neue Basis 51, 52, 53, 54 gegeben, so dass die Matrix B := (51, 52, 53, 54)

in der folgenden Form vorliegt:

121 1 3 1 4 2
12011 L1l 1 -3 2 1
B=l9 1 01| 7B =51 2 -3 1

1120 5 5 -5 —5

Somit sind F := BA™' = Bund T := B~'A = B~! die Matrizen der Basistransformation bzw. der
Koordinatentransformation zum Basiswechsel A — B. In der Standardbasis hat zum Beispiel der
Vektor # := (—50,25,—8,1)7 € R? die Koordinaten \; = z;, 7 = 1,2,3,4. Wir berechnen den

Koordinatenvektor von Z in der neuen Basis b;:

3 1 4 277[=50 19
oo 11 -3 2 1 25 | | -28
A=TA=51 1 o 3 1 8]~ 5

5 5 -5 —5 1 ~18

Hieraus erschlieflen wir

Z=19b; — 28Dy + 5by — 185y,

und die FEinsetzprobe

19 —56 +5—18 —50
7= 195 — 285+ 5k — 185, = | o0 V0T | %
19 -28+10—-0 1
bestétigt die Richtigkeit des Ergebnisses.
‘BSP. (5.5.2)‘ Es sei V := C,lz] := {P(z) : P ist Polynom iiber C mit Grad P < n}. Wir

betrachten speziell Cs3[z] = span{l,z, 22,23} mit der Basis a;(z) := 277!, j = 1,2,3,4. Das Sy-

stem by(2) := 1+ 2, by(2) := 1 — 2%, b3(2) := 2 + 22

3, ba(z) := 22 + 32% € Cslz] ist LU, so dass

auch Cs[z] = span{b1(z), b2(2), b3(2),bs(2)} gilt. Die Umrechnungsformeln (5.1) kénnen hier sofort

abgeleitet werden:

1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 -1 0 T 1 0 1 0
(o) 0 1 0 2 (o) 0 -1 0 1
0o 0 1 3 0 0 2 3



Wir erhalten nun die Matrix 7 = S~! der Koordinatentransformation zum Basiswechsel von a;(2)
auf b;(z), ndmlich

3 2 3 -1 3 2 -3 2
12 -2 -3 1 ¢(6~)—1 2 —2 3 -2
50-3 3 -3 1 kK =E | 3 -3 -3 2

2 —2 2 1 1 1 1 1

T=5"= (B =

3
Zum Beispiel hat das Polynom P3(z) := 23 — 822 4+ 252 — 50 = 3 A\¢2* in der Basis a;(z) den
k=0

Koordinatenvektor X := (50,25, —8,1)7 € R*. Dieser wird auf den folgenden Koordinatenvektor /i
in der Basis bj(z) transformiert:

3 2 3 —17[=50 —925
e 1| 2 -2 -3 1 25 | |-25
P=TrA=%1_3 3 _3 1 8| = | 50

9 —2 2 1 1 _33

Hieraus erschlieflen wir

Ps(z) = —25b1(2) — 25b2(z) + 50b3(z) — 33 ba(2),

und die FEinsetzprobe

P3(z) = —25b1(z) —25ba(z) +50b3(z) — 33b4(2)
= —25—252 — 25+ 2522 + 50z + 1002> — 3322 — 9923
= 238224252 —50

bestitigt die Richtigkeit des Ergebnisses.

IBSP. (5.5.3)| InV :=R? seien fiir festes a € [0, 2r) Matrizen

cosa —sina cosa sina
sa::[_ ] Ta;:[ . ]
sina cosa —sina  cosa
gegeben. Man verifiziert unmittelbar 7,,;! = S,, das heifit, T, € R(22) ist ein Isomorphismus.
Aus der Standardbasis &; = (1,0)”, & = (0,1)7 erhalten wir vermége b; := S,€; eine neue Basis
by := (cosa,sina)?, by := (—sina, cos @)’. Wie die Skizze zeigt, entsteht diese Basis durch Drehung
der Standardbasis in R? um den Winkel a:

Drehung der Standardbasis um den
Winkel «



Hier sind S, und T, die Matrizen der Basistransformation zum Basiswechsel Idy — B bzw. B —
Idy, wahrend T, und S, die Matrizen der Koordinatentransformation zum Basiswechsel Idy — B
bzw. B — Idy darstellen. Ganz analog beschreiben in R? die Matrizen

1 0 0 cosa 0 —sina cosa —sina 0
Se:=|0 cosa —sina |, 0 1 0|, | sina cosa O
0 sina COSs & sina 0 COSs ¢ 0 01

Drehungen der Standardbasis um einen Winkel « mit den Drehachsen in Richtung €1, é5 bzw. é3.
(Die Drehachse ist jeweils der Unterraum Kern (S, — Id3).)

5.6 Matrizen im Skalarprodukt

In diesem Abschnitt gelte K := R oder K := C, und wir bezeichnen mit (-,-),, das Stan-
dardskalarprodukt in dem Vektorraum V' := K™ sowie mit || - || die durch das Skalarprodukt
induzierte Norm.

Definition 5.18 Fiir eine gegebene Matriz A = (aj;,) € K™ heife

L] f_l = (Oéjk) € K(m,n) mit Qj = C_ljk die zu A konjugierte Matrix,

o AT = (B;) € K™ (beachte die vertauschten Zeilen— und Spaltendimensionen n
bzw. m!) mit B == ag; fir j =1,2,...,nund k =1,2,...,m die zu A transponierte
Matrix,

o A*:= (A)T = (AT) € K™ die zu A adjungierte Matrix.

Zum Beispiel gilt fiir A = 945 A4i

542 3—2 0]_

. , 542 24 bi 5—2i 2—5i
2 — 51 4—19 —1 0 7 0 —1

Bemerkung 5.12 Die zu A = (a,;;) transponierte (oder gestiirzte) Matrix AT entsteht durch
Vertauschen der Zeilen mit den Spalten. Dies entspricht einer Spiegelung an der Haupt-
diagonalen a;;, j = 1,2,...,min{n,m}. Sind @, € K™, k = 1,2,...,n, die Spaltenvektoren
der Matrix A, das heifit gilt A = (dy, ds, ..., d,), so folgt:
iy
AT = @

=T
n

Insofern sind Vektortransposition und Matrixtransposition konsistent. O

Fiir K := R gilt stets A* = AT,

Die Bedeutung der adjungierten Matrix wird unter anderem durch das folgende Resultat klar.



Satz 5.16 Fir eine gegebene Matriz A € K™ ist A* ¢ K™™) die einzige Matriz mit

(AZ, ) = (T, A* ) VT EK" Ve K™ (6.1)

Begriindung: Wir haben fiir jedes feste © € K" und i € K™:

m n m

(AZ, fym = (kzn:lajkffk) Uj = kz:wk( I&jk?/j) = (Z, A"Y)n.

j=1 k= =1 j=

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, es gebe eine weitere Matrix B € K™™) mit
(AZ, §ym = (¥, BY), VZ € K" ¥ § € K™. Dann folgt
. S G ke #:=A*j— By -
0 = (AZ, §)m — (AZ, §)m = (£, A= B = = 7" (A" = B)iil]>,
also A*¢y = By V¢ € K™. Dies gilt nur fiir A* = B. O
In dem folgenden Satz sind die wichtigsten Rechenregeln fiir die drei Operationen ” Konjuga-
tion”, " Transposition” und ” Adjunktion” zusammengestellt.

Satz 5.17 (a) Fiir eine Matriz A € K™ ynd fiir jede der drei Operationen o (= Konju-
gation oder Transposition oder Adjunktion) gilt:

(i) (A°)° = A, (i) (A£AB)° = A° £ \°B° ¥V B € K™ ¥ A € K (mit AT := \).

(b) Fiir je zwei Matrizen A € K™ und B € K™Y gilt:

(i) (AB) = AB, (i) (AB)T = BTAT, (iii) (AB)* = B*A*.

(c) Fir eine Matriz A € Inv (K") gilt:

() (A7) = (A7), (i) (A7) = (49

(d) Fir jedes Paar von Vektoren @ € R™, b € R" und jede Matriz A € R gilt:

=, -,

(i) @bl =b®ad, (i) (@eb)A=ade (ATD).

Begriindungen: Die Aussagen (a), (b) und (d) erhilt man unmittelbar aus den entsprechenden Defi-
nitionen unter Verwendung der Beziehung (6.1). Wir zeigen nun die Aussage (c.ii). Fiir jedes Paar
Vektoren #,y € K" gilt:

(@, (A7) P = (A1, G)n = (AT, AN (A) 71 = (AATIT, (A") 7H)0 = (T, (A7) D

Hieraus folgt (A=1)* = (A*)~!, sofern A* bijektiv ist. Die Bijektivitit von A* ergibt sich aber aus
dem néchsten Satz. a

Satz 5.18 (a) Fiir jede gegebene Matriz A € K™ stehen die Unterrdume Kern und Bild
von A und A* in der folgenden Relation zueinander:

Kern A* = (Bild A)*  und Kern A = (Bild A*)*, (6.2)




(Kern A*)* = Bild A und (Kern A)! = Bild A*. (6.3)

(b) Fiir die Dimensionen der Unterrdume Kern und Bild von A € K(™™ und A* gilt:

(i) Rang A = Rang A = Rang A* = Spaltenrang A (= Anzahl der LU Spalten)
= Zeilenrang A (= Anzahl der LU Zeilen) < min{n,m}.

(ii) dim Kern A — dim Kern A* =n — m.

(iii) A ist surjektiv < A* ist injektiv < dimKern A =n — m.

Begrindungen: (a) Wir zeigen zunéchst (6.2). Es gelten die folgenden Implikationen:
FeKemnA* o AG=0s (T, A9, = (AZ, )y =0V 7 € K"
& JLBildA < e (BildA)*.
Somit folgt Kern A* = (Bild A)*, und ganz analog zeigt man Kern A = (Bild A*)*. Wir zeigen nun
(6.3). Dazu verwenden wir die Relation U = U+, die fiir jeden Unterraum U eines endlichdimen-

sionalen Praehilbertraumes gilt, vgl. Satz 4.20.(c) und Bemerkung 4.16(a). Wir haben hier geméis
(6.1): (Kern A*)* = (Bild A)*+ = Bild 4 sowie (Kern A)+ = (Bild A*)*+ = Bild A*.

(b) Zum Beweis von (i) setzen wir Rang A =: r < n. Klar, die Vektoren d,d,...,d, sind genau
dann LU, wenn dies fiir die konjugierten Vektoren a1, as, ..., a, gilt. Also folgt Rang A = Rang A.
Ferner erhalten wir aus (a) durch orthogonale Zerlegungen:

Satz 5.6

K" = KernA*®BildA = m =dimKern A* + Rang A dim Kern A* + Rang A*,

K" = KernA®BildA* = n =dimKernA + Rang A* SAZ56 Jim Kern A + Rang A.

Dies impliziert schon

Rang A = RangA* < min{m,n}, n —m = dimKern A — dim Kern A*. (6.4)

Der Rest ergibt sich aus den Bemerkungen 5.5. Die Aussage (ii) haben wir schon mit (6.4) gezeigt.
Schlielich sieht man (iii) wie folgt ein:

A surjektiv & BildA = K™ & {0} = (Bild 4)* ¥ Kern A*

< A injektiv @) dimKern 4 = n — m.

Fiir die Losung linearer Gleichungssysteme resultiert aus diesen Zusammenhéngen:

Satz 5.19 Gegeben seien eine Matriz A € K™") ynd ein Vektor b € K™. Dann gelten fiir
die Liosbarkeit des linearen Gleichungssystems AT = b die folgenden Aussagen:

AZ = b ist lsbar < b e (Kem A*): & (b, ), =0 V 7 € Kern A*, (6.5)

Der Vektor b muss also m — Rang A Loésbarkeitsbedingungen erfiillen. Ist Rang A = m, so
folgt

Az =1b ist lgsbar ¥V be K™ < dimKern A* =0 = dimKern A + m — n. (6.6)




Begriindung: Die Losbarkeitsbedingungen folgen aus vorstehendem Satz 5.18.(a), wobei wir im Beweis
bereits die Dimensionsrelation dim Kern A* = m— Rang A gezeigt haben. O

‘BSP. (5.6.1)‘ Fiir welche Vektoren b = (b1, b2, b3,bs)T € R* ist das lineare Gleichungssystem
AZ = b bei gegebener Matrix A losbar?

-1 1 -1
-2 0 -1
A= 1 -1 1
—2 1 -1

Lésung: Es muss die Losbarkeitsbedingung b € (Kern AT)L erfiillt sein. Wir berechnen & €
Kern AT & AT = 0:

. -1 -2 1 -2 0
(AT 10) & 1 0 -1 1 0
-1 -1 1 -1 0
Zl <~ Z2 1 0 -1 1 0
Lo+ 721 = Zo 0 -2 0 -1 0
Z3+ 72y = Z3 0 -1 0 0 0
1 0 -1 1 0
—Z3 & 7o - T
Zst 27y = 7y o] 1 [o] o 0 ¢ =v=0C(1,0,1,0)1.
0 0 0] -1 0

Wir erhalten hieraus Kern A* = span {(1,0,1,0)”'}, und somit dim Kern A* = 1. Es ist also genau
eine Losbarkeitsbedingung zu erfiillen, und diese lautet:

0= (a 6>4 = ((b17b27b37b4)T7 (1707 170)T>4 = bl + b3-

Das heif3t, jeder Vektor in der Form b= (b1, by, —b1,by)T ist Element von Bild A, und fiir ein solches
b ist AZ = b l6sbar. Wir folgern ferner aus m = 4 und n = 3, dass Rang A = m — dim Kern A* = 3
sowie dim Kern A = dim Kern A* +n —m = 0 gilt. Das heift, die Spaltenvektoren der Matrix A sind
LU, und das lineare Gleichungssystem A# = b ist fiir jedes b in der obigen Form eindeutig l6sbar.
Man priift leicht nach, dass die Lésung die folgende Form hat:

Ul b1 - b4
= T2 = b4 — b2
T3 2by — by — 2by

5.7 Spezielle Matrizen

(I) Symmetrische und hermitesche Matrizen.

Es gelte nachfolgend K := R oder K := C.

Definition 5.19 Eine Matriz A = (a;;) € K™ heifie symmetrisch (K := R) oder hermi-
tesch (K := C), wenn gilt:

A= A* oder dquivalent aj,=ay; Vi, k=12,...,n.

Insbesondere muss aj; € RV j = 1,2,...,n gelten. Das heif$it, die Hauptdiagonalelemente
einer hermiteschen Matriz sind stets reell.



Zum Beispiel ist die folgende Matrix A € C(33) hermitesch:
10 2450 5+2
A=|2-5¢ 0 31 = A"
5—2i —3i -7
Wir listen nachfolgend Beispiele und Eigenschaften hermitescher Matrizen auf.

Satz 5.20 (a) Fir jede Matriz A € K™ sind folgende Matrizen hermitesch:

A+ A%, AA*,  A*A.

Es gelten ferner die Beziehungen

Kern A*A = Kern A, Kern AA* = Kern A%,
Bild A*A = Bild A*, Bild AA* = Bild A.

(b) Jede reelle Diagonalmatriz ist symmetrisch; das Tensorprodukt U ® U ist symmetrisch fir
jeden Vektor v € R™.

(c) Ist A € K™ hermitesch, so gilt stets

(A%, %), e R VZ € K", BAB* hermitesch ¥ B € K™,

(d) A € K™™) hermitesch < A* hermitesch < A™' hermitesch, falls A € Tnv (K").

(e) Sind A, B € K™ hermitesch, so gilt dies auch fiir A+ \ B, sofern \ reell ist. Das heift,
die symmetrischen Matrizen bilden einen Unterraum von R™™ | wihrend die hermiteschen
Matrizen keinen Unterraum von C™™) bilden.

Begriindungen: (a) Wir zeigen Kern A*A C Kern A und wiihlen dazu & € Kern A*A. Aus A*AZ =0
erschlieflen wir

0 = (Z, A*AZ), = (AZ, AT), = ||AZ|?,

und somit Z € Kern A. Dies bedeutet Kern A*A C Kern A, also auch Kern A*A = Kern A, da stets
die triviale Inklusion Kern A C Kern A* A gilt. Wir zeigen nun Bild A* C Bild A* A. Dazu wéhlen wir
7 € (Bild A*A)*, so dass folgt:

0 = (T, A*AT), = (AT, AT), = ||AT||> & ¥ € Kern A = (Bild A%)"*.

Wir ersehen hieraus (Bild A*A)*- C (Bild A*)*, und durch Ubergang zu den Orthogonalkomple-
menten erhélt man die behauptete Inklusion. Da stets Bild A*A C Bild A* gilt, resultiert jetzt die
Gleichung Bild A*A = Bild A*. Ganz analog geht man bei der Matrix AA* vor.

(b) Esist (F@ 9T = (0d1)T =577 45T = 55T =7 @ 7.

(c) Fiir jedes Z € K" haben wir
(AZ,Z)y = (B, A*T)y = (F, AT)y, = (AT, D).
Also muss das Skalarprodukt (A%, Z), reell sein. Wir haben ferner fiir Z, 7 € K™
(BAB*Z,4), = (AB*Z, B*}), = (B*Z, AB*Y),, = (¥, BAB*{),,.

(d) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus den Relationen A** = A und (A~1)* = (4*)~L.



(e) Es gilt ()\B)*:XB*:XBQ)\B genau fiir A € R. O

(IT) Antisymmetrische und antihermitesche Matrizen.

Es gelte nachfolgend wiederum K := R oder K := C.

Definition 5.20 Eine Matriz A = (a;;) € K™ heifie antisymmetrisch (K := R) oder
antihermitesch (K := C), wenn gilt:

A= —A*, oder dquivalent aj, = —ar; V35, k=1,2,...,n.

Insbesondere muss a;; € iR V j = 1,2,...,n gelten. Das heifit, die Hauptdiagonalelemente
einer antihermiteschen Matriz sind stets rein imaginédr oder Null.

Zum Beispiel ist die folgende Matrix A € C33) antihermitesch:

2 2451 5+ 2
A= -2+ 0 37 =—A"
=5+ 2 31 1

Wir listen nachfolgend wieder Beispiele und Eigenschaften antihermitescher Matrizen auf.

Satz 5.21 (a) Fiir jede Matriz A € K™ ist die Matriz A — A* antihermitesch. Hiermit
kann jede Matriz A € K™ in eindeutiger Weise zerlegt werden in einen hermiteschen und
einen antihermiteschen Anteil, namlich:

1 1
A= (A A7)+ (A=A,

(b) Ist A € K™ antihermitesch, so gilt stets

Re (AZ,%), =0 V# € K*, BAB* antihermitesch ¥ B € K™,

Das heifst insbesondere ¥ 1. AT, wenn A antisymmetrisch und T reell ist.
(c) Ac K™ antihermitesch < A* antihermitesch < A" antihermitesch, falls A € Inv (K").

(d) Sind A,B € K™ antihermitesch, so gilt dies auch fir A + X\ B, sofern \ reell ist.
Das heift, die antisymmetrischen Matrizen bilden einen Unterraum von R™™ | wihrend die
antihermiteschen Matrizen keinen Unterraum von C™™ bilden.

Begriindungen: Wir zeigen hier nur den ersten Teil der Aussage (b), da alle anderen Aussagen direkt
aus den Definitionen folgen. Fiir jedes ¥ € K" haben wir ndmlich

(AZ, &)y = (&, A* D) = —(, AD)p = —(AT, T)n.

Also muss das Skalarprodukt (A%, Z),, rein imaginir sein. O

‘BSP. (5.7.1) ‘ Wir geben hier ein Beispiel fiir die Zerlegung einer Matrix in den hermiteschen

und den antihermiteschen Anteil:

2447 2—4 442 2 3—-1 341 43 —1-3: 1+
A= |4-2% 43 6 ={3+¢ O Y + | 1-3 43 1
2 4 0 3—1 5 0 -1+ -1 0

(IIT) Orthogonale und unitire Matrizen.

Es gelte nachfolgend wiederum K := R oder K := C.



Definition 5.21 Eine Matriz Q = (g;x) € K™ heife orthogonal (K := R) oder unitiir
(K :=C), wenn gilt

L =Q*, oder dquivalent (QT, Q7). = (Z, ), V T,y € K"

Insbesondere erfiillt eine unitire Matriz die Relationen Q*Q = Id, = QQ*.

Zum Beispiel ist die folgende Matrix Q@ € R(33) orthogonal:

O

Il
S-Skl
k2
S

Man berechnet nimlich QT Q = Id3 oder man priift das in dem folgenden Satz 5.22.(d) angegebene
Kriterium nach.

Wir geben in dem folgenden Satz Beispiele und Eigenschaften unitéirer Matrizen an:

Satz 5.22 (a) Fiir jedes Paar unitirer Matrizen Q,Q, € K™ sind QQ, und Q,Q unitdir.
Ferner ist Q* = Q% unitir, und \ Q ist unitir genau fir |\| = 1.

(b) Ist Q € K™ unitir, so gilt

bw:g b <f7g>n <Qfa Q@n -
1QZ|| = IZl  und o= = oo Vi e KN
127l Q] eyl

Das heifst, unter einer unitiren Abbildung Q bleibt die euklidische Linge des Vektors @ erhal-
ten. Ist QQ orthogonal, so bleiben sogar die Winkel zwischen zwei Vektoren @ und ij unter der

Abbildung () erhalten.

(c) Ist @y, dy,...,d, € K" eine ON-Basis, so wird diese unter der unitiren Matriz ) € K™
wieder in eine ON—-Basis Qdy, Qds, . .., Qd, € K™ abgebildet.

(d) Hauptkriterium fiir unitire Matrizen:

Eine Matriz Q = (q1, @, - . ., §,) € K™ ist genau dann unitér, wenn die Spalten-
vektoren q1, ¢, . . ., ¢, eine ON—Basis des K" bilden.

Begriindungen: (a) Die Unitaritit (AQ)* = AQ* = (AQ)™! = %Q‘l = %Q* liegt genau dann vor,
wenn |\|]? =1 gilt.

(b) Es gilt [|Q7(]* = (Q7, QT)n = (7, Q*QT)n = (7, %), = |7||> V7 € K"

(C) Es gilt 6jk = <C_ij,c_7:k>n = (Q&'j, Qc_ik>n Vj, k= 1, 2, NN IS

(d) Da die Standardbasis €1, €, . . ., €, eine ON—Basis des K" ist, folgt aus (c), dass die Spaltenvekto-
ren ¢; = Q¢;, j = 1,2,...,n, ebenfalls eine ON-Basis des K" bilden. Ist umgekehrt das Vektorsystem
q1,q2,---,qn eine ON-Basis des K", so hat die Matrix @ := (q1,G>,...,q,) Vollrang Rang Q = n.
Also ist @ ein Isomorphismus, und die inverse Matrix Q! existiert. Wir zeigen Q* = Q~'. In der
Tat, mit der Bezeichnung ¢ = %T gilt:

qar
SRR 2

7k
an



‘BSP. (5.7.2) ‘ Es sei @ € R™ mit [|@|| = 1 gegeben. Die Matrix

S := Id, — 2% ® & e R™™)

beschreibt gemify BSP. (5.3.6) in Abschnitt 5.3 eine Spiegelung an dem Spiegelraum Kern (S— Id,,) =
Kern (@ ® @) = {# € R : (#,%), = 0}. Dieser ist offenbar die Hyperebene durch 0 mit dem
Einheitsnormalenvektor @. Wir zeigen: S ist symmetrisch. In der Tat, mit Hilfe von Satz 5.20.(b)
erschlieen wir ST = Id, —2 (W ® w)! = Id, — 2% ® @ = S. Wir folgern hieraus, dass S orthogonal

ist. Da S eine Spiegelung ist, gilt nimlich Id, = §?> = STS = §57.

|BSP. (5.7.3)| Es sei ¢ € [0,27) ein fester Winkel.

Definition 5.22 Eine Matriz U := U(p, ¢; ¢) € R in der speziellen Form

o -
1
upp Cee e e upq — pte Zeile
) ) )
Ulp,g;¢) =
: 1
Ugp Ugq < q-te Zeile
1
L I
) T
p-te Spalte g—te Spalte
mit
Upp 1= Ugq := COS P, Upg :=SInP, ug = —sing; ¢ € [0,2m),

heife eine (p, q)-Rotationsmatrix oder kurz eine JAcoBI-Rotation.

Man erkennt sofort, dass UT = U(p, q; —¢) = U~! gilt. Also ist U eine orthogonale Matrix. Wegen

Kern (U — Id,) = Kern (6,...,6, (cosp —1)€, — sin¢€q,6,...,6,sin¢é’p + (cos ¢ — 1)@,6,...,6)

p—te Spalte q—te Spalte
erhdlt man mit einfacher Rechnung
Kern (U — Id,)) = span{€1,...,€p—1,Epi1,--+,Eq—1,€q41>---+€n},

sofern ¢ > 0 gilt. Es ist klar, dass jeder Vektor # € Kern (U — Id,,) durch die Matrix U auf sich selbst
abgebildet wird: U# = #. Hingegen werden Vektoren in der Ebene span {€), €;} durch die Abbildung
U um einen Winkel ¢ gedreht. Die orthogonale Matrix U = U (p, ¢; ¢) bewirkt mit anderen Worten
eine Drehung der (p, ¢)-Ebene im R"” um den Winkel ¢.

(IV) Projektionen.

Es gelte nachfolgend wiederum K := R oder K := C.



Definition 5.23 FEine Matriz P € K™ heifie eine Projektion auf den Unterraum Bild P,
wenn gilt

P2=P.

Eine Projektion P € K™™ heife orthogonal, wenn gilt

Bild P = (Kern P)*.

In diesem Falle hat man K™ = Kern P @ Bild P. Das heifit, wegen ¥ = (¥ — P¥) + PZ mit
Pz € Bild PV ¥ € K" ist eine Projektion P genau dann orthogonal, wenn gilt

r—Pr LBildP VieK"

Zum Beispiel rechnet man sofort nach, dass die folgende Matrix die Gleichung P? = P erfiillt, also
eine Projektion ist.

-2 -3 -3
P = 1 2 1
1 1 2

Die Matrix P ist aber keine orthogonale Projektion. Zum Beispiel wird der Vektor Z := (1,0,0)”
abgebildet auf i := # — P# = (3, —1, —1)”, und dieser Vektor ist zu keinem der Spaltenvektoren von
P orthogonal. Also kann auch nicht ¢ L Bild P gelten.

Die Fragen, wie man mit einfachen Kriterien nachpriift, ob eine Projektion orthogonal ist,
und wie man bei Vorgabe des Unterraumes Bild P die orthogonale Projektion P bestimmt,
werden in dem folgenden Satz beantwortet.

Satz 5.23 (a) Eine Projektion P € K™ ist genau dann orthogonal, wenn P hermitesch
ist, das heifit, wenn gilt:

P*=P.

(b) Ist U C K™ ein Unterraum, so gibt es genau eine orthogonale Projektion P € K®n) guf
U = Bild P. Ist @, ds,...,d, eine Basis von U, so heifle die Matric A := (@, ds, ..., 0d,) €
K(™P) Fundamentalmatrix oder Basismatrix von U. Fiir jede Basismatriz A € K™P) gilt:

(i) Die GRAMsche Matrix A*A ist invertierbar: A*A € Inv (KP).

(ii) Die orthogonale Projektion P auf den Unterraum U ist die Matriz

P = A(A*A)~1A*.

(c) Ist Uy, Uy, ..., U, € R" eine ON-Basis des Unterraumes U C R", so lafst sich die ortho-
gonale Projektion P auf U einfacher berechnen durch

p
P =" ® iy
k=1

Begrindungen: (a) Wir haben oben gezeigt, dass eine Projektion P € K (") genau dann orthogonal
ist, wenn & — PZ L Bild PV € K" gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt:

0 = (P§,@ — PZ), = (§, P*% — P*P3), Yi&,§ecK",



oder dquivalent P* = P*P. Da die Matrix P* P hermitesch ist, muss dies auch fiir P* gelten.

(b) Wegen K™ = U @ U gibt es fiir jeden Vektor Z € K" genau eine Zerlegung # = PZ + (¥ — PZ)
mit PZ € U und # — P# € UL. Zum Beweis von (i) zeigen wir Kern A*A = {0}. Dann folgt nimlich
bereits A*A € Inv (K?). In der Tat, fiir # € Kern A* A haben wir A*A# = 0, und somit

0 = (7, A*AT), = (AZ, AZ), = || AZ|>

-

Wegen Rang A = p folgern wir aus dem Dimensionssatz dimKern A = 0, und somit muss Z = 0
gelten. Zum Beweis von (ii) zeigen wir zunichst P? = P. Dies erkennt man aber sofort an P? =
A(A*A)~T A*A(A*A)~! A* = P. Wir zeigen jetzt P* = P:
—_————
=1d
P* = [A(A*A) 7T AT = A[(A*A)71 A = A[(A*A)*|7TA* = A(A*A)TTAT = P
SchlieBlich miissen wir noch Bild P = Bild A (= U) zeigen. Da (A*A) ! : K? — KP ein Isomorphis-

mus ist, gilt Bild A* = Bild (4* A)~! A*. Somit folgt aus Satz 5.20.(a) auch Bild P = Bild A(A*A)~t A*
= Bild AA* = Bild A.

(c) Der Vektor PZ € U hat gemifl Bemerkung 4.15(b), S.188, in der ON-Basis 1, iy, ..., U, die
Darstellung

p
PZ =Y (PZ, i)y i, €R"

1
Wegen (%, 1y )n, = ((£ — P¥) +PZ, ), = (P, i), folgt daraus schon die behauptete Darstellung:

p
PE =Y (@ i) i = (Y G ® 1) 7.

k=1 k=1

Merke: (i) Eine orthogonale Projektion P # Id kann nie auch eine orthogonale
(oder unitére) Matrix sein. Andernfalls hiitten wir P = P? = P*P = P~'P = Id,
im Widerspruch zur Voraussetzung.

(ii) Ist die orthogonale Projektion P auf einen Unterraum U C R™ zu bestimmen,
so gehe man nie den Weg iiber die GRamsche Matrix. Dieser ist aufwendiger als der
Weg iiber das Auffinden einer ON-Basis von U und der Verwendung der Darstellung

P =) i, Q .
k=1

‘ BSP. (5.7.4) ‘ Wir demonstrieren beide Wege an dem Beispiel der L-Projektion auf den Unter-
raum U := span {@,, s, a3} C R3 mit a@; := (1,0,1)7, @ := (1,2,1)” und a3 := (2,2,2)”. Man er-
kennt sogleich, dass @1, d2 LU sind, wihrend a3 = @;+ds gilt. Das heifit, wir haben U = span {d1, d2}.

1.Methode: Wir verwenden die GrRaMsche Matrix.

11
10 1 L. |2 2 et L[ 3 1
121]’AA_l2 6]’(AA) _4l—1 1]‘

A= (a,d)=|0 2 |, A" =
11
Hiermit berechnet man die gesuchte | —-Projektion

11 101
P:A(A*A)*A*:i 0 2 [ 3 _1H1 0 1]:% 020
11 101



Es ist nicht schwer, die Bedingungen P? = P und P” = P nachzupriifen. Man erkennt auch sofort,
Bild P = span {(1,0,1)”, (0,2,0)"} = span {@y,d> — @} = span {d@,d>} = U.

2.Methode: Die Vektoren @ /||d@1|| = (1,0,1)T/v/2 =: @ und (do — @y)/||@> — 1| = (0,1,0)7 =: iy
bilden eine ON—Basis von U. Also haben wir:

1 1 0 1 0 00 1 1 0 1
P:U1®ﬁ1+ﬁ2®ﬁgz§ 0O 00]+]0T10 25 0 2 0
1 0 1 0 00 1 0 1

Lineare Ausgleichsprobleme:

In den Anwendungen spielt die in Satz 4.21 angegebene Extremaleigenschaft der orthogona-
len Projektion eine wichtige Rolle. Wir formulieren die Relation (9.1) aus Abschnitt 4.9 hier
fiir eine orthogonale Projektion P € K(™n):

|Z = Pz = min |7 — PU|| < |7 - Pyl V§eK" (7.1)
U n

Ist zum Beispiel ein lineares Gleichungssystem AY = b bei gegebener Koeffizientenmatrix
A = (aj) € K™ und gegebener rechter Seite b = (by,bs,...,bn)T € K™ unlssbar, so
bestimmt man h&ufig anstelle der fehlenden exakten Losung eine beste Losung ¥y € K" im
Sinne der kleinsten Fehlerquadrate: der Fehler

- Lo L 1/2
IF @) = |AZ = Bll = (D1 Y ajee — bj]%)

=1 k=1

soll fiir ¥ = 7y am kleinsten werden:

1AZo — bl| = min [|AZ —b]].

Die Losung dieser Aufgabe beschreiben wir in dem folgenden

Satz 5.24 Gegeben seien eine Matriz A € K™ und ein Vektor be K™ Essei P e Kmm
die orthogonale Projektion auf den Unterraum Bild A C K™. Genau dann ist ¥y € K" eine
beste Losung (im Sinne kleinster Fehlerquadrate) des linearen Gleichungssystems AZ = g,
wenn A%y = Pb gilt, oder dquivalent, wenn die GAussschen Normalgleichungen

-

A* ATy = A*D (7.2)

erfillt sind. Diese sind fiir jede Vorgabe be K™ (i.a. mehrdeutig) losbar.

Begriindung: Wir erschliefen aus (7.1): Es gilt ||b — AZ|| = Jnli(n |6 — AZ|| genau fiir A%y = Pb =
reK™

b+ (Pg — g), wobei wir Pb— b L Bild P = Bild A haben. Also ist diese Bedingung genau dann wahr,
wenn fiir alle § € K" gilt:

0 = (AZy — b, Ay = (A* ATy — A*D, §)n,

oder #quivalent A*AZ; = A*b. In Satz 5.20.(a) haben wir die Relation Bild A*A = Bild A* gezeigt,
so dass stets A*b € Bild A*A gilt. Also sind die Gaussschen Normalgleichungen 16sbar. O



‘BSP. (5.7.5) ‘ Das lineare Gleichungssystem AZ = b mit der Koeffizientenmatrix

-1 1 -1
-2 0 -1
A= 1 -1 1
-2 1 -1

ist fiir die rechte Seite b := (1,2,3,4)T unlésbar, man vgl. BSP. (5.6.1) in Abschnitt 5.6. Wir
bestimmen eine beste Losung #y im Sinne kleinster Fehlerquadrate durch Losen der Gaussschen
Normalgleichungen A* A%y = A*b:

-1 -2 1 =2 :; (1) j 10 —4 6 —10
AA=] 1 0 -1 1 L1 1= 3 3, A= 2
L T s N N P 6 —3 4 —4

Man berechnet aus diesen Daten ohne Schwierigkeiten die in diesem Beispiel eindeutig bestimmte
beste Losung & := (—5,2,8)7.

Bemerkung 5.13 Die zwei Gleichungen A*A7 = A*b und AZ = Pb haben wegen Bild A*A
= Bild A* und Kern A*A = Kern A dieselbe Losungsmenge, sofern P die orthogonale Projek-
tion auf Bild A ist. Ist insbesondere A% = b 16sbar, so muss b = Pb erfiillt sein. In diesem
Falle haben die Gleichungen A*AX¥ = A*b und A7 = b dieselbe Losungsmenge. Es ist aber
numerisch nicht ratsam, anstelle des linearen Gleichungssystems A7 = b die Gaussschen
Normalgleichungen zu 16sen, da ihre numerische Losung weitaus empfindlicher gegeniiber Run-
dungsfehlern ist. a

(V) Dreiecksmatrizen, Permutationsmatrizen.

Es sei K ein beliebiger Korper.

Definition 5.24 (a) Matrizen in der speziellen Form

=R :=(rj) € K™ mit rjk = 0 fiir j > k heiffen Rechtsdreiecksmatrizen;

"Ll

= L:= (Ijz) € K" mit l;; = 0 fiir j < k heifen Linksdreiecksmatrizen.
Wir setzen
Ur(K") := {Re€ K™ : R ist Rechtsdreiecksmatrix},
U(K") := {Le& K™ : L ist Linksdreiecksmatrix}.

(b) Eine Matriz Py, € K™ die durch Vertauschung der Zeilen Z; < 7 aus der Einheits-
matriz Id, € K™ hervorgeht, heife elementare Permutation. Eine Matriz P € K™n)
heiffe Permutationsmatrix, wenn sie das Produkt einer endlichen Anzahl von elementaren
Permutationen ist: P = P,P,_i--- Py.



|BSP. (5.7.6)| Sein =4:

[ 25 55— 0 —3i 7 0 0 0
0 1 2+5i 6 4 2+ 3i 2 0 0 4
Be=1yg o o o |[SUrC)L:=\" o 4 o o |€UC)
0 0 0 1 0 3—2i 0 —4i
1 0 0 0] 0010 S S
Z1<:>Z3 1< 03
Id4:0100 0100::1313 s,
0010 1 000
0 0 0 1| 00 0 1
!
1 0 0 0] 01 00 0010
|00 10 o 10010 1 000O0]| _r
Pzi=tg g o|70=Psla= 1 5o o|7|0100|F =Ml
00 0 1| 0001 00 01

Satz 5.25 (a) Die Unterrdume Up(K"), Ur(K") C K™" der Links— bzw. Rechtsdreiecksma-
trizen sind abgeschlossen beziiglich des Matrizenproduktes:

LiLy, LyLy € U,(K") V¥ Ly, Ly € U (K"),
RiRy, RyRy € Up(K") V Ry, Ry € Up(K™).

Ferner ist U (K") N Ur(K") =: Uy € K™" der Unterraum der Diagonalmatrizen.

(b) Zeilenvertauschungen Z; < Zy, und Spaltenvertauschungen S; < Sy in Id, € K™ [je-
fern jeweils dieselbe elementare Permutation Pj.

c) Elementare Permutationen Py, sind tiber K := R und K := C symmetrisch und ortho-
j
gonal; jede Permutationsmatriz P ist orthogonal: PT = P,

(d) Sind P, € K™ die elementaren Permutationen Zi, & Zy,, v = 1,2,...,p, und ist
P =P,P, ,---P, so geht PA fiir beliebig gegebenes A € K™ qus A durch die nacheinan-
der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen Z; < Zy,, Zj, < Ziy, ..., Zj, < Zi, hervor.

Begriindungen: (a) folgt durch einfaches Nachpriifen, und (b) folgt aus der vollstindigen Symmetrie
von Id, € Kmn),

(c) Gelte d, “Z5* Py, Dann folgt 1, = MT ““23* PT. Gemas (b) ergibt sich also Py, = PJ.
Ferner bestehen die Spaltenvektoren von Pj; und von P aus den Vektoren €; der Standardbasis
des K". Da das System €, ¢é5, ..., &, eine ON-Basis bildet, miissen Pj; und P gemif Satz 5.22.(d)
orthogonal sein.

(d) Gegeben sei A € K(™™)_ Hat A die Zeilenvektoren 7|, 7%, ...,%, € (K")T, so besteht A* aus
zZx

= ?-T. Wir betrachten P =

den Spaltenvektoren 27, 75,..., 7y € K", A" = (2, 25,...,2)); 2] == z;

PpPp,1 e P1:
(PA)* = A*PT = A*P,P,--- P, = (A*P)Py--- P,.

Wegen Py = Pj, = (€1,...,€k,..-,€j,...,€n) (entsprechend der Zeilenvertauschung 7; & Zj,!)
folgt dann:

* * = * = * = k = — 3k —% —x% — %
APy = (A%er, .., A%y, ATE o ATER) = (B By B 2 )

Mithin bewirkt A*P; in A die Zeilenvertauschung Z;, < Zj,, und danach bewirkt (A*P;)P in A
die Zeilenvertauschung Z;, < Zj,, usw. O



Satz 5.26 (a) Seien A € K™ und be K" gegeben. Dann haben die linearen Gleichungssy-
steme . .
AZ =0 wund PAZ=Pb

fiir jede Permutationsmatriz P stets dieselbe Losungsmenge bzw. dasselbe Lisungsverhalten.

(b) Fir Matrizen L € Ur(K") und R € Ur(K") gilt genau dann L, R € Inv (K™), wenn kein
Hauptdiagonalelement verschwindet:

i #20#r; Yi=1,2...n

In diesem Falle gilt fiir die inversen Matrizen: L™" € U, (K") und R™' € Ur(K").

(¢) Zu jeder Matriz A € Inv (K") ezistieren eine (i.a. nicht eindeutig bestimmte) Permutati-
onsmatriz P und Dreiecksmatrizen L € Ur,(K™) NInv (K"), R € Ur(K") N Inv (K") mit

PA=LR. (7.3)

Diese Zerlequng heif$t eine LR—Zerlegung der Matrix A. Die Zerlegung ist nicht eindeutig:
Fiir jede Diagonalmatriz A := diag (A1, Ao, ..., Ay) mit A\j # 0 gilt A € Inv (K"). Es existiert
die inverse Matriz A= = diag (A\; 1, AL, ..., 7Y, und mit den Matrizen L := (LA™!') €

UL(K") sowie R := (AR) € Ur(K") hat man eine neue Zerlegung

PA=LR=L(A AR = (LA ") (AR) = LR.

Fiir gegebenes P sind die Matrizen L und R jedoch durch die folgende Zusatzbedingung ein-
deutig bestimmit:

=1 Vj=12,...,n. (7.4)

Begriindungen: (a) Die Permutionsmatrix P bewirkt in dem linearen Gleichungssystem AZ = b
lediglich Zeilenvertauschungen.

(b) Die Matrizen R, LT € Ur(K™) sind bereits Staffel-Matrizen und vom Typ (I) genau dann, wenn
die Hauptdiagonalelemente nicht verschwinden.

(c) Durch den Gauss-Algorithmus wird das lineare Gleichungssystem AZ = b in ein Staffel-System
vom Typ (I) iibergefiihrt:

C1
(A | b) Gt = (R | Bb) |S-System, Typ (I)
Cn
Werden dabei nacheinander die Zeilenvertauschungen Z;, < Zy,, Z;, < Z,,...,Zj, < Zy, durch-

gefiihrt, so fassen wir diese zur Permutationsmatrix P := P,P,_; --- P; zusammen. Wir denken uns
zuerst alle Permutationen ausgefiihrt:

(A | l‘)’) Zeileﬂ)ert. (PA | P(‘)’) GAUSS O%Zeilenvert.

(R | MPb).

Hierin ist R € Ugr(K") eine invertierbare Matrix. Es muss R = MPA gelten mit einer Matrix
M e K" Wir folgern M = RA'PT ¢ Inv (K"). Setzen wir L := M, so folgt jetzt die
behauptete Zerlegung PA = LR. Dass L € U (K") gilt, ergibt sich aus der Konstruktion, die wir



weiter unten niher beschreiben wollen. An dieser Stellen verzichten wir auf Details. Schliefilich wird
durch die Bedingung (7.4) genau eine Diagonalmatrix A € Uy (K™) festgelegt, fiir die gilt:

Hat nimlich die Matrix L = (Ij;) € Uz, (K™) Diagonalelemente [;; # 0, so setze man A = diag (11, oz,

o). 0
Bemerkung 5.14 (a) Eine direkte Zerlegung A = LR ist im allgemeinen nicht méglich,
selbst nicht fiir Matrizen A € Inv (K").

01
10

a O

Wir betrachten zum Beispiel A := l ] € Inv(R?). Wiren L := [ . b] € UL(R?) und

R := l d f ] € Ur(R?) die gesuchten Dreiecksmatrizen, so hitte man

0 e
101
110

zu erfiillen, was die widerspriichlichen Bedingungen d = 0,cd = 1 lieferte. (b) Hat man in ei-

ad af

LE = [ cd cf +eb

nem 1. Schritt fiir eine Matrix A € Inv (K") die LR-Zerlegung (7.3) mit Dreiecksmatrizen
L,R € Inv (K") unter der Nebenbedingung (7.4) erzeugt, so kann danach das lineare Glei-
chungssystem A7 = b bei gegebener rechter Seite b € K" sehr einfach geldst werden, indem
man ndmlich in einem 2. Schritt einen Hilfsvektor ¢ aus dem Staffel-System L¢ = Pb := d be-
stimmt, und in einem 3. Schritt das Staffel-System RZ = ¢ 16st. Fiir den 2. Schritt verwendet
man das Verfahren des Vorwirtseinsetzens:

j—1
Cj :dj - lekck, ] = 1,2,...,n, (75)
k=1

und den 3. Schritt bewiiltigt man durch das Verfahren des Riickwéirtseinsetzens:

1 & .
szr(cj— > rjkxk), j=nn—1,...,1 (7.6)
Jj k=j+1

Der Vorteil dieser Vorgehensweise gegeniiber dem herkémmlichen G auss—Algorithmus ist rein
numerischer Art. Bei Verwendung des Rechenschemas

1. Schritt: PA = LR (LR—Zerlegung von PA)
2. Schritt: LZ= Pb  (Vorwirtseinsetzen zur Berechn. von ¢) (7.7)

3. Schritt: R¥=¢ (Riickwértseinsetzen zur Berechn. von ).

hat man ein gegen Rundungsfehler duflerst unempfindliches numerisches Verfahren zur Losung
linearer Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrizen A € Inv (K"). O

‘BSP. (5.7.7) ‘ Wir nehmen an, es gelte

1 000 1 000 2 0 1 0
oo 10 |1 100 10 4 -1 -1
P'_0100’L'_2010’R‘_0041

0001 2 11 1 0O 0 0 2



Dann erhalten wir

2 0 1 0 2 0 1 0
pA=rLr=| 2 4 O -l o 4_prpgy=| % 0 6 1
40 6 1 2 4 0 -1
4 4 5 2 4 4 5 2

Wir 16sen zu gegebener rechter Seite b= (2,-2,3,5)T das lineare Gleichungssystem A# = b wie
oben skizziert: 2. Schritt:

1 0 00 2 2

IR 1100}, 3 o 1

Lc=Pbs 2 0 1 0 c= 9 &= 6

21 11 5 6

3. Schritt:
2 0 1 0 2 34
_ _ 1

Ri=ce | 0 4 1 i=| Y es=c| T
0 0 —6 16 | —36
0 0 0 2 6 48

(VI) Untermatrizen, Hauptuntermatrizen, Streichungsmatrizen.

Es sei K ein beliebiger Korper.

Definition 5.25 Gegeben sei eine Matriz A = (a;;,) € Kmm).

(a) Eine Matriz A == (a,s) € K®9 mit 1 < p < m, 1 < q < n, die durch Herausnahme
eines zusammenhdngenden (p x q)—Zahlenblocks aus der Matriz A entstanden ist, heiffe eine
Untermatrix von A.

(b) Ist A = (as) eine quadratische (p x p)-Untermatriz von A, deren Hauptdiagonalele-
mente a,., 1 <r <p, simtlich Hauptdiagonalelemente von A sind, so heifle A eine Haupt-
untermatrix.

(¢) Eine Matriz Aj, € K== 1 < j < m,1 < k < n, die aus der Matriz A durch
Streichung der j—ten Zeile und der k—ten Spalte entsteht, heiffe eine Streichungsmatrix von

A.

1 2 4 -3
‘BSP. (5.7.8)‘ Hauptuntermatrizen von A := 0 3 1 —5 | sind die folgenden Matri-
1 0 2 0
zen:
1 2 4
03 1], [(1) 31 [3 ;], 1, ), @
1 0 2
Streichungsmatrizen sind zum Beispiel

3 1 -5 0 1 -5 2 4 -3 1 4 -3
H [0 2 0]’ v [1 2 0]’ 2 [0 2 0]’ . [0 1—5]

Andere Beispiele von Untermatrizen von A sind durch folgende Feldeinteilung gekennzeichnet:
2 | 4 =3
A= 0 3 | 1 -5
o] 2 0



Die allgemeine Form der Streichungsmatrix ist:

ail SN a1k SN a1p
Ajj, = aji ———— ajx ———— aj j—te Zeile.
L Om1 Amk Amn |
k—te Spalte

Bemerkung 5.15 Man koénnte annehmen, dass die Hauptuntermatrizen der Matrix A €
Inv (K") selbst invertierbare Matrizen sind. Dies ist aber falsch, wie folgendes Beispiel zeigt
(vergleiche BSP. (5.7.7)):

| 2 0

€ Inv (R") jedoch A:= [4 0] ¢ Inv (R?).

2

s

I
NI NN
s o o
glo o =

Wir werden im néchsten Unterabschnitt eine Klasse von Matrizen kennenlernen, die die In-
vertierbarkeit auf ihre Hauptuntermatrizen vererbt. O

(VII) Positiv definite Matrizen.

Es gelte hier K := R oder K := C.

Definition 5.26 Eine Matriz A € K" heife positiv definit, wenn A hermitesch ist: A =
A*, und wenn gilt:

(AT, @), >0 V0#TecK" (7.8)

‘BSP. (5.7.9) \ (a) Fiir A € Inv (K") ist A*A € K(™") stets positiv definit:

(A*AZ, &), = (AZ, AT), = |AZ||*> >0 V0 #Z € K"

(b) Die folgende Matrix A ist ebenfalls positiv definit:

2 10 211 + 729 T
_ AT oo
A=11 3 0| > A=A und (A:E,:E>n = < ZElZ‘ 3o |, | o2 >
0 0 4 3 T3

=222 + 27179 + 323 + 43 = 22 + (z1 + 72)% + 273 + 423 > 0.

Satz 5.27 Gegeben sei die positiv definite Matriz A € K™™ . Dann gelten:

(a) A € Inv (K"™), und A~ ist wieder positiv definit.

(b) Alle Hauptuntermatrizen von A sind positiv definit.

(C) ajj>0 Vi=12,...,n.

Begriindungen: (a) Die homogene Gleichung A% = 0 hat nur die triviale Losung # = 0, so dass A €

Inv (K") folgt. Andernfalls gibe es nimlich ein 0 # # € K" mit AZ = 0, und folglich (AZ, Z),, = 0,
im Widerspruch zu (7.8). Setzen wir 7 := AZ, so gilt § # 0 V & # 0, und somit

0< <Afa f)n = (Zj, A_I?Dn = (g’,Aflg}n = <A_1gamn-



Somit ist A~! nach obiger Charakterisierung positiv definit.

(b) Es sei A eine Hauptuntermatrix von A = (aj):

ajj e G
A= oo, e KPP, pi=r—j

a’T‘j .o a’T‘T‘

Wegen A* = A gilt offensichtlich A* = A. Wir erweitern jeden Vektor 0 # ii= (Z1,%2,...,%p)" € KP
zu einem Vektor
#=10(0,...,0, & ,¥,...,%,0,...,007 € K™
~
j—te Stelle

Es gilt & # 0, und wegen (7.8) folgt:
0 < (AZ,Z), = (AZ,T), V0 #1T e KP.

(c) Wir setzen A = (@1,d>,...,d,) und haben mit den Einheitsvektoren €; der Standardbasis des
K" wegen (7.8):
0< <Aé},é}>n = <6J,€J>n = ajj Vi=12,...,n.

Bemerkung 5.16 Man erkennt an dem Beweis der Aussage (b), dass die positive Definitheit
aller Hauptuntermatrizen auch hinreichend ist fiir die positive Definitheit einer Matrix A =
A* € K Ein Nachpriifen dieses Kriteriums ist aber wenig praktikabel. Hiufig kommt man
mit dem folgenden einfacheren (aber nur hinreichenden) Kriterium aus. O

Satz 5.28 Eine Matriv A = (aj,) € K™ heifle stark (zeilen—) diagonaldominant, wenn
qgilt:

n

|a]]| > Z|a’]k| VJ:1,2,,7’L (79)
k=1
k#j

Eine stark diagonaldominante hermitesche Matriz A = A* mit positiven Diagonalelementen
a;; >0 Vj=1,2,...,n ist positiv definit.

Begriindung: Wegen A* = A = (a;;;) ist das Skalarprodukt Q(Z) := (A%, &), fir alle ¥ € K"
reell, und es gilt |ajx| = |ag;|. Sei nun 0 # & € K" gegeben. Wir verwenden die Ungleichung
2|zpzj| < lagl? + | )

n

. n n ~ 1 n n
Q) = Y ajzrE; > ajjla;l” — 52 lajiel(Jz]® + |2;]%)
j=lk=1

j=1 j=1 k=1

k#j
1 X2 n 1 n n o n
> 5 >0 (g = 2 lagel) i+ 5 (3 awsleel® =30 3 laws| ).
j=1 ﬁ;l k=1 j=1 1]:;1
J

Wird in der letzten Doppelsumme die Summationsreihenfolge vertauscht, so resultiert schlieflich auf
Grund der starken Diagonaldominanz:

n

n
Q) > (a5 — D lajel) l5]> >0 ¥ 0 #7 €K,
= ey

also die positive Definitheit. a



|BSP. (5.7.10)| Die folgende Matrix

bt 1+ 31
A=|1—1 6 2-3i | = A"
-3 2+ 3 7

ist stark diagonaldominant und somit positiv definit, da die Hauptdiagonalelemente positiv sind.

(VIIT) Die numerische Behandlung des GAussschen Algorithmus.

Wir zeigen hier, wie man den Gauss—Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme

Az =0 (LG)

in eine numerisch verwertbare Form bringen kann.

Dazu setzen wir stets voraus, dass das System (LG) fiir gegebenes A = (a;i) € K(™™ und jede rechte
Seite b € K" genau eine Losung # besitzt. Dies ist fir A € Inv (K”) der Fall. Wir zeigen zuniichst
unter geeigneten Zusatzannahmen, dass durch elementare Umformungen in hochstens n — 1 Elimi-
nationsschritten ohne Zeilenvertauschungen der Ubergang von (LG) auf die Form R# = & mit einer
Rechtsdreiecksmatrix R € Ur(K™) bewerkstelligt werden kann.

1.Eliminationsschritt | (Ausrdumen der 1.Spalte): Annahme: a;; # 0. Durch die elementaren Zei-

lenumformungen vom Typ (B)

Ly o= =23 . n (7.10)
a1l

aﬁ) = ajk — lj1ag; bg-l) =b; — b, j,k=23,...,n, (7.11)

geht (LG) iiber in die neue Form

1 9 e Xp H 1 ‘

a1 a2 - ai || b

0| aly - aby) || b8 (LG)®
o ) a0

Gemif Satz 4.1 haben (LG) und (LG)™) dieselbe Losungsmenge. In (LG)(") kann jedoch z; durch

die iibrigen Unbekannten xo,z3, ..., %, ausgedriickt werden:
1 n
T = . (bl — ];::Zalkxk). (7.12)
Die Unbekannten xg, x3, ..., z, sind allein durch das reduzierte (n — 1) x (n — 1)-System im oben

gekennzeichneten Teilfeld bestimmt. In diesem System wird der Eliminationsvorgang wiederholt.

2.Eliminationsschritt | (Ausrdumen der 2.Spalte): Annahme: agIQ) # 0. Setze

lip := ag-;)/a%), j=23,4,...,m; (7.13)

aﬁ) = ag}ﬂ) — leag}ﬂ); b§-2) = bg-l) — ljgbgl), J,k=3,4,...,n. (7.14)



Ahnlich wie im 1. Schritt erhélt man nach Durchfithrung von (7.13) und (7.14) ein zu (LG) dquiva-
lentes System (LG)®), aus welchem die Unbekannte x5 geméf

L r) = (1)
T = m (b2 - Z Qo) :Bk) (7.15)
22 k=3

berechnet werden kann. In konsequenter Fortsetzung dieser Strategie resultiert im

m—ten Eliminationsschritt | (Ausrdumen der m-ten Spalte): Annahme: a%nm_l) = 0. Setze

lim = angl)/a%nm_l), j=m+1lm+2 ..., n; (7.16)
m m—1 m—1 m m—1 m— .
ag-k) = ag-k )_ljmagnk ); bg. )= bg- ) —ljmb,(n D jk=m+1,...,n (7.17)

Nach n — 1 Schritten ist die gewiinschte Form RZ = ¢ erreicht mit

ag(]l) = Qjk, bgO) = bj’ 5L k=1,2,...,n; (718)
rp = as ), k=g +1.m ge=bTY =12, n (7.19)
Definition 5.27 Das hier dargestellte Verfahren heif$t der GAusssche Algorithmus ohne

V=D 5 —1,2,...,n, fir die die Bedingung

Pivotisierung. Die Divisoren a;;

ai Y #0 (7.20)

vorausgesetzt wurde, heiffen Pivotelemente.

Es lassen sich nun sehr einfache Beziehungen zwischen den Koeffizienten a;y, rj, ljx, b; und ¢;
aufstellen:

Folgerung A. Gegeben sei die Matriz A € Inv (K™). Dann gelten beim Gaussschen Algorith-
mus ohne Pivotisierung die Relationen

j—1
m=1
k
Qi = Z ljmrmk; j >k > 1, (722)
m=1
j—1
bj :Cj+ Z ljmcm, j: 1,2,...,71. (723)
m=1

Begrindung: Fir j > 2 und k > j folgt aus (7.11), (7.14) etc. und aus (7.19):

I ¢hn ) R (0 (1) o (-2)
Tjk = Qj = ajk —ljrayy —ljppag, — - =0,

= ajr —ljrie — lorog — - — lij—1mi—1ks

oder in anderer Schreibweise:

j-1
ajk =ik + Y bLimTmk, k>4 > 2,

m=1



und diese Relation liefert auch fiir j = 1 das richtige Resultat. Also gilt (7.21). Fiir £ > 2 und j > k
erhalten wir ganz analog aus (7.10), (7.13) etc.:

(k-1)
oL 1 (0) (1) (k-2)
k=1 = oD (a6 = 1nalf) = lpal) = - = Lix10i7})
O Ok
1
= — \ajr — ljirig — Ljorog — - - ljp—1Tk—11 ) -
ik ( 7 7171 7212 7 1 1 )

Durch Auflésen dieser Beziehung nach a;;, resultiert (7.22) zunéchst fiir j > & > 2. Wegen (7.10) ist
(7.22) aber auch fir k¥ = 1 richtig. Schlielich zeigen wir noch (7.23) unter Verwendung von (7.11),
(7.14) etc. und von (7.19):

Cj = b(]_l) = b] — ljlbl — ljgbgl) — l],]_lbgj__ll)
= b] - ljlcl - leCQ — = ljyjflcjfl

fir alle j > 2. Auflésen nach b; liefert zunéchst (7.23) fiir j > 2. Wegen (7.19) gilt dieses Resultat
auch noch fir j = 1. a

Folgerung B. Wird die Matriz L € U,(K"™) gemdf

1 0 0 - 0 0
51 1 0 - 0 0
l31 l32 1 - 0 0
L:= (lyk) = . . . . .
ln—l,l ln—1,2 ln—1,3 e 1 0
L lnl ln2 ln3 e lnfl,n 1 |

erklirt, so laft sich (7.23) offenbar in der Matrizform

Lé=b (7.24)

schreiben. Das heifit, die neue rechte Seite ¢ kann in der Reihenfolge ¢y, ca,. .., c, durch den
Prozess des Vorwirtseinsetzens aus den Gleichungen

j—1
;i =b; = > limCm, j=12,---,n (7.25)
m=1

gewonnen werden.

Bemerkung 5.17 (a) Vergleicht man das Matrixprodukt (MP) mit (7.21) und (7.22), so
erkennt man die Aquivalenz von (7.21) und (7.22) mit der Matrizengleichung

A=LR, LeU,/K"), ReUxK". (7.26)

Die Relation (7.26) ist die LR—Zerlegung der Matrix A, die wir hier konstruktiv unter
der Bedingung (7.20) ermittelt haben. Damit kann die Losung & von AZ = b mit Hilfe des
Gaussschen Algorithmus grundsétzlich in den drei folgenden Teilschritten berechnet werden.

1. Schritt: A= LR (LR-Zerlegung von A)
2. Schritt: Lé=16 (Vorwiirtseinsetzen zur Berechn. von ¢) (7.27)

3. Schritt: R# =¢  (Riickwirtseinsetzen zur Berechn. von i)




(b) Nach dem m~ten Eliminationsschritt (m = 1,2,...,n— 1) hat die m-te Spalte in (LG)™
unterhalb der Diagonalen Nulleintrige. Es empfiehlt sich, nicht diese Nullen einzutragen,
sondern aus Griinden der Platzersparnis die Elemente der Matrix L. Man verfahre also nach
folgender Strategie:

‘xl Ty o+ Ty H 1‘ ‘xl To v Tn Hl‘
a1 @2 - Qi || by ry Tz o 'n || C1
A1 QA -+ Qg || b2 Gauss—Schritte lor| r92 --- Ton || C2

Y N NI Y NI
az; sy - Az, || b3 l31 I3 --- 3n || C3
Qpi  Qp2 '+ Qpp bn lnl ln2 U —‘ "nn || Cn

Kritik: | Das Verfahren (7.27) lebt ganz wesentlich von der Bedingung (7.20). Wie wir in

(V) gezeigt haben, wird jedoch selbst fir A € Inv(K"™) nicht immer a%_l) # 0 fiir alle
j=1,n...,n zu erwarten sein. In diesem Fall bricht der soeben beschriebene Eliminations-
algorithmus zusammen. Wir zeigen jedoch: O

Folgerung C. Gegeben sei die Matriz A € Inv (K™). Dann gibt es vor dem m—ten Elimina-
tionsschritt des Gaussschen Algorithmus eine elementare Permutation P, derart, dass das
Diagonalelement a(™ Y der Matriz P, A" der folgenden Bedingung geniigt:

Begriindung: Angenommen, es wire a;; = 0. Wegen Rang A = n gibt es mindestens einen Zeilenindex
j € {1,2,...,n} mit aj; # 0. Es sei P;; die elementare Permutation, die die Zeilenvertauschung
Zy ¢ Zj; bewirkt. In der Matrix P;;A gilt dann fiir das Diagonalelement ag[i) die Bedingung (7.20).
Den Rest zeigt man durch vollstdndige Induktion. ad

Bemerkung 5.18 (a) P, ist nicht eindeutig festgelegt, da man in der Regel mehrere Mog-
lichkeiten hat, in der m—ten Spalte Elemente agznn_l) # 0 zu finden.

(b) Wir nehmen an, dass in der Folge der Gauss—Eliminationsschritte nach dem oben be-
schriebenen Verfahren die elementaren Permutationen Py, P, ..., P,, p < n—1, durchgefiihrt
wurden. Man kann sich vorstellen, dass alle Permutationen schon vor Beginn des Eliminati-
onsprozesses bekannt sind und auf A angewendet werden. Das heiffit, man geht anstelle von A
von der Matrix PA mit P := P,P, ;--- P, aus. In dieser Matrix 1&ft sich dann der Gauss—
Algorithmus wie oben angegeben durchfiihren. a

Definition 5.28 Der gemdfs den Formeln (7.10)—(7.17) durchgefiihrte Gavss—Algorithmus
unter Beachtung der Zeilenpermutationen Py, P, ..., P, heif$t GAUsSs—Algorithmus mit Spal-
tenpivotisierung.

Fassen wir diese Betrachtungen zusammen, so gelangen wir auf konstruktivem Wege zur Aussage
von Satz 5.26.(c) iiber die Existenz einer LR-Zerlegung (7.3) der Matrix A = (a;;) € K™™. Vom
theoretischen Standpunkt aus ist nun alles iiber den Gauss—Algorithmus gesagt. Wir haben oben
darauf hingewiesen, dass wir in der Pivotwahl noch eine gewisse Freiheit haben, so dass die kon-
krete Wahl noch offen bleibt. Fiir die Numerik ist aber die zweckméflige Wahl der Pivots von ganz
entscheidender Bedeutung.

Definition 5.29 (a) Werden im Gauss—Algorithmus die Pivotelemente sukzessive in der Dia-
gonalen gewdhlt, so spricht man von einer Diagonalstrategie. (Vorteil: Keine Zeilenvertau-
schungen erforderlich. Nachteil: Nicht jede Matriz gestattet die Anwendung der Diagonalstra-
tegie. Ausserdem besteht die Gefahr falscher Resultate durch Rundungsfehler.)



(b) Spaltenmaximumstrategie: Es wird vor dem m—ten Eliminationsschritt das betragsgrif-
te Element in der m—ten Spalte gesuchit:

Finde p so, dass max‘ (m=1)| — ‘a(m_l)‘. (7.28)

]mym T Tpm

(Vorteil: Gefahr der Verfilschung durch Rundungsfehler wird gemindert, jedoch nicht ginzlich
beseitigt: Nachteil: Zeilenvertauschungen lassen sich nicht vermeiden.)

(c) Vollstandige Maximumstrategie: Es wird vor dem m-ten Eliminationsschritt das be-
tragsgrifite Element insgesamt gesucht:

. (m=1)| _ | (m-1)
Finde p, g so, dassjzrgll,&}c}ém ‘ajk ‘ = ‘apq ‘ (7.29)

(Vorteil: Verfilschung durch Rundungsfehler wird auf ein Minimum reduziert. Nachteil: Er-
heblicher Buchhaltungsaufwand, da sowohl Zeilen als auch Spalten vertauscht werden miissen.
Bei groflen Systemen wird deshalb diese Strategie kaum verwendet.)

Die Diagonalstrategie 148t sich bei Systemen mit stark (zeilen—) diagonaldominanter Matrix
sinnvoll anwenden. Es gilt ndmlich:

Folgerung D. Gegeben sei die stark (zeilen—) diagonaldominante Matriz A € K®") . Dann
fiihrt der Gauss—Algorithmus mit der Diagonalstrategie zur Ldisung von AZ = b.

Begriindung: Geméfl (7.9) ist a1 # 0, also zuléssiges Pivotelement. Damit ist der 1.Eliminations-

(1)

schritt zul&ssig. Zu zeigen hat man, dass sich die Diagonaldominanz auf die reduzierte Matrix (ajk )
vererbt. Aus (7.10) und (7.11) folgt:

a;101 a;101k 1 a;101
i) — |22 < age — L8 = 1aQ)) < Jage| + |22
ai
und hiermit resultiert:
S0
>l < Z{|ajk|+ |a1k|}
Q;JQ k#]
= Zw = laj|+|=2 {me — i}
k#]
(7-9) a;1a14
< , { _ }: |20 L
laj;| — |a]1|+ o |a11] — |aj| | an | = |aj;]
(1) Do) . (1) . .
Wegen |agy | > > |ay,’| > 0 ist also ayy zulédssiges Pivotelement. 0
k=3

Bemerkung 5.19 Wir haben hier nicht A € Inv (K") vorausgesetzt. Dies ergibt sich von
selbst aus der Diagonaldominanz. Die Diagonalstrategie sollte immer bei diagonaldominanter
Matrix angewendet werden. O

Die Schwiche der Spaltenmaximumstrategie besteht darin, dass bei starken Unterschieden in der
Groflenordung der Koeffizienten verschiedener Zeilen erhebliche Rundungsfehler durch Stellenauslo-
schung auftreten kénnen. Die Matrix A ist dann nicht equilibriert. Eine Equilibrierung wird erreicht
durch



Definition 5.30 (Skalieren des Gleichungssystems AT = b)
n -1

Fir j = 1,2,...,n wird die j-te Zeile mit dem Faktor o := ( > |ajk|) multipliziert. Fiir
k=1

das so entstehende neue System AZ = b gilt dann

k=1

Leider geht die Skalierung des Systems A¥ = b nach jedem Eliminationsschritt des Gauss—Algo-
rithmus wieder verloren. Eine Neuskalierung nach jedem Eliminationsschritt verdoppelt aber den
Gesamtaufwand. Zur Vermeidung eines zu hohen Aufwands bei Sicherstellung eines numerisch sta-
bilen Verfahrens wéhlt man den folgenden

Ausweg: | Man wendet die vollstindige Skalierung nur implizit an, fithrt sie aber explizit nicht aus.
Dies geschieht durch die

Definition 5.31 (Relative Spaltenmaximumstrategie)
Es wird vor dem m—ten Eliminationsschritt das relativ betragsgrifite Element in der m—ten
Spalte gesucht:

n
spo= X g g = lagn Vl/sy
l=m (730)
Finde p so, dafl rJnZ%c q; = qp-
I. LR—Zerlegung nach GAUSS mit relativer Spaltenmaximumstrategie.
1: || det :=1;
2: || fir k:=1,2,...,n—1:
3: max := 0; pg :=0;
4: fir j:=kk+1,...,n:
5: s :=0;
6: fir [:=kk+1,...,n:
7: s:= s+ |aj|; (Endel)
8: g = lagul/s
9: falls ¢ > max:
10: max := q; pi = j; (Ende j)
11: falls max =0: STOP; (7.31)
12: falls pp # k:
13: det := — det;
14: fir [:=1,2,...,n:
15: h = ay;; ag = ap, 1; ap, ;= h; (Ende )
16: det := det xay;
17: fir j:=k+1,k+2,...,n:
18: Gk = ajk/akk;
19: fir l:==k+1,k+2,...,n:
20: aji = aj — aji * ap; (Ende [, 5, k)
21: || det := det *ay,.

Erlduterungen. Die Variable det enthilt nach Abschluss aller Rechnungen die Determinante von A,
siehe nédchsten Abschnitt 5.8. Die Zeilen 2-10 enthalten den Algorithmus der relativen Spaltenmaxi-
mumstrategie gemif den Formeln (7.30). Der Vektor p := (p1,p2,...,pn)" enthilt die Information
iiber zu bewerkstelligende Zeilenvertauschungen; py ist gleich dem Index derjenigen Zeile, welche vor



dem k-ten Eliminationsschritt mit der k-ten Zeile vertauscht wird. Fiir p = k erfolgt keine Ver-
tauschung. Die erforderliche Vertauschung wird in den Zeilen 12-15 durchgefiihrt. Die Zeilen 17-20

enthalten die Berechnung der Elemente 1, und agzl) gemif den Formeln (7.16) und (7.17). Dabei
werden die Elemente /;; in der Matrix A unterhalb der Diagonalen an die Stelle der aj; gesetzt.
Nach Beendigung der Zerlegung gilt also

ajp =lip Vi >k und aj, =1 V5 < k.
Mit der relativen Spaltenmaximumstrategie haben wir jetzt den Gauss—Algorithmus in eine brauch-
bare Form gebracht, die weitestgehend unempfindlich gegeniiber Rundungsfehlerfortpflanzung ist.
GeméB der Zerlegung (7.7) des gesamten Rechenschemas in drei Teilschritte kénnen wir ein Compu-
ter—Programm aufbauen, welches die drei Rechenschritte:
o LR-Zerlegung,
e Vorwirtseinsetzen,

e Riickwéirtseinsetzen

in dieser Reihenfolge enthilt.

II. Vorwirtseinsetzen zur Berechnung von ¢.

fir [:=1,2,...,7—1:
¢ji=cj—aj *c. (Endel,j)

1: || fir £:=1,2,...,n—1:

2: falls py # k:

3: h := by; by := by, ; by, :=h; (Ende k)

4: | fir 5:=1,2,...,n: (7.32)
5: cj = by;

6:

7:

Erlduterungen. Vor dem Vorwirtseinsetzen sind die in der Matrix A durchgefiihrten Zeilenvertau-
schungen auch im Vektor b nachzuvollziehen. Dies wird in den Zeilen 1-3 bewerkstelligt. In den Zeilen
4-7 wird der Vektor ¢ gemif} (7.5) berechnet.

II1. Riickwirtseinsetzen zur Berechnung von Z.

1: || fir ji=n,n—1,...,1:

2: s 1= ¢j;

3: fir k:=5+1,5+2,...,n: (7.33)
4: s:=5—aj; *x xp; (Ende k)

5: zj := s/aj;. (Ende j)

Erlduterung. In den Zeilen 1-5 wird der Losungsvektor # nach den Formeln (7.6) berechnet.

Speicherplatzminimierung: Da der Vektor b nach der Berechnung von ¢ nicht mehr benétigt wird,
kann in (7.32) die Zahl ¢; sofort nach ihrer Berechnung auf den Speicherplatz b; gesetzt werden.
Ebenso kann in (7.33) die Zahl z; sofort nach ihrer Berechnung auf den Speicherplatz c; gesetzt
werden. Nach Durchfithrung dieser beiden Schritte steht an der Stelle des Vektors b der Losungsvektor

—

x.




5.8 Determinanten und Anwendungen

In diesem Abschnitt ist K ein beliebiger Korper. Es bezeichnet 1 das neutrale Element der
Multiplikation.

Definition 5.32 Mit det : K™ — K sei diejenige Abbildung bezeichnet, die jeder quadra-
tischen Matrix A € K™ ein Element det A € K (sprich: Determinante von A) gemdfs
folgender Vorschrift zuordnet. Es werde induktiv definiert:

n=1: det A = det(a) := a,
a b “ @ = Az
n=2: detA:det[C d]::ad—bc: e ,
C = AH
n 2 3: det A := Z(—l)j+1aj1 det Ajla (8].)
7=1

worin Aj diejenige Streichungsmatrix von A € K™ jst, die durch Streichung der j—ten
Zeile und der 1.Spalte entstanden ist.

Zum Beispiel gelten fiir K := C:

det(2 — 5i) = 2 — 5i, det = —24i — (5 — 2i)(2 + 5i) = —20 — 45i.

41 o —21
2+5 —6

Merke: Determinanten fiir allgemeine nichtquadratische Matrizen A € K(™") n £
m, sind nicht erklirt!

Im konkreten Fall einer gegebenen Matrix A = (a;;) € K™™ schreibt man auch:

a1 Qi -t O1p
dopa=| BT
Ap1 QAp2 *°° App
2 —4 3 2 —4 3
zum Beispiel: A=|-2i 0 5|eCB = detA=|-2i 0 5
6 14i —3 6 14i —1

Bemerkung 5.20 (a) In jeder Streichungsmatrix A;, von A = (aj;) € K™ fehlt das Ele-
ment ajo aus der Matrix A:

a2 a3 T Qip
Aji=| —ajp— | —aj3— ——— —aj,— | —— j-te Zeile gestrichen!
L ) L Qn3 Tt Qnn J
=:Bj

Fiir einen festen Index j fiihren wir die Matrix B; € K™ tn=2 1 < j < n, wie oben
skizziert ein. Es bezeichne Bj, € K"27~2 die aus B; entstehende Streichungsmatrix, wenn



in A neben der j—ten Zeile auch noch die k—te Zeile gestrichen wird. Mit anderen Worten,
B, ist aus A durch Streichung der j—ten und der k-ten Zeile sowie der 1. und der 2.Spalte
entstanden. Es gilt ganz offensichtlich Bj, = Byj, j # k sowie Bj; = Bj. Setzen wir hier
vereinbarungsgeméfl det B;; := 0, und wenden wir die Definitionsvorschrift (8.1) auf det A;;
an, so erhalten wir:

det Aj1 =Y (—1)"aposign (j — k)det By Viji=1,2,...,n; detBj;:=0. (8.2)
k=1

Der Vorzeichenwechsel bei j = k£ kommt deshalb zustande, weil die Matrizen B;;_; und
B; ;i1 in A;; aufeinanderfolgende Streichungsmatrizen sind, wihrend der Faktor (—1)**! in
(8.2) einen doppelten Vorzeichenwechsel zihlt.

(b) Fiir die praktische Berechnung von det A nach der Vorschrift (8.1) miissen alle Determi-
nanten det A;; auf 2 x 2-Determinanten zuriickgefithrt werden, die dann einfach berechnet
werden koénnen.

(¢) Fiir n = 3 berechnen wir nach der Vorschrift (8.1): O
aq b1 C1
b b b
ay by Cs —— ‘ b2 52 — ay ‘ b1 C1 T ag ‘ b1 51
a3 by cs 3 €3 3 2 C2

= al(b203 — b302) — ag(blcg - bgcl) + ag(b102 - bgCl).

Merke: In K2 gilt die Merkregel von SARRUS:

a1 by C1|a1 by

ar by X X S
det a b2 Co = | Q2 b2 Co | (05} bg = Z \, — Z /( .
az by c3 XX N

as b3 03|a3 b3

‘ BSP. (5.8.1) ‘ Wir verwenden die Regel von SARRUS zur Berechnung der folgenden Determinante:

2 -4 3| 2 -4
2 -4 3 NoX X S

detA = | -2 0 5|=|-2 0 5 [-2 0
6 14i —j D T, SN

6 140 -1 | 6 14

= 0—120+84 — 0 — 140i + 2i = —(36 + 1383).
Berechnet man hingegen det A nach der Vorschrift (8.1), so hat man:
det A =2 Ay + 2i Agy + 6 Ay =2 (=700) + 2i - (1 — 423) + 6 - (—20) = —(36 + 1384).
Fiir n > 3 gibt es keine der Regel von SARRUS entsprechende Berechnungsvorschrift. Noti-
genfalls muss in (8.1) die Berechnung der Determinanten det A;; auf die Berechnung von

3 x 3-Determinanten zuriickgefiihrt werden, die dann unter Verwendung der Regel von SAR-
RUS ausgewertet werden kénnen. Diese Vorgehensweise ist sehr aufwendig; wir iiberlegen uns



einige Schritte zu ihrer Vereinfachung. Zu diesem Zweck geben wir die folgende

Interpretation von det : K™ — K: Die Determinante det ist eine Funktion der
Spaltenvektoren der Matrix A = (dy, ds, ..., dy):

det : K" x K" x - x K" = K mit det(d,ds,...,d,) € K, a; € K"

n—mal

Satz 5.29 Durch Vertauschung von zwei benachbarten Spalten dndert sich das Vorzeichen
von det A, nicht aber |det A|:

det(al, ey Ay gy e, an) = — det(al, vy Qyy1, Gyl e, an).

Begrindung: Fiir n = 2 kann die Behauptung direkt durch Ausrechnen bestétigt werden. Fiir n > 3
unterscheiden wir zwei Félle gemifl den Vertauschungen S; < S und S; < Sjq1, j # 1.

(a) Durch die Vertauschung S; < S, werde die Matrix A in die Matrix A abgebildet. Vor der
Vertauschung haben wir geméf (8.1):

n n
det A = Z aﬂ det Aﬂ = Z Z (Z]la,kQ sign (j — k) det Bjj.
Jj=1k=1
Nach der Vertauschung gilt hingegen:
n n n
det A = Z(—l)j+1aj2 det Ajy &2 Z Z Rajoak sign (j — k) det By,

j=1 j=lk=1

ok = ;

= Z (—1)"*a;1ax9 sign (k — j) det By; = — det A.
j=1k=1 _/_/ ~—

=—sign(j—k)  =Bjk

(b) Durch die Vertauschung Sj < Sj+1 werde die Matrix A in die Matrix A abgebildet. Zum Beweis
von det A = — det A fithren wir vollstiindige Induktion nach der Raumdimension n durch.

o Verankerung: Fiir n = 3 ist nur noch der Fall Sy < S5 zu kontrollieren. Diesen bestéitigt man
aber leicht durch Nachrechnen mittels der Regel von SARRUS.

e Vererbung: Gelte nun die Behauptung bereits fiir n — 1 > 3, und sei A € K ().

n n

detfl = Z(—l)j+1aj1 det ( Ajl ) = Z(—l)j+1aj1(— det Aﬂ) = —det A.
=1 GK(anl) =t

Mit diesem Ergebnis erhélt man sofort einige weitere Berechnungsmaoglichkeiten fiir die De-

terminante det A.

Satz 5.30 (Entwicklungssatz von LAPLACE)
Fir die Determinante einer Matriz A = (aj;) € K™ gilt die folgende Entwicklung nach der
k—ten Spalte:

det A = Z(—l)j+kajk det Ajk Vk= 1, 2, cae, N (83)

Begriindung: Bringt man in der Matrix A = (ay,ds,...,d,) den Spaltenvektor @ vor den Spalten-
vektor d:

A= ((_7:17"' 7616—176/676:]4:—1—17"' 76:71,) — (6k7617"' 7616—176:/4:—1—17"' 76:71,) = Aa



so sind dazu genau k — 1 benachbarte Spaltenvertauschungen erforderlich. Also gilt gemifl Satz 5.29:

n
det A= (—1)""'det A = Z(—l)j"'l"'k_lajk det Aj; .
j=1 ~—~

=Ajp,

‘ BSP. (5.8.2) ‘ In der folgenden Determinante wird nach der 3.Spalte entwickelt. Da diese nur ein

einziges von Null verschiedenes Element enthilt, besteht die Summe (8.3) aus nur einem Summanden:

k=
. . 03 A 1 1 4]1 1
: X X
2 3 0 3 = 2(=1)*P{2 3 3|2 3
I 4 9. 9 j=3 XX N\
: 4 1 1|4 1
4 1 0 1

= 2(3+1248—48 —3 —2) = —60.

Merke: Das Vorzeichen (—1)7** vor dem Element a;; im Entwicklungssatz (8.3)
entnimmt man dem folgenden Vorzeichenparkett:

+ -+ - +
+ -+ - +
+ -+ - +

det ((—1)7*F) =

Mit dem LApLACE-Entwicklungssatz kann jetzt die Determinante der adjungierten Matrix
leicht berechnet werden:

Satz 5.31 Fir jede Matriz A = (a;;,) € K™ gelten:

det A* =det A =det A, det AT = det A, (8.4)

det A =" (1) adet Ay Vi=1,2,...,n. (8.5)
k=1

(Entwicklung nach der j—ten Zeile.)

Begriindungen: Da die Aussage det A = det A sofort aus den Regeln der Konjugation komplexer
Zahlen folgt, brauchen wir wegen A* = AT nur die Gleichung det AT = det A zu zeigen. Es gilt
AT = (ay;), das heiBt, das Element a;; in der j-ten Zeile und der k-ten Spalte wandert durch
Transposition in die k—te Zeile und die j—te Spalte. Dies hat fiir die Streichungsmatrizen die Relation
(A")jr, = (Ag;j)" zur Folge. Zum Beweis von (8.4) fithren wir nun vollstéindige Induktion nach der
Raumdimension n durch.

o Verankerung: Fiir n = 2 zeigt man det AT = det A direkt durch Ausrechnen. Gelte dies nun
bereits fir n — 1 > 2.



e Vererbung:

n n
n-detAT (8:3) Z(Z(—l)j+kakj det(AT)jk )

k=1 j=1 —_—
:det(Akj)T:detAkj

n n
- Z (Z(_l)j+kakj det Akj) %) 1 det A
j=1 k=1

Nach Division durch n hat man die Behauptung (8.4). Zum Beweis von (8.5) verwenden wir (8.4):

n n
det A = det AT = Z(—l)j+kakj det(AT)jk = Z(—l)j+kakj det(Ajk)T .
j=1 j=1 S——
:detAk]-
Vertauscht man hier die Indizes j und &, so hat man (8.5). a
|BSP. (5.8.3)|
[ 3 -1 —1
clee S 0-e i Q-- -0 3 -1 —
A = : , detA=(-1)|2¢ -1 1 |=-7+2i
L2 4 0 1
T 1 L2
3 0 2 4 3.2 4
AT = : : det AT =(-1) | -1 —1 0 |=-7+2i,
-0 -1 0 — 11
R 0 1 1
g 1 1. 2
3 0 -2 4 3.~ 4
A* = : , detA*=(-1)|-1 -1 0|=-7-—2i.
-1 o -1 0 i 11
L@ 0 1 1

Wir untersuchen jetzt die Wirkung von beliebigen Spalten— und Zeilenvertauschungen in det A.

Satz 5.32 Gegeben sei die Matriz A = (@, @, . .., @,) € K™, Dann gilt:

(D1) det(.... ... dpy...) = —det(c..,dp,....d;,...).

Das heifst, jede Spaltenvertauschung verursacht einen Vorzeichenwechsel.

(D2) det(...,\d;,...) = Adet(...,d;,...) VAeK.

(D3) det(,c’ij,,d’k,):det(,&'],,é’k+)\&},) \V/)\GK,]{%]

Das heifit, der Wert der Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Spalte das
Vielfache einer anderen (davon verschiedenen) Spalte addiert.

Die Aussagen (D1), (D2), (D3) bleiben auch fir entsprechende Zeilenoperationen in A richtig.



Begrindungen: (a) Wir nehmen die folgenden benachbarten Spaltenvertauschungen vor:

A= ( 61,...,6j,...,6k,...) = (6]@,61,...,5:3',...,5:]0,1, ) = (6]@,61,...,5:3',1, ...,6]',...) =: A.
1 | I | | 1
k—1 k—j—1 j—1
Vertausch. Vertausch. Vertausch.

Insgesamt haben wir (k — 1) + (k —j — 1) + (j — 1) = 2k — 3 benachbarte Spaltenvertauschungen
durchgefiihrt. Aus Satz 5.29 resultiert deshalb det A = (—1)%*=3det A = — det A, und somit (D1).

(b) Die Behauptung (D2) folgt sofort aus (8.3). Ebenso ist (D3) eine Folge von (8.3), nimlich:
n
det(. .. ,(ij, e, dp + )\Eij, )= Z(—l)H_k((ZZk + )\alj) det Ay
=1

= det A+ Adet(...,dj,..., @ ,...)=:det A+ X det A.
S~~~
k—te Stelle

Der letzte Summand det A verschwindet wegen (D1). Denn durch Vertauschen der j—ten und der
k—ten Spalte hat sich die Matrix A nicht verindert, wohl aber das Vorzeichen ihrer Determinante.
Deshalb muss det A = 0 gelten.

(c) Zeilenoperationen vom Typ (D1)-(D3) in der Matrix A bewirken dasselbe wie Spaltenope-
rationen vom selben Typ (D1)-(D3) in der transponierten Matrix A”. Wegen det A = det AT ist
somit alles gezeigt. O

Bemerkung 5.21 Im Gegensatz zu (D3) gilt

det(,c_i],,)\d’k+d’],):)\det(,d’J,,d’k,) V)\EK, k?éj

Weitere Rechenregeln fiir Determinanten listen wir in dem folgenden Satz auf.

Satz 5.33 Es sei stets A = (dy, @y, ..., d,) € K™ vorausgesetzt.

(D4) det(d’l,...,d’j,...,d’j,...,Ein):0.
Das heifst, sind zwei Spalten (oder Zeilen) in A gleich, so gilt stets det A = 0.
(D5) det(...,0,...,)=0.
(D6) det(AA) =" det A Ve K.
(D7) det(ay, ... d;+b,...,d,) = det A+ det(ay,...,b, ... d,) Vb e K"
Aber, det(A + B) # det A + det B fiir allgemeine Matrizen B € K™™),
Al ok ok % A @)
Ay k% x Ao
(D8) det ] = det ] =X AN, det Id, =1.
O A x A\,
A x x % A0 0 0
0 *
(D9) det 0 B = det . B = \-det B.
0 *




B |O Bl * *
(D10) det | * x ol = det x * | =detB-detC.
o] C

Begriindungen: Die Aussage (D4) wurde schon im Beweis von Satz 5.32 gezeigt. Die Eigenschaft
(D5) folgt aus (D2) mit A = 0. Die Eigenschaft (D6) folgt durch n-fache Anwendung von (D2). Die
Aussage (D7) folgt aus dem LapLace-Entwicklungssatz (8.3). Wir zeigen (D8):

A1 % * * Ay % * * A3k * *

0 A x % 0 A x % 0 X % %

. ’ _ D AL | ’ _ (D A1 - Ao _

: L% : L% : L%

0 An 0 An 0 An
= =X Ao A

Verwendet man den LApLACE-Entwicklungssatz (8.5) fir die 1.Zeile, so resultiert ein analoges Er-
gebnis fiir Linksdreiecksmatrizen. Schlielich ergeben sich (D9) und (D10) aus (D8) und den Ent-
wicklungssétzen von LAPLACE. a

Zusammenfassung: Die Berechnung grofier Determinanten wird vereinfacht, in-
dem man die Matrix A € K™" mit Hilfe der Spaltenumformungen (D1)g (unter
Merken des Vorzeichenwechsels) und (D3)g (und/oder durch entsprechende Zei-
lenumformungen (D1)z, (D3)) auf eine der Formen (D4), (D5), (D8) bringt, zum

Beispiel:
Al ox % %
det A 710 PYo P9z go | N2 E
. - n-
L%
0] An
|BSP. (5.8.4)|
2 3 4 )
Ao 3 2 ) 4
) 4 3 2
4 ) 2 3
2 3 0 O
Sy — 81— 82 = 54 3 2 -1 -1 B B
Sy — 251 = Ss 54 7 7 = det A =0 wegen S35 =54.
4 5 —6 —6
‘BSP. (5.8.5) ‘ Wir berechnen det A:
0 0 2 0 0 B'—{ -2 2 8 4 2
1 3 7T 18 -7 —m o 1 3 7 18 -7
As 0 0 -5 0 3 (—1) 00] 5 0 3
—2 2 8 4 2 0 0 2 0 0 }:: C.
0 0 1 1 8 00 1 1 8
Es gilt nun:
-5 0 3
detB=| 2 2 =-8 detC=| 2 0 0|=-2 03 =6,
1 3 118 1 8




und somit det A = — det B - det C' = 48.

BSP. (5.8.6) In der folgenden Determinante det A nehmen wir zuerst die Zeilenumformungen

Zj—aZ5 :>Zj , 73 =1,2,3,4, vor:
a b c d 1 0 b—a? c—ab d—ac 1—ad
a b c 1 d 0 b—a®> c—ab 1—ac d(1—a)
detA=|a b 1 ¢c d| = |0 b—a®> 1—ab c(l1-a) d(l—a)
a 1 b ¢ d 0 1—a®> b(l—a) c¢(l—a) d(1—a)
1 a b ¢ d 1 a b c d

Wir entwickeln nach der ersten Spalte und nehmen in der resultierenden Determinante die Zeilen-
umformungen | Z; — Zy = Z;|, j = 3,4 vor. Danach wird die Zeilenumformung ‘ZQ — 71 = 2y

durchgefiihrt:
b—a? c—ab d—ac 1—ad b—a? c—ab d—ac 1—ad
b—a? c—ab 1—ac d(1—a) N 0 0 1—-d d-1
0 l—-¢ c¢c—1 0 0 l1—¢ c¢c—1 0
1-b b—c¢c c—1 0 1-b b—c c¢c—1 0

Wir fithren in der letzten Determinante die Spaltenumformungen |S3 + Sy + So = S3| durch und
entwickeln die resultierende Determinante nach der 2.Zeile:

b—a? c—ab (d+c)(1—a)+1—ab 1—ad
0 0 0 d—1
0 1-c 0 0
1-b b—c b—1 0

b—a? c—ab (d+c)(1—a)+1—ab
= d-1)] 0 1-¢ 0
1-b b—c b—1

= d-1)1-c)b—1pbp—a’+(d+c)(1 —a)+1—ab]
= (a—1)b—-1)(c—1)(d—-1)(1+a+b+c+d).

Anwendungen von Determinanten; Volumina

Definition 5.33 FEs seien n linear unabhingige Vektoren dq,ds, ..., d, € R™ gegeben. Dann
heifle die Menge

PF (d1,d,...,d,) = {Z€R" : T=Y M mit 0< )\, <1V1<Ek<n}
k=1

das von den Kantenvektoren dy,d,...,d, aufgespannte n—Parallelflach (auch Spat oder
n—Parallelotop genannt).

‘BSP. (5.8.7) ‘ Ist €1, ¢€5,...,é, € R™ die Standardbasis des R", so liegt mit

Wn :=PF (é&,é&,...,é;ﬂ

der n—dimensionale Wiirfel vor.



0

[R [RZ ex
Ein— und zweidimensionaler Wiirfel Dreidimensionaler Wiirfel
Es ist klar, dass det(Id,) = det(é},€5,...,6,) = 1 das Volumen des Wiirfels W, angibt.
Allgemeiner wird man an einen Volumenbegriff fiir das von den Kantenvektoren dy, ds, ..., d,

aufgespannte n—Parallelflach folgende Minimalforderungen stellen:
(V1) Additivitit:

vol PF (&@y,...,\dj,...,d,) = |\|VolPF (&@y,...,d;,...,d,)Vj=12,...,n, VA€R.
(V2) Invarianz gegeniiber Scherung:

VOl PF (@, ...y, ... dy) = vOlPF (@,...,d+\d;,...,d,) Vj#k VAR

(V3) Normierung: vol W,, = 1.

Additivitdt des Volumens Invarianz gegeniiber Scherung

Offensichtlich werden die Eigenschaften (V1), (V2), (V3) wegen (D2), (D3), (D8) von
| det(d’l, Eig, Ceey C_in)|

erfiillt. Dies macht die folgende Definition sinnvoll.

Definition 5.34 Es seien n linear unabhiingige Vektoren d,ds, . ..,d, € R" gegeben. Dann
heife

VPF = det(é’l, 62, Ceey Ein)
orientiertes (n—dimensionales) Volumen des von den Kantenvektoren dy,ds, ..., d, aufge-

spannten n—Parallelflachs. Hingegen heiffe

|VPF| = |det(é’1, 62, .. ,Ein)|

nichtorientiertes Volumen des n—Parallelflachs.



‘BSP. (5.8.8)‘ Flicheninhalt eines Parallelogramms. Gegeben seien die linear unabhingigen

Vektoren @;,d@s € R%. Dann entnimmt man der folgenden Skizze elementargeometrisch den Flichen-
inhalt |Fp| = ||h||||@1|| mit h := @2 — Pds, wobei die L -Projektion Pds von dy auf die Richtung a;
ja durch Pdy = @y (@1, ds)/||d1||? bestimmt ist. Folglich gilt

d (@1, dz)

|Fp| = =
||

= [|P1l-

dy ||@1]| —

Pa,

Flidcheninhalt eines Parallelogramms 3—Parallelotop, Prisma und Tetraeder

Wir zeigen jetzt, dass der oben bestimmte Flicheninhalt |Fp| auch durch die Determinante
| det(@y, @2 )| ausgedriickt werden kann. Dazu rechnen wir in Komponenten @; := (a,b)”, @, := (c,d)":

Fp = (p,p) = lla|lld@2))? = (@, d@2)? = (o + 07)(c* + d%) = (ac + bd)* = (ad — be)® = [det(d, d@2))”

Flacheninhalt des von
d1,d € R? aufgespannten

Parallelogramms Dreiecks

|Fp| = |det(dy, a@2)| | |Fp| = 5 |det(dy,d>)l

‘BSP. (5.8.9) ‘ 3—Parallelotop, Prisma, Tetraeder.

Es seien drei linear unabhiingige Vektoren @;,ds,d3 € R3 gegeben. Gemifl obiger Skizze spannen
diese Vektoren in R? ein 3—Parallelotop, ein Prisma und einen Tetraeder auf. Die zugeordneten
Volumina sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Volumina des von
da1,d2,d3 € R? aufgespannten

3—Parallelotops Prismas Tetraeders

|VPF| = |det(d’1,d'2,d'3)| |Vpr| = % |det(d’1,d'2,d'3)| |VT| = % | det(§1,§2,§3)|

‘BSP. (5.8.10) ‘ Orientierung der Vektorrdume R".

Definition 5.35 Zwei Basen di,ds,...,d, € R"™ und 51,52,---,571 € R" heiflen gleichorientiert
genau dann, wenn gilt

det(ﬁl,ﬁg, . ,(_]:n) . det(gl,gg, ... al_;n) > 0.

Bemerkung 5.22 Es gibt genau zwei Klassen gleichorientierter Basen. Gehort ndmlich die Basis
@i,...,0Qj,...,0, zu der einen Klasse, so gehort jede der Basen ay,...,—d@j,...,d,, j = 1,2,...,n,
zur anderen Klasse. Jede dieser Klassen heifle eine Orientierung O von R”, und das Paar (R", O)
heifle orientierter Vektorraum R". O



Definition 5.36 Fine Basis @y, ds,...,d, € R™ des orientierten Vektorraumes (R",0) heiffe posi-
tiv orientiert oder Rechtssystem, wenn gilt:

det (@1, s, ..., dn) > 0.

Andernfalls heifie die Basis negativ orientiert oder Linkssystem.
Zum Beispiel ist die Standardbasis €1, €5, ..., e, des R™ ein Rechtssystem, denn es gilt ja
det(é&, gg, ... 7€n) = det(Idn) =1>0.

Man nennt die Orientierung der Standardbasis auch die Standardorientierung des R". (In R3 priift
man mit Hilfe der Rechte-Hand—Regel in einfacher Weise nach, ob ein Rechtssystem vorliegt.)

Weitere Eigenschaften der Abbildung det : K” x K" x --- x K" — K listen wir in dem
folgenden Satz auf:

Satz 5.34 Fir eine Matriz A = (a@y, s, .. .,d,) € K™ gelten folgende Aussagen:
(a) Das Vektorsystem @, ds, ... ,d, ist LA < det(d,ds, ..., d,) = 0.
(b) Das Vektorsystem dy, ds, . .., d, ist LU < det(dy, ds, ..., d,) # 0.

(c) det A#0 <« RangA=n < Aclw(K").

Begriindungen: (a) Das Vektorsystem @y, ds, ..., a, sei LA. Dann gibt es einen Index j € {1,...,n}
n
mit @; = Y Ay dy. Aus (D7) folgern wir deshalb:
k=
i
- (DY)
det(d’l,d'g,...,&’n):ZAk det(c_il,..., C_ik ,...,C_in) = 0,
— —~
k) j—te Stelle

da der Vektor dj zweimal als Spaltenvektor auftritt. Also haben wir die Implikation ”=" gezeigt.

Zum Beweis der Implikation ”<" sei nun det(dy,ds,...,d,) = 0 angenommen. Wir kénnen durch
die Zeilenumformungen (D1) und (D3)z die Matrix AT := (@, @2, ...,a@,)" auf obere Dreiecksform
transformieren:
&’IT Al * k%
T C_izT Zeilenop. (D1)z, (D3)z A2 k%
Al = . RINea =: R.
: -
. 0 An
Es folgt det A = 0 = det A” = +det R = £X; - Aa--- \,. Das heifit, mindestens eine der Zahlen
AL, A2, ..., A, muss verschwinden. Die Matrix R liegt in der Staffelform vom Typ (II) vor, und somit
ist das Vektorsystem a1, as,...,a, LA.

(b) Diese Aussage folgt direkt aus (a), und die Aussage (c) folgt aus (b), da die Spaltenvektoren
di,as, . ..,a, der Matrix A genau dann LU sind, wenn Rang A = n gilt. O




Lineare Gleichungssysteme: Die CrRAMERsche Regel

Fiir eine Koeffizientenmatrix A = (@, ds, ..., d,) € K™ ist das lineare Gleichungssystem
AZ = l;genau dann fiir jede rechte Seite be K" eindeutig l6sbar, wenn Rang A = n gilt, und
dies ist nach der soeben bewiesenen Aussage genau dann der Fall, wenn det A # 0 gilt. Die
Losung ist dann in der Form & = A~} darstellbar. Setzt man fiir einen festen Vektor b € K"

=

A;j(b) == (@y,...,dj 1,0,8j41,...,d3,) € KO V=12 . n, (8.6)

und verwendet man die Darstellung des linearen Gleichungssystems in der Form
n R n
Z ajrty =b; Vj=1,2,...,n, &quivalent b= Z Ty,
k=1 k=1

so folgt jetzt aus (8.6) die Beziehung

n
—

detAj( ) = det(c_il,...,(_z'j_l,Zxkﬁk,6j+1,...,ﬁn)
k=1
(D7)
= Zxkdet(c_il,...,&'j_l,&'k,d’jﬂ,...,d’n)
k=1
(D4)

=" zj-detA Vj=12...n

Hieraus 148t sich der Losungsvektor ¥ = (x1,23,...,2,)" direkt berechnen. Das Resultat
wurde bereits 1750 von GABRIEL CRAMER (1704-1752) gefunden.

Satz 5.35 (CraMERsche Regel)
Gegeben sei die Koeffizientenmatrizc A € K™ . Genau dann ist das lineare Gleichungssystem
AZ = b fiir jede rechte Seite b € K" eindeutig lésbar, wenn gilt:

det A # 0.

=

Werden zu festem b € K" die Matrizen A;(b), 7 = 1,2,...,n, nach der Vorschrift (8.6)
erklirt, so ist der Lisungsvektor ¥ = (1, T, ..., x,)" € K" in der folgenden Form darstellbar:

=

z; = (det A)~" - det A;(b), j =1,2,...,n.

Merke: Die CraMERsche Regel gilt ausschliefilich fiir regulire quadratische Matri-
zen A (d.h. fiir A € K™" mit det A # 0). Fiir lineare Gleichungssysteme mit n > 3
Unbekannten ist sie praktisch nutzlos, da der Rechenaufwand unverhiltnisméfig
hoch ist. Die CRAMERsche Regel ist mehr oder minder von theoretischem Interesse.

2 -3
-1 2

mit Hilfe der CRaMERschen Regel die Losung & des linearen Gleichungssystems AZ = b. Es gilt

‘BSP. (5.8.11) ‘ Es seien A := l ] e R? und b := (g) € R? gegeben. Zu berechnen ist

2 -3

A::detA:‘_l 9

‘:4—3:1#0



Es existiert also eine eindeutig bestimmte Losung Z. Wir berechnen ferner:

> 4 =3 > 2 4

Aq = detAl(b) = 5 9 =8+15=23, Ay:= detAg(b): _1 5 =10+ 4 = 14.
Wir haben also 21 = % =23, 19 = % = 14, und somit & = (23,14)T.

Abschlieflend wollen wir uns noch mit der Frage auseinandersetzen, wie die Determinanten von
A, B € K™ und AB € K™™ miteinander verkniipft sind. Zur Vorbereitung einer Antwort
fiihren wir den Begriff der Elementarmatrix ein:

Definition 5.37 Eine Matriz E € K™ heife eine Elementarmatrix, wenn sie aus der
Einheitsmatriz Id, = (€1,é,...,8,) € K™ durch eine der drei folgenden Spaltenumfor-
mungen entstanden ist:

(A) Vertauschung zweier Spalten: |S; < Sj.

(B) Multiplikation einer Spalte mit einer Zahl XA # 0: | A S; = S;.

C) Zur Spalte S; wird ein Vielfaches der Spalte Sy addiert: |S; + XSy = S;, j # k.
j j j

Elementarmatrizen E sind stets invertierbar; dies zeigt die folgende Tabelle. Auflerdem kann
die Determinante det E sehr einfach mit Hilfe der Regeln (D1), (D2) und (D3) berechnet
werden. Dazu ist lediglich det Id, = 1 zu beachten. Fiir A := (@, ds, ..., d,) € K™™ bewirkt
das Matrizenprodukt AF genau diejenige elementare Spaltenumformung vom Typ (A), (B)
oder (C), durch die die Elementarmatrix F definiert ist.

Elementarmatrizen
Idn — (517 7€j7 y €k 7€n) A= (617 7C_ij7 y Ak 7671,)
S]'<Z>Sk E::(...,ek, ,é}, ) AE:( , Ok, » Qs )
E-'=F
det E = -1 =det B! det AE = —det A = det A det E
)\S]:>SJ E:(,)\é},) AE:(,)\C_I:],)
A#£0 Et=(..,5¢,...)
det E=), detE =1 det AE = \ det A = det A det E
SJ+)\Sk:>SJ E:(,é}—i-)\é‘k,,_)k,) AE:(,6]+A6k,,6k,)
]%k E_lz(...,é‘j—)\é)k,...,_)k,...)
det E =1=det E~! det AE = det A = det A det E

Ganz offensichtlich gilt nun fiir jede Elementarmatrix £ € K™ und jede Matrix A € Kn)
die Multiplikationsregel det AE = det A det E. Diese Regel kann induktiv auf endliche Pro-
dukte von Elementarmatrizen iibertragen werden:

det (A ﬁ Ej) =det A ﬂ det B = det A det ( [] E;). (8.7)

Mit dieser Beziehung beweisen wir den folgenden



Satz 5.36 (Determinantenmultiplikationssatz)
Es seien A € K™ und ein Vektorsystem by, b, ..., b, € K gegeben. Dann gilt:

(a) det(Aby, Abs, ..., Aby) = det A - det(by, by, . .., by).

(b) det AB=det A-det B V B € K,

Begriindungen: Setzt man B := (b, by, ..., by) € K™ so ist es klar, dass (a) und (b) dieselbe
Aussage beinhalten. Wir zeigen hier (b) und nehmen dazu Rang B = n an. Andernfalls gilt det B = 0
(wegen Satz 5.34(c)), und wegen Rang AB < Rang B folgt auch det AB = 0. Fiir Rang B = n ist die
Matrix B invertierbar. Der in Abschnitt 5.4 dargestellte Algorithmus zur Berechnung von B! bleibt
in gleicher Weise giiltig, wenn anstelle der elementaren Zeilenumformungen die Spaltenumformungen
vom Typ (A), (B) oder (C) verwendet werden. Das heifit, man erreicht mit einer endlichen Anzahl
p von Elementarmatrizen F; eine Transformation

Wegen E; € Inv (K") gilt B = E; IE;_II .- E;'. Da die Inversen E; ! wieder Elementarmatrizen
sind, kann folglich jede Matrix B € Inv (K") durch ein Produkt von Elementarmatrizen dargestellt

werden: )
B=1]]E;.
j=1
Aus der Relation (8.7) erhalten wir nun den behaupteten Determinantenmultiplikationssatz. O

Bemerkung 5.23 (a) Wir haben A € Inv (K") genau dann, wenn det A # 0 gilt. Wegen
1 =det(Id,) = det(AA™") = det A - det A~" folgt deshalb:

det A7 = (det A)™" VA € Inv(K").

(b) Ist A € Inv (K™) gegeben, so folgern wir sofort aus (a):

det(ABA™') =det B V B € K",

(c¢) Eine unitére Matrix Q € K™" (K := R oder K := C) erfiillt ja Q* = Q~'. Deshalb folgern
wir aus der Identitéit 1 = det(Id,) = det(Q*Q) = det Q* - det Q = det Q - det Q = | det Q|*:

+1 : @ orthogonal,
det Q) = { &

¥, o € R : @ unitér.

Anwendung von Determinanten: Kofaktoren

Definition 5.38 Gegeben sei eine Matriz A = (a;:) € K™, Die jeder Streichungsmatriz
Ajp von A zugeordnete Zahl

Kjk = (—1)j+kdetAjk, j,k:1,2,...,n,

heifse Kofaktor zum Platz (j,k) (oder zum Element a;y).



Satz 5.37 (a) Fir jede Matriz A = (a ;) € K™" und jedes Inderpaar j, k =1,2,...,n gilt:

ayp 0 Al ottt Qi ail 0 Qin
: oo oo : | :
Kj,= | —0— — —1— — —0— [j-te Zeile =] a; 1 Qjn (8.8)
anl .« s e a/’n,k; .« s e ann a/’n,l ) 0 ) a/’n,n
k—te Spalt

(b) Fir jede Matriz A € Inv (K™) gilt:

Kll KZI Tt Knl
AL = (det A)™ Ko Ko oo oo
Kln K?n e Knn

(Achtung: Spalten— und Zeilenindizes sind vertauscht!)

Begrindungen: (a) Ausgehend von den Determinanten in (8.8) erhilt man unter Verwendung des
Lapraceschen Entwicklungssatzes fiir die j—te Zeile (bzw. fiir die k-te Spalte) jeweils den Determi-
nantenwert (—1)/** . 1. det A, und dies ist genau der Kofaktor K.

(b) Wir bezeichnen die Inverse von A € Inv (K") mit A~ = (ajg) =: (dy,dy,...,d,) € K™, Zur
Berechnung der Spaltenvektoren ¢; losen wir die n linearen Gleichungssyteme

AA = (A(,_fl,Ao_Zz,. .. ,AO_Zn) = (51,52, R ,gn) = Id,,

und zwar mit der CramERschen Regel. Diese liefert nimlich gerade bei Beriicksichtigung der Dar-
stellung (8.8) die Losung

ajp = (det A) 'Ky Vi, k=1,2,...,n.

4 8 -9
|BSP. (5.8.12)| Wir berechnen die Inverse der Matrix A := | =2 2 =3 | = det A = 84, mit
5 —1 6
Hilfe der Kofaktoren:
det 2 =3 —det 8 =9 det 8 —9
-1 6 -1 6 2 -3
1 [ o _ [ _ [ _
A7l = — |—det 2 3 det 4 9 —det 4 9
84 5 6 5 6 -2 -3
det -2 2 —det 4 8 det 4 8
i 5 —1 5 -1 2 2|
1 9 -39 -6
= 8_4 -3 69 30
_—8 44 24




Das CHOLESKY—Verfahren

Wir zeigen hier, dass fiir positiv definite Matrizen A € K("") (K := R oder K := C) stets eine
LR~Zerlegung von A in der speziellen Form A = LL* mit einer Linksdreiecksmatrix L € Ur(K")
existiert. Dazu erginzen wir als erstes die Aussagen von Satz 5.27 iiber positiv definite Matrizen in
der folgenden Weise:

Satz 5.38 Gegeben sei die positiv definite Matriz A € K™ . Dann gilt det A > 0, und alle
Hauptuntermatrizen von A haben ebenfalls eine positive Determinante.

Begriindung: Da jede Hauptuntermatrix von A gemafl Satz 5.27.(b) positiv definit ist, braucht man
nur det A > 0 fiir positiv definites A € K(™™) m =1,2,...,n, zu zeigen. Wir fithren vollstéindige
Induktion nach m durch.

e Verankerung: Fir m =1 gilt A = (a11) = a1 = det A > 0 gemifB Satz 5.27.(c).

e Vererbung: Die Aussage sei nun fiir m = 1,2,...,n — 1 > 1 bewiesen. Wir betrachten A~! :=
(ajr) € K™™); diese Matrix ist wegen Satz 5.27.(a) positiv definit, so dass aj; > 0 Vj =
1,2,...,n folgt. Wie wir im vorangegangenen Satz 5.37 gezeigt haben, konnen wir «;; mit
Hilfe der CrRaMERschen Regel berechnen:

det AH
det A~

a1 =

Da A;; € K("=17=1) gine Hauptuntermatrix von A ist, folgt det A;; > 0 aus Satz 5.27.(b) und

der Induktionsannahme, also det A = O%H -det A1 > 0. O
Satz 5.39 Gegeben sei die positiv definite Matriz A € K™™ . Dann gibt es genau eine Links-
dreiecksmatric L € U, (K™) mit 1;; >0V j=1,2,...,n, so dass gilt:

A=LL". (8.9)

Fiir reelles A ist auch L reell. (Beachte, dass L* € Ur(K") eine Rechtsdreiecksmatriz ist!)

Begriindung: Wir fiithren vollstdndige Induktion nach der Raumdimension n durch. Fiir n = 1 gilt
A= (a11) = ay > 0, und der Ansatz L = (I1) liefert LL* = [yl L a11, also eine eindeutige Losung
l11 = +/a11 > 0. Nun gelte der Satz bereits fiir die Dimensionen 1,2,...,n —1 > 1. Vererbung: Wir
schreiben A in der Form

- - =T
mit A, € K(”_l’n_l), be K" und b* := b sowie a,, > 0. Nach Induktionsannahme gelte die
eindeutige Zerlegung A, = L, 1LY | mit L, 1 € U (K" !). Mit dem Ansatz

L, 0 L . ¢
::[ nl ], L*:[ g*l ], ceK"! a>0,

C «o «
erhalten wir .
1 A b

b* nn, '

L, L} L, ¢

n—1

LL* = .
(Ln-16)*  [le* + @




Zum Abgleich beider Seiten miissen wir fordern:

(i) Lp1@=5b, (i) [&*+ a® = ann.

Wegen L,, 1 € Inv (K"™!) hat die Gleichung (i) genau eine Lésung, niimlich ¢ = L;Elg. Es gilt ferner
det Ly,—1 = l11loa - - lp—1—1 > 0. Wiére 1€l12 > ann, also a? < 0, so hiitten wir

det A = det(LL*) = det L - det L* = o | det L,,_1|> < 0,

im Widerspruch zum vorangegangenen Satz. Damit hat die Gleichung (ii) genau eine Losung mit der
geforderten Eigenschaft o := l,,, := \/an, — [|€]]2 > 0. 0
Wir geben nachfolgend die Vorschrift an, mit deren Hilfe die Linksdreiecksmatrix L konstruiert
werden kann. Beziiglich eines Beweises verweisen auf die Literatur.

Satz 5.40 (Verfahren von CHOLESKY)

Gegeben sei die positiv definite Matriz A € K™™ . Dann wird die Linksdreiecksmatriz L =
(ljxr) € Ur(K™) der CHOLESKY—Zerlegung A = LL* mit l;; > 0 Yj = 1,2,...,n nach den
folgenden Formeln iterativ aus den Elementen a;, der Matriz A berechnet:

1. Schritt: Berechne [y := /a1 > 0;

2. Schritt: fir j:=1,2,...,n:

3. Schritt: fir k:=5+1,57+2,...,n:

. 3 Jj—1 _

4. Schritt: berechne [ := i (ajk — Z:: Lim * lkm);
j—=1 1/2

5. Schritt: berechne [;; := {ajj - |ljm|2} ?
m=1

‘BSP. (5.8.13) ‘ Fiir die folgende Matrix A € R®?) ist die CHOLESKY-Zerlegung zu berechnen:

5 =2 -1
A=1|-2 8 -3
-1 -3 7
1. SChTitt.‘ 111 = \/a11 = \/5
2. Schritt: Ik = ﬁ(alk —0) = “—\}_151 = [y = —%’ I3 = _%.
3. Schritt: 122 = (CLQZ - 1%1)1/2 = (8 — %)1/2 = %
1
4. Schritt: lkg = é(agk — mZZI lgmlkm) = l32 = (a23 — l21l31)/l22 = —%.
Ergebnis:
5 0 0 5 -2 -1
1 1
L=—|-2 6 0l; LT=—|0 6 -1
V5 1 1t 0935 V5 0 0 9%
6 6 6

Einsetzprobe ergibt korrekt LLT = A.

Mit Hilfe der CHoLESKY—Zerlegung (8.9) kann jetzt die Losung des linearen Gleichungssy-
stems A7 = b = LL*7 nach der Methode von CHOLESKY in den folgenden drei Schritten



vorgenommen werden:

1. Schritt: A= LL* (CHOLESKY—Zerlegung von A),

2. Schritt: LZ=1b (Vorwirtseinsetzen zur Berechn. von ¢), (8.10)

3. Schritt: L*¥=¢ (Riickwértseinsetzen zur Berechn. von 7).

In der Praxis wird man am hiufigsten auf reelle symmetrische Matrizen stossen. Sind diese positiv
definit, so ist es angezeigt, die CHOLESKY—Zerlegung durchzufiithren. Wir geben nachfolgend effektive
Computer—Algorithmen an, die die drei Schritte (8.10) vollziehen:

I. CHOLESKY—Zerlegung fiir reelle positiv definite Matrizen

fir m:=1,2,...,n:
falls a;pm < 0: STOP;
Lym = Vv @mm;
fir j:=m+1,m+2,...,n: (8.11)
ljm = ajm/lmm;
fir k:=m+1,m+2,...,7:
ajk = ajk — l]'m * lk:m- (Ende m,j, k})

N O O W N

II.Vorwirtseinsetzen zur Berechnung von ¢.

fir j:=1,2,...,n:
5:=bj;
fir k:=1,2,...,5—1: (8.12)
s:=5—lj; * cp; (Ende k)
¢j = s/l;j. (Ende j)

a b W N -

II1. Riickwirtseinsetzen zur Berechnung von Z.

1: fir j:=n,n—1,...,1:

2: S 1= Cj;

3: fir k:=74+1,74+2,...,n: (8.13)
4: s =5 —lpj * xp; (Ende k)

5: zj = s/lj;. (Ende j)

Bemerkung 5.24 Speicherplatzreduzierung: Der Wert von a;; wird zuletzt bei der Berechnung
von /i benétigt. Deshalb kann die Matrix L an der Stelle von A aufgebaut werden. Dazu geniigt es,
in (8.11) die Variable [ mit a zu identifizieren. Desgleichen sind in (8.12) die Variable ¢ mit b und
in (8.13) die Variable z mit ¢ identifizierbar. Am Schluss steht also die Losung & an der Stelle des
Vektors b. O

‘ BSP. (5.8.14) ‘ Man erkennt sofort, dass die n x n—-Bandmatrix

5 =2 1
-2 6 -2 1
1 -2 7 =2 1
1 -2 7 =2 1

1 -2 6 —2
1 -2 5




positiv definit ist. Sie ist ndmlich stark diagonaldominant, symmetrisch und erfiillt aj; > 0V j =
1,2,...,n. Also trifft Satz 5.28 zu. Wir 16sen jetzt das System Az = b fiir n = 10 unter Verwendung

des CHoLESkY—Verfahrens (8.10) zu vorgegebener rechter Seite

Mit dem Algorithmus (8.11) berechnen wir zunéchst die Linksdreiecksmatrix L der CHOLESKY—

Zerlegung A = LL*:

Linksdreiecksmatrix L der CHOLESKY—Zerlegung: Dimension n = 10.

2.236 067E+00
—8.944271E~ 01
4.472135E-01
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00

2.524 T00E+00
—6.847516E701
3.960 865501
0.000 000E+00
0.000 000E+00

b:= (4,8,15,20,25,30, 35,40, 25,40)" € R'.

2.280 350E1+00
—7.016 464E-01
4.385290E~01
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00

2.524 701ET00
—6.847 460E~01
3.960 864E 01
0.000 000E+00

2.511511E+00
—6.738 202E~01
3.981 665E 01
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00

2.524 725E 100
—6.847403E 01
3.960 826E 01

2.520 646E100
—6.870092E 01
3.967 2365701
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00

2.318 242E 100
—7.457315E 0L

2.523 783E 100
—6.844673E01
3.962 305E 01
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00

01

2.070507E+00 |

Mit den beiden Algorithmen (8.12) (Vorwértseinsetzen) und (8.13) (Riickwértseinsetzen) berechnen
wir jetzt den Hilfsvektor ¢ durch Losen der Gleichung Lé = b und danach den Losungsvektor Z aus

LTz =¢

oy

4.209 878E+00
6.830 087E+00
9.027 881E+00
1.128 572E 101
1.352 363E 101
1.575971E 101
1.799 596 E 01
1.340 686E 01

| 2.070507E 101

[ 1.788 854K 100 1

r 1.000 000ET0
2.000 000E+00
3.000 000E+00
4.000 000E+00
5.000 000E+00
6.000 000E+00
7.000 000E+00
8.000 000E+00
9.000 000E+00

| 1.000 000ETO!

5.9 Das Vektorprodukt

Im Vektorraum R? fiihrt man aus geometrisch—physikalischen Griinden ein weiteres Produkt
"x":R3 x R® — R? als "#uflere” biniire Verkniipfung zweier Vektoren ein, welche wiederum
einen Vektor liefert.



Definition 5.39 Das Vektorprodukt ”"x” : R? x R? — R? sei diejenige Verkniipfung, die
jedem Paar von Vektoren d,b € R? einen Vektor @ x b € R? gemdf folgender Vorschrift

zuordnet:

(@%b, &) = det(@,b,7) VT eR>. (9.1)

-

(Manchmal setzt man auch @ x b = [@,b] und spricht dann vom &uBeren Produkt oder
Kreuzprodukt.)

Satz 5.41 (a) Das Vektorprodukt d x b € R? ist fir jedes Vektorpaar Ei,l; € R? durch die
Definitionsvorschrift (9.1) eindeutig festgelegt.

(b) In den Komponenten der Standardbasis @ = (ay,ay,a3)T und b = (by, by, b3)T hat das
Vektorprodukt die Komponentendarstellung

Cl2b3 - Cl3b2
axb= a3b1—a1b3 V(i,bER3
a1b2 — Clgbl

hieraus:
(@xb—Ef)=0VZeR*=>dxb-—ce(R})T=0=>dxb=C7C
(b) Wir berechnen det(&, b, #) unter Verwendung der Regel von SARRUS:

B NX XA (a2b3 — azbz) z
det ((i, b, f) = as by 1o | ay by = + (a3b1 — a1b3) )
XX N +  (a1by — azby) x3

a2b3 - a3b2 T
= < asby —ai1bsy |, | xo > = ((_I:Xb,la VfER?’.
a1by — azby 3
Merkregel: Ist €}, &, €3 die Standardbasis des R?, so kann man sich das Vektorpro-
dukt @ x b leicht durch folgende formale Determinante merken:
. e ar by e ar by €1 (a253 - a3b2)
a X b= det 52 a9 b2 = 52 a9 b2 = + 52 (Clgbl — (Zlbg)
53 as b3 53 as b3 + 53 (a1b2 — (Zgbl)
Man beachte die zyklische Indexvertauschung!
Zum Beispiel gelten:
1 3] & 1 3 —4
2 X 2 = 52 2 2 261(2—6)4-62(9—1)—’—63(2—6): 8 s
3 1 | és 3 1 —4
1 —2 ] & 1 -2
2 x| 4] =|& -2 4|=&(12-12)+& (—6+6)+&(4—4)=0.
3 —6 | & 3 —6




Als Motivation fiir die Einfiihrung des Vektorproduktes @ x b diente urspriinglich die Suche
nach einem Vektor ¢ mit den Eigenschaften

(VP1) &Ll dund@Lb,
(VP2) || ist der Fliicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms,
(VP3) die Vektoren @,b, @ bilden ein Rechtssystem.

Wir zeigen nachfolgend, dass diese Forderungen gerade vom Vektorprodukt erfiillt werden.

I
F=1lcl| :
|
T 4c=axb ;|
o
i e
> >
a a
Eigenschaften des Vektorprodukts d x b Volumen des von d,b,d x b aufgespannten
Parallelflachs

Wir diskutieren nun eine Reihe von Eigenschaften und Rechenregeln fiir das Vektorprodukt.

(V1) @Lldxblb.

Denn es gilt ja wegen (9.1)

—

(@ x b,@) = det(a@,b,@) = 0 = det(a, b,b) = (@ x b, b).

(V2) 1@ % b]| = Fp.

Hierin bezeichnet Fp den Flicheninhalt des von den Kantenvektoren d, b aufgespannten Par-
allelogramms.
In der Tat, mit ¢:= @ x b entnehmen wir der obigen Skizze:

Id x B]I* = |1E]* = (@ x b,& = | det(d@, b,)| = [Ver| = Fp -||e].
Nach Division durch ||]| erhilt man nun das behauptete Resultat Fp = ||@ x b

Bemerkung 5.25 Das Volumen Vpp des von den drei Kantenvektoren @, 5,5 € R? aufge-
spannten Parallelflachs hatten wir ja bereits durch Vpp = det(d, b, ) definiert. In der &lteren
Literatur wird ein Parallelflach auch als Spat bezeichnet. Dies liefert eine Rechtfertigung fiir
die folgende O

Definition 5.40 Das Produkt

heifse Spatprodukt der Vektoren d, E, e R3.



(V3) @, b,@ x b bilden V @,b € R? ein Rechtssystem.

Denn es gilt ja mit ¢:=d x b, wie wir oben gezeigt haben:

0< ||@xb|? = (@ x b,é&) = det(a, b, ).

S

(V4) ixb=—(bxd) Va,beR*und@xd=0 VaeR3

Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ, denn es gilt:

(@ x b, Z) = det(@, b, #) = —det(b,d@, %) = —(b x @,&) V& e R>.

a+uﬁ><5: axc)+p bx ¢ c—i,ﬁ,cﬁe , € R.
(V5) (Aad b) A(@ x ©) (bx¢é) Yd,b R3, VA R

Das Vektorprodukt ist linear im ersten Argument, und zusammen mit (V4) erhélt man auch
die Linearitéit im zweiten Argument.
Begriindung von (V5):

(A@+pb) x&EF) = det(\d@+ pb,éz) = X det(a@, & &) + p det(b, &, )
= MNax&D) +pbxed) VieR?
(V6) AN@xb)=\ad)xb=ax (A\b) Va,beR* VAeR

Begrindung von (V6):

=, — —

)
=
=
o
Sl
=.
=
o
-
P>

(V7) ixb=0x

Begriindung von (V7):

(V8) (@xb,&)=(bx & ad) =(¢xab) VabceR>.

Durch zyklische Vertauschung dndert sich das Spatprodukt nicht.
Begriindung von (V8):

det(@, b, @) = det(b, & d) = det(é,d,b), d.h. [@,b,¢]=[b,éa]=[cab]
Fiir die Mehrfachausfithrung des Vektorproduktes gibt es spezielle Formeln:

Satz 5.42 (GrassmANNscher Entwicklungssatz)
Es qilt

@x (bx?d) =0b(@d —cl@b) vabéeR.
(V9)
Merke: bac minus cab, Klammern hinten!

Begriindung: Durch explizites Ausrechnen unter Definitionsverwendung zeigt man:

= =

@x (@xb)=alab) —b(aa). (9.2)

1.Fall: Gilt b x & = 0, so sind die Vektoren g, ¢ LA, und es verschwinden beide Seiten in (V9).



— -

2.Fall: Gilt b x ¢+ 0, so sind die Vektoren 5, ¢ LU, und die Vektoren b, ¢, b x ¢ bilden eine Basis des
R3. Es gilt @ = A\;b+ Xo€+ A3(b x &), und hiermit resultiert:

Ax(bxd) = Mbx(bxd)+AEx(bxd)

(9-2) T 7T Sia 7=

= A1 [b<ba€>_c<bab>]_)\2 [C(C,b)— (Caa]

= b(Mb+ACH+N(bxD),d) —EMb+ A+ N3 (bxE),b)
——
ik 1b

= 5(57 E‘} - E(‘Z g)

Dies war zu zeigen. a

Bemerkung 5.26 Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ. In der Tat, aus dem GRASSMANN-
schen Entwicklungssatz erhélt man mit der Beziehung (V4):

(@%b =b(@, &) —abd£ax (bxa).

~—
X
oy
X

—
ST
X

=

Satz 5.43 (LAGRANGE Identitét)
Es gilt

(V10) (@ % b,&x dy = (@, (b,d) — (@,d) (b,&) Vab,7deR3.

@xb,y) = det(d@b,7) = det(b,7,d) = (b x §,d) = (bx (¢xd),a)
D (@, - d(b,e),a) = (@3 6,d) — (@d 5,0
(V11) 1@ x bl = ||@||||B]| - | sin ¥ (@,5)| = 2 Fp ¥V @,b € R,

worin Fp der Flicheninhalt des von den Kantenvektoren d, b aufgespannten Dreiecks ist.
Begriindung fiir (V11): Wir setzen in (V10) @ = ¢ und d = b. Dann folgt unter Beachtung von

(@,b) = llalllIB]| cos J (d@,b):
@ x Bl = /a2 1512 — (@, 52 = ||al|B] - |sin ¥ (@B).

Die folgende Skizze zeigt, dass dieser Ausdruck den zweifachen Flicheninhalt des von den Kanten-

vektoren d, b aufgespannten Dreiecks angibt.

Die Héhe des Dreiecks betrigt
1Bl - | sin (@, b)|



Anwendungen des Vektorprodukts

Wir stellen hier Anwendungen des Vektorproduktes aus dem Bereich der geometrischen Pro-
blemstellungen im R? vor.

‘BSP. (5.9.1) ‘ Die Standardaufgabe, zu zwei gegebenen Richtungen @,b € R? eine orthogonale

Richtung & @ L & L b, zu bestimmen, wird gem&8 (V1) durch & := @ x b geldst. Sind @ L b
Einheitsvektoren, so folgt aus (V11), dass auch ||¢]| = 1 gilt. Zum Beispiel stehen die Einheitvektoren
¢; € R? der Standardbasis in folgender Relation:

[y
[y

ml@lml
-0 O

w

[y

51)(52:

o O =
Il
N

0
0|=¢e1, &3 x e =
1

S = O

|

L

N

X

S

|
oS
S = O

1
0
0

IR INY]

w
w

Spannen @, b € R3 die Richtung U := span {da, 5} einer Ebene
E=p+U={FeR®: Z=p+Ad+pub, M\pcR}

auf, so wird das Orthogonalkomplement U' von der Einheitnormalen 77y aufgespannt, mit deren
Hilfe man die Hesse-Normalform (HNF) der Ebene E bestimmt:

S

ﬁOZH i = E={ZeR?: (fig,@) = (f0,p)}. (HNF)

QL

QL

=

Das Gegenstiick zur HEsse-Normalform der Ebenengleichung bildet in R? die PLUCKER-—
Normalform der Geradengleichung (PNF):

Satz 5.44 Gegeben seien ein Aufhingepunkt p € R? und eine Richtung 0 # @ € R3, die eine
Gerade G C R? bestimmen:

G={7cR®: #=p+ i, AcR}

Dann gestattet G die folgende Darstellung in der PLUCKERschen Normalform:

G={TeR®: (F—P)xud=0}={FcR?: Txi=pxi=d=const}. (9.3)

Begrindung: Es ist klar, wegen (V7) gilt:
(Z—p)xti=0 & (Z—p), @ sindLA & Z—p=\iQ.
Also beschreibt (9.3) genau die Menge aller Punkte auf der Geraden G : # =p+ A 4. O

Bemerkung 5.27 Die Darstellung G : ¥ xX 4 = px u =: d = const heifft auch Mo-
mentengleichung einer Geraden G. Dieser Begriff ist der Physik entlehnt. Bezeichnet ¢ ein
ortsabhingiges Vektorfeld, welches im Punkte Z € R? angreift, so nennt man m := & x ¥ das
7—Moment im Punkte #. Spezielle Momente sind das Drehmoment m = ¥ X ¢, welches ein
Kraftfeld ¥ im Punkte Z ausiibt. Ferner der Drehimpuls (Drall) m(Z x #) einer Masse m in
einem Geschwindigkeitsfeld . O

‘BSP. (5.9.2) ‘ Abstand und Lotvektor des Punktes 0 auf G. Im folgenden bezeichne stets

—

d:=pxi, dLli.




o F. = [[pxu]| = h-[]ul|
Abstand und Lotvektor von 0 Abstand und Lotfulpunkt von
auf die Gerade G auf die Gerade G
An der linken Skizze liest man sofort ab:
. X U 1|
Abstand vom Ursprung: d(0,G) = “pH_,“ | = H (9.4)
U U

Der Lotvektor £ von 0 auf G unterliegt offenbar den Bedingungen @ L ¢ 1 d. Dieser Bedingung wird
der Ansatz o)

V9 . S o
) =" APl — @ (g, @)

i = X\ (p x @) ||@||?, woraus A = 1/||i@||? folgt.

£y

Ci=X(@xd)=\i x (§ x
gerecht. Wegen (9.3) erschliefen wir 5 X i = £ X

Z:ﬁx(ﬁxﬁ)_ﬁxcf 95)

Lotvektor von 0 auf G: = = ——.
]2 ]2

Bemerkung 5.28 Wie wir oben gesehen haben, fithrt die Parameterdarstellung G: Z=p+ A4
unmittelbar auf die PNF G : Z x @ = p X 4 = d. Liegt umgekehrt die PNF G: ¥ x u
Geraden vor, so gewinnt man mit (9.5) sofort die Parameterdarstellung G :

8y

I

Sy

+

> %
il

O

‘BSP. (5.9.3)‘ Abstand und Lotfuflpunkt des Punktes i € R?® auf G. Der obigen Skizze ist
unmittelbar zu entnehmen:

Abstand des Punktes @ von G:  d(W,G) = (5 “Zjﬂ @ _ e ||1j|)| H (9.6)
a 0
- a0
Lotfupunkt von @ auf G: s =4+ THE (9.7)
0
‘BSP. (5.9.4) ‘ Abstand zweier Geraden. Wir orientieren uns an den folgenden Skizzen:
U G,||G. G,
>

ﬁz\\\\\ Eh \\\\
\\ . \\ Gl
>
P, u

ol

Abstand paralleler Geraden Abstand windschiefer Geraden



1B — ) x| _ |l — d |

Abstand paralleler Geraden: d(G1,Gs) = ]| |||
u u

(9.8)

Bei windschiefen Geraden muss die Lotrichtung ¢ die Bedingung iy | ¥ | s erfiillen, was auf die
Glelchung U = £d(G1,G2)(td; x dg)/||dy x Uz fihrt. Aus der Parameterdarstellung G T =
é + Ajii; = pj + Ajij erhalten wir andererseits ¢ = 7> — 7| = Eg — 61 + Ao Uy — >\1 Ui - erd diese

Gleichung skalar mit iy X 1 multipliziert, so folgt nun +d(G1, G2)||t; X Uz = (62 — El,ul X lg) =
det(ﬁl, ﬁg, EQ - 61)

det (@, iy, Oy — I det @y, @y, Fy — P
Abstand zweier Geraden:  d(G1,Gs) = | det (41, @, &> 1)| = | de (ul_, Uz 32 Pl (9.9)
1 x G| [d1 x s
Wird die Identitit
det (i1, d2, p2 — p1) = — det(p, U, d2) — det(pa, iz, U1) = —(P1 X U1, Ua) — (P2 X Uz, 1)
verwendet, so erhélt man gleichwertig mit (9.9):
dy, i dy, @
Abstand zweier Geraden: d(G1,G2) = I l’u3> + <_, 2,u1)|‘ (9.10)
1 x G|

‘BSP. (5.9.5)‘ Schnittmenge zweier Ebenen. Liegen Ebenengleichungen der Ebenen E; C R3
in der HNF (Z,7;) = «a;, j = 1,2, vor, so ist die Schnittmannigfaltigkeit F1 N Fy genau dann eine
Gerade G, wenn die Normalenvektoren i1, 72 LU sind. Die Richtung @ von G muss 717 1L @ L 79
erfiillen, was durch @ := 7y X 7i9 sichergestellt ist. Es sei G : Z x4 = d die PNF der Schnittgeraden.
Unter Verwendung von (V9) resultiert nun & x (7iy X 7ig) = 7iy (%, fla) — 7ig (T, 71) = Mg — 10q.

Schnittgerade FE NEy;=G: T X (7_7:1 X ’ﬁg) = o Tl] — aq Tio. (911)

‘BSP. (5.9.6)‘ Schnittmenge einer Geraden und einer Ebene. Es seien G : I X 4 = d und

E : (#,1) = a die Normalformen von Geraden- bzw. Ebenengleichung. Fiir jeden Punkt ¥ € ENG
muss dann gelten:

- V!
ixd=iix (7 x @) 2 &, d) — i (z7).
——
=«

Gilt (77, @) # 0, so kann diese Gleichung nach # aufgelost werden. Andernfalls gilt G||E. Wir erhalten:

Schnittpunkt G NE ={z}: (9.12)

‘BSP. (5.9.7)‘ Schnittmenge zweier Geraden in R3. Aus der PNF konnen keine einfachen

Formeln fiir den Schnittpunkt zweier windschiefer Geraden G1,Gy C R3 hergeleitet werden. Geht
man von der Parameterdarstellung G : =p; + Aju;, j = 1,2, aus, so konnen sich G und Ga
h6chstens dann schneiden, wenn

d(G1,Go) = 0 = (dy,ils) + (da, @)

gilt, vgl. BSP. (5.9.4). Man berechnet am schnellsten den Schnittpunkt g = py + A1 @41 = pa + Ao U
durch Lésung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

Al U1 — AU = Po — P

nach einem der Parameter A\; oder As.
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Multiplikationsregel
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negativ orientierte orthogonal, 162, 167
Basen, 248 Orthogonal
neutrales Element, 3, 60 ~basis, 167
Newton —projektion, 201
Verfahren, 103 auf eine Hyperebene, 202
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Gruppe, 185 Matrizen, 218
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Normalform Fldcheninhalt, 247
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Null Pascal, B., 45
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~matrix, 199 Peano, G., 26
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Ordnung der, 81 —element, 232
Vielfachheit der, 81 ~wahl, 234
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Basen, 248 Raabe-Kriterium, 118
Potenz Rang, 190
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—reihen, 123 reelle Zahlen, 1
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dyadisches, 200 Rechte-Hand—Regel, 248
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Kreuz—, 177, 257 Reihe, 108
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hermitesche, 221 konvergente, 109
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orthogonale, 172, 180, 201, 221 Teleskop—, 109
Vektor auf Hyperebene, 180 Reihen, 86
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Punkt, 157 rekursive
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symmetrische, 9
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Richtungsvektoren, 158
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Rotation

Jacobi—, 220
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Sarrus
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Basisergdnzungs—, 154
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Schnittmenge
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Schranke
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untere, 39, 92
Semifakultit, 29
sicheres Ereignis, 48
Signum, 36
Skalaren
—vektor, 138
-vektorraum, 139
skalares
Vielfaches, 139, 145
Skalierung
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Spalten
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—index, 142
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—pivotisierung, 234
—vektor, 138
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Spat, 245
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—orientierung, 248
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Teilfolge, 99
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Tensorprodukt, 200
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Rechenregeln, 201
Tertium non datur, 1
Tetraeder, 247
Transformationsmatrix, 210
transponiert, 200
Matrix, 213
transponierter
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triviale
Darstellung des Nullvektors, 148
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Umformungsverfahren, 33
Umkehrabbildung, 12, 182
Umordnung, 123
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Konvergenz, 91
unendlich

—dimensional, 153
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ungeordnete Probe, 51
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Unterraum

affiner, 195

aufgespannter, 146
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Basis—, 191
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Vietasche Wurzelsitze, 83
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Induktion, 26
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