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Kapitel 6

Funktionen einer reellen
Veranderlichen

6.1 Der Funktionsbegriff, Beispiele

Dieser zentrale Begriff der Analysis ist das angemessene Hilfsmittel, um die Abhdngigkeit
gewisser Groflen von anderen zu beschreiben. Wir haben den Funktionsbegriff bereits in Ab-
schnitt 1.4 auf den Mengenbegriff der Korrespondenz zuriickgefiihrt. Wir wollen hier jedoch
die folgende Zuordnungsdefinition bevorzugen (es sei zum Vergleich auch auf Abschnitt 5.1
verwiesen):

Definition 6.1 (a) Es seien X, Y nichtleere Mengen. Fine Vorschrift f mit der Eigenschaft

VeeX3AyeY: y=f() (A)

heiffe Abbildung (oder Funktion oder Zuordnung) von X in Y.

(b) Das Element y = f(x) heiffe Bild von x unter f, und x heifle ein Urbild von f(z).

(c) Die Menge X heifle Definitionsbereich der Funktion f, hdufig mit D(f) bezeichnet. Die
Menge Y heifle die Zielmenge von f. Die Menge f(X) heiffe Bildbereich oder Wertebereich
von f, den wir in Kapitel 5 (bei den linearen Abbildungen) mit Bild f bezeichnet haben.

Erst die Angaben von Definitionsbereich, Zielmenge und Abbildungsvorschrift legen eine Funktion f
eindeutig fest. Diese drei Erfordernisse werden in der Symbolik

; X =Y, Beispicl f [0,+00) = R,
: zum Beispie :
) ' 7 VT,
vereint zum Ausdruck gebracht. Oftmals gentigt auch die vereinfachende Symbolik
f

f: X =Y oder X=Y oder z— f(z), z€X.
Definition 6.2 (a) Zwei Funktionen f: X — Y und g : M — N heiflen gleich, wenn gilt:
(i) X = M, (i) f(z) =g(z) V2 € X.

Die Gleichheit der Zielmengen ist nicht unbedingt entscheidend.
(b) Der Funktionenraum

Abb(X)Y):={f: X =Y : f ist Funktion}

st die Menge aller Funktionen von X in Y.



Die Funktionsbezichung 2 — f(z) liefert unter anderem eine Information iiber die Anderung
des Funktionswertes f(z), wenn der Wert z geéndert wird. Unter diesem Gesichtspunkt hei-
e x die unabhéngige Verinderliche (oder die unabhéngige Variable), und y = f(z) die
abhéngige Verinderliche (oder die abhéngige Variable). Gelten X,Y C R, so veranschau-
licht man héufig diese Funktionsbeziehung durch eine Kurve: Man zeichnet den Graphen der
Funktion f.

Y a
(x.,f(x)) (xy,f(x.y))
I G(f) G(f)
I
l
1 z
I
l
| y
1 »
X X X
Der Graph einer Funktion der reellen Der Graph einer Funktion der reellen
Variablen z Variablen (z,y)

Definition 6.3 Die von einer Funktion f : X — 'Y erzeugte Teilmenge

G(f)={(x,f(x)) :xe X} CX XY

heiffe der Graph von f.

Die obigen Skizzen zeigen, dass der Graph einer Funktion f im Falle X, Y C R in der Zeiche-
nebene durch eine Kurve veranschaulicht werden kann. Das Hilfsmittel der Veranschaulichung
von G(f) ist auch noch dann anwendbar, wenn X C R? und Y C R gelten.

Dem Leser wird empfohlen, sich an dieser Stelle nochmals die iiberaus wichtigen Begriffe der Sur-
jektivitat, Injektivitdt und Bijektivitit fiir f € Abb (X,Y) aus Abschnitt 5.1 in Erinnerung zu ru-
fen. Dariiber hinaus sollten ihm auch die folgenden Begriffe vertraut sein: Hintereinanderausfithrung
oder Kompositum, Rechts—, Linksinverse, Inverse oder Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion, Ein-
schrinkung oder Restriktion, Fortsetzung oder Erweiterung. Wir verweisen hier auf die Abschnitte
1.4 und 5.1.

Definition 6.4 FEine Abbildung f : X — Y heiffe Funktion einer reellen Verinderlichen x:
x +— f(x), wenn der Definitionsbereich X = D(f) C R aus einem Intervall oder einer (nicht
notwendig endlichen) Vereinigung von Intervallen besteht.

Wir geben nun eine Reihe gebrduchlicher Funktionen einer reellen Verénderlichen x an.

‘BSP. (6.1.1) ‘ Die lineare Funktion: Das ist die Funktion

f(z):=ax Vz €R, a€cR fest.

Es gilt hier offensichtlich
D(f)=R, Bidf={ ™ ° a#0,
= y 1 =
{0} : a=0.

Die lineare Funktion enthélt die folgenden Spezialfille:

(i) Die identische Funktion f(z) := z. (ii) Die triviale Funktion f(z) :=0V z € R.



ya y
b
al-----
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1 X /_'Q X
a
Die lineare Funktion f(z) :=aux Die affine Funktion f(z):=ax+b

‘BSP. (6.1.2) ‘ Die affine Funktion: Das ist die Funktion

f(z):=az+b VzeR, abeR fest, b#0.

Es gilt hier offensichtlich
D(f)=R, Bidf—i X =70
- PR E {b} : a=0.

Die affine Funktion enthélt den folgenden Spezialfall:

Die konstante Funktion f(z) :=bVz € R.

‘BSP. (6.1.3) ‘ Die ganzrationale Funktion: Das ist die Funktion

n
f(z):= Zakwk YVreR, ag,ai,...,a, € R fest.
k=0

Es gilt hier wiederum D(f) = R, wihrend sich Bild f im allgemeinen Fall nicht einfach spezifizieren
lasst. Fiir a, # 0 ist f(z) = P,(z) ein Polynom vom Grade n.

‘BSP. (6.1.4) ‘ Die gebrochen rationale Funktion: Das ist die Funktion

Py(z)  apz" + an_12" L+ -+ a1z +ap

f(x) = Qm((II) B bme‘m + bm—lxm_1 +ot bliE + b()’

D(f) = {z €R : Qu() #0}.

Hierin sind ag, ay,...,a, € R und by, by, ..., b, € R fest vorgegeben.

Ya Ly !
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Die Funktion f(z):=1 Die Funktion f(z) := L mit

mit D(f) = R\ {0} = Bild f D(f) =R\ {-1,1}, Bild f = R\ [0,1)
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Die Funktion f(z) := 1-1—# mit Die n—te Wurzelfunktion mit
D(f) = R und Bild f = (0, 1] D(f) = [0, +00) = Bild f
‘BSP. (6.1.5) ‘ Die n—te Wurzelfunktion: Das ist die Funktion
f):=Yz Y >0 neN fest.
|BSP. (6.1.6)| Der Absolutbetrag: Das ist die Funktion
f(z):=]z| Yz € R mit D(f) =R, Bildf = [0, +00).
Ya Va
1
1h------ . >
: -1
1 X
Der Absolutbetrag Die Signumsfunktion
‘BSP. (6.1.7) ‘ Die Signumsfunktion: Das ist die Funktion
1:z2>0,
f(z) :==signz = 0:2=0, mit D(f)=R, Bildf={-1,0,1}.
-1:2z<0

|BSP. (6.1.8)| Die Entire—Funktion: Das ist die Funktion

f(z) ==[z] mit D(f)=R, Bildf=2.

Hierbei bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl p € Z mit p < z.




1 ) O @ 1 I —
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M
Die Entire—Funktion Charakteristische Funktion der Menge M

‘BSP. (6.1.9) ‘ Die charakteristische Funktion einer nichtleeren Teilmenge M C R: Das ist die
Funktion

mit D(f) =R, Bildf = {0,1}.

f(2) 3:XM($):{ 1:xe M,

0:z¢M

‘BSP. (6.1.10)‘ Die DIRICHLET-Funktion: Das ist die charakteristische Funktion der Menge Q
der rationalen Zahlen

f(z) == xqlz) = mit D(f) =R, Bild f = {0,1}.

1 : x rational,
0 : z irrational

‘BSP. (6.1.11) ‘ Die stiickweise konstante Funktion (Treppenfunktion):

Definition 6.5 Es sei() # I C R ein endliches Intervall mit Randpunkten a,b, a < b. Eine Familie
Zp = {I,1Is,...,I,} von Teilintervallen I; C I heifle eine endliche Zerlegung (kurz: Zerlegung)
von I, wenn gilt:

(i) a=z9<z1 <9< <1 1 <Tp := b, (1.1)
(ii) I; hat die Randpunkte ;1 und z;, I;#0 Vj=1,2,...,n, (1.2)
(i) Lnk=0,j#k |JL=1I (1.3)

j=1

Eine Funktion f : I — R heifie eine Treppenfunktion beziiglich der Zerlequng Z,,, wenn gilt:

n
f(z) ::ZC]‘X]J.(J?) Vzel, c,c,...,cn €R fest.
j=1

Eine Treppenfunktion f(z) hat mit anderen Worten auf dem Teilintervall I; den konstanten Wert
¢;. Es folgen D(f) = I und Bild f = {c1, ¢2, ..., ¢y }. Durch Hinzunahme von

C_oo VI € (—00,a),
flz):=
Cioo YV € (b,400),
kann der Definitionsbereich D(f) auf ganz R erweitert werden. Zahlenbeispiel:
15 : z € (=3,—1),
I:= (_372]7 f($) = -l:ze [_17\/5)7
Tz € (V2,2



‘BSP. (6.1.12) ‘ Die stiickweise affine Funktion: Es seien I und Z,, wie in BSP. (6.1.11) erklért.
Wir setzen

n
f(z):= Z(ij+dj)X]j(x) Veel, ¢j,dj €R fest.
j=1

Dann ist f auf jedem Teilintervall I; die affine Funktion f(z) = cjz + d;. Schlieflen sich die affinen
Teilstiicke in den Randpunkten der Intervalle ohne Sprung, so heifle f ein Polygonzug oder ein
linearer Spline.

Die stiickweise affine Funktion
(Polygonzug)

‘BSP. (6.1.13) ‘ Vektorwertige Funktionen: Es seien

D(z;) - R,
i () =1,2,...,n,
t = @),
n
Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich § # D := (| D(z;) C R. Dann ist eine vektor-
=1

]7
wertige Funktion 7 : D — R" durch die folgende Vorschrift erklart:

)= | . Vte D mit D(&) =D, BildZ C R".

1)

Zum Beispiel: Z(t) := (%°1) = (cost,sint)” V ¢ € [0,27].

sint

‘BSP. (6.1.14) ‘ Matrixwertige Funktionen: Es seien

D(ajk) — R,
ik t— ajk(t),

Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich  # D := [} D(ajr) C R. Dann ist eine
=1, m

J .

matrixwertige Funktion A : D — R(™") durch die folgende Vorschrift erklirt:

a1 (t) -+ ap(t)
A(t) = : : Vte D mit D(A) =D, BildA c R(mn),
am1 (t) ot Amn (t)




t t—sint

7 Beispiel: A(t) :=
um Beispie (t) l%ﬂ 1+ cost

] cR(22 VteR.

Im Regelfall ist die Abbildungsvorschrift, nach welcher die Werte f(z) einer Funktion f zu
berechnen sind, ein formelmdfiger Ausdruck fiir f(x); man vergleiche die oben angegebenen
Beispiele (6.1.1)—(6.1.10).

Definition 6.6 Der maximale oder natiirliche Definitionsbereich D, (f) CR einer Funk-
tion f der reellen Verdnderlichen x ist diejenige Menge, die zu jedem ihrer Punkte x € Dpax(f)
einen formelmdafligen Ausdruck fir f(z) zuldsst, wihrend f(x) fir © # Dmax(f) nicht defi-
nierbar ist.

‘ BSP. (6.1.15) ‘ Die folgende Tabelle enthilt einige Funktionen und ihre maximalen Definitions-
bereiche:

Dmax(f)

=y ~
&
K| =

x|+ — (—o0, —1] U (0, +00)

2 —1

T+5

R\ ({=5}U(-1,1))

(sin z)3/2 U I, mit I, := [2n7, (2n + 1)7]
nez

Ist D(f) nicht angegeben, so ist stets der maximale Definitionsbereich vorauszusetzen.

Wir behandeln im folgenden ausschliefllich Funktionen f : X — Y einer reellen Verdnderlichen
x, das heifit, es wird stets X C R angenommen.

Definition 6.7 Es sei Y ein Vektorraum tiber dem Korper K.
(a) Fine Zahl xy € X heiffe Nullstelle von f: X =Y, wenn f(xy) =0 gilt.

(b) Fir f,g € Abb(X,Y) sind die Summe f + g und das skalare Vielfache \ f, A € K,
punktweise erkldrt durch

1) (f +9)(x) := f(x) + g(x), (ii) A f)(z) == Af(z) VoeX

In diesem Sinne ist die Menge
Abb(X,)Y):={f: X =Y : D(f) =X}
ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Bemerkung 6.1 Wir haben in (a) den Nullvektor mit ”0” bezeichnet anstatt mit ”0”, da
wir in der Regel die Vektorrdume ¥ = R und Y = C als Zielmengen betrachten werden. 0O

Produkt— und Quotientenbildung von Funktionen sind nur moglich, wenn diese Operationen
in der Zielmenge Y erlaubt sind, das heifit, wenn Y ein Korper ist.

Definition 6.8 Fs sei K ein Korper, und es seien f,g € Abb (X, K) gegeben.
(a) Das Produkt fg ist punktweise erklirt durch

(fg)(z) = f(z)g(z) Ve X.




(b) Der Quotient f/g ist auBerhalb der Nullstellen von g punktweise erklirt durch

(i> (z) = e Ve X\{x : g(xo) = 0}.

g g9(z)

‘BSP. (6.1.16) ‘ Fiir f(z) := \/z und g(x) := sinz gelten auf der Menge X := [0, +00):

sinx

(fg)(z) := vz sinz Yz € X, (g) (z) = Vo Vze X\ {nr:née&Npy}.
Man beachte, dass 0 # D(f/g) gilt.

Definition 6.9 Es secien K := R oder K := C der Korper der reellen bzw. der komplexen
Zahlen. Der Betrag |f| der Funktion f: X — K ist punktweise erkldrt durch

|f|(z) == |f(z)| Yz € X.

Ist speziell K := R, so geben fir f,g € Abb (X, K) die folgenden Definitionen einen Sinn.
Der positive Teil f*, der negative Teil [, das Maximum max{f, g} und das Minimum
min{ f, g} sind punktweise erklirt durch

f(@) = f(z) =20,

) ::{ 0 i fl) <o,

(max{f,g}) (x) := max{f(z), g(z)}, (min{f,g})(z):=min{f(z),g(z)}.

Ay Ay Ay
171(x) /\ y Y) ) /\
/I ‘\ // ;'( /I ‘\ // ;’( // ‘\ // );(
/(%) N /(%) N /f(x) NN
Der Betrag von f Der positive Teil von f Der negative Teil von f
Man priift die folgenden Zusammenhénge leicht nach:
Satz 6.1 Es seien f,g € Abb (X, R) gegeben. Dann gelten:
+ - + - 1 -1

max(f,o} =5 (f+o+17 — g, min{f}=3(F+o-17—gl|  (13)




‘BSP. (6.1.17) ‘ Fiir ein festes zp € R setzen wir f(z) :=z —zp V = € R. Es gelten

T—x) @ T > T, { 0 T T > T,

(z —20)" = { (z — )™ =

0 : < T, o —x : x < T,
und man sieht sofort
T —xy @ T > Xp,

(x—$0)++($—$0)_:|$—:1:0|:{
o —T <X

6.2 Polynominterpolation

Es sei K := R oder K := C der Korper der reellen oder komplexen Zahlen. Von der Funktion
f € Abb (R, K) seien einige Werte y = f(x) aus Funktionstafeln oder aus Versuchsergebnissen
numerisch vorgelegt. Es erhebt sich die Frage, wie mit Hilfe der schon vorhandenen Werte
weitere Funktionswerte wenigstens ndherungsweise bestimmt werden kénnen. Die Behandlung

dieser Aufgabe heifit

Interpolationsproblem. Gegeben seinen n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen
%0, %1, ..., € R und dazu n 4+ 1 (nicht notwendig verschiedene) Stiitzwerte
vo = f(zo),y1 := f(z1),...,yn = f(z,). Bestimme eine geeignete Interpolati-
onsfunktion ¢ € Abb (R, K), die die folgenden Interpolationsbedingungen erfiillt:

yj=¢(r;) Vj=0,1,...,n. (IP)

Eine einfache Losung hat man im Falle n = 1:

Ya
/f(X)

Yo

Xo—— — — — —

Interpolation durch eine affine Funktion

Die Funktion f(z) wird im Intervall [z, z;] durch die Sehne ersetzt; diese ist ein Polynom

vom Grade 1:
Y1 — Yo

1 — Zo

o(x) ==y + (r—mo), x<z<x].

Beachte: Polynome bieten sich wegen ihrer einfachen Moglichkeit der Funktionsauswertung

durch das HORNER—Schema besonders zur Lésung des Interpolationsproblems an. Wir setzen
deshalb:

K,[z] := {P, : Py(z) == ", Polynom mit Grad P, < n}.
k=0

In K, [z] ist das Interpolationsproblem eindeutig 16sbar:



Satz 6.2 Zu beliebig vorgegebenen n + 1 Stiitzpunkten (z;,y;), 7 =0,1,...,n, mit z; # xy
fir j # k, gibt es genau ein Polynom P, € K,[z], welches die Interpolationsbedingungen
erfillt:

P,(zj)=y; Vi=0,1,...,n. (IP)

Dieses ist das LAGRANGE—Interpolationspolynom

= éijj(x), (2.1)

worin L; das j—te LAGRANGEsche Polynom vom Grade n bezeichne:

L;i(z):= ln‘[ (x—xr) (z—m) (v —2j_1)(® — 1) - (v —2p)

p (wj —ok)  (wg = @)+ (25 — wjm1) (25 — wjpn) - (25 — 2)

(2.2)

Begrindungen: (a) Zur Eindeutigkeit: Wiren Py, Q, € K, [z] zwei Polynome mit der Interpolations-
eigenschaft (IP), so hitte das Differenzpolynom P(z) := P,(z) — Qn(z) mit Grad P < n mindestens
die n + 1 verschiedenen Nullstellen zg,z1,...,T,. Sofern nicht P = 0 ist, widerspricht dies dem
Fundamentalsatz der Algebra.

(b) Die Polynome L; aus (2.2) mit Grad L; = n haben offenbar die Eigenschaft

L () 1 fir j =k, (2.3)
i(xg) =0 := .
PR 0 fiie g #

Somit 16st das Polynom P, € K, [z] aus (2.1) offenkundig das Interpolationsproblem. O

‘BSP. (6.2.1) ‘ Man bestimme fiir n = 2 das Interpolationspolynom P € Ry[z] bei Vorgabe der
Stiitzpunkte

(z —1)(z - 3)
_ (z=0)(z=3) 1
L) = Gga—g ~ 2
01
Llo) = G=He-n ~s°@ Y

Setzt man dies in (2.1) ein, so erhélt man das gesuchte Interpolationspolynom

Pz) = —é (z—1)(z—3) — %x(ac—?)) + %m(x— ), P2) = 2

Bemerkung 6.2 Das LAGRANGE-Interpolationspolynom (2.1) gestattet die folgende Darstel-
lung:

A




Beachte: Speziell fiir y; :=1, j=0,1,...,n, folgt aus (2.4):

1:Pn(x):(é )\j ;

) @ —=), also [[(@—2)=1/>p; VaeR.  (25)
=257 i i=0 j=0
N——

Verwenden wir (2.5) in (2.4), so erhalten wir die

Baryzentrische Formel der LAGRANGE—Interpolation: Mit den Stiitzkoffizienten

Aj::1/1'[(xj—xk), i=0,1,....n, (2.6)
k=0

ki

und den von der Neustelle z abhéngigen Hilfsgrofien

Aj

)
l‘—LUj

= j=0,1,...,n, (2.7)

gestattet das LAGRANGE-Interpolationspolynom P, aus (2.1) die Darstellung a

> 1y,
j=0

n

> 1
=0

P,(x) = VzeR. (2.8)

Rechentechnik und Aufwandsoptimierung. Zu gegebenen Stiitzstellen zg, z; ..., x, berechnet man zu-
erst die Stiitzkoeffizienten A; gemif der Vorschrift (2.6). Fiir jede Neustelle  konnen die Gewichte p; gemaf
(2.7) sukzessive in der Reihenfolge j = 0,7 = 1,...,j = n berechnet werden, wobei man gleichzeitig die zwei
Summen (2.8) formt. Der so entstehende Rechenaufwand kann bei geschickter Rechnung etwa noch halbiert
werden, wenn man folgenden Zusammenhang beachtet. Angenommen, zu xg, 1, . .., Z, seien die Stiitzkoeffi-

zienten \; = )\;n) bekannt. Fiir eine weitere Stiitzstelle z,,; gilt dann wegen (2.6):
(1) )\(n)
At — T 01,0, 2.9
T N (29

Das heiBt, A"*",j = 0,1,...,n, entsteht aus A" durch eine einzige Division. Der fehlende Stiitzkoeffizient

J
)\gfll) kann auf Grund folgender Eigenschaft berechnet werden:

Satz 6.3 Gegeben seien die paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg,x1,...,x, € R. Dann gilt fir die Stiitz-
koeffizienten \; = /\gn) die Relation

SAW =0 fir n>1 (2.10)
j=0

Begriindung: Aus (2.4) folgt offenbar die Darstellung

P,(z) = Zyj)\;n) - H(a: —xz;) =z"- Zyj/\g-n) + 2" Ya, 1+ -+ ap. (2.11)
j=0 =0 i=0
Im Sonderfall y; :=1V j =0,1,...,n, resultiert wieder P,(z) =1, und somita; =0V j=1,2,...,n, ap =1

Insbesondere gilt a, = > Ag-") =0, also (2.10). |
j=0



Die Stiitzkoeffizienten /\g-k) konnen jetzt fir k = 1,2,...,n aus der Rekursion (2.9) und der Beziehung (2.10)

sukzessive berechnet werden, sofern ein Startwert /\(()0) vorgegeben ist. Um einen solchen zu bestimmen, setzen
wir in (2.6) n = 1 und die Stiitzstellen xq,z1 ein:

1 1
A = _ W

) —_ 0 .
To — T1 Tr1 — To

AW =

Vergleicht man dies mit (2.9) und (2.10), so gelangt man zum Startwert )\(()0) = 1 und hiermit zu folgendem

Algorithmus zur Bestimmung der Stiitzkoeffizienten.

Einlesen von zg,z1,...,Zx;
Ao = 1;
fir k:=1,2,...,n:
s:= 0 (2.12)

fir 7:=0,1,...,k—1:
Aji=Aj/(zj —xr);s :=s+ Aj; (Ende j)
Ai := —s. (Ende k)

~N O O WN e

Sonderfall: | Aquidistante Stiitzstellen. Das ist der Fall xj := x9 + jh fiir festes h > 0 und
j=0,1,...,n. Aus (2.6) erhalten wir jetzt:

ot (U

)\j—l/g(xj—l’k)—w- ] . (213)
h#i

Da es in der Formel (2.8) offenbar nicht auf einen gemeinsamen Faktor in den Gewichten y;

ankommt, kann die Konstante (—1)"/(h"n!) in (2.13) fortgelassen werden. Man gelangt so zu
Ersatzkoeffizienten

koL (7 -
Aj = (—1)]<,>, j=0,1,...,n, (2.14)

mit denen man jetzt die Interpolationsformeln (2.7) und (2.8) aufbaut. Die Zahlen A} lassen
sich wiederum rekursiv berechnen:

_ on—Jg+1 .,

PR i=1,2,...,n. (2.15)

Das LacraNGEsche Interpolationspolynom (2.1) hat den Nachteil, dass die Berechnung von
L;(z) vollkommen neu durchgefiihrt werden muss, wenn sich die Zahl der Stiitzstellen erhsht.
Dieser Nachteil wird beseitigt, wenn das (eindeutig bestimmte) Interpolationspolynom in der
NEwTONschen Form

n

Pa(a) = co+ Y e [L(w =) (2.16)

angesetzt wird. Die unbekannten Koeffizienten cy,cq, ..., ¢, lassen sich prinzipiell aus den
Interpolationsbedingungen (IP) y; = P,(x;) V j =0, 1,...,n berechnen. Diese fithren auf das
folgende lineare Gleichungssystem:

Pn(xO) = Cp = Yo, )
P,(x1) = ¢y + ¢1(z1 — ) = Y1,

Po(2) = co + c1(z2 — 20) + c2(z2 — 20) (T2 — 71) = Y2, (2.17)

P,(z,) =co+cr(xn —x0) + -+ (T — 20)(Tn — 1) - (T — Tpo1) = Yn- |



Aus der Dreiecksgestalt des Systems (2.17) resultieren sofort folgende Vorteile der NEwTON-Inter-
polation:

e Beginnend mit ¢y := yo kénnen die ¢; sukzessive aus (2.17) berechnet werden.

e Bei Hinzunahme einer (oder mehrerer) Stiitzpunkte (zy11,%n+1) braucht lediglich ein neuer
Koeffizient ¢, 1 berechnet zu werden (bzw. eine entsprechende Anzahl neuer Koeffizienten),
wihrend die alten Koeffizienten ¢y, c1, ..., ¢, unverindert bleiben.

e Das NEwToN—Interpolationspolynom (2.16) gestattet die Darstellung
Po(z) = [+ [[en(® — Zn-1) + cn—1](x — Tn—2) + cn—2](® — Tp—3) + - -- + c1](z — @0) + co.

Somit kann die Berechnung eines interpolierten Wertes P, (z) fiir eine Neustelle 2 nach einem
HorNER-artigen Schema erfolgen:

Cn—1 Cn—2 T

+ + + + +
0 ((II - xn_l)dn_l ((II - :En_Q)dn_Q s ((II — (L‘1)d1 (:E - :E())d()

T |dy 1/ dp—2 a dy—3 e do a

Sind die Koeffizienten c; bereitgestellt, so hat man den folgenden

Algorithmus zur Berechnung von P, (z) an einer Neustelle z:

1: P = Cp;
2: fir j:=n—1,n—2,...,0: (2.18)
3: p:=cj+ (x —x;) xp. (Ende j)

Es kommt jetzt noch darauf an, ein einfaches und effizientes Verfahren zur Berechnung der
Koeffizienten c¢; aufzufinden. Dazu treffen wir die folgende

Definition 6.10 Die eindeutig durch k + 1 Stitzpunkte (z;,v;), j = 0,1,...,k, festgelegten
Koeffizienten ¢y, in (2.17) bezeichnen wir mit

ck =: flro,x1, ..., 2], k=0,1,...,n. (2.19)

Sind jo, Ji,---,Jk trgendwelche k + 1 paarweise verschiedene Zahlen aus der Indermenge

{0,1,...,n}, so bezeichnen wir das Teilinterpolationspolynom zu den k + 1 Stitzpunkten
(Tjo> Yio)s - - -5 (Tj» Yj.) mit Pjojy...i, (). Es gelten also die Interpolationsbedingungen

PjOjl"'jk(xjm) =Y, M= 0,1,...,]{). (220)

Das Teilinterpolationspolynom Pj;,...;, (x) hat den Grad P;;,..;, <k, und der Koeffizient der
héchsten Potenz z* ist gerade f|z;,, 2, ..., % ] Zur rekursiven Berechnung dieses Koeffizi-
enten zeigen wir:

Satz 6.4 FEs gelten fiir alle v € R die folgenden Rekursionsformeln:

Pi(r)=vy;, j=0,1,...,n, (2.21)

($ B Ijo)‘F)jle"jk ($) - (I B xjk)‘F)jOjl"'jk—l(x)

(xjk - $j0)

Pjojy g () = L 1<k<n| (222




Begriindung: (2.21) stellt das Interpolationspolynom O-ten Grades durch den Stiitzpunkt (z;,y;) dar.
Das ist offenbar die Konstante P;(z) = y;. Zum Beweis von (2.22) bezeichnen wir die rechte Seite
von (2.22) mit P(z) und zeigen, dass P(z) die Eigenschaften von P, ...;, (z) besitzt. Trivialerweise
gilt Grad P(x) < k, ferner folgt aus (2.20):

P(zj,) = Pjgji iy (Tjo) = Yior  P(25,) = Piyjoeii (T5i) = Yjps
sowie firm =1,2,...,k —1:

P(z;,) = () = %)(?;j@ :Sﬂar)n = i) Yim
Jk Jo

= yjm‘
Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms resultiert daher P(z) = Pjg;,...;, (). a

Bemerkung 6.3 Werden nun in (2.22) auf beiden Seiten jeweils die Koeffizienten vor der
(hochsten) Potenz x* miteinander verglichen, so resultieren mit den Bezeichnungen (2.19) die

gesuchten Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten f|x;,, z;,,...,2;,]: O
f[xjo,le, P 7xjk:| = f[ J12 )2 ! Jk] f[ Joo *J1 ) ]k—l] ) (223)
Lij, — Ljo

Definition 6.11 Die Zahl f[z;y, %}, .., xj, | heiffe die den Stitzstellen xj,, x;,, ...,z , zuge-
ordnete k—te dividierte Differenz. Die Auswertung der Rekursionsformel (2.23) erfolgt unter
Verwendung der Startwerte flx;] == y;, j = 0,1,...,n, im Schema der dividierten Diffe-
renzen, zum Beispiel fiir n = 4:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
zo || Yo = f[zo]
flzo, 1]
T | y1 = flz] ‘f[l“o,m,@] ‘
flr1, 2] ‘f[$0,$1,332,$3]‘
T2 | Y2 = flzo] flr1, 22, 23] ‘f[$0,$1,$2,$3,$4]‘
flawa, z3] flwr, w9, 23, 34]
T3 | y3 = flzs] flr2, 73, 4]
flr3, 4]
Ty | ys = flz4]

Die Bearbeitung des Schemas der dividierten Differenzen erfolgt spaltenweise von links nach
rechts. Die gesuchten Koeffizienten ¢; des NEwToN-Polynoms (2.16) stehen in der obersten
Schrégzeile als eingerahmte Grofien. Es gelten beispielshaft die folgenden Formeln:

flag,z1] = M, f[xg,u]:M,

X1 — Zo Ty — T3

floy, w9, 23, 24] = f[xz,xg,m]—f[xl,@,xg]‘
Ty — X1

Bei rechnerméfliger Auswertung des obigen Schemas konnen die sukzessive berechneten Spalten
in einem Vektor ¢ mit n + 1 Komponenten abgespeichert werden. Da nur der Wert der obersten



Schriigzeile relevant ist, berechnet man die Spalten jeweils von unten nach oben, so dass zum Schluss
der Vektor ¢ die Koeffizienten des NEwToN—Polynoms (2.16) enthilt.

Algorithmus zur Berechnung der c;.

Einlesen von (z;,y;), j:=0,1,...,n;
fir j:=0,1,...,n:
¢j :=y;; (Ende j)
fir k:=1,2,...,n:
fir j:=n,n—1,...,k:
Cj 1= (C]' — Cj_l)/(x]' — (I,‘j,k). (Ende j,]f)

(2.24)

D O W N -

‘BSP. (6.2.2) ‘ Man berechne das Schema der dividierten Differenzen fiir die Stiitzstellen z; :=
0, 0.5, 1.5, 2.5, 3.0 und die Stiitzwerte y; := sinz;, j = 0,1,2,3,4, die man mit Taschenrechnerge-
nauigkeit (6 Nachkommastellen) bestimme. Ldosung: Es gilt hier n = 4, und somit

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4

2o = 0.0 | [0.000000]
[0.958 852]
21 =0.5| 0.479426 —0.293 855

0.518 069 | —0.065876 |

2o =15 0.997495 —0.458 546 0.037 260
—0.399023 0.045 904

x3 =25 0.598472 —0.343 787
—0.914704

x4 =30 0.141120

Das NewTon-Interpolationspolynom erhélt damit die Form
}ﬂ(x)::m{0958852—k(m——Oﬁ)[——0293855—F(x——15)(——0065876—F(m——ZB)O037260)]}.

Zum Beispiel berechnet man seinen Wert an der Neustelle z := 7 zu Py(z) = 0.999 993.

Sonderfall: | Aquidistante Stiitzstellen. Gilt z; := z + jh fiir festes h > 0 und j =

0,1,...,n, so vereinfacht sich die Berechnung der k—ten dividierten Differenzen nach dem
Schema (2.23) ganz erheblich.

Satz 6.5 Zu den gegebenen Stitzwerten vyo,y1, ..., Y, Seien die k—ten absteigenden Diffe-
renzen AFy; wie folgt rekursiv definiert:

Ay =y, AFy =AMy, — ARy 5=0,1,...,n—k, k=1,2,...,n. (2.25)

Hiermait gilt:

1 .
fleg, wjpr, . wjp] = W'Akyj, j=0,1,....n—k, k=1,2,...,n. (2.26)

Begriindung: Wir fithren vollstindige Induktion nach & < n durch.
Verankerung: Fiir k = 0 gilt definitionsgemi A%, = y; = flz;]V j = 0,1,...,n. Fiir k = 1 folgt
aus (2.23) und (2.25):

1
(AO?/]'H - Aoyj) =1 Aly;.

S| =

(Floja] = flmj)) =

SIS

flzj,zj] =



Vererbung: Die Formel (2.26) sei bereits wahr bis zum Index k£ — 1. Unter Verwendung von (2.25)
erhélt man aus dieser Induktionsannahme:

Afy; = APy — Afly,
= (f[xjH, Tjt2, . Tipk] — flTj, Tj41,. .. ,$j+k—1]) (k —1)!ph-t
= f[xj,xj+1,...,xj+k]-kzh(kz—1)!hk_1.
Nach Division durch k!h¥ resultiert nun die behauptete Relation (2.26). 0

Die Formel (2.26) zeigt, dass die k—ten absteigenden Differenzen A*y; aus dem folgenden Dif-
ferenzenschema berechnet werden konnen, welches genauso strukturiert ist wie das Schema
der dividierten Differenzen:

k=0|k=1\k=2|k=3|k=4
Yo
Alyo
W AQ?JO
Alyl A3y0
Y2 AZ?JI A4y0
A1y2 A?’?h
Ys AZ?Jz
A1y3
Ya

Merke: | Liickendifferenz = unterer Wert minus oberer Wert!

Die gesuchten Koeffizienten ¢, des NEwToNschen Interpolationspolynoms sind nun durch die
folgenden Formeln gegeben:

1
LAY

C

- ARy, (2.27)

Satz 6.6 Das eindeutig bestimmte NEwTON—Interpolationspolynom vom Grade héchstens n,
das in den dquidistanten Stiitzstellen x; = xo+ jh die Stitzwerte y;, j = 0,1,...,n, annimmt,
hat die Darstellung

n Ak:yo
IR

(x —mo)(x —x1) -+ - (T — @p1). (2.28)

Pn(l‘) =1%o +
k

Dabei kinnen die Koeffizienten A*yqy in der obersten Schréigzeile des Differenzenschemas ab-
gelesen werden.

Wird die relative Distanz der Neustelle z zu zy geméf

r — X

t:=
h

(2.29)

definiert, so erhilt man:

F;k(w_xo)(x—xl)“-(x—xk—l): t(t_l)mkgt_kﬂ) - (li)




Deshalb resultiert aus (2.28) die Interpolationsformel von NEWTON-GREGORY:

n ¢ ‘
P(z) =yo + Z (k) AFyy mit ¢:= +(z — 20). (2.30)
k=1

Die Auswertung von (2.30) erfolgt wieder mit einem HORNER-artigen Algorithmus. Aus den Vorga-
ben zg,z und dy := yo, d), := AFyg fiir k = 1,2,...,n berechnet man:

1: t:=(z —zo)/h;p = dy;

2: fir j:=n—1,n—2,...,0: (2.31)

3: p:=px*(t—7)/(j+1)+dj. (Ende j)

‘BSP. (6.2.3)‘ Wir greifen nochmals das BSP. (6.2.2) mit der Funktion y = sinz auf, die wir
jetzt an den dquidistanten Stiitzstellen z; := 0.57, j = 0,1, 2,3, 4, interpolieren wollen. Wir rechnen
wieder mit Taschenrechnergenauigkeit. Es ergibt sich das folgende Differenzenschema:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4

00
0.5] 0.479426 —0.117 381

0.362 045 | —0.088 640 |

1.0 | 0.841471 —0.206 021 0.050 439
0.156 024 —0.038201

1.5 | 0.997495 —0.244 222
—0.088 198

2.0 0.909297

Zum Beispiel errechnet sich hieraus der interpolierte Wert an der Neustelle z := 5 mit der relativen

Distanz ¢ = m nach (2.31) zu Py(z) = 1.000 107.

Von Interesse bei der Losung des Interpolationsproblems ist noch die Beantwortung der Frage
nach der Grofle des Interpolationsfehlers

Fo(z) = [f(z) = Bal)].

Eine befriedigende Antwort kann erst mit Hilfsmitteln der Differentialrechnung gegeben wer-
den, und wir verschieben das Problem auf den Abschnitt 7.9. Wir kénnen jedoch schon jetzt
eine leicht nachpriifbare Bedingung fiir f formulieren, mit deren Hilfe der Fehler F,,(x) bequem
abgeschitzt werden kann.

Definition 6.12 FEine Funktion f genigt auf dem Intervall [a,b] C R einer LipscHITZ—
Bedingung, wenn eine LipscHITZ—Konstante L > 0 so bestimmt werden kann, dass gilt

|f(z) = fW)| < Lz —y| Va,y €la,b]. (2.32)

Wie in einem der folgenden Abschnitte noch zu zeigen sein wird, geniigt jedes Polynom P(z)
auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R einer LiprscarTz-Bedingung. Hat zum Beispiel
das NEwToN-Interpolationspolynom P, (x) auf [a,b] die Lipscuirz-Konstante M, so gilt fiir
jede Stiitzstelle xy:

Fu@) < |f(2) = F@)l+ |F(2) — Pul@e)| +IPu(ay) — Pu(o)]

~~

=0

< (L+M)|z—2¢| Yz e€lab].




Bei dquidistanten Stiitzstellen xj mit der Schrittweite h > 0 hat man somit die Fehler-
abschitzung

|f(z) — Po(z)| < = (L+ M) Vz € [a,b].

| S

6.3 Grenzwerte von Funktionen einer reellen Verinder-
lichen

In diesem Abschnitt bezeichnen wir wieder mit K den Koérper R der reellen bzw. den Korper
C der komplexen Zahlen. Es sei f € Abb (R, K) eine Funktion der reellen Verénderlichen z,

[P0k

z = f(x),

0 # D(f) CR.

Wir untersuchen hier die folgende

Problemstellung: Néhert sich die Variable 2z € D(f) ldngs einer Folge (x,)nen C
D(f) einem Grenzwert xq so, dass lim z,, =z gilt, konvergiert dann auch die Folge

der Bildpunkte (f(a:n)) n C K gegen den Bildpunkt f(zg)?

Wir vermitteln in einer Reihe von Beispielen Vorinformationen iiber mégliche Fille.

‘BSP. (6.3.1) ‘ Wir betrachten die HEavisiDEsche Sprungfunktion

- 1:2z22>0, DIf) =R
ra={ T gy =m

In dem einzig interessanten Punkt 9 = 0 haben wir folgendes Verhalten:

i) zp=1>0 = lim 2, =0=z0 und lim f(zy) = lim 1=1= f(zo).

(i) zp:=-1<0 = Jim 2, = 0 = zo und nl;n;of(mn) = lim 0=0%# f(zp).

Die Anndherung von rechts bzw. von links an den Punkt z fithrt zu verschiedenen Grenzwerten

der Bildfolge.

A f(x) A f(x)

b 4
XN

Xo Xo

Die HeavisiDEsche Sprungfunktion Der Graph der Funktion f(z) := %



|BSP. (6.3.2)| Es sei

flz) = %, z € D(f):=R\ {0}

Der Graph der Funktion f zeigt, dass f(z) bei Annidherung an den Punkt zy = 0 unbeschrinkt
wéchst. Dies zeigt auch die Rechnung:

1
Tpi=t— = lim z,=0=2y und lim f(z,)= lim n? = +oo.
n n—00 n—00 n—00

Die Folge der Bildpunkte ( f(xn)) e R konvergiert uneigentlich gegen +o0o. Man beachte

ne

zo & D(f)-

|BSP. (6.3.3)| Es sei

1

f(z) = T z € D(f):=R\{1}.

Auch hier zeigt der Graph der Funktion f, dass |f(z)| bei Ann&herung an den Punkt zp = 1
unbeschrinkt wichst. Anders als im BSP. (6.3.2) existiert aber kein (uneigentlicher) Grenzwert,
denn es gilt:

(i) zn=1-1<1 = lim z, =1=2= und lim f(z,) = lim n = +oo.
n—o00 n—00 n—o00

(i) zp:=1+2>1 = lim 2, =1=1zp und lim f(z,) =— lim n = —oo.
n—00 n—00 n—0o0

Bei Annéherung von rechts bzw. von links an den Punkt z( existieren verschiedene uneigentliche
Grenzwerte der Bildfolge.

f(x) ! f(x)a

! /
| 1
| X .
: / B
I
I
I
I

Der Graph der Funktion f(z):= - Der Graph der Funktion f(z) := § +signx

|BSP. (6.3.4)| Es sei

f(z) = g +signz, z € D(f) :=R.

In dem einzig interessanten Punkt z¢ := 0 haben wir f(z9) = 0. Im Gegensatz dazu gilt:

1 . . .
ZTp:=%t— = lim 2, =0=2p und nll)ngof(%) =41 # f(zg) # -1 = nll)ngof(_%)

n n—00

Wir prézisieren jetzt die aus der Anschauung gewonnenen Vorstellungen von der Existenz
eines Funktionen—Grenzwertes (Funktionenlimes) in der folgenden Definition.



Definition 6.13 Die Funktion f € Abb (R, K) habe an der Stelle xo € R den Grenzwert

g € K, wenn gilt:

Schreibweise:

lim
T—TQ

f(x)=g.

Jim f(z,) = g fir jede Folge (x,)nen C D(f) \ {xo} mit lim 2, = .

(3.1)

Die Funktion f habe an der Stelle xo € R den rechtsseitigen Grenzwert g € K (bzw. den
linksseitigen Grenzwert g~ € K), wenn gilt:

n—oo

lim f(z,) = ¢ (bzw. g~) fir jede monoton fallende (bzw. monoton
wachsende) Folge (x,)nen C D(f) \ {0} mit lim x, = .

r—xo+

Schreibweise: lim f(z)=g" (bzw. lim f(z)=g).

T—To—

(3.2)

Bemerkung 6.4 (a) In den getroffenen Definitionen wird der Funktionswert f(z() nicht
benotigt. Deshalb kommt es nicht darauf an, ob xy zum Definitionsbereich D(f) gehort oder

nicht.

(b) In jedem Fall kommt es aber darauf an, dass die Bedingungen (3.1) und (3.2) fiir alle

Folgen (z,)nen mit den dort spezifizierten Eigenschaften erfiillt sein miissen.

|BSP. (6.3.5)| Es sei

sinx : z <0,
f(z) = . z € D(f):=R.
siny : x>0,
In diesem Falle gilt:
Jim f(z)=0=:g", lim f(z)=0,

wéhrend die beiden Grenzwerte lim f(x)
z—0+

‘BSP. (6.3.6)‘ Die DiricHLET-Funktion

und lim f(x) nicht existieren.
T—r—00

f(@) = xq(x)

{

x rational,

x irrational,

x € D(f) =R,

O

hat in keinem Punkt zp € R einen Grenzwert (auch rechts— bzw. linksseitige Grenzwerte existieren

nicht). Denn zu jedem Punkt zy € R konnen Folgen (z,,)nen C Q als auch Folgen (z)nen C R\ Q

angegeben werden mit lim z, = zo = lim «;,, wihrend
n—00 n—o00

Jim xq(en) =17 0= lim xq(z,)

gilt. Die Grenzwertbedingungen (3.1) und (3.2) sind verletzt, da nicht fiir jede Folge x:, — ¢ derselbe

Grenzwert xq(zy) — g resultiert.



f(x) Af(x) e-0-Kiste
gt+te|---
» g T T W
X !
1
/ PR
I | I
. I | I -
>'<0-6 X, >'<0+6 X
f(z) :==sinz fir <0 und Die € — —Kiste

f(z) :=sini fiir 2 >0

Die Existenz eines Funktionenlimes kann auch in der folgenden Form formuliert werden, die
frei ist von der Auswahl von Folgen.

Satz 6.7 (Die ¢ — —Kiste)
Genau dann hat die Funktion f € Abb (R, K) an der Stelle xy € R den Grenzwert g € K,
wenn gilt

Ve>03dkeN: |f(r)—gl<e VzeD(f) mit0<]|z—z <10°* (3.3)

Begriindung: Wir geben hier die formale Begriindung, die an sich aber auf Grund der Konvergenz-
definition von Zahlenfolgen klar ist.

(a) Gelte zunichst die Bedingung (3.3). Man wihle € > 0 fest und dazu eine Zahl k = k(e) € N
gemif der Vorschrift (3.3). Fiir jede beliebig gewéhlte Folge (2, )nen C D(f)\{zo} mit nlgr;() Tp = T
existiert eine Zahl N € N, so dass gilt

0 < |z, —zo| <10°% ¥n > N.

Aus (3.3) erschliefien wir somit |f(z,) — g| < € V. n > N, oder dquivalent nlggo f(zy) = g. Dies ist
die behauptete Grenzwertaussage (3.1).

(b) Es gelte nun die Grenzwertaussage (3.1). Wére (3.3) nicht erfiillt, so hitten wir im Gegenteil
Jeg>0VkEN : |f(xg) —g| > e fiir ein 2, € D(f) mit 0 < |z — | < 107F,

Es gébe somit eine konvergente Folge (zx)ren C D(f)\{z0o}, klim T = xo, mit |f(x)—g| > e VEk €
—00
N, was im Widerspruch zu (3.1) steht. O

Bemerkung 6.5 (a) In der Bedingung (3.3) darf anstelle der Gréfe 10~* eine beliebige Zahl
d > 0 stehen. In diesem Fall ist der Ausdruck 3 & € IN zu ersetzen durch 3 6 = d(e) > 0. Alles
weitere bleibt unverédndert.

(b) In der Definition (3.3) wird weder verlangt, dass ein Funktionswert f(zy) existiert, noch
muss f(xy) = g gelten. Dies wird auch in den Grafiken auf der folgenden Seite veranschaulicht.

(c) Satz 6.7 gilt auch mit entsprechender Modifikation fiir die einseitigen Grenzwerte g*. Die
Bedingung (3.3) ist wie folgt zu ersetzen:

lim f(z)=g¢g" &
Jim f(z) =g (5.4)
Ve>03keN: |f(z)—gt| <e Vz e D(f) mit g <z <z + 107,




lim f(z)=9 &
Ve>03dkeN: |f(z)—g |<e Ve D(f) mit o —10% <z < .

(d) Gelegentlich verwenden wir fiir einseitige Grenzwerte auch die Symbolik O

lim f(z) = f(zo+0), lim f(z)=f(zo—0).

r—xo+ T—To—
Af(x)
O +
I
gref------ ;
I
9---- \/\
I
g-e|---/-- :
I I
I : I
> | 1 »
X Xo-0 X, Xo+d X
lim f(z) =g, wobei f(zg) nicht lim f(x) =g, wobei f(xo) # g gilt
T—To T—To
definiert ist
Af(x) Af(x)
""" . /‘\/
0] J .
g +el” """ T~ | g +ter---1 .
. ! |f(x '
o | gl L/ N
+ [ |
R — g-epf-- :
I . ! 1 %
X, X, +0 X X, - O X, X
rechtsseitiger Grenzwert lim f(z)=g" linksseitiger Grenzwert lim f(z) =g~
r—xo+ r—xo—
mit g* # f(zo) mit g~ = f(zo)

Im Zusammenhang mit einseitigen Grenzwerten treffen wir die folgende

Definition 6.14 (a) Ezistieren in einem Punkt xy € R wvoneinander verschiedene rechts—
bzw. linksseitige Grenzwerte limif(x) = g% € K, so sagen wir, die Funktion f hat bei x
T—TQ

einen Sprung der Héhe g7 — g |.

(b) FEin Punkt xy € R heiffe Unbestimmtheitsstelle oder singulire Stelle oder kurz Sin-
gularitit von f, wenn wenigstens einer der Grenzwerte g* oder g in K nicht existiert.

Singularitdten treten bei rationalen Funktionen ggg in den Nullstellen des Nennerpolynoms
Q(z) auf, sofern diese nicht gleichzeitig Nullstellen von P(x) mindestens derselben Ordnung

sind. Zahlenbeispiel:

-1 (z-1)(z+1) =z+1

f(x):x2—2x+1_ (z—-12 -1

Hier ist also zy = 1 eine Singularitit.



Beim Gebrauch der Grenzwertbedingung (3.3) (und analog der Bedingungen (3.4), (3.5)) kommt es meistens
auf ein geschicktes Abschiitzen des Ausdrucks |f(z) — g| durch einen Term der Form |z — x| an. Die folgende
Strategie muss sequentiell von links nach rechts verfolgt werden:

|f(x)—g| < s < s & < es L A(|x_1-0|)<5
Die Ausdriicke - - - miissen fiir Diese Ungleichung muss nach

& — xo nach 0 konvergieren. |z — xo| aufgelost werden konnen.

|BSP. (6.3.7)| Es sei

flx):=2", 2 € D(f):=R,n=0,1,2,...

Fir die Grenzwertberechnung ist die folgende Ungleichung von fundamentaler Bedeutung. Wir
withlen ein festes 2o € R und setzen 0 < § := 10°% < 1. Wir betrachten nur solche z € R mit

0 < |z —zp| < 9:
£ (o
<9 Z( >|$0|n T =5 (14 |zo|)™

|z" —zf| = |[(x —x0+z0)" —x(| =

(3.6)

Wir zeigen nun unter Verwendung dieser Ungleichung xllg} f(z) = zf. In der Tat, fiir jedes € > 0
0
gilt
(86) i
|z" —zg] < 107" (L +|zo])" <€ VO < |z —zo| <1077,
sofern wir k = k(e) € N so grofl wihlen, dass 0 < 2 (1 + |zo[)" < 10* gilt.

Beachte: Die Zahl k£ hingt zwar primir von € ab, aber auch vom Punkt zy und von der Funktion f.

|BSP. (6.3.8)| Es sei

f@p:%,xepuy:R\an:1g3,”

Wir zeigen le f(z) = 5 V 2 # 0. Wihlen wir ndmlich vorab k € N so, dass 107F < 1 |z| gilt,
T—T0 0
so haben wir in der Tat fiir jedes € > 0 und fiir 0 < |z — 2| < 10~

(i) |z| = |z — o + xo| > |z0| — | — 20| > |TO| — 10~ k> 1 5 |zol,

1 1

_ |$(7)L - $n| (%) 2n|$n — q;6l| (3.6) 9n 10—k

I N e N

|1 | "
(ii) " (1 + |zo|)

sofern wir die Zahl k£ = k(e) € N so grofl gewéhlt haben, dass 0 < (1 + |zo])™ < 10 gilt.

E‘l’ ‘Qn

|BSP. (6.3.9)| B sei

f(z):= Yz, z € D(f):=1]0,+00), p € N.

Wir behaupten lir(l;l+ f(z) =0= f(0). In der Tat, fiir fest gewihltes € > 0 gilt:
Tr—r

1f(z) = f(0)] = ¢z =2'P <107F/P < e VO <z < 107F,



sofern wir die Zahl k = k(€) € N so grofl wihlen, dass 0 < ¢ P < 10* gilt.
Beachte: Es macht hier keinen Sinn, nach dem Grenzwert liI(I)l f(z) zu fragen, da f(z) fir z < 0 nicht
z—0—

definiert ist. Fiir 2y > 0 zeigt man ganz analog wie im Falle g = 0 den Grenzwert lim f(z) = ¢/o.
T—TQ

|BSP. (6.3.10)| Es sei

f(z) ==z \/1+ L& = (signz) V1+22, z € D(f) ;=R\ {0}.

Wir behaupten
lim f(z)=+1, lim f(z)= -1

r—0+ r—0—

Zum Beweis der ersten Behauptung wihlen wir ein beliebiges € > 0 fest. Dann erhalten wir fiir jedes
0<z<107F:

2 2
T x
)= 1=+ V1422 -1=—" <= <05-107% <¢,
sofern wir die Zahl k = k(e) € N so grofl wihlen, dass ﬁ < 10¥ gilt. Die zweite Behauptung beweist
man ganz analog.
Af(x) f(x)4

fx)= JX 1 —/
/ ’

X
Der Graph der Funktion f(z) = ¢/ Der Graph der Funktion

flz) =z /1+1/2?

b 4

X, =0

|BSP. (6.3.11)| Es sei

Wie wir bereits in Abschnitt 3.2, BSP. (3.2.5), gezeigt haben, konvergiert diese Reihe absolut an
jeder Stelle g € R gegen den Summenwert €™ € R. Wir behaupten le e’ =e" V xy € R. Zum
T—T0o

Beweis verwenden wir die folgende Ungleichung, die fiir 0 < |z — zo| < 107% < 1 richtig ist:

x 0 o | T—T0 o - ($_x0)j —k _xo — 1 —k _l1+4z9
e — €0 = ™0 [0 — ]| =¢ .ZITSN e ;)ﬁ_lo (3.7)
1= J1=

Nun folgt fiir jedes feste € > O:

(3.7)
e —e®| < 107F el < e VO < |z — 3] < 107F,
sofern wir die Zahl k = k(e) € N so grofl wihlen, dass e' %0 /e < 10* gilt.

Aus der Konvergenztheorie der Zahlenfolgen (vgl. Abschnitt 3.1) ergeben sich einige allge-
meingiiltige Grundtatsachen iiber das Verhalten von Funktionenlimites, die wir hier auflisten.



e Funktionenlimites sind eindeutig, falls sie existieren.

e Gilt lim f(z) =g € K, so ist f(z) in der Umgebung von x, beschrinkt. Das heifit,
T—T0o

sind € und k geméf der Vorschrift (3.3) gewéhlt, so gilt |f(z)| < |g| + €V x € D(f) mit
0 < |z — x| < 107F.

e Die eingefiihrten Grenzwertbegriffe bleiben auch fiir Funktionen f : D(f) — Y giiltig,
wenn Y ein normierter Vektorraum iiber dem Korper K ist, insbesondere also fiir
Y ;= K® und Y := K", In diesem Fall hat man in (3.3)-(3.5) die Betriige bei
|f(z) — ¢"P)| < € durch die Y-Normen zu ersetzen: || f(z) — ¢™P|| < e.

e Die Limesbildung kann mit algebraischen Operationen verkniipft werden. Sofern die
Grenzwerte

F:= lim f(z), G:= lim g(x)

T—TQ T—TQ

existieren, gelten die folgenden Regeln:

lim[a f(z)+ Bg(z))]=aF +5G Vo, e K. (Linearitét) (3.8)

T—TQ

lim [f(z) g(x)] = F -G, lim J(@)

T—T0 T—T0 g (1‘)

= g, falls G # 0. (3.9)

e Sind f, g, h reellwertige Funktionen, so kann die Limesbildung mit Ordnungsrelatio-
nen verkniipft werden:

Aus f(z) < MV z € D(f) folgt mlgrgof(x) < M. (3.10)
Aus f(z) < g(x) Y x € D(f) N D(g) folgt xli_)rgof(a:) < xli_glog(a:). (3.11)

EinschlieBungskriterium. Gelten f(z) < g(z) < h(z) und lim flz)=g=
T—T0
lim Ah(z), so folgt:

T—T0

(3.12)

lim g(z) = g.

T—T0

|BSP. (6.3.12)| Es sei

23 + |z + 1| + sign (z + 1)
signz

f(z) = , z € D(f):=R\{0}.

Unter Verwendung der Regeln (3.8) und (3.9) erhalten wir:

: 0+1+1 . 04+1+1

A @) = =2 lim J@) = —— =2
—140+1 ~140-1

lim f(z) = L:o, lim f(z) = + =2.

z—(—1)+ -1 r—(—1)— —1



‘BSP. (6.3.13) ‘ Es sei 0 < 7 < Z. Aus dem Strahlensatz resultiert gem#$ Skizze y = 812 und

cosx’?

man hat offenbar die Ungleichung
sinz

O<sinz<z< .
CoS &

Aus dieser folgt

1 1 cos & . sin x
oz > 7 > enao und somit 1 > 32E > cosz.

sin X

X

v

COSs X

Zur Ungleichung 0 < sinz < z < sinz

cosx

Nimmt man den Grenzwert lir[r)l+ cosx = 1 als bewiesen an, so folgt aus dem Einschliefungskriterium
r—r

(3.12) der wichtige Grenzwert:

sinx . sinz
lim =1= lim .
=0+ & r—0— &

6.4 Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen einer re-
ellen Veridnderlichen

Ist f(x) auf den unbeschrénkten Intervallen (b, +00) bzw. (—o0, a) erklirt, so definiert man
Grenzwerte lim f(z) in der folgenden Weise:

Definition 6.15 Die Funktion f habe in +oo (bzw. in —o0) den Grenzwert g, wenn gilt:

Ve>03keN: |f(z)—gl<e Vz>10">b (baw. Vo < —10* < a). (4.1)

Hierfiir schreibt man 1_131 f(z) =g (bzw. lim f(z) =g).

|BSP. (6.4.1)| Es sei

f(x) ::$_2:1+$—32, z € D(f):=R\ {2}

Wir behaupten lim f(z) = 1. In der Tat, fiir x > 2 haben wir
T—+00

2
T 1=

< <eVaz>10F>2,
z—2 r—2 " 10k—2 7

|f(z) =1 = |

sofern die Zahl k = k(e) € N so grof gewéhlt wird, dass 2 + 2 < 10* gilt. Ganz analog zeigt man
lim f(z) =1

T—r—00



Af(x) f(x)a !

: |

1 1

——————— — - |

gt+e T \ |
1IN ———— T 7T T T |
g-ef -mnmnieo- e

I ! I

I ! I

I ! I

I ! I

L ! > I

b 10 X
Uneigentlicher Grenzwert lirf flx)=g Der Graph der Funktion f(z) = %5
T—+00

Fiir reellwertige Funktionen [ konnen auch die uneigentlichen Grenzwerte f(z) — oo
erkldrt werden.

Definition 6.16 Die Funktion f : D(f) — R habe in xy € R den uneigentlichen Grenzwert
+oo (bzw. —o0), wenn gilt

1 1
Ve>03keN: fa)> = (baw. < —=) Yo € D(f) mit 0< |z —xo| <107%.| (4.2)
€ €

Hierfiir schreibt man lim f(z) = +o0o (bzw. lim f(z) = —o0). Analog erklirt man die rechts—
T—T0 T—T0

bzw. linksseitigen uneigentlichen Grenzwerte lim f(z) = £oo bzw. lim f(z) = +oo.
T—To+ T—To—

Beachte: Mit (4)oo wird keine Zahl erklirt sondern ein bestimmtes Grenzverhalten symbo-

lisiert.
|BSP. (6.4.2)| Die Funktion f(z) = ;Z; sei wie in BSP. (6.4.1) vorgelegt. Wir behaupten

lim f(z) = 400 und lim f(z) = —oo. Dazu betrachten wir ein beliebiges, aber festes ¢ > 0.
T2+ T—2—

Es gilt

> 2 > !
z 10—k = 10-*F
T —2 —x 1

=5 4, S 10F

1
>Z VzeR mit 2<z<2+107F,
€

1
<—-VzeR mit 1<2-10"% <z <2,
€

sofern die Zahl k = k(e) € N so grof gewihlt wird, dass 10 > 1 gilt.

‘ BSP. (6.4.3) ‘ Die folgenden uneigentlichen Grenzwerte lassen sich einfach bestimmen:

1 - n=0 1 :n=0,
lir}rn :1:”:{ N’ lim z" =¢ 400 : n=2m gerade, m € N.
— : ——
e too s meNN, emmeo —00 : n=2m — 1 ungerade,

Fiir alle m € N gilt:
1

1
lim — =0, lim —— =400, lim —— =400, lim —— = —00.
x—rFoo M T r—0 g2m T z—04 g2m-1 T z—0— g2m—l

Rechenregeln. (a) Fiir die uneigentlichen Grenzwerte grin f(z) = g € K gelten wieder-
x o

um die Regeln (3.8) und (3.9) aus Abschnitt 6.3 beziiglich der algebraischen Verkniipfungen
7+, .,:". Fiir reellwertige Funktionen f : D(f) — R bleiben die Regeln (3.10) und (3.11) aus
Abschnitt 6.3 ebenfalls richtig.



(b) Fiir die uneigentlichen Grenzwerte lirr(li)f(x) = +oo oder lim f(z) = (£)oo treten
T—T0o T %)

neue Regeln hinzu, die wir hier tabellarisch zusammenstellen wollen. Nachfolgend bezeichnen
wir summarisch mit lim f(z) jeden der moglichen Fille Emif(x) oder lim f(z). Es seien
T—T0 T 00

f, g, h reellwertige Funktionen, und wir setzen jeweils voraus, dass die folgenden uneigentli-
chen Grenzwerte existieren:

lim f(x) = o0 =limA(x), limg(z) =g € R.

Limes-Regel Formale Rechenregel
(1) || im[f(z) + ag(z)] =400 YVa e R o+r=o00 VreR
(2) || im [f(x) g(x)] = +oo falls g >0 oo-r=00 Vr>0

: (4.3)
(3) || im [f(x) h(z)] = 400 = lim [f(z) + h(z)] | 00 + 00 = 00

. g(z) T
(5) lim%z—i—oo falls g > 0 %:oo Vr>0

Bemerkung 6.6 (a) Die Regeln (1) und (4) bleiben selbst dann noch richtig, wenn lim g(z)

nicht existiert, wenn aber |g(z)| beim Grenziibergang =z — (m ) beschrénkt bleibt; zum

0
+oo
Beispiel g(z) := sinx fiir  — $o0.

(b) Es fehlen hier noch Rechenregeln fiir die unbestimmten Ausdriicke

00 0
©o—00, 0-00, —, =,
00 0

die wir in Abschnitt 7.5 herleiten werden. Diese Rechenregeln koénnen i.a. nicht durch al-
gebraische Operationen aus den Grenzwerten der einzelnen Funktionen erschlossen werden.
a

‘BSP (6.4 4)‘ lim signz  (beschrinkt) (4) 0. lim signz £l )
S o+ /1 .1 o + T 1
T 1+ 1 “+00 T—F00 1+ 1
. x3— 15z 00 . 1-5 10
|BSP. (6.4.5) | Jim S <: £> - xEToo@ ==t

n
Allgemeiner untersuchen wir lim 2L fiir Polynome Pu(z) = Y apz® a, # 0, und Qp(x) =
2 +oo @m () =0

m
S brzk, b, # 0. Nach Division durch ™ resultiert:
k=0

lim P,(z) lim anZ™ ™ H ap_ 12" " bzt g™

T——+00 Qm((I;) T——+00 bm + bm_lfL‘fl + ot bpplm 4 box—™




—+00 - sign (g—;) tm < n.

‘BSP. (6.4.6) ‘ Die Funktion f(z) :=€®, z € D(f) := R hat die folgenden Grenzwerte:

lim e =0, lim e = +o0.
T——00 T—+00

Es gelten ndmlich die Ungleichungen

ook
e >0 VzeR, 1+$<Zw—:€$V(II>0.
k!
k=0
Aus diesen Ungleichungen erschlieflen wir
1 1
0< lim €= lim e Y= lim — < lim —— =0,
T——00 y—+00 y—+oo e¥ y—+oo 1 4y
und in gleicher Weise lim e* > lim (1 +z) = +oo.
T—+00 r—+00
e'a
-
1 T T ]I- T T );(

Der Graph der Exponentialfunktion e”

6.5 Stetigkeit von Funktionen einer reellen Verinderli-
chen

Es bezeichne f wiederum eine Funktion der reellen Verdnderlichen x mit Werten in dem
Korper K := R oder K := C:

Py b cr
: C .
x> f(),
Definition 6.17 FEine Funktion f € Abb(R,K) heifle stetig im Punkte xy € D(f), falls

qgilt:

lim f(z) = f(zo)-

T—T0

Ist f in jedem Punkte x( € D(f) stetig, so heiffe f stetig (auf D(f)). Ist die Funktion

f in einem Punkte xo € D(f) nicht stetig, so heifle sie unstetig bei xy. Besitzt f in xy €

D(f) lediglich den rechtsseitigen (bzw. den linksseitigen) Grenzwert li}erf(x) = f(=o)
T—T0

(bzw. lim f(z) = f(xg)), so heifle f in xo rechtsseitig stetig (bzw. linksseitig stetig).
T—To—



Bemerkung 6.7 (a) Anders als bei der Definition von Funktionenlimites muss der Punkt
xo bei Stetigkeitsbetrachtungen zum Definitionsbereich D(f) gehoren. Das heifit, es muss ein
Funktionswert f(xy) existieren.

(b) Die Stetigkeit reellwertiger Funktionen kann hiufig durch Betrachtung des Graphen G(f)
gepriift werden. Kann G(f) in einem Zug ohne Absetzen des Zeichenstiftes gezeichnet werden,
so ist die zugeordnete Funktion f stetig. Diese Vorstellung darf aber nicht als Definition der
Stetigkeit betrachtet werden. Zum Beispiel ist die Funktion f(z) := sini auf dem Intervall

(0, +00) stetig; ihr Graph ist jedoch nicht zeichenbar. O

Unter Verwendung von Satz 6.7 kann die Stetigkeit einer Funktion f wieder durch die € — 6—
Kiste ausgedriickt werden. Wir wihlen nun stets anstelle der Zahl k = k(e) € N ein 6 =
§(e) <107

Satz 6.8 (¢ — 0—Definition der Stetigkeit)
FEine Funktion f € Abb(R,K) ist genau dann im Punkte xo € D(f) stetig, wenn gilt:

Ve>030=0(e) >0 : |f(z) = f(xo)] <e Yax e D(f) mit 0<|z— x| <. (5.1)

Analoge Formulierungen gelten fiir die rechts— bzw. linksseitige Stetigkeit in xy. Beachte: Die
Zahl 6 hangt i.a. auch vom Punkt xy ab.

‘BSP. (6.5.1)‘ Wir hatten fiir die Funktionen f(z) := x™, ILTL, e” in Abschnitt 6.3 gezeigt, dass
lim f(z) = f(=z) fiir alle zp € D(f) gilt, vgl. BSP. (6.3.7), BSP. (6.3.8) und BSP. (6.3.11). Die

T—TQ
konstante Funktion f(z) = ¢ € K erfiillt wegen |f(z) — f(zo)| = |¢ — ¢| = 0 trivialerweise die

Bedingung (5.1).

" VzeR,neN,

z™" VzeR\{0}, n€eN,
e? VYzeR,

c VzeR, ce K.

Es ist stetig f(z) :=

‘BSP. (6.5.2)‘ Die Betragsfunktion

f(z):=|z|, z € D(f) =R,

ist stetig auf ganz D(f). Zum Nachweis der Stetigkeit verwenden wir die Dreiecksungleichung
2] = [zol| < |& = 0. (5.2)
Fiir jedes zp € R und fiir jede Zahl € > 0 gilt

(5.2)
|f(z) = f(zo)] < Jz—20] <d:=€¢ VxR mit 0< |z — x| <.

Es ist zu beachten, dass die Zahl § = d(¢) = € hier gleichmiBig beziiglich zy € R wihlbar ist, also
nicht von xy abhéngt.



f(x)4 f(X) &

Der Graph der Funktion f(z) := |z| Der Graph der Funktion f(z):

|BSP. (6.5.3)| Die Funktion

L sen() =R\ {0}

f@) =

ist stetig auf ganz D(f). Wir wihlen zy # 0 und € > 0 fest. Danach definieren wir die Zahl d(¢) :=
% min{e |zo|%, [zo|}. Wegen & < |z9|/2 folgt zuniichst $ |zo| < |z| < 3 |20 fiir alle z mit 0 < |z —zo| <
4. Hieraus ergibt sich nun unter der Einschrinkung 0 < |z — x| < ¢:

llz| — |zo|| (5:2) |z — x| 2|z — x| 26|:L“0|2 _

[f(z) = f(zo)| =

|zllzo] T falzol |zo|? 2 |zof?

Wir vermerken, dass die Zahl § hier sowohl von € als auch von zg abhéingt.

\ BSP. (6.5.4) \ Eine Funktion f : I — K, die auf einem Intervall I C R der LipscHirz-Bedingung

|f(z) — f(zo)| < L|z — x| Vx,20 €I, (5.3)

geniigt, ist offenbar stetig auf ganz I. Wihlt man ndmlich § = §(¢) := ¢/L, so folgt die Stetig-
keitsbedingung (5.1) direkt aus (5.3). Wir betrachten hier speziell die Funktionen f(z) := sinz und
f(z) :=cosz, z € D(f) := R. Aus BSP. (6.3.13), Abschnitt 6.3, erhalten wir |sinz| < |z|V z € R.
Unter Verwendung der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen resultiert:

T+ Ty . T— T . Ttz . T— X
COST — CcoS Ty = —2 sin

sinz — sinxg = 2 cos sin sin
2 2 2 2

(5.4)
Somit folgt fiir alle z,zp € R

. . . T —Xo . T —Xo
|sinz — sinzg| < 2 |sin sin

‘ < |x —xo|, |cosz—coszy| <2

‘ < |$_$0|7

und das ist die LipscuiTz-Bedingung (5.3) mit der Konstanten L = 1. Wir haben zusammenfassend:

sinz und cos z sind auf ganz R stetige Funktionen.
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Definition 6.18 (a) Eine Funktion f € Abb(R,K) heiffe auf dem Intervall I C D(f)
LipscHITZ—stetig, wenn gilt:

AL>0: |f(z)— f(xo)| < L|z—x9| Ya,zo €I (5.5)

(b) f heifie gleichm#Big LipscHITZ—stetig, wenn die Bedingung (5.5) auf ganz D(f) gilt. (Das
heifit, die Lipscuitz—Konstante L hdngt nicht von xq ab.)

Wie wir oben gesehen haben, sind sin x und cos = gleichméfig Lipscuirz-stetig. Dies gilt nicht
fiir die Funktion f(z) :=+/z, x € D(f) := [0, +00). Denn fiir z, xy > 0 haben wir

VT — Voo = 2+ 30 — 2770 < T+ 19 — 2\/[min{z, 10 }]2 = |z — 70

Es folgt |/z — /Zo| < y/|z — 0|, so dass f(x) zwar stetig auf ganz D(f) ist, nicht aber

LipscHITZstetig.

Merke: LipscHITZStetigkeit = Stetigkeit; die umgekehrte Implikation ist i.a. falsch.

‘BSP. (6.5.5)‘ Die Signums-Funktion f(z) := signz, z € D(f) := R, ist stetig V 7y # 0, denn
auBerhalb des Punktes = 0 ist f(z) eine Konstante. Hingegen gilt im Punkt zy = 0:

flzo—0) = =1+ f(x0) =0# +1 = f(zo +0).

Das heifit, f hat bei 2o = 0 einen Sprung der Hohe 2.

Fiir Unstetigkeiten einer Funktion f € Abb (R, K) gibt es einige standardisierte Typenklassen. Wir setzen
nachfolgend wieder f(zo £0) := limﬁ: f(z).
T—rTo

(a) Sprung. Die Funktion f hat bei zg € R einen Sprung, wenn beide Funktionenlimites f(z¢ £ 0) (im
eigentlichen Sinn) existieren, wenn jedoch f(zg —0) # f(xo+0) gilt. Beispiel: f(z) := signx bei o = 0.

(b) Hebbare Unstetigkeit. Die Funktion f hat bei zyp € R eine hebbare Unstetigkeit, wenn zo €
D(f), ILm f(z) =g € Kund f(zo) # g gelten. Beispiel: f(x) := [signz]? bei xo = 0.
x o
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Hebbare Unstetigkeiten einer Funktion

(c) Liicke. Die Funktion f hat bei 2o € R eine Liicke, wenn zo ¢ D(f), li_>m f(z) = g € K gelten. In
T o

diesem Fall kann f durch Hinzunahme des Wertes f(xg) := g zu einer stetigen Funktion ergiinzt werden.
(Die Funktion f heifit dann in zo stetig ergénzbar oder stetig fortsetzbar nach z,.) Beispiel: Die

Funktion 5

f(z) == e —(1+a) z € D(f) =R\ {0}

hat in zg = 0 den Funktionenlimes

, [ ot - k=2 -t
i = i _ = i = ':
g £ = Jme® {277 ) = (2T ) =22

k=2 k=2

Das heifit, f ist in xo = 0 durch f(0) := 2 stetig ergénzbar.

(d) Polstelle. Die Funktion f hat bei zyp € R eine Polstelle, wenn lim+|f(a:)| = +oo und/oder
T—rTo
lim |f(x)| = 400 gelten. Beispiel: f(x) :=1/y/x, © € D(f) := (0, +00) hat bei xo = 0 eine Polstelle.
T—To—

Definition 6.19 FEine Polstelle o der Funktion f(x) heiffe Pol der Ordnung n € N, wenn der Funktio-
nenlimes
lim [(z — )" f(z)] =g € K

T—rTo

ezistiert, und wenn g # 0 gilt.

sin x sin z

Funktion f(z) := m hat bei zg = 0 einen Pol 2.Ordnung, siche oben (c).

Zum Beispiel hat die Funktion f(z) := = bei 2o = 0 einen Pol 1.Ordnung, denn es gilt ja lirr}) £ —=1. Die
T—

Unstetigkeitsstellen, die nicht vom Typ (a)—(d) sind, werden i.a. nicht klassifiziert. Zu den nicht klassifizierten

Beispielen zihlt die Funktion f(z) := % sin %, die bei ¢ = 0 eine oszillierende Polstelle hat. Hingegegen ist

die Funktion f(z) :=z sin 1 bei zo = 0 stetig ergéinzbar durch f(0) = 0:

|f(@) — f(zo)| = |z||sinl]| < |z| =]z -0 <e VO< |z —0]|<{:=e

Die Stetigkeit der Funktionen f und g vererbt sich auf deren algebraische Verkniipfungen:

Satz 6.9 Die Funktionen f,g € Abb(R,K) seien im Punkt xo € D(f) N D(g) stetig. Dann
sind auch die folgenden Funktionen in xq stetig:

@) Fo foo MYAEK: () L. sofern glan) £0 gil

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den Rechenregeln iiber Grenzwerte.



Satz 6.10 Ezistiert das Kompositum g o f in xg € D(f), ist ferner die Funktion f stetig

im Punkt xo und die Funktion g stetig im Punkt f(x¢) € D(g), so ist auch go f stetig in
o € D(f)

Begriindung: Aus der Stetigkeit von f folgt JHQ f(x) = f(xo). Da auch g stetig ist, muss gelten
0

lim g[f(e)] = lim  g[f(x)] = glf(ao)]

T=T0 f(@)=f(zo)

Merke: Bei stetigen Funktionen ¢ : D(g) — K ist die Verkniipfung limog auf der
Menge D(g) kommutativ:

lim g[f(x)] = g lim f(z)].

T—T0 T—T0

Beispiel: Fiir jede im Punkte o = 1 € D(g) stetige Funktion g : D(g) — K gilt

. x . T
:}:lgtl)g <eﬁD — 1> -9 <£lg(l) er — 1) =9(1).

Ist g unstetig, so ist die Verkniipfung lim og i.a. nicht kommutativ. Beispiel: Bezeichne g die HEAVI-

. 1:22>20, .
sipE—Funktion, g(z) := 0 <0 Dann gilt
Tz .

lim g(z*) = lim 0=0, aber g( lim w?’) =g¢(0) = 1.

z—0— z—0— z—0—

Beispiele stetiger Funktionen. Aus den Beispielen der Abschnitte 6.2-6.4 und aus den Sétzen 6.9 und 6.10
ergeben sich miihelos die folgenden Stetigkeitsaussagen.

1. Polynome P, (z) := 3. az* sind in jedem Punkt z € R stetig; es gilt
k=0

zEIJIrloo P,(z) = 400 - signay, zgrzloo P,(z) =

{ +o0 -signa, : n gerade,

—o00 - signa, : n ungerade.

2. Die Funktionen e%,sin x, cos z sind stetig in ganz R.

3. Rationale Funktionen R(z) := 51((?) sind in allen Punkten zo € { € R : Qu(x) # 0} stetig. Die

Unstetigkeiten sind entweder Liicken oder Pole der Ordnung k¥ < m. Beispiel:

z(x — 2)%(z — 4)3
(z —1)(x — 3)%(z — 5)3’

R(z) == z € D(R) =R\ {1,3,5}.

R(x) ist stetig auf ganz D(R), und es gilt lirj:l R(z) = 1. R(x) hat ferner
T—> 00

o =1 : 1. Ordnung, o =0 : 1. Ordnung,
Pole bei 2o =3 : 2. Ordnung, NS bei 2o =2 : 2. Ordnung,
o =5 : 3. Ordnung, o =4 : 3. Ordnung.
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Der Graph der Funktion

z(z—2)%(x—4)°3
R(z) :== (x_(l)(ixl;)z(xlg,p

4. Die Funktion ¢z, p € N, ist stetig in (0, +00) und rechtsseitig stetig bei 2y = 0.

5. Die HEAVISIDE-Sprungfunktion h(zx) := { L: 220,

0:xz<q ststetiginjedem Punkt zo # 0 und rechtsseitig

stetig bei o = 0.

6. Die Signums—Funktion sign z ist stetig in jedem Punkt z¢ # 0 und unstetig bei 2o = 0.

7. Die DIrICHLET-Funktion xq(z) ist unstetig in jedem Punkt zo € R.

8. Die Entire-Funktion f(z) := [z] ist stetig in allen Punkten zo € R\ Z und rechtsseitig stetig bei o € Z.

9. Die (reellwertigen) Funktionen |f], f*, f~,max{f, g}, min{f, g} sind stetig in allen Punkten =y € R, in
denen f und g gemeinsam stetig sind.

10. Stetigkeit komplexwertiger Funktionen. Zerlegt man eine komplezwertige Funktion f : D(f) — C
mit D(f) C Rin jedem Punkt 29 € D(f) in Real- und Imaginirteil, f(zo) = u(zo)+iv(zo), u(zo),v(x0) € R,
so ergeben sich zwei reellwertige Funktionen

w:D(f) =R, v:D(f) = R; [f(2)]=V]u@) +[v(z)]* Ve D)
Aus den Ungleichungen

max{|ul, [v]} < V/[ul? + [v]> < ]ul? + 2Jul|v] + [v]? = |u] + |v] (5.6)
erhalt man unmittelbar:

Satz 6.11 FEine komplezwertige Funktion f = u+iv : D(f) = C mit D(f) C R ist genau dann im Punkt
xo € D(f) stetig, wenn sowohl Realteil u : D(f) — R als auch Imagindrteil v : D(f) — R in xq stetig sind.

Beispiele: (i) Die Funktion f(z) := e!® = cosx + i sinx ist stetig auf ganz R, da sowohl Realteil u(z) := cosx
als auch Imaginérteil v(z) := sinz in jedem Punkt zo € R stetig sind.

(ii) Die reellwertigen Funktionen

et € D(u) :=R\ {1}, wv(z):= osa’ ” € D(v) := R\{(2n+1)§ ineZ}

u(z) =

sind jeweils stetig auf ihren Definitionsbereichen D(u) bzw. D(v). Wegen Satz 6.11 ist dann auch die komplex-
wertige Funktion f(z) := u(z) +iv(z) stetig in allen Punkten zo € D(u) N D(v) = R\ {1,(2n+1)5 mit n €
Z).

Stetigkeit vektor(raum)wertiger Funktionen. Ist ¥ ein normierter Vektorraum iiber dem
Korper K, so ist die vektorwertige Funktion f € Abb (R, Y) mit Definitionsbereich D(f) ¢ R

—

in einem Punkt zy € D(f) stetig, wenn anstelle der Bedingung (5.1) die folgende Bedingung
gilt:

— — —

Ve>030=0(e) >0 : ||f(z)— flzo)|| <€ Vo e D(f) mit 0< |z — x| <. (5.7)




‘BSP. (6.5.6)‘ Vektorwertige Funktionen im Zahlenvektorraum Y := K". Dieser Vektorraum
ist ein Praehilbertraum mit dem Standardskalarprodukt

—

fag kagka f17f27 "7fn)T7§:(917927"'7gn)T€Kn7

und der induzierten Norm

1/2
1= VA F, (Z |fk|2> s =i fors f2)T €K™ (58)

Die folgende Ungleichung ist eine Verallgemeinerung der Ungleichung (5.6):

max{|fil, |fals-- s [fal} < U< S Ukl F=(Fiforeen s fu) T € K™ (5.9)
k=1

Demgeméfl kann die Aussage iiber die Stetigkeit komplexwertiger Funktionen ganz analog fiir die
hier vorliegenden vektorwertigen Funktionen formuliert werden.

Satz 6.12 Der Zahlenvektorraum K™ sei mit der Standardnorm (5.8) versehen. Genau dann ist die
vektorwertige Funktion

F@) = (A@), fa@)s-  ful@) s Jo: D) > K VE=12,....,n, D()CR

—

im Punkt zog € D(f) stetig, wenn jede ihrer Komponentenfunktionen fr, k =1,2,...,n, in xy stetig
15t.

Anwendung: Parameterdarstellung von Kurven. In diesem Zusammenhang wird die unabhingige Veran-
derliche z € R in der Regel mit ¢ bezeichnet. ¢ heifit dann Kurvenparameter.
Definition 6.20 Im euklidischen Vektorraum Y := R? heife eine Punktmenge I' := {Z(t) € R?® : Z(t) =

T
(a:(t),y(t),z(t)) , t1 <t <ts} eine stetige rdumliche Kurve, wenn die Komponentenfunktionen

z=ux(t),y=yt), z=2(t), t; <t <ty (5.10)

auf dem Intervall [t1,ts] stetige Funktionen des Kurvenparameters t sind. Die Beziehungen (5.10) heiffen
eine Parameterdarstellung von I'. Liegt T' ganz in einer Ebene E C R?, so heifie T' eine ebene Kurve.
Insbesondere wird durch jede vektorwertige Funktion ¥ : D(Z) — R? mit

T
#(t) = (z(t),y(®) , te D@) = [t,1a],
eine Parameterdarstellung einer ebenen Kurve I' definiert.

Beispiele fiir Parameterdarstellungen stetiger ebener Kurven.

1. Die Kreislinie vom Radius r > 0 mit Mittelpunkt M (xo,yo) gestattet eine Parameterdarstellung

x(t) == x0 + 1 cost, y(t) :=yo+rsint, ¢e€][0,2m).

Man erhilt aus dieser Darstellung wieder die bekannte Kreisgleichung (z — z0)? + (y — yo)? —r* = 0.

Ya VA

Yo - - Yol

XV

Xo X
0

Kreislinie vom Radius 7 > 0 Ellipse mit Halbachsen a > 0,b >



2. Die Ellipse mit Halbachsen a > 0,b > 0 und Mittelpunkt M (zo,yo) gestattet eine Parameterdarstellung

z(t) := zo +a cost, y(t) :=yo+bsint, t€[0,2m).

Man erhélt aus dieser Darstellung wieder die bekannte Ellipsengleichung (m_aﬁ‘))z - (y‘bz‘))Z —1=0.

3. Die Zykloide oder Radkurve entsteht als Bahnkurve eines Punktes P(z,y) auf der Peripherie eines Krei-
ses vom Radius r > 0, wenn dieser Kreis lings der positiven x—Achse rollt. Die Bahnkurve gestattet eine
Parameterdarstellung

z(t) :=r(t —sint), y(t):=r(1—cost), teR.

Eine spezielle Parameterdarstellung ebener Kurven erhilt man durch Verwendung von Polarkoordina-
ten (vgl. Abschnitt 2.2, Polardarstellung komplexer Zahlen)

r=rcosp, y=rsing, r>0,0<py<2m:

Durch Vorgabe einer stetigen Funktion 7 = r(¢) > 0 auf einem Intervall ¢ < ¢ < ¢y wird eine ebene stetige
Kurve in Polardarstellung definiert:

z(p) :=r(p) cosp, y(p) :=r(p) sing, ¢ € [p1,pa].

Y4 ya
r-sin ¢ P=(¢)=
= (xy)
P I

t™

)d 1
0 rt M X >
r-cos ¢ X

Die Zykloide Polarkoordinaten

4. Die Kardioide oder Herzkurve gestattet die Polardarstellung

z(p) =r(p) cosp, ylp) =r(p)sing, r(p):=a(l+cosp), a>0,p € [0,27).

5. Die ARCHIMEDIsche Spirale gestattet die Polardarstellung

z(p) =r(p) cosp, y(p) =7(p) sing, 7r(p):=ap, a>0,0>0.

.

Die Kardioide Die Archimedische Spirale



Man kann den Kurvenparameter ¢ (oder @) in vielen Féllen aus der Parameterdarstellung einer Kurve wieder
eliminieren. Dies haben wir an den Beispielen des Kreises und der Ellipse gezeigt. Das Resultat ist eine
implizite Darstellung F'(z,y) = 0 der ebenen Kurve in kartesischen Koordinaten. Fiir die Archimedische
Spirale hat eine solche implizite Darstellung die Form

S N v arcA
F(m,y)—\/m sm(a w2+y2)—0.

Merke: Fiir ebene Kurven in kartesischen Koordinaten hat man drei verschiedene Moglichkeiten
der Darstellung:

e Die explizite Darstellung y = f(z), zum Beispiel y = z e®.
e Die implizite Darstellung F(z,y) = 0, zum Beispiel 22 —y? —1 = 0.

e Die Parameterdarstellung x = (t),y = y(¢), zum Beispiel = acost,y = bsint.

Nicht jede ebene Kurve kann in allen drei Darstellungen beschrieben werden.

Fiir das folgende Beispiel benétigen wir einige vorbereitende Betrachtungen iiber Matrixnormen. Es sei
Y := K" der Vektorraum der quadratischen n x n—Matrizen. (Die Einschriankung auf quadratische Matrizen
ist hier rein formaler Natur; der iiberwiegende Teil der folgenden Uberlegungen 18t sich ohne Einschrinkung
auch auf dem Vektorraum Y := K(™") formulieren.)

Definition 6.21 (Matrixnorm)

Eine Abbildung || - || : K™ — R mit

(N1) Al >0 VAeK™) uynd ||A|| = 0 genau fir A= 0,

(N2) INA|| = A ]]4]] VA e K™ V)€K,

(N3) |A+ B|| <||A]| +||B|| VA, B €K™, (Dreiecksungleichung)

heife eine Matrixnorm auf K™ . Eine Matriznorm heife submultiplikativ, wenn zusdtzlich gilt:

(N4) IAB|| < [|AI[IB]| V A, B € K™

Die folgenden submultiplikativen Matrixnormen sind fiir A = (a;;,) € K™ gebriuchlich:

lAlle = n'lg%)énmjﬂ, (Gesamtnorm)
n
lAllz = max Z|ajk|, (Zeilensummennorm)
1<j<n
== =1
n
|Alls = IISHI?SXHZ:IMML (Spaltensummennorm)
]:
AllF = { Z|ijk|2} . (FROBENIUS—Norm)
Jj=1k=1

Diese Matrixnormen sind paarweise dquivalent; es gilt ndmlich:

1
SlAlle
1
LAlla

lAllz,s < [|Alla

< nllAllza,
14lls < llAlle

(5.11)
nl|Allp.

< <
< <

Sind nun A = (a;;,) € K™" und # € K" gegeben, so sind die Vektoren # und § := A# € K" iiber das

n
Produkt y; = > ajrzr,j = 1,2,...,n, miteinander verbunden. Ist eine Vektornorm || - || auf dem Vektorraum
k=1

K™ gegeben, so stellt sich die Frage nach einem Zusammenhang zwischen den Gréflen ||Z]|, ||7]] und ||4]|- Die
Antwort geben wir in folgender

Definition 6.22 Eine Matriznorm ||-|| : K(»™ — R und eine Vektornorm ||-|| : K™ — R heiflen kompatibel
oder vertriglich, falls gilt:

|AZ|| < ||A|||Z]| V& e K* VAeKm, (5.12)



Auf dem Vektorraum K" sind die folgende Vektornormen gebriuchlich:

|Zle = max [zl (Maximum-Norm)
1<k<n
n 1/2
7]l = { Z |l°k|2} ) (Euklidische Norm)
nk:l
12l = Z|$k| (L;—Norm)
k=1

Man iiberzeugt sich nun mit einfacher Rechnung, dass unter den hier eingefiihrten Matrix— und Vektornormen
die folgenden kompatiblen Paare existieren:

|All¢ oder ||A]lz kompatibel mit [1Z]| 50,
|Allc oder |4]ls kompatibel mit [1Z]]1,
|All¢ oder ||A||F kompatibel mit [1Z]]2-

Die Frage, ob es zu einer gegebenen Vektornorm stets eine kompatible, submultiplikative Matrixnorm gibt,
beantworten wir in dem folgenden

Satz 6.13 Gegeben sei eine Vektornorm || - || : K™ — R. Dann ist die gemdf
Az
1A = max P20 14z
#20 |7 lzli=1
erklirte Abbildung || - || : K™™' — R eine submultiplikative Matriznorm. Sie heifit die natiirliche Ma-

trixnorm oder Grenznorm, und sie ist mit der gegebenen Vektornorm kompatibel. Unter allen mit dieser
Vektornorm kompatiblen Normen ist sie die kleinste Matriznorm.

Bemerkung 6.8 Es ist nicht ganz einfach, die natiirliche Matrixnorm zu einer gegebenen Vektornorm expli-
zit zu berechnen. Die natiirliche Matrixnorm zur Maximum—Norm ist beispielsweise die Zeilensummennorm:
O

n
Il = e 147oe = max 3 lae] = 14l

‘BSP. (6.5.7)‘ Matrixwertige Funktionen. Ganz analog zur Stetigkeitsaussage vektorwertiger

Funktionen hat man:

Satz 6.14 Der Vektorraum K™ der n x n—Matrizen sei versehen mit einer Matriznorm. Genau
dann st die matrizwertige Funktion

an(t) s aln(t)
A(t) := . y Okt D(A) - K, D(A) CR,
an1(t) -+ app(t)

stetig im Punkt to € D(A), wenn jede ihrer Komponentenfunktionen a;i(t),1 < j,k < n, in ty stetig
15t.

6.6 Eigenschaften stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt werden Eigenschaften stetiger Funktionen zusammengestellt, die grundle-
gend fiir die Analysis sind. Eine erste Eigenschaft stetiger Funktionen ist ihre Beschrinktheit
auf abgeschlossenen Intervallen.



Satz 6.15 Es sei f € Abb (R, K) eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R stetige
Funktion. Dann ist f beschrinkt:

IM : |f(z)| <M Yz e a,b)]. (6.1)

Begriindung: Wire das Gegenteil von (6.1) wahr, nidmlich
VneNIz, €la,b] : |f(z,)| >n, (6.2)

so hitte die beschriankte Folge (z,)nen C [a,b] nach dem Auswahlsatz von BOLZANO—WEIERSTRASS
(Satz 3.9, Ing.—Math.I) mindestens einen Haufungspunkt = € [a, b]. Fiir eine Teilfolge N’ C N wiirde
lirgll zj = zo gelten, und wegen der Stetigkeit von f auch lirgll f(z;) = f(zo). Diese Aussage stinde
JEN/ jEN/

im Widerspruch zu (6.2), wonach hrgll |f(z5)] > li%}l J = +oo gilt. Also muss (6.2) falsch sein. O

JeN! JeN!

Beachte: Die Aussage (6.1) wird im allgemeinen falsch, wenn f zwar stetig, das Definitionsin-
tervall aber nicht abgeschlossen ist. Fallbeispiel: f(x) := L V x € (0,1]. Dies gilt auch, wenn

. . . o s+ we(01],
die Funktion f : [a,b] — K unstetig ist. Fallbeispiel: f(x) := 8 0
cx=0.

Fiir reellwertige stetige Funktionen f : [a,b] — R ist also die Bildmenge f([a,b]) C R gemif
Satz 6.15 beschrénkt. Aus dem Supremumsprinzip (Satz 1.16, Ing.—Math.I) folgern wir, dass
die beiden Zahlen

sup f([a,b]) € R, inf f([a,b]) € R

existieren. Diese Aussage 148t sich in der folgenden Weise noch weiter prézisieren, wie der
néchste Satz zeigt.

XV

a Ib

Der Graph der Funktion
F(0)=0,f(z) = L, 2 >0

Satz 6.16 (Extremalsatz )
Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — R. Dann nimmt die Funktion f das Mazimum
und das Minimum ihrer Funktionswerte jeweils in einem Punkt des Intervalls [a,b] an:

Az, €[a,b] : f(z) = min f(z), [(Z)= max f(x). (6.3)

z€[a,b] z€[a,b]

Demgemdp gilt f(z) < f(z) < f(Z)Vx € [a,b].

Begriindung: Das Supremumsprinzip sichert die Existenz der Zahl M := sup f([a, b]), das heifit, es
gilt
Ve>03z€la,bl : M— f(r) <k, (6.4)



(vgl. (8.1) in Abschnitt 1.8). Wir zeigen hiermit die Existenz eines Punktes z € [a, b] mit f(z) = M.
Wiire nimlich f(z) < M V x € [a,b], so wire die Funktion g(z) := [M — f(x)]"! auf ganz [a, b]
stetig, dort positiv und gemifl Satz 6.15 beschrinkt:

0<g(x) <L Vuzcela,bl.

Wird jedoch in (6.4) die Zahl € > 0 gemif € := 1/2L gewihlt, so existiert dazu ein z € [a,b] mit
2L < 1/(M — f(x)) = g(z), im Widerspruch zur Beschrinktheit von g. Mit dhnlicher Schlussweise
zeigt man auch die Existenz einer Zahl z € [a, b], so dass f(z) = inf f([a, b]) gilt. 0

Bemerkung 6.9 (a) Die Extremalstellen z,z € [a, b] miissen nicht eindeutig festgelegt sein.
Im Satz 6.16 wird nur die Existenz mindestens eines solchen Paares behauptet. Beispiel: Die
Funktion f(z) := cos2 nimmt im Intervall [—nm, nr] ihr Maximum in den Punkten z; := 27j
an, und ihr Minimum in den Punkten z; := (2j + 1)7.

(b) Die Aussage von Satz 6.16 wird i.a. falsch, wenn f nur im offenen Intervall (a,b) stetig ist
oder gar unstetig auf [a, b], zum Beispiel (vgl. untere Skizze):

r oz € (—1,+1),
0 :2z==l

o) =

(c) Satz 6.16 gilt auch fiir den Betrag |f| einer stetigen komplexwertigen Funktion f :
la,b] — C. Beispiel: Der Betrag der Funktion f(x) := (22 — 1) + 2ix ist gegeben durch
If(z)| = \/(a:2 —1)2 + 422 = 22 + 1. Auf dem Intervall [—1, +1] gilt deshalb |f(z)| = |f(0)] =
Lf@)| =) =2 0

f(x)a f(x)a

v

Re-=----
x

A
%

Z und z sind i.a. nicht eindeutig Ist f unstetig, so existieren i.a.
max f(z) und min f(z) nicht

Eine anschaulich vollig klare Aussage wird in dem folgenden Satz formuliert:

Satz 6.17 Es sei f € Abb (R, R) eine im Punkt xo € D(f) stetige Funktion, und es gelte
f(zo) > g € R. Dann folgt:

36>0: f(x)>g Ve e D(f) mit 0<|x—x0] <. (6.5)
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Zur Aussage (6.5) einer stetigen Funktion

Begriindung: Wire (6.5) falsch, so wire im Gegensatz

1
VneN3Iz, € D(f) : f(zn) <g und 0<|$n—$0|<5

wahr. Wir hitten RIL%O ZTn = %o, und wegen der Stetigkeit von f bei zg folgte g > nlgrgo fxy) = f(xo),

im Widerspruch zur Voraussetzung f(zg) > g. O

Bemerkung 6.10 Man kann Satz 6.17 auch in der Form f(z) < g V0 < |z —xo| < ¢
beweisen, wenn f(xy) < g vorausgesetzt wird. Wer stetig wichst und noch nicht an die Decke st&8t,

kann ohne Anstoflen noch ein bisschen weiterwachsen. a
Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 6.17 ist der fundamentale

Satz 6.18 (Nullstellensatz von BoLzANO)

Es sei eine stetige Funktion f : [a,b] — R gegeben mit f(a)f(b) < 0, (das heifit, entweder
gilt f(a) < 0,f(b) > 0 oder f(a) > 0, f(b) < 0). Dann besitzt f im offenen Intervall (a,b)
mindestens eine Nullstelle: f(xy) = 0 fiir (mindestens) ein xo € (a,b).

Begrindung: Wir nehmen zum Beispiel f(a) < 0,f(b) > 0 an und setzen M := {z € |a,b]

f(z) < 0} C [a,b]. Dann ist die M beschriinkt und wegen a € M nichtleer. Also existiert nach dem
Supremumsprinzip (Satz 1.16) die Zahl xzy := sup M € [a,b]. Wire f(xzg) < 0, so gibe es geméif
Satz 6.17 ein Intervall I := (zg,z + ) C [a,b] mit f(z) < 0V z € I. Dies wire ein Widerspruch zu

2o = sup M. Also muss f(z¢) = 0 gelten und somit auch a # zy # b. O
4 f(x) f(x) 4
1
2 |
|
! l
l -1 '
! Xo /\ t.) > I _:l. ;
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2
Zum Nullstellensatz von Bolzano Eine unstetige Funktion f mit

f(a)f(b) < 0 braucht im Intervall (a,b)
keine Nullstellen zu haben



Bemerkung 6.11 (a) Die Nullstelle z; ist i.a. nicht eindeutig definiert.

(b) Fiir unstetige Funktionen f : [a,b] — R wird Satz 6.18 i.a. falsch. Fallbeispiel: Es sei
1:2>0,
h(z) := { 0 N ; 0 die HeavisIDE-Funktion. Die Funktion f(z) := h(z) —3, = € [-1, +1],
: oz <0,
erfiillt zwar die Bedingung f(—1)f(+1) < 0, sie hat dennoch im Intervall (—1,+1) keine
Nullstellen.

(c) Es ist wichtig, dass die Menge [a, b] ein Teilintervall von R ist. Satz 6.18 gilt zum Beispiel
nicht auf einer Menge [a, b] C Q. Fallbeispiel: Die Funktion f(z) := 2(z* — 2), z € [0,2] N Q,
erfilllt f(0)f(2) = —16 < 0, withrend f(zo) = 0 genau fiir 7y = V2 ¢ Q gilt. Wie wir in
dem Beweis zu Satz 6.18 gesehen haben, beruht der Nullstellensatz im wesentlichen auf dem
Supremumsprinzip und somit auf der Vollstindigkeit von R.

(d) Als einfache Folgerung aus dem Nullstellensatz erhélt man: 0

n
Merke: Jedes Polynom P,(z) = Y. azz*, a, € R,a, # 0, von ungeradem Grade
k=0

n=2m + 1, m € N, besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Denn es gilt

lim P,(z) = oo - sign a,,.

Eine Verallgemeinerung des Nullstellensatzes ist der folgende

Satz 6.19 (Zwischenwertsatz von BoOLZANO)
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert des Intervalls zwischen f(a) und f(b)
mindenstens einmal an.

Begriindung: Fiir f(a) = f(b) ist nichts zu beweisen. Gelte also f(a) # f(b), und sei g ein Punkt aus
dem offenen Intervall zwischen f(a) und f(b). Dann folgt (f(a) — ¢)(f(b) — g) < 0. Das heifit, die
Funktion ¢(z) := f(x) — g erfiillt die Voraussetzungen zum Nullstellensatz 6.18. Demgeméf existiert
ein zp € (a,b) mit p(zo) =0= f(zo) — g. O

2 f(X)

Zum Zwischenwertsatz von Bolzano

‘BSP. (6.6.1)‘ Ein Auto fihrt eine Strecke von 400km ohne Stop in genau 5 Stunden (was
einer Durchschnittsgeschwindigkeit von v = 80 km /h entspricht). Gibt es einen zusammenhéngenden
Zeitabschnitt von exakt 1A, in welchem das Auto eine Strecke von genau 80 km gefahren ist? Die

Antwort lautet Ja, und wir begriinden sie mit dem Zwischenwertsatz von Borzano. Dazu bezeichne
z(t) (in km) die Strecke, die das Auto in der Zeit 0 < ¢ < 5 (in Stunden) zuriickgelegt hat. Die




Funktion f(¢) := z(t+1) —z(t), t € [0,4], ist stetig und reellwertig. Wére nun f(¢) <80Vt € [0,4],
so héitte das Auto in keinem Zeitabschnitt von 1 A eine Strecke von mindestens 80 km zuriickgelegt.
Somit kann das Auto auch nicht die Gesamtstrecke in der Zeit von 5 h zuriickgelegt haben. Zu einem
dhnlichen Widerspruch gelangt man mit der Annahme f(¢) > 80 V ¢ € [0,4]. Also muss es Zeiten
a,b € [0,4] geben mit f(a) > 80 und f(b) < 80. Aus dem Zwischenwertsatz 6.19 folgern wir jetzt:
dtg € [0,4] : f(t()) = 80.

Bemerkung 6.12 (a) Der Extralmalsatz 6.16 sichert die Existenz von Punkten z,z € [a, 0]
mit f(z) < f(z) < f(T) VY x € [a, b]. Identifiziert man das Intervall [a, b] in Satz 6.19 mit dem
abgeschlossenen Intervall zwischen z und z, so nimmt f(x) jeden Wert zwischen f(z) und

f(z) an.

Merke: Das Bild eines abgeschlossenen Intervalls [a, b] unter einer stetigen reellwer-
tigen Funktion f ist das abgeschlossene Intervall

[ min_f(x), max f(x)]

x€[a,b] z€[a,b]

(b) Die Stetigkeit ist lediglich eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit des Zwischen-
wertsatzes. Die folgende Funktion ist nur im Punkte xy := % stetig:

xr : x rational,
f(x) = L. 0<z<I1.
1 —x : z irrational,
Dennoch nimmt f(z) jeden Wert zwischen dem Minimum f(0) = 0 und dem Maximum
f(1) =1 an. O

Gleichméiflige Stetigkeit

Wir hatten bereits in Abschnitt 6.5 angemerkt, dass die Zahl § > 0 in der ¢ — §—Definition
(5.1) der Stetigkeit im allgemeinen nicht nur von der Wahl der Zahl ¢ > 0 abhéingt, sondern
auch von der Stelle x5 € D(f), in welcher die Stetigkeit einer Funktion f nachzuweisen ist. In
einigen Sonderfillen kann die Zahl § > 0 unabéngig von der Stelle xy € D(f) gewihlt werden.
Solche Funktionen heiflen gleichmdifig stetig.

Definition 6.23 FEine Funktion f € Abb(R,K) heiffle gleichméBig stetig auf D(f) C R,
wenn gilt:

Ve>035=0(e) >0: |f(z)— fly)| <e Ya,ye D(f) mit 0<|zx—y|<o. (6.6)

|BSP. (6.6.2)| Die Funktion

flz):

ist gleichméBig stetig. Denn fiir festes € > 0 kénnen wir §(e) := e unabhiingig von z € D(f) wéhlen.
Es gilt ndmlich fiir alle z,y € R mit 0 < |z — y| < ¢:

| Lyl =1 |a

|f(x) = fly)| = A+ 2D+ 9] <|lz| =yl < |z —y| <d=e




Im Gegensatz zu diesem Beispiel ist die Funktion f(z) := 1, z € D(f) := (0, +00), zwar stetig (man
vgl. BSP. (6.5.3) in Abschnitt 6.5), aber nicht gleichméBig stetig. Andernfalls wire (6.6) erfiillt. Fiir
die spezielle Wahl € := 1 fixieren wir § = d() gemaB (6.6) und dazu z := L, y := # firl<neN

so, dass 0 < [z—y| = 1 (1—-1) < § gilt. Dann folgt |f(z) — f(y)| = n(n—1) > 1 = ¢, im Widerspruch
zur Bedingung (6.6) der gleichméfigen Stetigkeit.

Jede gleichmifig stetige Funktion ist insbesondere stetig. Die Umkehrung dieser Aussage ist
im allgemeinen falsch. Umso bemerkenswerter ist das folgende Resultat:

Satz 6.20 FEine stetige Funktion f : [a,b] — R ist auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] C
R sogar gleichmdfsig stetig.

Begriindung: Wir nehmen das Gegenteil der Bedingung (6.6) an:

1
Je>0VneNIz,,yp €[a,b] ¢ |f(zn) — f(yn)| > € und |xn—yn|<g.

Da die Folge (z,)nen C [a, b] beschrinkt ist, besitzt sie nach dem Auswahlsatz von BoLzaANO-~WEIER-

STRASS (Satz 3.9) mindestens einen Hiufungspunkt. Zu einer Teilfolge N’ C N existiert ein Grenzwert

zo € [a,b] mit _lirlg xj = xo. Nun gilt offenbar auch lirlg y; = xo, und aus der Stetigkeit von f folgt
eEN' JEN/

im Widerspruch zur obigen Bedingung:

0< 0 < | lim [F(z)) = (35)]| = I o) = )] = 0.

‘BSP. (6.6.3)‘ Wie bereits in BSP. (6.6.2) festgestellt wurde, ist die Funktion f(z) := 1,z €
D(f) := (0,+00), zwar stetig, nicht aber gleichméfig stetig. Fixieren wir jedoch a,b € R mit
0<a<b< +oo,sogilt [a,b] C D(f), und mit §(¢) := ea? folgt fiir jedes Zahlenpaar z,y € [a,b],0 <
|z —y| < :

(@) — f()] = 'ﬁx‘yf' <k

also die gleichméfige Stetigkeit auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b].

6.7 Monotone Funktionen, Umkehrfunktionen

Da R ein angeordneter Korper ist, kann fiir reellwertige Funktionen ein Monotonie-Begriff
eingefiihrt werden.

Definition 6.24 Gegeben seien eine reellwertige Funktion f € Abb (R, R) mit Definitions-
bereich D(f) C R und ein Intervall I C D(f). Die Funktion f heifle auf I (streng) monoton

wachsend (monoton 1), wenn gilt

f(x) = f(y) >0 (bzw. >0) Va,y eI mitx >y. (7.1)

Die Funktion f heifle auf I (streng) monoton fallend (monoton |), wenn gilt

f(x) = f(y) <0 (bzw. <0) Va,y € I mitx >y. (7.2)




Bemerkung 6.13 Gleichwertig mit (7.1) und (7.2) sind die folgenden Bedingungen:
[f(z) = f(y)](x —y) >0 (bzw. > 0) Vx,y € I mit z #y, (7.1.a)

[f(z)— fly)l(x—y) <0 (bzw. < 0) Va,y € I mit x #y. (7.2.a)

4 f(X) 4 f(x)

-

I »
! X
I
I
I
- X
Graph einer (nicht streng) monoton Graph einer streng monoton wachsenden

wachsenden Funktion Funktion

|BSP. (6.7.1)| Die Funktion

f(x) :=e” ist auf R streng monoton 1.

Denn fiir jedes Zahlenpaar z,y € R mit z — y > 0 gilt
T y Y (,T—Y y = ((II B y)k y
et —eV=eV(e" YV -1)=e¢ ZT>6-($—y)>0.

Analog zeigt man, dass die Funktion f(z) := e™® auf R streng monoton | ist.

Ist f € Abb(R,R) nicht auf dem gesamten Definitionsbereich D(f) monoton, so kann D(f) hiufig
in Monotonieintervalle zerlegt werden, auf denen dann f monoton ist.

|BSP. (6.7.2)| Wir betrachten die Funktion

f(z) :==sinz, z € D(f) == R.

(a) Wir zeigen, dass sinz auf dem Intervall Iy := [-7, 47| streng monoton 1 ist. Denn fiir jedes

Zahlenpaar 7,y € Iy mit z —y > 0 gilt —Z < & < +% sowie 0 < F54 < T so dass folgt:

s1n:1:—s1ny—2cos< > ( ) > 0.

A Sin X

N|FT - - -
K-I\Jf_j
bl 4

Monotonieintervalle der Funktion sin z



(b) Auf dem Intervall Iy := [5, %] ist f(z) := sinz streng monoton |. Denn fiir jedes Zahlenpaar
3m

ISR

z,y € I mit ¢ —y > 0 gilt § < ¢ < =X sowie 0 < ¥ < 7, so dass folgt:

sinz — siny = 2 cos (:1:_—2ky> sin <$ g y> <0.

~ ~

<0 >0

Da sinz periodisch ist mit der Periode 27, wiederholen sich die Monotonieintervalle Iy und I bei
Verschiebung um 27k, k € Z:

streng monoton 1 : z € [, := [4n2_1 , 4n2+1 7,
f(x) :=sinz ist - VneZ.
streng monoton | : z € I, := [4"T+1 T, 4”;3 7,
Ganz analog erhilt man:
streng monoton 1t : z € I, :=[(2n + 1) 7, (2n + 2) 7],
f(x) := cosz ist - VneZ.
streng monoton | : z € I, :=[2nx, (2n + 1) 7],

|BSP. (6.7.3)| Wir betrachten die Funktion

flz):=z", ze€ D(f):=R, neN.

Wir zeigen

Iy :=[0,400) streng monoton 1 : n € N,
f(z) ;== 2™ ist auf { Iy:= (—00,0] streng monoton { : n ungerade,

0
Iy := (—00,0] streng monoton | : n gerade.

(a) Fiir jedes Zahlenpaar x,y € Iy mit z —y > 0 gilt namlich:
" (n
"=yt =(r—y+y) -y =) (k> (z—y)*y"* >0.
— ——— N~
k=1 NN

Die strikte Ungleichung folgt aus y"~* = 1 fiir k = n.
(b) Fiir jedes Zahlenpaar z,y € Iy mit z —y > 0 gilt |y| — |z| > 0 und folglich

nr,.n ny _ n_wn:_nn _a:kxnfk )
(=D)"[z" =y"] = =(ly[* — |=") ;<k>(lyl>0| |)||>0 <0

Die strikte Ungleichung folgt aus |z|*~* =1 fiir k = n.

Ist eine Funktion f bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion f~!. Dieser Zusammenhang
wurde bereits in Abschnitt 6.1 ausfiihrlich erortert. Das Nachpriifen der Bijektivitéit erweist
sich in vielen Féllen als duBerst schwierig. Anders bei stetigen Funktionen f : [a,b] — R, die
streng monoton sind. Eine solche Funktion nimmt die Extremalwerte
i d
Ayl wmd gy @

jeweils in einem der beiden Endpunkte a,b des Intervalls [a, b] an. Somit wird [a, b] durch die
Funktion f surjektiv auf das Intervall mit den Endpunkten f(a), f(b) abgebildet. Wir zeigen,
dass f sogar bijektiv ist.



Satz 6.21 (Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen )
Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig und streng monoton. Dann ezistiert die Umkehrfunktion
=" auf der Bildmenge f([a,b]), und es gilt

f:[a,b]—>R{

streng monoton 1 [f(a), f(b)] = R streng monoton T,
= f

streng monoton | [f(b), f(a)] = R streng monoton |.

Dariiber hinaus ist f~* auch stetig.

Begriindung: (a) Die Funktion f sei zum Beispiel streng monoton wachsend. Dann gilt z >y <
f(z) > f(y) fir jedes Zahlenpaar z,y € [a,b]. Das heifit, f ist injektiv, und die Surjektivitit hatten
wir schon im Vorspann begriindet.

(b) Um die Stetigkeit von f~! zu zeigen, sei z € [f(a), f(b)) fest gewiihlt. Wir weisen die rechtsseitige
Stetigkeit von f~!in 2y nach. Ganz analog verfihrt man mit dem Nachweis der linksseitigen Stetigkeit
in jedem Punkt zy € (f(a), f(b)]. Es gelte nun f(z() = 2o, und es sei € > 0 fest. Dann existiert eine
Zahl 1 € (a,b) mit a <z < z1 < g + € < b. Wegen der Monotonie von f gibt es ein § > 0 derart,
dass z1 := f(x1) = zp + 0 gilt. Wir folgern

2o =f"Yz) < F7H2) < M (20) +€ V2 mit 29 <z < 2+ 0.

& 07N (2)—f M (z0)<€

Dies ist die rechtsseitige Stetigkeit im Punkte zp. a

Bemerkung 6.14 (a) Satz 6.21 gilt auch dann, wenn an die Stelle des abgeschlossenen In-
tervalls [a, b] ein beliebiges Intervall I C D(f) tritt.

(b) Die Existenz der Umkehrabbildung f~' unter der Voraussetzung der strengen Monotonie
ist auch dann noch gewihrleistet, wenn auf die Stetigkeit von f verzichtet wird. Die Bildmenge
f([a,b]) wird dann allerdings kein Intervall mehr sein sondern in eine Vereinigung paarweise
disjunkter Intervalle zerfallen. Wir verweisen auf die Literatur. O

f(x)a f(x)a

~

() - -7~ - - >
I X I
I X I
I X I
I X I
ro | |
ro | |
£ % X f %
Eine stetige, nicht monotone Eine nicht monotone Funktion f kann
Funktion f ist i.a. nicht injektiv injektiv sein, wenn f unstetig ist

(c) Bei stetigen Funktionen f ist die strenge Monotonie sogar notwendig fiir die Injektivitit.
Zum Beweis nehmen wir an, die nicht monotone Funktion f sei injektiv. Dann gibt es Punkte
€ <x<nmit f(§) < f(x) > f(n) > f(§). Der Zwischenwertsatz 6.19 sichert nun die Existenz
eines Punktes zy € (&, z) mit f(zo) = f(n), im Widerspruch zur Injektivitit, wonach zo =7
gelten miisste. Bei unstetigen Funktionen f ist diese Schlussweise i.a. falsch.

er Graph der Umkehrfunktion f~*, ndmlic
(d) D der Umkehrfunktion f! lich

G(f7) ={y.2) eR* : w ="' (y), y € f([a, 0D},



geht offensichtlich aus dem Graphen G(f) := {(z,y) € R? : y = f(z), = € [a, b]} der Funktion
f :[a,b] — R durch Spiegelung an der Geraden y = z hervor. Dieser Sachverhalt resultiert

aus der geometrischen Anschauung unter Beriicksichtigung der Identitit f~'[f(z)] =z Vx €
[a, b].

\Z f-1 2 y=x
X ______
f
a :
I I
I I
I I
I 1 »
f(x) X X
Der Graph der Umkehrabbildung Der Logarithmus als Umkehrfunktion
entsteht durch Spiegelung an der der Exponentialfunktion
Winkelhalbierenden

Anwendungen: Die Inversen der Standardfunktionen.

1.Anwendung: Der Logarithmus. Die Exponentialfunktion f(z) := e*, = € D(f) := R, ist — wie in
BSP. (6.7.1) gezeigt wurde — auf ganz R streng monoton wachsend. Da f aulerdem stetig ist, existiert geméif
Satz 6.21 die Umkehrfunktion f~! als stetige Funktion auf der Bildmenge f(R) = (0, +00).

Definition 6.25 Die Umkehrabbildung der Ezponentialfunktion exp : R — (0,+00) heifle der natiirliche
Logarithmus, bezeichnet mit ln : (0, +00) — R.

Die Basiseigenschaften des Logarithmus kénnen unmittelbar aus bekannten Eigenschaften der Exponential-
funktion abgeleitet werden. Hierzu zédhlen Wachstumseigenschaften, denen die folgende Eigenschaft der Funk-
tion e zugrunde liegt:

n

lim = =0 VYneN. (7.3)

z—+o0o el

Mit anderen Worten, e” wéchst fiir £ — +o0o schneller als jede Potenz von z. In der Tat, fiir z > 0 hat man
oo

et =3 i—’: > (’;"TT), Hieraus folgt 0 < z"e™® < @ — 0 fiir x —» +o0.
k=0

Satz 6.22 Der natiirliche Logarithmus ln : (0, +00) — R ist eine stetige, streng monoton wachsende Funktion
mit folgenden FEigenschaften:
(a) In(e*)=z Vz€eR, ey =y Vy>0.

(b) In1=0, lim Inz = —o0, lim Inz = 4o0.
z—0+4 T—-+00

(¢) In(zy)=lnz+Iny Vz,y > 0. (Funktionalgleichung)

(d) lim — =0, lim z"lnz =0 Vn € N. Mit anderen Worten, Inx wdchst fir v — 400 schwicher
z—+oco0 M z—0+

als jede Potenz von x.

Begriindungen: (b) Aus e = 1 folgt sofort 0 = In(e®) = In1; die restlichen Behauptungen ergeben sich aus
liIJIrl e’ =+4oound lim e* =0+.
Tr—r+00 r—r—00

(c) Setzt man ¢ := Inz und n := Iny, so gelten = e, y = €7, und es folgt

In(zy) =In(efe”) =In(es™) = ¢ +n=1Inz +Iny.



(d) Wir setzen y := Inz. Aus x — +oo folgt nun y — +o00, und aus z — 0+ folgt ebenso y — —oo. Hiermit
resultiert unter Verwendung von (7.3):

Inz Y
m—n:eTy—)O(y—)—koo), x”lnm:ye”y:e_ny—)O(y—)—oo).
Hiermit ist alles bewiesen. O

Die allgemeine Potenzfunktion und der allgemeine Logarithmus.
Mit Hilfe der Funktion In : (0,4+00) — R kénnen neue stetige Funktionen erklirt werden.

Definition 6.26 Fiir eine feste Zahl a > 0 sei die allgemeine Potenzfunktion f : R — (0,+00), © —
f(x) :=a® durch die folgende Vorschrift erklirt:

a® =" g € D(f) := R.

Fiir a # 1 exzistiert ihre Umkehrfunktion f~1 : (0,+00) — R (siehe Satz 6.22), und diese heifie der Logarith-
mus zur Basis a:

®logz: (0,400) > R, a#1.

Bemerkung 6.15 Hiufig wird der BRricassche Logarithmus lgz verwendet, das ist der Logarithmus zur
Basis 10: Ilgz := °logz V z > 0. |
Satz 6.23 Die allgemeine Potenzfunktion und der Logarithmus zur Basis a haben folgende FEigenschaften:

(a) Die Funktionen f(z) := a® und g(z) := *logx sind fir festes a € (0,1) streng monoton | und fir festes
a > 1 streng monoton 1 sowie stetig in beiden Fillen. Fira =1 gilt f(z) =a*=1Vzxz € R.

(b) a*t¥ =a%a¥ Va,ye R, ,%logz+%logy = *log(zy) ¥V z,y > 0.

1
(c) a®=1, ,%logl=0, “long%‘v’m>0.

. 400 1 a>1, . 0 :a>1,
(d) lim "= lim o® =
z—+00 0 :0<ax<l, T——00 400 0<a< 1.
400 a>1, —00 a>1,
() lim ®logz = o lim %logz = o
z—+00 -0 0<a<l, x—0+ 400 : 0<a< 1.

() (@)Y =a"¥Vaz,yeR, %log(z¥)=y-%logz Vo >0,y€R.

<0:0<ax1l,

Begriindungen. Verwendet man das Tableaux lna<¢ =0 :a=1, und beachtet, dass e” streng mono-
>0 :a>1,

ton 1, wihrend e™? streng monoton |, so erhilt man:

e~elnal . )< g <1, alsostreng monoton |,
a® =e*he = =1 :a=1, also konstant,
S also streng monoton 1.

Dariiber hinaus sind die Abbildungen

R — R, R — (0, 4+00),
y: exp :
z— x lna, y—eY

beide stetig, und dies gilt auch fiir das Kompositum (exp oy)(z) = e '@ = @*. Die restliche Behauptung folgt
jetzt aus Satz 6.21.

(b) Es gilt ja a®t¥ = el@ty)Ina — gelna gylne — g2y Y gy ¢ R. Setzen wir hier £ := a®,n := a¥ oder
dquivalent x = *log &,y = *logn, so folgt

“log(én) = “log(a” a¥) = “log(a™"¥) =z +y = “log& + “logn V &,1 > 0.



(c) Es ist trivialerweise a® = €% "¢ = 1. Weiterhin gilt

Inz

Ina

logx = alog(elnz) = log (eix_ﬁ 1“‘1) = log (alua) =

Va>0.

Ina

Hieraus folgt *log1 = 1ol =0,

Ina

(d) Diese Aussage erhilt man aus den Wachstumseigenschaften von e®® fiir festes a € R

lim a® = lim e
r—400 r—400

xlna:{+oo:a>1, xlna:{ 0 :a>1,

lim ¢®* = lim e
0 :0<ax<l, T——00 ——00 400 : 0<a< 1.

(e) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus (d) durch Ubergang zur Umkehrabbildung.
(f) Es gilt (a®)¥ = [e? n?)v = e®¥ 102 = g2¥ ¥ 2, y € R, und schlieBlich

ne 1
“log(z¥) = “log(e? "®) = *log (ayin_a) = yln_a: =y-“logz Vz >0,y € R.
na
Hiermit ist alles bewiesen. a
f(x)
, X
;
Die allgemeine Potenzfunktion und der Die allgemeine Potenzfunktion und der
allgemeine Logarithmus fiir ¢ > 1 allgemeine Logarithmus fiir 0 < a < 1

Bemerkung 6.16 Algebraische Verkniipfungen von allgemeinen Logarithmen zu verschiedenen Basen

konnen mit Hilfe der Identitét (c) aus Satz 6.23 behandelt werden. Es gilt zum Beispiel |
a . Inz Iny ,
logz -“logy = — - —= =%logy Yy > 0,1#z > 0.
Ina Inz

2. Anwendung: Die Umkehrung der z—Potenzen. Wir betrachten hier die Funktion f(z) := 2", x €
D(f) := R,n € N. Wir haben in BSP. (6.7.3) gesehen, dass das Monotonieverhalten von f in den beiden
Fillen (i) n ungerade und (ii) n gerade verschieden ist.

(i) Es sei n = 2m + 1,m € Np, eine ungerade Zahl. Dann ist die Funktion f(z) = 2" auf ganz R streng
monoton 1, und somit sichert Satz 6.21 die Existenz ihrer Umkehrfunktion

f~l(x) =signz V/|z| Vo € R.

(ii) Es sei n = 2m,m € N, eine gerade Zahl. Es gibt zwei Monotonieintervalle I := [0, +00) und Iy :=
(—00,0]. Da f(z) = 2™ auf diesen Intervallen jeweils streng monoton ist, existieren Umkehrfunktionen:

fit()
f='(z) := =/ V& >0 : Umkehrfunktion von f (z):=2z", 2 € Iy = (—00,0].

¥r Yo >0 : Umkehrfunktion von fi(z):=z" 1z € Iy =[0,+00),




f(x)a C e

L) = sign xV|X|

Die Umkehrfunktion von Die beiden Zweige der Umkehrfunktion
f(x) = 2?™ m e Ny von f(z):=2*",meN

Bemerkung 6.17 Die Funktionen z™, {/z und deren algebraische Verkniipfungen durch ”+”,”-” und ”:”
sowie deren Hintereinanderausfiihren heiflen algebraische Funktionen, zum Beispiel

22 -1 2+ x
Fla) = || e+ ] AV
3+ Va4 1 5r — 8

Neben der Klasse der algebraischen Funktionen gibt es die transzendenten Funktionen, zum Beispiel
f(z) :=€",:= cosz, usw. a

3. Anwendung: Die Umkehrung der trigonometrischen Funktionen (zyklometrische Funktionen).
Wir betrachten hier zunéichst die beiden Funktionen

(I) Sinus, Cosinus.

oo pen
/// X
/Kao
& A(L,0)

Zur geometrischen Definition von
sinz und cosx

Das Argument z der Funktionen sin z, cos ¢ wird iiblicherweise im Bogenmaf} angegeben: x ist die Linge des
Bogenstiickes AP auf der Einheitskreislinie, wobei die Lange der Vollkreislinie vom Radius 1 zu 27 normiert
ist. Zur Umrechnung auf das Gradmafl verwendet man die Relation a® = 3= 360°. Eine rationale Niherung
fiir die Kreiszahl 7 ist gegeben durch

m = 3.141 592 653 589 793 238 462.

Die geometrische Definition von sin 2 und cosz wird iblicherweise unter Heranziehung der obigen Skizze
vollzogen:

¢ :=cosx = cos(x + 2km), n:=sinz =sin(z +2k7), k€ Z, cos’z +sinr=1VzrecR.




Wir hatten bereits in Abschnitt 3.2 einen analytischen Zusammenhang zwischen der komplexen Exponential-
funktion €** und den trigonometrischen Funktionen cosz, sin z hergestellt:

_ 1 iz —iz _ = (_1)kx2k
cosr = 5 (6 +e ) = kz:;) W,
. ) y S r €R. (7.4)
smmr = 2— (6 — € ) = kX:(:) W)

Diese Beziehungen nennt man héufig die analytische Definition von sinz und cosz. Der Vollsténdigkeit
halber listen wir noch die folgenden Relationen auf, die bereits in Abschnitt 2.2 und 2.3 gezeigt wurden.

e = (cosz +i sinz)™ = cosnx + i sinnx VY n € Z, Formeln von MOIVRE.

sin(z+y) = sinzcosy+coszsiny, . (7.5)
. . Vz,y€R, Additionstheoreme.

cos(r £y) = cosxzcosy Fsinzsiny,

Das Verhalten von sin z und cos z in der Ndhe von = 0 wird durch die folgenden Beziehungen charakterisiert:

i 2(1 - 1
lim S0E g o gy 2 C08T) g Locosz (7.6)

z—=0 I z—0 z2 z—0 T

Waihrend die erste Limesrelation bereits mit dem EinschlieBungskriterium begriindet wurde, zeigen wir jetzt
die beiden restlichen Relationen. Es gilt

l—cos;r_ > T T
N Dp= LA SEL AL AR
k=1

Fiir 0 < |z| < 1 ergibt sich deshalb aus dem LEIBN1Z—Kriterium (Satz 3.18):

1_2i < 2(1 — cosz)

4! = x2 st

und dies fithrt mit Hilfe des EinschlieBungskriteriums zum behaupteten Grenzwert lir% %ﬂ 1. Wegen
T—

l—cosx —z, 2(

l—cosz __
- =% =0.

1_;205 2) folgt daraus sofort lim
z—0

Wie wir in BSP. (6.7.2) gezeigt haben, ist die Funktion f(z) := sinz auf jedem der Intervalle [(n — )7, (n +

2)7], n € Z, streng monoton und stetig. Also sichert Satz 6.21 die Existenz von Umkehrfunktionen, und dies

trifft ganz analog auch fiir die Funktion f(x) := cosz zu.

Definition 6.27 (a) Die Umkehrfunktionen von sin : [(n — 3)m, (n+ 3)7] = [-1,+1], n € Z, heiffen Zweige
des Arcus Sinus:

arc sin,, : [-1,+1] = [(n — %)ﬂ', (n+ %)7‘(’]

Fiir n =0 liegt der Hauptwert des Arcus Sinus vor, bezeichnet mit

arc sing : [-1,+1] — [_g,+g].

(b) Die Umkehrfunktionen von cos : [nm, (n + )] = [-1,+1], n € Z, heiflen Zweige des Arcus Cosinus:

arc cosy : [—1,+1] = [nm, (n + 1)7].

Fiir n =0 liegt der Hauptwert des Arcus Cosinus vor, bezeichnet mit

arc cosg : [—1,+1] = [0, 7].




A A
, @+ - - - - 2k
arc sin, . | .
arc sin,, | | arc sin,,,,
| |
2% | | (2k+1)Te
| |
| |
| |
- - H2kYm, (2k+hmt - -
I I I I
-1 1 -1 1

A A

7 R

g , (@2kH)TT
arc cos,,

(2k+d)m

Kt - -

v

I
-1 1

Der Hauptwert der Funktion arc cosz Zweige der Funktion arc cosz

Wir diskutieren nun einige Eigenschaften der zyklometrischen Funktionen und beginnen mit

. m
arc cos, y =arc sing+1y — = Vy €

5 [-1,+1] Vn e Z.

(7.7)

Begriindung: Fiir z € [nr, (n 4+ 1)7] hat man z + 2 € [(n + 1)7, (n + 2)n], und somit folgt aus y := cosz =
sin(z 4+ §) die Relation

™ .
T = arc cos,y, T+ 5 = arc Sily,41 Y-

Durch Elimination von z erhilt man die behauptete Gleichung (7.7). |

Es ist klar, dass wegen der Beziehung (7.7) nur die Eigenschaften der Funktion Arcus Sinus diskutiert werden
miissen.

=1, +1] = [(2
[=1,41] = [(2

N[= N

arc singy, ist stetig und streng monoton 7,

(7.8)

ol
+

arc sinog1 )m, (2k + 2)7] st stetig und streng monoton |.

Dies folgt sofort aus den in BSP. (6.7.2) gezeigten Monotonieeigenschaften der Funktion f(z) := sinz sowie
aus Satz 6.21.

arc sing y + 2kmw Vyel-1,+41] VEke€Z,

—arcsingy+ 2k+1)r Vye[-1,+1]VEkeZ

arc singg ¥ =

(7.9)

arc Singk_H y =

Begriindung: Fiir x € [-5,+%] hat man z + 2k7 € [(2k —
sin(z + 2kx) die Relation

D), (2k + 2)7], und somit folgt aus y := sinz =

xr =arcsingy, <+ 2km = arc sing y.

Durch Elimination von z erhilt man die erste der beiden Gleichungen in (7.9). Die zweite Gleichung folgt aus
der Identitét sin(—z) = sin(z + (2k + 1) 7). O




(IT) Tangens, Cotangens.

Definition 6.28 Die Funktion tan : D(tan) — R mit

sin x 1
t = — D(t =R =) Z
anz = ——, &€ (tan) \ {(n+ 2)7T n €7},

heiffe Tangens. Die Funktion cot : D(cot) — R mit

cos ¥
cotx =
sin

, ¢ € D(cot) =R\ {nr : neZ}

heife Cotangens. Es gilt offenbar cotz = —2— V € D(tan) N D(cot).

tan z

Zur geometrischen Bedeutung der
Funktionen tanx und cotz

Die geometrische Bedeutung von Tangens und Cotangens ldsst sich der obigen Skizze entnehmen:

tanz = EB, cotx = OC. (7.10)

Begriindung: Mit den Bezeichnungen der Skizze folgern wir aus dem Strahlensatz:

i AD FEB S
tanz = o _ 22 _22 _Fp wegen OB =1,
costr (OA OB
OA 0OC _—— S
cotr = Cf)Sﬂj:::::O wegen CF = 1.
simr AD CF
Hiermit ist alles gezeigt. O

Da die Quotienten stetiger Funktionen wieder stetig sind, folgern wir:

tanz und cot z sind stetig in jedem Punkt x € D(tan) bzw. £ € D(cot). (7.11)
Es gilt ferner wegen tan(z + 7) = 2;’;((2::)) = =SinZ — ang:
tanz und cot = sind periodisch mit der Periode 7. (7.12)
tanz ist in (—7,+7) streng monoton 1;  lim tanz = +oo, lim tanz = —oo,
z—5—0 z——5+0 (7 13)
cotx ist in (0, ) streng monoton J; lim cotx = +o0, lim cotxz = —oo.
z—0+ z—7—0

Begriindung: Auf dem Intervall [0, 7) ist die Funktion cosz streng monoton |, wéhrend sin x streng monoton

1. Der Quotient z:)’;; ist somit streng monoton 1, und wegen tan(—z) = — tanz gilt diese Monotonieaussage




auch auf dem Intervall (—7,0). Ferner erschliefen wir aus sinz — 1 und cosz — 0+ fiir # — § —0 den Grenz-

wert lim tanz = 400, und wegen tan(—z) = —tanz folgt hieraus lim tanz = —oco. Mit dhnlichen
z—5—0 z——5+0
Argumenten zeigt man die behaupteten Eigenschaften von cot x. a
tanz =0 Vz =nm, n € Z, tan(z + ) = —cotx VYV #nm, n€Z,
(7.14)
cotz=0Vz=(n+3i)m, n€Z, cot(z+3)=—tanz Vo #£(n+3)m, neZ

Begriindung: Es gelten ja die Beziehungen sinz = 0,cosz = (—1)" fiir x = nx sowie cosz = 0,sinz = (—1)"
fiir z = (n + 1) . Wir haben ferner

tan(z + ﬂ') cos T ¢ H(z + 7r) 1 ¢
an(z + =) = = —cotz, cot(z+ =)= = —tanz.
2 —sinz ’ 2 —cotz
Die Additionstheoreme von sin z und cos z liefern schliefllich noch:
tan(z + 1) = sin(z + y) _ sina:cosy+0(.)sa:s%ny _ _tanz +tany .
cos(z +y) coszcosy—sinzsiny 1—tanx-tany
Allgemeiner folgt:
tanz £ tany 1
tan(r £y) = ———— Va,yeR : zxy#(n+3)m neZ,
lFtanz-tany (7.15)
cotx-coty F1 '
t(z £ = — Y R : z+ Z.
cot(z + y) cotz £ coty x,y € rty#nm ne€
tan xa cot X a
I I ] I I I
I I ] I I I
I I ] I I I
I I ] I I I
I I ] I I I
I I ] I I I
1_ 31 I_Tt 1T 1311 I I
12 "2 12 2 -1t 0 m
| =Tt | 0 | Tt | 27T X _3_T[ | I Jis |
| | | | 2\l 2 2 \!
I I ] I I I
[} I ] I I I
[ I ] I I I
[ I ] I I I
I I I I I
Der Graph der Funktion tanz Der Graph der Funktion cotz

Die folgende Tabelle niitzlicher Funktionswerte von tan und cot kann hiufig zu Rate gezogen werden:

x 0 | 30°=Z | 45°2Z2 | 60°=Z% | 90°=Z | 120°=2F | 1350238 | 150°=3T | 180°=r
tanz | 0 13 1 V3 — -3 -1 -3 0
cotx — V3 1 %\/3 -1 -3 -

o
|
(I

w

Aus den Monotonieeigenschaften (7.13) der Funktionen tanz und cotz erschliefen wir wieder die Existenz
von Umkehrfunktionen.

Definition 6.29 (a) Die Umkehrfunktionen von tan : ((n — ), (n+ 3)7) — R, n € Z, heiffen Zweige des
Arcus Tangens:

1 1
arc tan, = R — ((n - 5)7r, (n+ 5)7r)

Fiir n = 0 liegt der Hauptwert des Arcus Tangens vor, bezeichnet mit

T ™
t :R—)(——, —).
arc tang 5 +2




(b) Die Umkehrfunktionen von cot : (mr, (n+ 1)7r) — R, n € Z, heiffen Zweige des Arcus Cotangens:

arc cot,, : R — (mr, (n+ 1)7r).

Fiir n =0 liegt der Hauptwert des Arcus Cotangens vor, bezeichnet mit

arc coty : R — (0,7‘().

arc tang : R — ( — 3 +g) ist stetig und streng monoton t,  lim arc tany r = %3,
z—+oo
o . 0+ (7.16)
arc cotyy : R = (0,7) ist stetig und streng monoton |, lim arc cotyx = ’
r—+o0 -
Diese Aussagen folgen sofort aus den Eigenschaften (7.13) in Verbindung mit Satz 6.21.
A A
___________ Al e~
2 arc tan,x
X
arc cot,x
____________ >
Der Hauptwert von Arcus Tangens Der Hauptwert von Arcus Cotangens
arc tan,y = arctangy+nw Vye R VnelZ,
L (7.17)
arc cot,y = arccotgy+nm = —arctangy+(n+3)r VyeR VnecZ.

Begriindung: Fiir z € (— %, +%) hat man z + nw € ((n — §)7, (n + 3)7), und somit folgt aus y := tanz =
tan(z + nw) die Relation

r =arc tang y, « -+ nmw = arc tan,y.
Durch Elimination von z erhilt man die erste der behaupteten Gleichungen (7.17). Fiir € (0,7) hat man

z+nt € (nm, (n+1)w) sowie —z—Z € (— 2L, —Z), und somit folgt aus y := cot z = cot(z+nn) = tan(—z— %)
die Relation

s
xr =arc cotgy, «+nm=arccot,y, —T— ) = arctan_; y = arc tangy — 7.

Durch Elimination von z erhélt man die restlichen Gleichungen (7.17). O

Die Gleichungen (7.17) gestatten es, alle Werte von Arcus Tangens und Arcus Cotangens iiber den Hauptwert
arc tang x zu berechnen.

4.Anwendung: Die Hyperbelfunktionen und ihre Umkehrfunktionen (Area—Funktionen). Eine be-
deutende Rolle in den technischen und mathematisch—geometrischen Anwendungen spielen die sogenannten
Hyperbelfunktionen; das sind algebraische Kombinationen der beiden Exponentialfunktionen e” und e~”. In
diesem Sinne fithren wir die Hyperbelfunktionen durch analytische Definitionen ein.



Der Graph von sinhz

Der Graph von coshz

und cothz

Definition 6.30 Die Hyperbelfunktionen seien in der folgenden Weise erkldrt:

Funktionssymbol Definition Def.—Bereich Funktionsname
. . 1 _ . .
sinh sinhz := 3 (e —e™™) R Sinus hyperbolicus
1 _ . .
cosh coshz := 3 (e"+e ™) R Cosinus hyperbolicus
sinh z .
tanh tanhz := R Tangens hyperbolicus
coshx
h
coth cothz := c?sh e R\ {0} Cotangens hyperbolicus
sinh z

Die Graphen von tanhz

Man leitet aus diesen Definitionen und aus dem Wert e = 1 sofort die folgenden Symmetrie-Eigenschaften

ab:

sinh 0 = 0 = tanh 0,

sinh(—z) = —sinh z,

tanh(—z) = —tanhz Vz € R,

cosh0 =1,
cosh(—z) =coshz Vz € R
coth(—z) = —cothz Vz #0.

(7.18)

Wegen der hier gezeigten Symmetrieen ist es ausreichend, die Funktionsdiskussion auf den Bereich z > 0

einzuschrianken.

0<sinhx<%em Vo>
1e” <coshz V>0,
0O<tanhz <1 Vz >0,
1 <cothz Vz >0,

0, lim sinhx = +o0,
T—-+00

lim coshz = +o0,

r—+00

lim tanhz =1,
T —-+00

lim cothz =1, lim cothax = +o00.
r—+00 z—0+

(7.19)

Begriindung: Fiir > 0 gilt ja e > 1 und 0 < e~ < 1. Dariiber hinaus haben wir e* — +o00,e™* — 0 fiir
& — +00. Aus diesen Eigenschaften ergibt sich 0 < £ (e? —e ) =sinhz < Je® und Je® < £ (e* +e %) =
coshz — 400 (z — +00). Weiterhin folgern wir:

0< e’ —e sinh x _
et +e " cosh z

1< et +e " cosh x
e®* —e—®  ginhz

1—e 2
= tanhz = —— <1, lim tanhz =1,
1+e 2 T—+00
ih 1+e‘29”_) 1 : 2z — +oo,
= cothr = ——
1—e22 +00 x>0+



Uber die Potenzreihe der Funktion e® gelangt man sehr schnell zu einer Reihendarstellung der Funktionen
sinh z und cosh z:

. 0 p2k+1 o 2k
smhmzzm, 1§c05hm:2(2k)! VzeR. (7.20)
k=0 k=0
Begriindung: Wir verwenden die Exponentialreihe e* = ) % VzeR:
n=0
i ol —(—m)t 1 gt ny n=2kt1 o= T2FFL 2P
n=0 n=0 k=0
Lz + (—2)" 1 ~a” oy n=2k = 2K x>zt
coshz = 52 o :§Zm[l+(_l)] = Z(2k)!:1+§+ﬂ+”'21'

n=0 : n=0 k=0

Zur geometrischen Deutung der
Hyperbelfunktionen

Die trigonometrischen Funktionen konnten geometrisch am FEinheitskreis gedeutet werden. Ganz analog gibt
es eine geometrische Deutung der Hyperbelfunktionen an der Einheitshyperbel £ —n? = 1, man vgl. die obige
Skizze. Bezeichnet = den Inhalt der Fliche OP P’ unter der Hyperbel, so gelten die folgenden Relationen:

sinhz=AP, coshz=0A, tanhz=BC, cothz=ED.

Da der Hyperbelpunkt P(£,n) die Gleichung €2 — n? = 1 erfiillt, muss konsequenterweise gelten:

cosh? z —sinh*z =1 Vz € R. (7.21)

Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen. Die an den Graphen der Hyperbelfunktionen ersichtliche
strenge Monotonie soll hier nicht im Einzelnen analytisch begriindet werden. Wir orientieren uns an der
Anschauung, welche die folgende Existenzaussage der Umkehrfunktionen motiviert;:

Definition 6.31 (a) Die Umkehrfunktion der stetigen, streng monoton wachsenden Funktion sinh : R - R
heiffe Area Sinus hyperbolicus, bezeichnet mit dem Funktionssymbol

Arsinh: R — R.

[0, +00) — [1, +00), streng monoton T,

(b) Auf den Monotonieintervallen der stetigen Funktion cosh :
(—00,0] = [1,4+00), streng monoton |,

ezistieren Umkehrfunktionen. Diese heiffen positiver und negativer Zweig des Area Cosinus hyperbo-
licus, bezeichnet mit den Funktionssymbolen

Ar coshy : [1,+00) — [0,+00), Ar cosh_ : [1,+00) = (—00,0].




(¢) Die Umkehrfunktion der stetigen, streng monoton wachsenden Funktion tanh : R — (—1,+41) heiffe Area
Tangens hyperbolicus, bezeichnet mit dem Funktionssymbol

Ar tanh: (-1,+1) —» R.

(d) Auf den Stetigkeitsintervallen der streng monoton fallenden Funktion coth : R\ {0} — (—o0,—1) U
(+1, +00) emistiert eine Umkehrfunktion. Diese heiffe Area Cotangens hyperbolicus, bezeichnet mit dem
Funktionssymbol

Ar coth: R\ [-1,+1] = R\ {0}.

A A
Arcosh, x
Arsinh x
X \ X
AN
~
~
~ < Arcosh_x
Der Graph der Funktion Ar sinhz Die beiden Zweige der Funktion Ar coshz
Die hier eingefiihrten Area—Funktionen gestatten folgende analytische Darstellungen:
Ar sinh z = 1n(a:+ 1+w2) VzeR,
Ar coshpz = =+In (:v-{— Var? — 1) Va>1,
7.22)
1 1+ (
Ar tanhz = §1n<1_x> Vze(—1,+1),
1 1
Ar cothz = §ln (it1> VzeR\I[-1,+1].

Begriindung: Aus der Darstellung z := sinhy = %(ey — e~ Y) erhilt man fiir e¥ die quadratische Gleichung
2re¥ = €2¥ — 1 oder dquivalent (e¥ — x)? = 1 + z2. Die eindeutig bestimmte positive Losung lautet eV =
z++v1+ 22 > 0, und durch Logarithmieren resultiert die angegebene Darstellung der Funktion Ar sinh z. Die
anderen Darstellungen erhélt man in ganz analoger Weise. O

Die Graphen der Umkehrfunktionen
Ar tanhz und Ar cothz



5. Anwendung: Losung nichtlinearer Gleichungen; Fixpunktprinzipien. Zu den Standardaufgaben der
numerischen Mathematik zdhlt die Losung einer Gleichung vom Typ F(z) = 0. Wir gehen hier stets davon
aus, dass F' € Abb (R, R) eine stetige Funktion der reellen Verdinderlichen x € D(F') ist. Meistens gelingt
es nicht, mit Hilfe endlich vieler algebraischer Operationen diese Losung herzustellen. Zum Beispiel ist man
schon bei der Losung der Gleichung F(z) := €%? sinz — 1 = 0 auf die Verwendung von Niherungsverfahren
angewiesen. Das einfachste Verfahren dieser Art ist das

(I) Verfahren der Intervallschachtelung (Bisektionsverfahren). Bekannt sei ein Intervall Iy := [a, b] C
D(F) mit der Eigenschaft F(a) F(b) < 0. Dann sichert der Nullstellensatz von BoLzANO (Satz 6.18) die
Existenz mindestens einer Nullstelle z9 € (a,b). Man halbiert nun das Intervall Iy durch den Punkt z; :=
(a +b)/2 in zwei Teilintervalle [a,z1] und [z1,b]. Gilt F(z;) = 0, so ist die Nullstelle bereits gefunden. Gilt
hingegen F'(a) F(z1) < 0, so liegt zo im Inneren des Intervalls I; := [a, z;], und man halbiere nun I; durch
den Punkt z3 := (a + x1)/2 usw. Falls F(a) F(z;) > 0 gilt, so braucht man nur I := [z1,b] zu setzen,
und man verfihrt wie vorher. Das hier beschriebene Verfahren der Intervallhalbierung liefert immer eine
konvergente Folge (x1)r>1, deren Grenzwert zo eine Losung der Gleichung F(z) = 0 ist. Denn die Léngen
Ly, := (b — a)/2* der Teilintervalle Iy, k = 0,1,..., bilden eine Nullfolge. Der Mittelpunkt xj,; des Intervalls
I}, ist eine Niherung fiir zo, das heifit, es gilt eine a priori— Fehlerschranke

b—a

W, kZO,l,

|Zk+1 — 20| <

Das Verfahren wird abgebrochen, wenn die Linge L, des Intervalls I}, unterhalb einer vorgegebenen Genau-
igkeit € liegt.
Algorithmus der Intervallschachtelung.

1: Einlesen von a,b,e; x:=0.5x (a+ b);

2: wiederhole:

3: falls F(a)* F(x) <0

4: dann b:=x (7.23)
5: sonst a :=x;

6: z:=0.5% (a + b);

7: bis b—a <e.

Der Nachteil der Intervallschachtelung ist ihre langsame Konvergenz. Wird zum Beispiel a = 0,b = 1 angenom-
men, und soll eine Genauigkeit |zy41 — zo| < 10710 erreicht werden, so sind dafiir £ > 10 In10/1n2—1 = 32.2
Iterationen erforderlich.

AF(X) yjA F(x) F(x)

Zur Regula falsi: EinschlieBung von z Zur Regula falsi: EinschlieBung von z
im Teilintervall [z;_1,2;41] im Teilintervall [z, 2]

(IT) Regula falsi. (Der Name entspringt mitteralterlichem Latein: Die Regel, vom Falschen ausgehend.) Wie
vorher gehen wir von der Kenntnis eines Intervalls I} := [21,22] C D(F) mit F(z) F(22) < 0 aus. Dann
sind #1 und x» Ndherungen der zu bestimmenden Losung o der Gleichung F(z) = 0. Nun wird anstelle der
Funktion F' die interpolierende Gerade zwischen den Stiitzstellen (z;,y; := F(z;)), j = 1,2, betrachtet:

Yji —Yji—1

Pi(z)=yj—1+ (x —x;—
1(2) == yj—1 + ( J 1)%_%71

,.’L'Elj_l,jZQ.



Thre Nullstelle

Tji—1Yj — TjYj—1 .
T ] (7.24)
Yi —Yji—1

ist ein neuer N#herungswert fiir xo. Man verfihrt nun wie bei der Intervallschachtelung. Mit dem Wert
Yj+1 = F(zj41) fragt man das Vorzeichen von y;y1y;-1 ab. Gilt yj41y;—1 < 0, so liegt zo im Inneren des
Intervalls I := [¢;_1,%;+1], und man verfahre mit diesem Intervall wie vorher. Gilt hingegen y;4+1 y;—1 > 0,
so setze man I; := [j+1,x;]. Diese Situationen werden durch die obigen Skizzen beschrieben.

Liegt F(xj41) = 0 vor, so wird das Verfahren abgebrochen; zo := x4 ist eine Nullstelle. Im allgemeinen wird
dieser Fall jedoch nicht eintreten, sondern die oben ermittelte Folge der x; wird jeweils nur N&herungswerte fiir
xo liefern. Dass die Folge tatséichlich gegen ¢ konvergiert, soll hier nicht gezeigt werden. Es ist zweckmifig,
ein Abbruchkriterium fiir das Verfahren vorzugeben. Man iteriert solange, bis zu vorgegebener Toleranz
€ > 0 der Wert |F(z;41)| < € erreicht wird.

Algorithmus der Regula falsi.

Einlesen von 1,22, € y1 := F(x1);y2 := F(x2);
wiederhole:
T = (v1xy2 — 22 % Y1)/ (Y2 — y1);y = F(2);
falls y*xy; <0 (7.25)

dann zs 1= ;Y2 := Yy
sonst 1 (= 2;Y1 ‘= V;

~N O O W

bis |y| <e.

In diesem Algorithmus gibt die Variable z nach Beendigung der Iterationen die gesuchte Ndherung von zo an.

(ITI) Das Sekantenverfahren. Dieses Verfahren kann als Modifikation der Regula falsi betrachtet werden.
Bei Vorgabe der zwei Startndherungen z; und zo, die nicht die gesuchte Losung z¢ der Gleichung F(z) =0
einschlieBen miissen, wird eine verbesserte Ndherung z3 wie bei der Regula falsi mit Hilfe von (7.24) bestimmt.
Anders als bei der Regula falsi fragt man jetzt nicht das Vorzeichen von y;4+1 y;j—1 ab, sondern man bestimmt
stets eine neue Ndherung z ;41 als Nullstelle der interpolierenden Geraden durch die beiden vorangegangenen
Stiitzstellen (z;,y; = F(z;)) und (z;_1,yj—1 = F(z;j—1)). Hierzu wird die Beziehung (7.24) in modifizierter
Form verwendet:

Tj— Tj—1

— =23, (7.26)
J J—

Tj+1 =Tj —Yj°

Die Konvergenz der durch (7.26) definierten Folge (z;);>1 gegen zo ist unter geeigneten Voraussetzungen an
F beweisbar. Man kann ebenso zeigen, dass das Sekantenverfahren von den hier vorgestellten drei Verfahren
die "besten” Konvergenzeigenschaften hat, nimlich am schnellsten konvergiert.

Algorithmus des Sekantenverfahrens.

1: Einlesen von z1,z2,€¢;  y1 := F(x1);y2 := F(x2);

2: wiederhole:

3: Ti=wm —y2 k(22 —21)/(y2 — y1)sy = F(a); (7.27)
4: Ty =TT 1= T3 Y1 1= Y23 Y2 =Y,

5: bis |y| <e.

Auch in diesem Algorithmus gibt die Variable z nach Beendigung der Iterationen die gesuchte Niherung von
Zp an.

BSP. (6.7.4)| Wir testen die drei Verfahren zum Vergleich an dem Beispiel F(z) := €?® sinz — 1. Zu

bestimmen ist die kleinste positive Losung der Gleichung F(z) = 0. Als Grundintervall verwenden wir I :=
[0.4,0.5], denn es gilt F(0.4) = —0.133333 und F(0.5) = 0.303 214. Die Genauigkeitsvorgabe soll € := 5-10~1°
betragen.



Intervallschachtelung.

J a; bj z; F(z)

0 | 0.400000000 | 0.500 000000 | 0.450000000 | 0.069 842581
1| 0.400000000 | 0.450000000 | 0.425000000 | —0.035 314 981
2 | 0.425000000 | 0.450 000000 | 0.437500000 | 0.016 346 506
31 0.425000000 | 0.437 500000 | 0.431250000 | —0.009 710 404
4] 0.431250000 | 0.437500000 | 0.434375000 | 0.003261118
51 0.431250000 | 0.434375000 | 0.432812500 | —0.003 238 827
25 | 0.433591923 | 0.433591926 | 0.433591925 | —0.000 000 000
26 | 0.433591925 | 0.433591926 | 0.433591925 |  0.000000 003
27 | 0.433591925 | 0.433591925 | 0.433591925 |  0.000000 001

28 | 0.433591925

0.433 591925

0.433 591925

Die Linge des letzten Intervalles ist Lsg = 3.73 - 10719, so dass fiir
Fehlerabschiitzung |z(2%) — | < 1.87- 10710 gilt.

Regula falsi.

0.000 000 000

den letzten Intervallmittelpunkt die

j Tj-1 j Tjt1 F(zj41)

1 | 0.400 000000 | 0.500000000 | 0.430542750 | —0.012630 398
2 | 0.430542 750 | 0500000000 | 0.433320299 | —0.001129516
3| 0.433320299 | 0.500000000 | 0.433567 769 | —0.000 100 482
4 | 0.433567 769 | 0.500000000 | 0.433589777 | —0.000 008 935
5| 0.433589777 | 0.500000000 | 0.433591734 | —0.000 000 794
6 | 0.433591734 | 0.500000000 | 0.433591908 | —0.000 000071
7| 0.433591908 | 0.500000000 | 0.433591923 | —0.000 000 006
8 | 0.433591923 | 0.500000000 | 0.433591925 | —0.000 000 001
9 | 0433591925 | 0.500 000 000 —0.000 000 000

Die Funktion F(x) ist im Intervall I konvex, so dass das rechte Intervallende wihrend der Iteration fixiert
bleibt.

Sekantenverfahren.

T F(z;)

0.400000000 | —0.133333 541
0.500 000 000 0.303 213730
0.430542 750 | —0.012630 398
0.433320299 | —0.001129516

|zj — ol

0.033 591925
0.066 408 075
0.003049175
0.000271 625

O U W N O .

0.433 593 086 0.000 004 831 | 0.000 001161
0.433591924 | —0.000 000002 | 0.000 000000
0.433 591925 0.000 000000 | 0.000 000000

Hier wurde zur Berechnung der letzten Spalte als bestmoglicher Wert 2o = 0.433 591 925 gewihlt.

Aquivalent mit der Lésung der Gleichung F(z) = 0 ist das Losen einer Gleichung vom Typ
r = f(z) (dazu setze man zum Beispiel f(z) := F(z) + z).

Definition 6.32 Ein Punkt x € D(f) heiffle ein Fixpunkt der Funktion f € Abb(R,R),
wenn x = f(x) gilt.

Es liegt nahe, Fixpunkte der Funktion f mit der einfachen Iterationsvorschrift x,,; :=
f(z,), n € Ny, bei gegebenem Startwert xy € D(f) zu berechnen. Wir geben nachfolgend
zwei Kriterien an, wann eine solche Iterationsvorschrift einen Fixpunkt liefert.



Satz 6.24 Die stetige Funktion f : [a,b] — R erfille folgende Bedingungen:

(i) f([a,b]) C [a,b], (ii) f:[a,b] = R monoton 7.

Dann konvergiert die durch die Vorschrift

Tnt1 = f(x,), n €Ny, xy € |a,b] beliebig, (7.28)

definierte Folge (x,)n>0 monoton gegen einen Fizpunkt x = f(x) € [a, b].

Begrindung: Aus der Voraussetzung (i) folgt, dass mit dem Startwert zy € [a, b] auch jede Iterierte
ZTn,n € N, im Intervall [a,b] liegt. Wir treffen zwei Fallunterscheidungen gemifl (a) z; < zp und
(b) 1 > zo. Im Falle (a) folgt aus der Monotonie z; = f(xo) > f(z1) = x2, und somit sukzessive
Tn > Tpy1 ¥V n € N. Die beschrankte Folge (z,)n>0 C [a,b] ist monoton fallend und folglich
konvergent. Im Falle (b) gilt z; = f(xo) < f(x1) = 22, und somit sukzessive x,, < ;11 Vn € N. Nun
ist die beschrénkte Folge (£,),>0 monoton wachsend und somit wieder konvergent. Es sei z € [a, ]
deren Grenzwert. Aus der Stetigkeit von f erschliefit man xz = nlggo Tyl = nlggo f(zn) = f(x). Also
ist © der behauptete Fixpunkt. a
Bemerkung 6.18 (a) Die Bedingung (i) in Satz 6.24 besagt, dass der Graph G(f) der Funk-

tion f weder an der oberen noch an der unteren Kante aus dem Kasten [a, b] X [a, b] heraus-
springen darf.

(b) Im rechten oberen Bild weiter unten auf dieser Seite erkennt man das monotone Konver-
genzverhalten der Iterationen (7.28).

(c) Am Beispiel der Funktion f(z) := x wird klar, dass die Funktion f mehrere, ja sogar
beliebig viele Fixpunkte haben kann.

Verboten !
o
b // : //
y ’ \f(X)

4
1
| | .
a/,'x X" |b X
4
4

/ 7 .
.7 al Ax, %, X
Der Graph G(f) darf den Kasten Monotone Konvergenz, je nach Lage
[a,b] % [a,b] weder oben noch unten des Startwertes z,
verlassen

XV
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Fixpunktiteration bei monoton fallender Die Funktion f(z) :=2arc tany = hat
Funktion genau drei Fixpunkte



(d) Ist die Funktion f : [a,b] — R monoton fallend, so bleibt die Folge (7.28) unter der
Voraussetzung (i) auch dann noch konvergent gegen einen Fixpunkt z = f(x), wenn f nicht
zu stark fillt. Die genaue Bedingung |f'(z)] < 1 V x € [a, b] werden wir erst in Abschnitt
7.8 begriinden konnen. Allerdings geht in diesem Fall die monotone Konvergenz verloren. Die
Folge (zn,)n>0 alterniert um den Fixpunkt z. ]

‘BSP. (6.7.5)‘ Es seien [a,b] := [—7,+7] und f(z) := 2arc tang x gegeben. Wegen |f(z)| < 7
ist die Bedingung (i) in Satz 6.24 erfiillt, und die Monotoniebedingung (ii) gilt ebenfalls. Die obigen
Skizze liefert die Vorabinformation, dass f drei Fixpunkte hat; einer davon ist z = 0. Man entnimmt
der Skizze auch folgende weitere Information. Bei Wahl eines Startwertes 2y > 0 (bzw. zo < 0)
konvergiert die Folge (7.28) gegen den Fixpunkt z > 0 (bzw. z < 0). Der Fixpunkt z = 0 kann mit
keinem Startwert xg # 0 erreicht werden. Wir haben in der folgenden Tabelle die numerischen Werte
der Iteration (7.28) zusammengefasst, die bei Wahl des Startwertes zy = 2 resultieren. Die Iteration
bricht ab, wenn die Genauigkeit |2, 11 — 2| < 10 erreicht wird.

Fixpunktiteration fiir f(z) := 2arc tang z

0| 2.000000000 | 2.214297436 | 0.331122370
1| 2214297436 | 2.293207809 | 0.116 824935
2| 2.293207809 | 2.319172917 | 0.037914 561
3| 2319172917 | 2.327391829 | 0.011949453
4| 2327391829 | 2.329961191 | 0.003 730541
5| 2329961191 | 2.330761275 | 0.001161179
13| 2.331122269 | 2.331122339 | 0.000 000101
14 | 2331122339 | 2.331122361 | 0.000 000 031
15| 2.331122361 | 2.331122367 | 0.000 000009
16 | 2.331122367 | 2.331122369 | 0.000 000003
17| 2.331122369 | 2.331122370 | 0.000 000001

18 112.331122370

2.331122370 | 0.000 000000

‘BSP. (6.7.6) ‘ Es seien [a, b] := [0, 5] und f(x) := cosz gegeben. Wegen 0 < cosz <1 V z € [a, b]
ist sicher die Bedingung (i) in Satz 6.24 erfiillt. Dariiber hinaus ist cos z auf dem Intervall [a, b]

Xo Tt

X

N

f(x) = cos x

Zur Fixpunktiteration z,;1 = cosz,

monoton fallend. Die obige Skizze zeigt, dass im Intervall (0, ) genau ein Fixpunkt liegen muss,
gegen den die Folge (7.28) alternierend konvergiert. Die Ergebnisse der numerischen Rechnung sind
in der obigen Tabelle zusammengefasst, wobei der Startwert zy = 7/2 gewihlt wurde. Die Iteration
bricht ab, wenn die Genauigkeit |2, 11 — 2| < 10 erreicht wird.



Fixpunktiteration fiir f(z) := cosz

0| 1.570796327 | 0.000000000 | 0.831711194
1| 0.000000000 | 1.000000000 | 0.739 085133
2 | 1.000000000 | 0.540302306 | 0.260914 867
3| 0.540302306 | 0.857553216 | 0.198 782827
4| 0.857553216 | 0.654289790 | 0.118 468 083
5| 0.654289790 | 0.793480359 | 0.084795 343
46 | 0.739085141 | 0.739085128 | 0.000 000 008
47| 0.739085128 | 0.739085 137 | 0.000 000 005
48 | 0.739085137 | 0.739085131 | 0.000 000 003
49 | 0.739085131 | 0.739085 135 | 0.000 000 002
50 | 0.739085135 | 0.739085 132 | 0.000 000 002
51| 0.739085132 | 0.739085 134 | 0.000 000001
52 | 0.739085134 | 0.739085 133 | 0.000 000 001
53 | 0.739085133 | 0.739085 134 | 0.000 000001
54 | 0.739085134 | 0.739085 133 | 0.000 000 000
55 0.739085 133 | 0.000 000 000

Der Nachteil des Fixpunktsatzes 6.24 liegt in der Tatsache, dass weder eine Eindeutigkeits-
aussage noch eine Abschitzung des Fehlers |z,, — x| moglich ist. Beide Nachteile beheben wir
in einem weiteren Fixpunktsatz, dem wir aber eine Verschirfung des Begriffes der LipscHiTz—~
Stetigkeit vorausschicken.

Definition 6.33 FEine Funktion f : D(f) — K heifie auf einem Intervall I C D(f) kontra-
hierend, wenn gilt

Fqe0,1) : [f(x) = fW)I<qlr—yl Vr,yel (7.29)

Kontrahierende Funktionen sind also LipscHiTz—stetige Funktionen mit einer LipscHiTz—Kon-
stanten L < 1.

‘BSP. (6.7.7)‘ Es seien f(z) := Inz und I := [a,b] mit 1 < a < b gegeben. Fiir z,y € I setzen
wir z :=In % Dann gilt

|lnz —Iny| [ In %] _ [ In %] || 1

- = <
|z —y| 21 =21 It =31 7 all =€l = g1+ &l

Satz 6.25 (Banacuscher Fixpunktsatz )

Ist die stetige Funktion f : [a,b] — [a,b] kontrahierend, so hat f im Intervall [a,b] genau
einen Fizpunkt © = f(x). Dieser ist der Grenzwert der Folge (7.28), und es gelten fir alle
n € N die Fehlerabschitzungen (FA):

n

|x1 — a;‘0| : a—priori FA,

x— x| <

; (7.30)

1—

|z, — xp_1| : a—posteriori FA,

mit der Kontraktionskonstanten q aus (7.29).



Begrindung: Wegen f([a,b]) C [a,b] gilt wiederum z,, € [a,b] V n € N, sofern wir nur mit z¢ € [a, b]
starten. Unter Verwendung der Kontraktionsbedingung (7.29) erhilt man ferner:

|Zn+1 — Zn| = |f(zn) — f(Tn-1)] < qlon —2n-1| < q2|$n71 — Ty 2| <0 <" w1 — T (7.31)

Mit Hilfe der A-Ungleichung erschlieft man hieraus fiir beliebiges k € N:

k k
|Tnik — 20| = Z($n+j — Tpyj-1)| < Z |Zn4s — Tntj-1
J=1 J=1
(7.31) x© q"
< q"|z1 — mo] qufl = |z1 — 29| bzw.
j=1 1—q
(7.31) © q
< q|$n_$n71| qu t= |$n_$n71|-
j=1 L—a

Wegen 0 < g < 1 resultiert aus dieser Abschétzung, dass (z,)n>0 C [a,b] eine Caucuy—Folge ist und
als solche gegen einen Grenzwert z € [a,b] konvergiert. Wegen der Stetigkeit der Funktion f gilt
z = lim 2,41 = lim f(z,) = f(z) sowie

n—o0 n—o0

n

q
l—gq
q
l—gq
wie oben gezeigt. Wire z nicht eindeutig bestimmt, das heifit, wire y = f(y) # = ein weiterer

Fixpunkt, so ergibe sich aus (7.29)

0<l|z—yl=If(z) = f(y)] < qlr—yl|, also 0 < (1 —g)|lz—y|l <O0.

|‘fI"1 _$0|a
|z — x| = |k1i_>1{.10xn+k —op| <

|$n - wn—1|a

Dieser Widerspruch 16st sich nur fiir z = y. a
Fixpunktiteration fiir f(z) := iﬁ
n Tn f(xn) |wn - CE| 1qjq |'751 - C60|
0 | 1.000000000 | 1.500000000 | 0.414213562 | 0.666 666 667
1| 1.500000000 | 1.400000000 | 0.085 786438 | 0.166 666 667
2| 1.400000000 | 1.416666667 | 0.014213 562 | 0.041 666 667
3| 1.416666667 | 1.413793103 | 0.002453104 | 0.010416 667
4| 1.413793103 | 1.414285714 | 0.000420459 | 0.002604 167
5| 1.414285714 | 1.414201183 | 0.000072152 | 0.000 651 042
6| 1.414201183 | 1.414215686 | 0.000012379 | 0.000 162 760
7| 1414215686 | 1.414213198 | 0.000 002 124 | 0.000 040 690
8| 1.414213198 | 1.414213625 | 0.000000 364 | 0.000010173
9| 1414213625 | 1.414213552 | 0.000 000 062 | 0.000 002 543
10| 1.414213552 | 1.414 213564 | 0.000 000011 | 0.000 000 636
11| 1.414213564 | 1.414213562 | 0.000 000002 | 0.000 000 159
12 | 1.414213562 | 1.414213562 | 0.000 000000 | 0.000 000 040
13 1.414213 562 | 0.000 000 000 | 0.000 000 010

|BSP. (6.7.8)| Auf dem Intervall T := [1,2] sei die Funktion f(z) :=

3
27

z+2

r+1

gegeben. Da f auf [

streng monoton fillt, gelten max flz) = f(1) = mi?f(x) = f(2) = 3. Hieraus folgt f(I) C I.
TE TE

Um die Kontraktionseigenschaft zu zeigen, seien x,y € I fixiert:
[z -yl _ 1

2.9 _Z|$_y|'

[f(z) = fy)| =

Yy—x
<x+1)(y+1>‘<



Es sind alle Voraussetzungen des Satzes 6.25 erfiillt, und dieser liefert die Existenz genau eines
Fixpunktes x = f(x) € I. Es liegt hier der Gliicksfall vor, dass = explizit berechnet werden kann.
Denn die Fixpunktgleichung z = f(z) lisst sich Aquivalent schreiben als 22 +z = x + 2, und hieraus
folgt © = /2. Die numerische Berechnung des Fixpunktes mit Hilfe der Iterationsfolge (7.28) fiihrt
auf die obigen Zahlenwerte, wenn der Startwert zp = 1 gewéhlt wird. In der letzten Spalte ist der
aus (7.30) fiir ¢ := i resultierende Fehler berechnet worden; in der dritten Spalte steht der wahre
Fehler |z, — z|.




Kapitel 7

Differentialrechnung fiir Funktionen
einer reellen Verinderlichen

7.1 Der Ableitungsbegriff

In Abschnitt 6.1 wurde bereits festgestellt, dass in der Euklidischen Ebene der Graph der
affinen Funktion
T(x):=ax+b, x€DT):=R, a,beR fest, (1.1)

die Gerade durch die Punkte (0,b) und (—2,0) ist. Wird ein beliebiger Punkt (xy,yo) der
Euklidischen Ebene fixiert, so verlduft durch diesen Punkt ein ganzes Geradenbiischel

T(z) — yo
T — X

=tana, = # xo, (1.2)

mit dem Biischelparameter o € [0, 7]. Natiirlich sind (1.1) und (1.2) dquivalente analytische
Darstellungen der affinen Funktion; es gelten ndmlich ¢ = tana und b = yy — zp tan . In
geometrischer Terminologie heifit a die Steigung der durch (1.1) beschriebenen Geraden, und
b heiffit der Ordinatenabschnitt der Geraden. Da die Steigung in jedem Punkt der Geraden
dieselbe Konstante ist, resultiert fiir eine Gerade durch zwei vorgegebene Punkte (z1,y;) und
(w9, ys) die analytische Darstellung

T(f) —Hh %27 (: tan a)
T — T Ty — T '

Lost man nach T'(z) auf, so erhilt man die zu (1.1) dquivalente Form

T(x) = e (x—z1)+y, z€R. (1.3)
To — X1

Das LEiBNizsche Tangentenproblem (GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ, 1646-1716) besteht in
der Bestimmung derjenigen Geraden T'(z), die den Graph G(f) einer gegebenen Funktion

f € Abb(R,R),D(f) C R, in einem Punkt (xo,yo = f(xo)), xo € D(f), méglichst gut
approzimiert: Es soll in der Ndihe der Stelle g € D(f) eine Darstellung der Form

fz) = T(z)

Tr — X

f(x) =T(x) + R(z;z) mit — 0 fir 0<|z—129| =0 (1.4)
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gelten. Da die gesuchte Gerade mindestens den Punkt (zg,yo) mit dem Graphen G(f) ge-
meinsam haben muss, folgern wir aus (1.2) die Darstellung T'(x) = (x — x¢) tan « + yo, und
aus (1.4) ergeben sich dann mit yo = f(zo) die zwei zu erfiillenden Gleichungen:

f(z) = f(xo) = (x — zp) tana + R(z;x0), x € D(f), (1.5)
—f(x;:ic(%) :tana+i(l:i0), 0 < |z — 0| = 0. (1.6)

Ya Ya
T(x)
T(x)
f(x;+h) ~ S(:h)
} T(X)'yo f( ) .
Yo — | | I G(f)
Ao ! |
4 ', ! I l |
} b : I I |
1 » L »
X, X X X, X X th X
Die Gerade als Graph der affinen Die Tangente ist der Grenzwert
Funktion der Sekantenfolge

Aus der Grenzwertbeziehung (1.4) erhélt man Rﬁf‘)) = f(?:;(x) — 0fiir 0 < |z—zp| — 0, und
dies impliziert insbesondere R(z;zo) — 0, falls 0 < |z — xy| — 0. Das heiit, das LerBN1zsche

Tangentenproblem ist eindeutig l6sbar, wenn gilt:

(i) Die Funktion f(z) ist stetig in x = xy € D(f). Dann gilt ndmlich (1.5).

(ii) Der Differenzenquotient

f(@) = f(@o) _ flwo+h) — f(xo)

T — o h

hat fiir 0 # x — 25 := h — 0 einen Grenzwert f'(z¢) := tan @ € R. Dann gilt (1.6).

Die gesuchte Gerade bester Approximation (im Sinne von (1.4)) hat somit die Form

flxo +h) — f(z0)
h

T(x) = (x — o) lim

+ f(@o) =: (x — x0) - f'(wo) + f(x0)- (1.7)

In der obigen Skizze wird die geometrische Bedeutung der Aussage (1.7) veranschaulicht.
Der Graph der affinen Funktion 7'(z) ist diejenige Gerade, die im Limes h — 0 aus der Familie
der Sekanten S(z;h) hervorgeht. Gemaf (1.3) hat man némlich mit den Bezeichnungen der
obigen Skizze:
B) —

S(x;h) = (x — x0) flao + f)L /(o)
Definition 7.1 (a) Die Funktion f € Abb (R,R) mit D(f) C R heifle im Punkt xo € D(f)
differenzierbar, wenn der Grenzwert

i 1@) = f(ao)

T—TQ xr — 1'0

+ f(z9), = €R. (1.8)

f(wo+ h) — f(wo)
h

oder dquivalent lim
h—0

(1.9)




in R ezistiert. Dieser Limes wird mit f'(zo) oder L (xo) bezeichnet, und er heifit die Ableitung
oder der Differentialquotient von f in xg.

(b) Die durch die Ableitung f'(xo) festgelegte affine Funktion

T(x):= f'(xo) (x — xo) + f(z0), 2z €R,

heifle die Tangente im Punkt (xo, f(xo)) an den Graph G(f) der Funktion f.

(c) Ist xy ein Randpunkt von D(f), so kann der Limes (1.9) nur als einseitiger Grenzwert
existieren. In diesem Fall heifle

: : d* - .
(i) hl_l)I(l)’l_i_ = [f(@o 4+ h) — f(zo)] = d—xf(xo) rechtsseitige Ableitung,
(ii) hl_i)I(l)’l_ = [f(zo + ) — f(z0)] =: %(wo) linksseitige Ableitung
von f in xp.

(d) Die Funktion f heifle differenzierbar auf X C D(f), wenn f in jedem Punkt o € X
differenzierbar ist.

(e) Die Funktion f': D(f") — R mit D(f") := {xo € D(f) : f'(z0) € R existiert} heifle
Ableitung von f.

Bemerkung 7.1 (a) Im allgemeinen Fall ist wohl zu unterscheiden zwischen den einseitigen Ableitungen
%(1’0) und den einseitigen Funktionenlimites f'(zo +0) := limjE f'(z) in einem Punkt zo € D(f). Am
T—rTo
Beispiel f(x) :=signz, © € R, ist leicht zu verifizieren, dass im Punkt zo = 0 einseitige Ableitungen %(0)
nicht erklirt sind. Die Grenzwerte
fh) —f(0) . *l

lim ————* = lim —
h—0+ h h—0+ h

existieren nicht. Hingegen gilt f'(0 £ 0) = lir(r)li 0=0.
xr—>

(b) GOoTTFRIED WILHELM LEIBNIZ wird allgemein als der Vater der Differentialrechnung angesehen. Von ihm
stammt auch die inkrementelle Bezeichnungsweise

f(xo) = %(mo) = lim af = lim f(zo + Ax) — f(@o)

Az—0 Az~ Az—0 Az ’

das heifit, die Darstellung des Differentialquotienten als Grenzwert der Folge der Differenzenquotienten. Diese
Bezeichnungsweise bedeutet keineswegs, dass die Grenzwerte AlimOA f = df bzw. Alim0 Az = dzx existieren,
T z—

vielmehr ist sogar
lim Af=0= lim Az.
Az—0 Az—0
Deshalb sind df und dz nicht als Zahlen im obigen Sinn erklirt sondern nur als Symbole, deren Quotient

% € R aber wohldefiniert ist.

Neben LEIBNIZ zihlt aber auch ISAAC NEWTON (1643-1727) zu den Vétern der Differentialrechnung. Durch
das Studium der Mechanik motiviert, fithrten NEWTONs Untersuchungen der zeitabhéingigen Bewegung von
starren Korpern zum Begriff der Geschwindigkeit als Ableitung des Weges z(t) nach der Zeit t: O

t) —x(t
M = mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [to, t],
— o

z(t) — (to)

= Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢t = #o.
t—to t— to



Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist stets eindeutig bestimmdt; ferner setzt Dif-
ferenzierbarkeit notwendigerweise Stetigkeit voraus:

Satz 7.1 (a) Die Funktion f € Abb (R, R) kann in einem Punkt xy € D(f) hdchstens einen
Differentialquotienten haben.

(b) Ist f im Punkt xo € D(f) differenzierbar, so ist f in xo auch stetig.
Begriindungen: (a) Diese Aussage folgt aus der Eindeutigkeit von Grenzwerten, Satz 3.1.
(b) Die Stetigkeit resultiert aus der Relation

lim (f(z) - f(zo)] = lim [LD=L10)

T—To T—T0 T — X

(x —zo)| = f'(z0) -0 =0.

Beachte: Die Aussage (b) in Satz 7.1 ist nicht umkehrbar. Differenzierbarkeit ist
eine stirkere Aussage als Stetigkeit!

Beispiele differenzierbarer Funktionen.

1. Die Betragsfunktion f(z) := |z| ist stetig in jedem Punkt xzy € D(f) := R. Sie ist auch differenzierbar
mit Ausnahme des Punktes 2o = 0, denn dort gilt:

A A () Lo ) N B B

g @) = JMim S = lim S8 = lim g =
d_f L (h) = f(0) _ .. || . b

g o) = lim = = o im = L

Wir haben in 2o = 0 verschiedene rechts— und linksseitige Grenzwerte, und deshalb existiert f'(0) nicht. Im
iibrigen gilt:

fl(z) = o = -1  :2<0, oder (Jz|) =signz Vz #0.
nicht ex. : z =0,

2. Die konstante Funktion f(z) :=¢, ¢ € D(f) := R, erfiillt

lim f(.’L'()-Fh)—f(.’E()) — lim c—-¢ :Ozfl(.’l,'[)),

h—0 h h—0 h

mit anderen Worten, es gilt

fl(x):=())=0 Yz eR, c=const.

3. Die Monome f(z) :=z", z € D(f) := R, n € N, erfiillen

' T (CU() + h)n - .’I}g s - n k=1 n—k _ [T n—1 __ n—1
f(l‘o)— lim n _Illg%)]; k h Ty =\ T, =nx, ,

h—0

das heif}t, es gilt

fl(x) == (") =na"! VneNVzeR.

4. Fiir die negativen Potenzen f(z) := 27", z € D(f) := R\ {0}, n € N, folgern wir aus den Vorgaben
2o € D(f) und zo + h € D(f):

1 1 1 . 1 xf — (xo + h)"] (5. BSP.3) 2Pt n
! =lim=-|—— — — | =1 0 = po _ ___"
fwo) = lim 5 {(a}o +h)" a:g} K0 28 (o + h)" [ I !



Dies bedeutet

1Y) n
5. Die Exponentialfunktion f(z) :=e*, z € D(f) := R, erfiillt
zoth _ oo eh —1 1 X Ak
"(zo) = lim ———— & — o0 — ™ lim — Y = e,
f(o) hs h RN h ¢ hlg%)hzk! ¢

Das heifit, es gilt

f'(z):=(e") =e® YV cR.

6. Fiir den Sinus f(z) :=sinz, x € D(f) := R, folgt aus den Additionstheoremen

sin(x h) —sinzx sinzg [cosh — 1] + cos g sin h
f'(zg) = lim (o +7) 0 — lim ol I+ 0
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh
= sinzy lim + coszg lim —— = cosxg.
h—0 h—0 h

Das heifit, es gilt

f'(z) :=(sinz) =cosz Vz €R.

7. Fiir den Cosinus f(z) := cosz, x € D(f) := R, folgt aus den Additionstheoremen

, . cos(xog + h) — coszo . cosxzg[cosh —1] —sinzg sinh
fl(®g) = lim A = lim A
h—0 h—0
. cosh—1 . . sinh .
= coszg lim —sinzg lim = —sinxg.
h—0 h h—0

Das heifit, es gilt

f'(z) == (cosz) = —sinz Vz € R.

7.2 Ableitungsregeln

Wir erkennen an den vorangegangenen Beispielen, dass die Berechnung der Ableitung ei-
ner Funktion in einem gegebenen Punkt 25 € D(f) unter Verwendung der Definition 7.1 ein
recht miithsamer Prozess ist. Nur in den einfachsten Féllen kann dieser Prozess elementar abge-
wickelt werden. Wir werden deshalb in diesem Abschnitt eine Reihe von Differentiationsregeln
bereitstellen, mit deren Hilfe in der Praxis die komplizierte Grenzwertbestimmung vereinfacht
wird.

Satz 7.2 (Summen—, Produkt—, Quotientenregel)

Die Funktionen f,g € Abb(R,R) seien im Punkt xo € D(f) N D(g) C R differenzierbar.
Dann sind die Funktionen f + g, f-g, und im Falle g(xy) # 0 auch f/g, im Punkt x,
differenzierbar, und es gelten die folgenden Regeln:

(f £ 9) (w0) = f'(w0) £ ¢'(0), Summenregel

(f - 9) (o) = f'(w0)g(wo) + f(x0)g' (o), Produktregel

(f)l (1) = F(@0)g(0) — f(20)g'(z0)

g 9*(xo)

Quotientenregel




Begrindungen: Man fithrt diese Regeln auf die Definition der Ableitung zuriick und verwendet dabei
die Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten. Das Schema ist in jedem der drei Félle das gleiche;
wir beschrdnken uns deshalb auf den Nachweis der Quotientenregel:

i 1 [0 +1) = L]

h—0 g

_ 1 f(mo + 1) — f(=o) g9(zo + h) — g(x0)
- flbl_rf%) g(xo)g(xo + h) g(xO) h - f((I;O) h

= 5 [ (ag(ao) — Flau)g ()]

Hierbei haben wir die Stetigkeit der Funktion g im Punkt zy verwendet, die ja wegen Satz 7.1
gewéhrleistet ist. a

BSP. (7.2.1)| Da die Konstante A € R die Ableitung 0 hat, erh#lt man als Sonderfall der Produktregel:

Ist die Funktion f: D(f) — R im Punkt xzo, € D(f) differenzierbar, so gilt dies auch fiir
Af, A€ R, und es folgt
(A f) (z0) = A f'(z0) YAER.

Aus dieser Regel ergibt sich in Verbindung mit der Summenregel:

n
Jedes Polynom P,(z) := 3 ara*, ax € R,a, # 0, ist in R differenzierbar:
k=0

(Pn)'(z) = Z a ka*! = Z apkz"™' Yz € R.
k=0 k=1

Unter Verwendung der Quotientenregel erhilt man weiterhin:

Jede rationale Funktion R(z) := 5;((?), P,,Qn € R[z] Polynome, ist auf der Menge

D(R) :={z € R : Qn(x) # 0} differenzierbar:
B (2)Qm(x) — Pr(2)Qy,, (z)

R'(z) = @) Vz € D(R).
Zahlenbeispiel:
<a:5 —32? + 5z — 2)' _ (a'—6x+5)(z—2)%(x+1) — (2° — 32 + 5z — 2)(z — 2)3x
(z —2)*(z +1) - (z —2)*(z + 1)

220 — 52° — 102* + 32 — 422 + 132 — 10
= v R\ {-1,2}.

BSP. (7.2.2)| Die Ableitung der beiden trigonometrischen Funktionen f(z) :=tanz, z € D(tan) := {z €

R : z# (n+1)m, n € Z} sowie f(z) ;= cotz, z € D(cot) := {zx € R : = # nm, n € Z}, berechnet man unter
Verwendung der Quotientenregel:

, sinz\'  cos®z +sin’z 1 , cosz\’ —sin’x —cos’w -1
(tanz)' = = 5 = ——, (cotz) :( ; ) = 2 =2
CoST cos? x cos? z sin z sin® z sin® z
Wir haben also:
1 1 —
tanz) = Vo #m+)r cotx) = Vo #nm, ncZ.
( ) cos? # ( 2) o ) sin? z # n,




—x 1

=

e

BSP. (7.2.3)
berechnet man ebenfalls nach der Quotientenregel:

1 !
(=) -
In Verbindung mit der Summenregel ergibt sich hieraus 2(sinh z)' = (e* —e™ %) = e® + e~% = 2 coshz. Ganz
analog zeigt man die folgenden Relationen:

Die Ableitung der abklingenden Exponentialfunktion f(z) := x € D(f) :=R,

= =—-e*VzeR.

()

6230

(sinh )" = coshz, (coshz) =sinhx Vz € R,
(tanh z)' = <sinhm>' _ cosh® z — sinh® z _ 1 vzeR
cosh x cosh? z cosh? z ’
coshz\' sinh®>z — cosh®z -1
cothz) = [ = = = VzeR)\ {0}
( ) (smh a:) sinh? z sinh® 2 MO

Die folgende Kettenregel ist eine der wichtigsten Differentiationsregeln:

Satz 7.3 (Kettenregel)

Fiir gegebene Funktionen f,g € Abb (R, R) sei die Hintereinanderausfihrung go f zumindest
in einem offenen Intervall X C D(f) C R erklirt. Sind die Funktionen f im Punkt xy € X
und g im Punkt f(xo) differenzierbar, so ist auch go f in xy differenzierbar, und es gilt

(go f)(xo) = g'[f(x0)] - f'(0).

Kettenregel

Begriindung: Es sei h # 0 so bestimmt, dass xg + h € X gilt. Wir setzen yg := f(x0), ferner
yo + k := f(xo + h), wodurch eine Zahl k = k(h) eindeutig festgelegt ist. Aus der Stetigkeit von f
im Punkt zy erschliefilen wir }Ein% k(h) = Ilin%[f(wo + h) — f(zo)] = 0, und somit

— -

lig 9o )0+ 1) —(go f)zo) _ . 9(yo+k)—gly) &
h—0 h h—0 k h
= Jim 9(yo + k/i —9(wo) | lim w0 + h,)l =10 _ o) - £ (o).

Bemerkung 7.2 (a) Setzt man h(z) := (g o f)(x) = g[f(z)], so kann die Kettenregel in der
folgenden einprigsamen Form geschrieben werden:

dh_dg
dr

d
_i mit y:= f(x).

(b) Ist f € Abb (R, R) speziell die affine Funktion f(x) := Az + u, A\, u € R fest, so hat die
Kettenregel die Form

dg
—Z(\
dx( T+ 1)

%
dy

(y) mit y = Az + p.

Zum Beispiel: (e2*T?) = q P,

(sinbx)" =5 cos bz, usw.

BSP. (7.2.4)| Die folgenden Ableitungen erhélt man durch Anwendung der Kettenregel:

()
(i)

_ tanz

(etanz)l e

cos? x

1
Va:;é(n+§)7r, n € Z,

(az)l — (ez lna)l =lnge® Ina =a%* lna Vz ER, CL>0,



(iii)  (sinh®)" = (cosh2®)-52* Vz € R,
(iv)  (coshcosz)' = (sinhcosz) - (—sinz) Vz € R,

_ecot x

(v)  [sin (cose®t®)]" = cos(cos et ) - (= sin et ?) - I, Va #nm, n€l.

Bemerkung 7.3 Wir haben hier u.a. die Tatsache benutzt, dass die Sdtze 7.2 und 7.3 auch
fiir mehrfache Verknipfungen gelten, zum Beispiel in der Form O

(f-g-h) = f-g-htf-g -h+f-g-N
(hogof)(x) = {hlg(f(x)]} = W[g(f(2))]- ¢'(f(x))- f'(x), usw.

Um beispielsweise die Ableitung der Funktion f(z) := Inx berechnen zu kénnen, zeigen wir
eine allgemeine Regel, nach der Umkehrfunktionen differenziert werden.

Satz 7.4 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Die reelle Funktion y = f(z) sei auf einem Intervall X C R stetig und streng monoton, so
dass die Umkehrfunktion f=' : f(X) — R emistiert. Ist f im Punkt vy € X differenzierbar
mit f'(xg) # 0, so ist auch f~1 im Punkt yo := f(xo) differenzierbar, und es gilt

1 1

U 00 = 5y = PTG

Begriindung: Fiir eine beliebige Nullfolge 0 # ¢, € R mit yo+e€, € f(X) setzen wir z,, := f ! (yo+en).
Da die Umkehrfunktion f~! stetig ist, folgern wir nlggo zp, = f (yo) = zo. Hieraus erschlieen wir:

ey I et
(F (o) = lim - % Fam) — f(@0)
(e = f)\ T
- nli{lgo( Tn — T ) _fl(xO)

BSP. (7.2.5)| Die Ableitung des Logarithmus. Wie in Abschnitt 6.7 gezeigt wurde, ist der Logarithmus
Iny, y > 0, die Umkehrfunktion von y = f(z) := e®. Mit z = Iny folgt also aus Satz 7.4 die Ableitung

1
(Iny)' = =—= :§Vy>0.

Wir setzen nun anstelle der Variablen y wieder die Variable z ein. In Verbindung mit der Kettenregel erhélt
man folgende Ableitungen:

1
(Inz) = —Vz>0,
T
(zP)’ = ((37”1n””)':gel”ln’”:pmp_1 Vz>0VpeR,
1 1
' — /2y — = .—1/2
(V) (z?) 57 NG V>0,
Clogay — (Br) -1 (—1“10 ¢) Va>0v0<a#l
B na) wlna \ =z
g 1 1 g )
(x®)’ = (M"Y =(lnz+%)e*™® = (1+1Inz)z® Yz >0.




BSP. (7.2.6) | Die Ableitung der zyklometrischen Funktionen. In Abschnitt 6.7 wurde auch gezeigt,

dass die Funktion arc sing : [-1,+1] — [~7, +5] die Umkehrfunktion von sin : [~ 7, +7] = [~1,+1] ist. Es

gilt (sinz)’ = cosz # 0 nur fiir # € (=7, +7%). Auf diesem Intervall erhalten wir aus Satz 7.4:

! 1 1 1
(arc sing y) = = = Vye(-1,+1).
Wir setzen jetzt wieder  an die Stelle der Variablen y. In &hnlicher Weise werden die Ableitungen der anderen
zyklometrischen Funktionen berechnet. Wir fassen zusammen

! 1
arc sin a:) = Ve (—1,+1),
( " V1—22 ( )
! -1
arc cos :v) = —— Vze(-1,+41),
( 7 V1—22 ( )
! 1
(arc tanH:r) = —— VzeR,
1+ 22
' 1 vier
we) = L veer
(arccoH:r 1+ 22 T €

Die anderen Zweige der zyklometrischen Funktionen unterscheiden sich von den Hauptwerten jeweils um eine
additive Konstante und eventuell um das Vorzeichen; man orientiere sich in Abschnitt 6.7. Deshalb erhilt man
die folgenden Ableitungsformeln:

' T
arc sin, ) = —|(arc cos, = = Veze(-1,+1)VneZ,
(e sin,a) = ~(arccosnz) = Z== Ve (141
! ! 1
(arc tan,, x) = —(arc cot,, x) = —— VzeRVneZ
1422

Weitere Ableitungsformeln, insbesondere fiir die Area—Funktionen, findet man in den géngigen Formelsamm-
lungen aufgelistet. (Man konsultiere zum Beispiel die Formelsammlung von BRONSTEIN-SEMENDJAJEW 0.4.)

Eine Variante der Kettenregel ist die folgende Regel des logarithmischen Differenzierens:

Satz 7.5 (Logarithmisches Differenzieren)

Die Funktion f € Abb (R, R) sei im offenen Intervall X C D(f) C R differenzierbar, und es
gelte f(x) # 0V x € X. Dann ist auch die Funktion g(z) := In|f(z)| in X differenzierbar,
und es gilt ¢'(x) = f'(x)/f(x) ¥ x € X. Hieraus erschlieffit man die Regel des logarithmischen
Differenzierens

fi(x) = f(z)- (In|f(z)]) VzeX.

Begriindung: Es gilt entweder f > 0 oder f < 0 iiberall in X. In beiden Fillen resultiert jeweils unter
Verwendung der Kettenregel:

() f>0= g(x) = Inf(z), und somit ¢'(z) = f'(2)/ (@),
(ii) J < 0= g(e) = In[~f («)], und somit ¢ (x) = —'(x) /[~ ()] 0

‘BSP. (7.2.7)‘ Auf dem offenen Intervall X C R seien die differenzierbaren Funktionen f,g :

X — R mit f > 0 gegeben. Fiir die Ableitung der Funktion h(z) := f(z)9®) = e9(@) In/(@) gi]
geméf Satz 7.5:

!

h(a) (ln|h(x)|), = (9(@)In f(2)) =¢'() nf(2) + 9(z)f (@)

Durch Auflésen nach h'(z) erhiilt man also:

(£@) = @)@ g(a) I f(@)] = F(@)7@) - |g'(o) I fo) + ST




Zum Beispiel:
2Inz

!/
(:Elnx) = 2% (In? z)’ = £I"® =2Ingz- 2"l z>0.

x

Beispiele nicht differenzierbarer Funktionen.

1. Ist die Funktion f € Abb (R, R) unstetig im Punkt zy € D(f), so kann f in diesem Punkt keine Ableitung
haben. Warnung: Selbst im Falle, dass die Funktion f in zg gleiche rechts— und linksseitige Funktionenlimites
f'(xo +0) = f'(xo — 0) besitzt, ist eine Ableitung f'(xo) im Unstetigkeitspunkt x nicht erklirt. Dieser Fall
liegt zum Beispiel bei der Funktion f(z) := signz im Punkt 2o = 0 vor. Wir haben hier zwar f'(zo +0) =

0 = f'(xo — 0), aber die einseitigen Ableitungen %(0) existiert nicht.

f(X) A f(x) A
fX)l--------- 1
(Xo) . )
!
1
!
Xo ; Xo )?
In einem Unstetigkeitspunkt z( existiert In einem Knickpunkt z, existiert
f'(xo) nicht f'(zo) nicht
2. Hat die Funktion f € Abb(R,R) im Punkt zog € D(f) einen Knick, so ist f zwar stetig in xg, aber
es existieren verschiedene rechts— und linksseitige Ableitungen %(mg) # %(1’0). Die Funktion f ist nicht
differenzierbar in xo. Dieser Fall liegt zum Beispiel bei der Funktion f(z) := |z| im Punkt o = 0 vor. Wir

haben hier f'(zo +0) = d;rxf (o) =+1#—-1= %(a:o) = f'(zo — 0).

»

f(x) 4

O} === == == ==

P U3

0 X

In einer Spitze z, existiert f'(zo) nicht
3. Hat die Funktion f € Abb (R, R) im Punkt zg € D(f) eine Spitze, so ist f zwar stetig in xg, es existieren

) . . ) . . + - .
aber verschiedene uneigentliche rechts— und linksseitige Ableitungen £oo = %(1’0) # %(a:o) = Foo. Die

Funktion f ist nicht differenzierbar in z. Dieser Fall liegt zum Beispiel bei der Funktion f(z) := 4/|z| im
Punkt zog = 0 vor. Wir haben hier

dtf _Vh d-f -
2p (O = Jim S = oo, R (0) = lm Toy = -0
4. Wir betrachten die Funktionen f,(z) := 2™ sini, n:=0,1,2.
(i) Die Funktion fo(z) = sin 1 ist im Punkt zy = 0 unstetig, da der Grenzwert lig%) fo(z) nicht existiert.
T
Mithin ist fp in 9 = 0 nicht differenzierbar.
(ii) Die Funktion fi(z) = « sinl ist im Punkt zo = 0 durch f1(0) := 0 stetig ergéinzbar, denn es gilt

lim z sin L = 0. Der Differentialquotient
z—0 *



h) —
7o) = im SO ZIO) g i 1

existiert jedoch nicht, so dass fi in £y = 0 nicht differenzierbar ist.
(ili) Die Funktion fy(z) = ? sinl ist im Punkt zop = 0 durch f»(0) := 0 stetig ergéinzbar, denn es gilt

wiederum lim 22 sin% = 0. Der Differentialquotient

z—0
_fa(h) — £2(0) _ 1
! —_ — — =
PO= i = T =
existiert, so dass f; in o = 0 differenzierbar ist. Hingegen existieren keine Funktionenlimites fi(xo£0). Fiir
z # 0 berechnet man némlich fj(z) = 2z sin + — cos <, also f}(zo £0) = — lir(I)li cos £, und diese Grenzwerte
T—
existieren nicht. Deshalb ist f§ unstetig bei zo = 0, und wir haben
2z sini —cosl : z#£0,
f3(x) = y P17
0 cz=0.

A X sin(1/x) AX° sin(1/x)

sin% ist unstetig bei 2o =0 T sin% ist stetig bei 2o =0, 22 sin% ist differenzierbar bei
aber nicht differenzierbar zg = 0, aber die Ableitung ist
unstetig

7.3 Erginzungen und Erweiterungen

(I) Komplexwertige Funktionen. Die analytische Definition der Differenzierbarkeit l&sst sich
auch auf komplezwertige Funktionen f € Abb (R, C) mit D(f) C R iibertragen. In diesem
Sinne bleibt die Definition 7.1 vollgiiltig, wenn man dort die Zielmenge R iiberall durch die
Zielmenge C ersetzt. Wegen der eineindeutigen Identifikation C = R? durch die GAusssche
Zahlenebene ist eine komplexwertige Funktion f : D(f) — C geometrisch als Parameterdar-
stellung einer ebenen Kurve zu deuten. Die Ableitung f'(xq) im Punkt zo € D(f) ist dann der
Vektor der Tangentenrichtung an die Kurve f(x) in z = xy.

Wird die komplexwertige Funktion f in Real- und Imaginéirteil zerlegt, ndmlich
f@) =u(x) +iv(x), wv:D(f) =R,

so ist Differenzierbarkeit von f in einem Punkt xy € D(f) — analog zum Fall der Stetigkeit —
aquivalent mit der Differenzierbarkeit von v und v in x,.

Eine komplexwertige Funktion f := u +iv : D(f) = C mit D(f) C R ist im
Punkt 2y € D(f) genau dann differenzierbar, wenn beide Funktionen u und v in z
differenzierbar sind. Die Ableitung f’(x¢) ist gegeben durch

f(xo) = u' (o) + i v'(xp).




BSP. (7.3.1)| Fiir die Funktion f(z) := o = 1S5 4200 — y(z) +iv(z), = € D(f) =

(=, +m), haben wir

' . . ' . o
— 1 1
W () = < cos T ) _ : sma:) o) = ( sinz > _ (1 + cosz)cosz + sin” x _

1+ cosz 1+ cosz)? 1+ cosz (14 cosz)? 1+cosz’

Also resultiert f'(z) = (Hs(‘)‘;;)Q +i 1+cosz Vo e D(f).

Bemerkung 7.4 (a) Die Rechenregeln aus Satz 7.2 bleiben auch fiir komplexwertige Funk-
tionen f, g € Abb (R, C) richtig. Das heifit, Summen—, Produkt— und Quotientenregel gelten
auf der Menge D(f) N D(g) in unverdnderter Form:

(fx9)=f=%4d, (f-9'=Ffg+/1d, (g) _fe—1¢

e fir g(xz) #0.

(b) Die Kettenregel kann fiir Funktionen f € Abb(R,R) und g € Abb (R, C) formuliert
werden, sofern das Kompositum g o f auf einer Teilmenge X C D(f) erklért ist. Wir haben
wie vorher, sofern alle Ableitungen existieren:

lg (f@)] =g (f(2)) f'(x), = €X.

(c) Der Satz 7.4 von der Ableitung der Umkehrfunktion kann natiirlich nicht ins Komplexe
iibertragen werden, da der Monotoniebegiff nur fiir reellwertige Funktionen erkliart wurde. O

In Erweiterung der bisherigen Ableitungsregeln gilt bei komplexen Funktionen:

Satz 7.6 Es sei f € Abb (R, C) differenzierbar fir alle x € D(f) C R. Dann gilt:

(f(@)) = (@) Yo e D(f), () =re** VeeRVAEC.

Begrindungen: (a) Aus der Zerlegung f(z) = u(z)+iv(z) folgt unmittelbar die behauptete Relation

(/') = (w(@) +iv'(2)) = (2) = iv'(2) = (= iv)'(2) = (/) ().
(b) Wir verwenden die Definition der Ableitung:
A (z+h) Az Ah

)\CEI_' e — e OV T e —1 Az hk 1)\k1
() = fim ——; SO Ty T 1‘3%<1+Z o)

Nehmen wir bereits |h| < 1 an, so gilt

‘th 1yk— 1‘<|h|2

und hieraus folgt schon die behauptete Ableitungsregel. O

BSP. (7.3.2)| Wir betrachten die komplexwertige Funktion f(z) := e +9? 2 € D(f) := R. Gemif Satz

7.6 gilt f'(x) = (1 +4) f(z) YV € R, und wegen 1+ i = v/2€"/* kann dafiir auch f'(z) = v/2e™/* f(z)
geschrieben werden. Zwischen dem Ortsvektor f(x) und dem Tangentenvektor f’(x) besteht somit der Zu-
sammenhang

|>\|k 1

— 0, h =0,

F'@)] = V2If@]. 7= (ff) =] = const.

Die Funktion f beschreibt in C eine logarithmische Spirale.



m
f'(x)
Re
IDie logarithmische Spirale f(z) := e(1t9)® Die Parabel f(z) := €' /(1 + cos )

BSP. (7.3.3)| Wir betrachten aus BSP. (7.3.1) die Funktion f(z) := (14 cos) e = (2cos? £)~te', z €

(—m,+m). Wir berechnen nochmals f'(z) unter Verwendung von Satz 7.6 und der Quotientenregel:

: 2z Cy 4 z i ,—ix /2 i(m—ax)/2
, 1Cos” 5 +sin g cosy o ( a:) e e
— = t — = e
f@) 2 cos* § ¢ v tan 2 f(@) cos 5 f(@) cos 5

Zwischen dem Ortsvektor f(z) und Tangentenvektor f'(z) besteht hier der Zusammenhang

JEN ey ="

(@) = =%
2
Die Funktion f beschreibt in C eine Parabel mit Scheitel im Punkt (u,v) := (,0). Um das einzusehen,
verwenden wir Polarkoordinaten u = r(z) cosz, v = r(x) sinz. Es ist klar, aus der Zerlegung f(z) = u(z) +
iv(z) erschliefen wir r(z) = (14 cosz)™' = (14 %)~!, und somit r(z) = 1 — u. DemgemisB gilt u* + v* =

r?2 = (1 — u)?, und durch Auflésen nach v erhalten wir die Normalform der Parabelgleichung

1
v==%v1-2u, u§§.

(II) Hohere Ableitungen. Die hoheren Ableitungen der skalaren Funktion f € Abb (R, K)
(mit K := R oder K := C) werden rekursiv definiert:

Definition 7.2 Es sei f : D(f) — K gegeben. Dann gelte f"(z) = (f")(z), f"(z) :=
(f"'(z),..., allgemein:

FO (@) = (F™) (@),

x), n € Ny, die n—te Ableitung der Funk-
x) := f(x) gesetzt wird. Fine gleichwertige

sofern diese Ausdricke existieren. Man nennt f™
tion f im Punkt x € D(f), wobei insbesondere f(©)
Schreibweise ist

BSP. (7.3.4) | Die folgenden Ableitungen erhilt man durch wiederholte Anwendung der bekannten Ablei-
tungsregeln.

mlz™m "
(n) —— : n<m,
(mm) = (m —n)! VexeRVYm,neN.
0 tn>m
ra)™ A

(e ) — Aer VzeR, AeC, neNy,
(sin )2 = (=1)"sinz, (cosz)®® = (=1)" cosz Yz € R, n € Ny,
(sinz)?tD) = (=1)" cosz, (cosz)?tV) = (—1)"*!'sinz Vz € R, n € No.




Fiir Polynome P, (z) := Y axz*, ai € K,a, # 0, folgt hieraus insbesondere
k=0

P (2) =nlan, PV(z)=0 VzeR.

Bemerkung 7.5 (a)Ist X C R ein Intervall oder eine (nicht notwendig endliche) Vereinigung
von Intervallen, so fasst man die Menge aller auf X stetigen Funktionen f € Abb (X, K)
zusammen unter dem Symbol

CUX):=C(X):={f: X - K : f(r) ist stetig Vo € X}.

Zum Beispiel: C([a,b]), C(R), C(R,) usw.
Die Menge C(X) ist ein Vektorraum iiber dem Korper K mit folgender linearer Struktur:
L (f @) = @)t e), A (@) = A f@) YAEK.

(b) Ist f € C(X) auf der Menge X differenzierbar, und ist f' : X — K wiederum stetig, so
heifle f stetig differenzierbar auf X. Man setzt

CY(X):={f:X - K : f ist stetig differenzierbar auf X}.

Satz 7.2 stellt sicher, dass C''(X) ebenfalls ein Vektorraum iiber dem Korper K ist. Die
lineare Struktur ist dieselbe wie auf dem Vektorraum C'(X). Da differenzierbare Funktionen
notwendig stetig sind, haben wir C'(X) C C°(X) mit echter Inklusion.

(¢) Auf dem Vektorraum C'(X) ist der Ableitungsoperator D wohldefiniert, der jeder Funk-
tion f € C*(X) die Ableitung f' € C°(X) zuordnet:

- { CHX) = CO(X),

| fr Df :=f" oder punktweise f(z) > (Df)(z):= f'(z).

Mit Hilfe von Summen— und Produktregel erhilt man fiir A\, € K und f,g € C1(X) die

Beziehufr;g [DNf+pglr) = ANf+pg)(x) =Af'(2) +ug (@) = NDf)(x) + pu(Dg)(x).
Das heif3t,

D :C'(X) — C°X) ist eine lineare Abbildung.

(d) Die folgenden Verallgemeinerungen liegen auf der Hand. Fiir k£ € N setzt man

CHX):={f:X = K : f ist k-mal stetig differenzierbar auf X}.

Jeder dieser Rdume ist wiederum ein Vektorraum iiber dem Koérper K, angeordnet in der
folgenden Hierarchie:

eCc O X)) cCRHX) c oM X) - c OY(XD.
Ebenso unmissverstiandlich ist die Schreibweise

(D)) = 10 () = T

 dak

Hiermit priift man leicht nach, dass die Abbildung D* : C*(X) — C°(X) wieder linear ist.0

(z), feCHX).



Der folgende Satz beinhaltet eine Verallgemeinerung der Produktregel auf n—te Ableitungen:

Satz 7.7 (LemBnizsche Differentiationsregel)
Fiir Funktionen f,g € C™(X) existieren auf X die stetigen Ableitungen D*(fg), 0 < k < n,
und es qilt

DH(f)l(a) = 3 (’;) (D)) - (Dig)@) YaeX; D' M

J=0

Den Beweis erbringt man sehr einfach durch vollsténdige Induktion nach k. O

BSP. (7.3.5)| Unter Verwendung der Ableitungen aus BSP. (7.3.4) berechnet man mit Hilfe der LEIBN1Z—
Regel:

D*(cosxcoshz) = coszcoshz + 4(—sinx)sinhz + 6(— cosx) cosh z + 4sin x sinh x + cos x cosh x

= —4coszcoshz,

min{m,n} '
D(z™merT) = M. Z n m.. ™I\ N eC; n,méeN.
= \i/(m—j)

(IIT) Ableitungen von abstrakten (vektorwertigen) Funktionen iiber R. Der fiir skalarwer-
tige Funktionen f € Abb (R,K), D(f) C R, erklirte Ableitungsbegriff lisst sich sinngemf
auf abstrakte Funktionen f € Abb (R,Y), D(f) C R, iibertragen, wenn wir annehmen, dass
Y ein normierter Vektorraum ist. Es ist iiblich, in diesem Fall die unabhingige Variable mit
t zu bezeichnen.

Definition 7.3 Es sei Y ein normierter Vektorraum mit einer Norm || - ||y : Y — R. Eine
abstrakte Funktion f € Abb (R,Y) heiffe im Punkt ty € D(f) C R differenzierbar, wenn es
ein Element f'(ty) € Y g¢ibt mit

H f(to+ ) — f(to)

€n

lim

n—o0

~ f(to)|, =0V Nullfolgen (€)n>0 C R mit o + €, € D(f).

Mit dieser Definition konnen insbesondere Ableitungen von vektorwertigen Funktionen f :
D(f) — K" und von matrixwertigen Funktionen A : D(A) — K™ erklirt werden. Die
folgenden Aussagen konnen ohne Schwierigkeit als richtig verifiziert werden:

Auf dem Vektorraum K" sei eine Vektornorm || - | : K" — R gegeben, man
vgl. Algschnitt 6.5, Definition 6.22 ff. Genau dann ist eine vektorwertige Funktion
f:D(f) —» K" mit

f1(t)
i) = fZ:(t) . fe:D() =K, 1<k<n,
fa(t)

—

in einem Punkt ¢, € D(f) C R differenzierbar, wenn jede ihrer Komponentenfunktio-
nen f, 1 <k <n, in ty differenzierbar ist.




Auf dem Vektorraum K™ der m x n—Matrizen sei eine Matrixnorm ||-|| : K(m®) — R
gegeben, man vgl. Abschnitt 6.5, Definition 6.21. Genau dann ist eine matrixwertige
Funktion A : D(A) — K™ mit

au(t) s Qup (t)

1 (t) -+ (1)

in einem Punkt ¢y € D(A) C R differenzierbar, wenn jede ihrer Komponentenfunktio-
nen ajr, 1 <j <m, 1 <k <mn,in ¢, differenzierbar ist.

In beiden Féllen gilt natiirlich

fi(t) , ,
! ay (t) -+ ay,(t)
Foy=| "0 aw=| ¢
f’l{L(t) Uy (1) - A (1)

Fiir vektor— und matrixwertige Funktionen gelten verschiedene Formen der Produktregel, die
sich jeweils aus der komponentenweisen Anwendung des Satzes 7.2 ergeben. Dabei setzen wir
stets die Existenz aller auftretenden Ableitungen voraus.

Ableitungsregeln
| AT = K70 + A0 F )
fir A:D(4) — K™ und f: D(f) — K"
| 907 =070 07 () 3.
fir g: D(g) » K und f:D(f) - K"
d H 4

fir ¢:D(7) —» K"* und f:D(f) = K"

Ableitungsregeln (Fortsetzung)

m)%u%xﬂwzgwmwzmwﬁmfw»
fir f:D(f) = K"
(e) © AWB() = A()B() + ADB () (3.1)
fir A:D(4) » K™ und B: D(B) - K"
G)%g@x1m:¢@xhwﬁmxﬁm
fir 7:D(g) — R® und f: D(f) — R®

Kurven im R” und deren Tangentenvektoren. Wir haben in der Definition 6.20 bereits festgelegt, was
wir unter einer Parameterdarstellung einer raumlichen Kurve verstehen. Wir fassen allgemeiner:



Definition 7.4 Im Euklidischen Vektorraum Y := R" heifle eine Punktmenge [ := {f(t) e R" : f(t) =

T
(f1 t), f=(t),- .-, fn(t)) , t€ I} eine differenzierbare Kurve, wenn die Komponentenfunktionen

fl(t))f2(t)7'--7fn(t)) te I;

auf dem Intervall I C R differenzierbar sind. Fir jedes t € I heiffe der Vektor

'y= (A0 50, i)

-

der Tangentenvektor an T' im Punkt f(t). Ist f'(to) # 0 in einem Punkt ty € I, so heifie die Gerade

—

T:={ZeR": &= f(to) + Af'(to), A € R}

1

-

die Tangente an I' im Punkt f(t9). Fin Vektor &«f € R™ steht im Punkt f(ty) senkrecht auf I', wenn
gilt:

-

(@, f'(to)) = 0.

BSP. (7.3.6) Es sei in Y := R?® die Parameterdarstellung f(t) := (rcost,rsint, 2T ¢t € I =
[0,27], » > 0,h > 0 fest, einer rdumlichen Kurve I" gegeben. T" ist eine Schraubenlinie vom Radius r
und der Ganghdhe h. Der Tangentenvektor im Punkt ¢ € I ist durch

AT
! P _ H
f') = ( rsint,rcost, 27r)

bestimmt, und es gilt demnach ||f'(t)]| = /72 + (%)2 > 0. Die Tangente an T’ im Punkt f(fo) ist gegeben
durch
{ r costy -| { —rsintg -|
T: Z=1| rsintg | + X r costy , A€R.
T
2m 2w

-

Ein Vektor @ = (wy,ws,w3)” € R? steht im Punkt f(¢y) senkrecht auf T', falls

o h
(@, f'(to)) = r(—wy sintg + wa costy) + % =0
T

gilt. Zum Beispiel erfiillt der Vektor o := A (sin ¢y, — cos o, %)T, A € R, diese Bedingung.

e

z

Dy

Die Schraubenlinie der Ganghdéhe h

Bemerkung 7.6 Wird die Variable ¢ als physikalischer Zeitparameter gedeutet, so beschreibt die Funktion

—

f(t) die Bewegung eines Korpers auf einer Bahn I'. In diesem Zusammenhang wéihlt man die Bezeichnung

d

“ _unen

dt




Man beschrinkt sich auf den Raum Y := R? als realen physikalischen Raum. Es heifle

o(t) == f(t) = (f1 (t),ﬁ(t),f;;(t))T Geschwindigkeitsvektor,

N . . " T
b(t) := f(t) = (f1 (1), f2(t), fg(t)) Beschleunigungsvektor

-

des Kérpers zum Zeitpunkt ¢ im Bahnpunkt f(). a

BSP. (7.3.7) Ein Korper auf der Bahnkurve f(t) = (t — cost,3 + sint,t + cos2t)?,t > 0, hat zum

Zeitpunkt ¢ den folgenden Geschwindigkeitsvektor #(t) = f(t) und den Beschleunigungsvektor b(t) = f(t):

1+sint cost
o(t) = cost , b(t) = —sint
1—2sin2t —4 cos 2t

Die (euklidische) Linge v(t) := ||U(t)|| des Geschwindigkeitsvektors gibt die Absolutgeschwindigkeit im
Zeitpunkt ¢ an. Wir haben hier

v(t) = V5 + 2sint — 4sin 2t — 2 cos 4t.

Der Geschwindigkeitsvektor #(t) fllt ganz offensichtlich mit dem Tangentenvektor f(¢) zusammen. Wir wollen

-

feststellen, welche Richtung der Beschleunigungsvektor b(t) hat. Den Vektorraum der iiber dem Intervall I C R
zweimal stetig differenzierbaren ridumlichen Bahnkurven bezeichnen wir mit

C2(I;R?) := {f: I - R? : f zweimal stetig differenzierbar auf I}.

Definition 7.5 Es sei f € C%*(I;R?) die Parameterdarstellung einer rdumlichen Bahnkurve T. In jedem
Punkt t € I mit f(t) # 0 ist der Vektor

- =

erklirt. Dieser heifie der Tangenteneinheitsvektor an I' im Punkt f(t). In jedem Punktt € I mit f(t) #
0 T (t) ist der Vektor

erklirt. Dieser heiffle der Normalenvektor an I' im Punkt f(t).

Satz 7.8 FEs sei fe C?(I; R3) die Parameterdarstellung einer rdumlichen Bahnkurve T'. Dann gilt in jedem
Punkt t € I mit f(t) 0 # T (t):

ITOI =1=INOIl, (T@),N(#) =0, also N(t) LT(2).

Begriindung: Wir brauchen nur die Orthogonalitiit N (t) L T'(t) zu zeigen. Diese folgt aber aus der Produktregel
(3.1.d):

0= T yTme = 2070, 7 1) = 2(F0), ) IF ).

Bemerkung 7.7 In jedem Punkt ¢ € I mit f(t) # 0 # T (¢) bilden die Vektoren T'(t), N (t) eine ON—Basis

N

fiir den zweidimensionalen Unterraum U (t) := span {T'(t), N (t)}. Die Ebene E(t) := f(t)+U (t) enthilt sowohl

—

den Tangential— als auch den Normalenvektor der Bahnkurve I'. Die Ebene E(t) passt sich also im Punkt f(¢)
dem Verlauf der Bahnkurve I' bestmdglich an: O



Definition 7.6 In einem Punktt € I mit f(t) # 0 # T (t) heife die Ebene

-

E(t):={T€R?: &= f({t) + \T(t) + uN(t), \,u€ R}

die Schmiegebene im Punkt f(t) an die Bahnkurve T

Wir zeigen jetzt, dass der Beschleunigungsvektor l;(t) in der Schmiegebene der Bahnkurve I liegt. Das heifit,
es gilt b(t) = AT(t) + pN(t). In der Tat, wir haben #(t) = f(t) = ||#(t)||T(t), und hieraus folgt durch
Differentiation unter Verwendung der Produktregel (3.1.b):

(=250 = 2 (IWOIT®) = (5 1501) Te) + 170 7 0

hy:

b(t) =

N % l5e) | T(e) + 150) 11T (1)]] N(@).
— —_—

=:A =i

Bemerkung 7.8 (a) Der Vektor A\T(t) = (4| (t)||) T'(t) heiBt die Tangentialkomponente der Be-
|

schleunigung, und der Vektor p N (t) = ||5(¢)|| || (t)|| N () heift die Normalkomponente der Beschleu-
nigung.

(b) Wegen T'(t) L N(t) folgern wir ||b(t)||> = A% + x2, und diese Beziehung benutzt man meistens zur Berech-
nung von g > 0, wenn die Skalare A und ||b(t)|| bekannt sind. ad

Die Bahnkurve eines Korpers sei durch folgende vektorwertige Funktion gegeben: f (t) :=
(t, % 12, % t3)T )t > 0. Zu berechnen sind in jedem Bahnpunkt die Tangential- und die Normalkomponente der
Beschleunigung. Losung: Der Geschwindigkeitsvektor ¥(t) = f (t) = (1,t,t*)T und der Beschleunigungsvektor
b(t) = f(t) = (0,1,2t)T verschwinden in keinem Zeitpunkt ¢ > 0. Die Absolutgeschwindigkeit betriigt v(t) =
7@ = V1+2+1t4, und es gilt ||g(t)|| = 1+ 4¢2. Aus diesen Daten erhalten wir A = (d/dt)v(t) =
(t + 263) V1 + 2 + ¢* sowie pu = \/[|b(t)]|2 = A2 = VI + 422 + t2//T + £ + t*. Somit folgt

1 1
" ¥(t) 1 - ~ (1 + 2t%)
Tt)=—==————| t |, bian AT(t) = ———= | ¢
() U(t) V1+t2+t4 t2 ! g() () 1+t2+t4 t2
Schlief8lich erhélt man noch die Normalkomponente der Beschleunigung und den Normalenvektor
. . . 1 —t —2t3
bnorm(t) = b(t) - btang (t) = ﬁ 1 - t4 ?
1+t +1¢ 2% 4 13
4943
Nt = LBum(t) = ! i
po VA )1+ 2 +10) | o g

Bemerkung 7.9 (a) Aus der Produktregel (3.1.d) erhilt man fiir jede stetig differenzierbare Kurve I’
f:I— R mit ||f(t)]| = const, t € I:

d, = S
SN =0=2(f(2), f' (),
das heifit, in diesem Fall steht der Tangentenvektor /() an die Kurve I in jedem Punkt f(¢) senkrecht auf
dem Ortsvektor f(t) Speziell fiir die Bewegung eines Korpers auf einer Bahnkurve I' C R3 folgt:

(i) Liegt die Bahnbewegung eines Korpers auf einer Kugel || f(t)|| = r = const, so ist der

Geschwindigkeitsvektor f (t) in jedem Punkt tangential zur Kugel.

(i) Ist die Absolutgeschwindigkeit ||f(¢)]| der Bahnbewegung eines Korpers konstant,

so hat der Beschleumgungsvektor b(t) = f(t) nur eine Normalkomponente. Denn die

Tangentialkomponente )\T( ) verschwindet wegen A = & ||5(t)|| = 0.




(b) Essei Q : I — K™ eine stetig differenzierbare matrixwertige Funktion, und jede der Matrizen Q(t), t € I,
sel unitér. Wegen Q*(t)Q(t) = Id = Q(t)Q*(t) erhilt man aus der Produktregel (3.1.e):

LR =0 =" HRN +Q AN, TN (M) =0 =QWQ" (1) + QWA (1),

mit anderen Worten, die Matrizen Q*(¢)Q(t) und Q(¢)Q*(t) sind antihermitesch. Zahlenbeispiel: Die folgende
matrixwertige Funktion Q = R — R(33) ist fiir jedes t € R orthogonal:

_{cost 0 —sint-l { cost 0 sint-l

— T = '
s [Si?lt (1) coost J:>Q " [_S(;nt 0 COOStJ

—_

Es folgt
—sint 0 —cost | —sint 0 cost
Q) = 0 0 0 ., QT = 0O 0 0 ,
cost 0 —sint | —cost 0 —sint
und somit _
0 0-1 0 0 1
QHRTM =10 0 0], QWAT®H:=| 0 0 0 |.
1 0 0| -1 0 0

Bedeutung in der Mechanik: Die Matrix Q(t) € R(33), t € I, sei orthogonal. Dann beschreibt die

vektorwertige Funktion f(t) = Q(t)7, t € I, ¥ € R?, eine zeitlich ablaufende Raumdrehung. Der
Geschwindigkeitsvektor ist gegeben durch

f(t) = Q1) = Q(QT MQ(1HFo] = QHQ™ (1) f(1).
Die antisymmetrische Matrix Q(#)Q” (¢) heifit die Spinmatrix der Raumdrehung; sie ordnet jedem Punkt

f(t) der Bewegungskurve den Geschwindigkeitsvektor f(¢) = Q(t)QT (¢)f(t) zu. Aus Satz 5.22 erhalten wir
die Relation ||Q(¢)Zo|| = ||Zo|| = const V t € I. Demzufolge gilt wiederum

- -

0= % 1Q()Zoll* = 2(Q(t)0, Q(t)To) = 2(f(t), F (1)),

das heiBt, der Geschwindigkeitsvektor steht senkrecht auf dem Ortsvektor des Bahnpunktes: f (t) L _’(t) Vite
I. Zahlenbeispiel: Es seien gegeben

o [156 5Jorem am [ 4] o= 5] awaro=[4 4]

—

Hier beschreibt f(t) die Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn vom Radius 1. Der Geschwindigkeits-
vektor f(t) = (—sint,cost)” steht ganz offensichtlich senkrecht auf dem Ortsvektor f(¢) des Bahnpunktes
fit). D

Bewegung auf einer Kreisbahn vom
Radius 1




7.4 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Fiir stetige reellwertige Funktionen f : [a,b] — R existieren geméfl Satz 6.16 ein absolutes
Minimum f(z) := min f(z) und ein absolutes Maximum f(Z) := max f(x). Natiirlich ist

) )

hiermit nichts dariiber ausgesagt, wie der Graph G(f) der Funktion f zwischen diesen beiden
Extremwerten verlduft. Es braucht insbesondere nicht einmal Monotonie vorzuliegen.

Definition 7.7 Fiir eine gegebene Funktion f € Abb (R, R) heifie ein Punkt zo € D(f) C R
ein relatives Extremum (relatives Mazimum bzw. relatives Minimum), wenn es ein Intervall
la,b] C D(f) gibt, mit zy € (a,b) und

f(x) < f(xg) Vaz€lab] : relatives Maximum,
f(z) > f(xg) Yz €la,b] : relatives Minimum.
absolutes Maximum
r'g fa
S relative
Maxima

relative’ 3
Minima —>

absolutes Minimum a X, b ;

Extrema einer reellwertigen Funktion Relative Extrema sind der geometrische
Ort horizontaler Tangenten

Die Ableitung f'(zo) verschwindet in einem relativen Extremum xy € D(f), falls f dort
differenzierbar ist.

Satz 7.9 Hat die reellwertige Funktion f € Abb (R,R) in einem Punkt o € D(f) C R ein
relatives Extremum, und ist f in xo differenzierbar, so gilt notwendig f'(xq) = 0.

Begrindung: Es sei g € D(f) ein relatives Maximum. Den Fall eines relativen Minimums beweist
man ganz analog. Es gibt also ein Intervall [a,b] C D(f) mit zg € (a,b) und

Az~ o —xp >0 : z<xp.

Af _ f@) = f(=0) { <0 : x> o,

Da f in z( differenzierbar ist, existieren die Grenzwerte

0< lim ﬁ:f,(ﬂ?g): lim gSO.

T—To— €T T—To+ x

Also muss f'(zg) = 0 gelten. O

Bemerkung 7.10 (a) Die Bedingung f’(zp) = 0 ist ein notwendiges Kriterium fiir die
Existenz eines relativen Extremums bei zy € D(f). Es ist aber keineswegs schon hinreichend.
Zum Beispiel sei f(z) := x®, v € D(f) := R. Dann gilt f’(z) = 322, und somit f'(0) = 0,
obwohl im Punkt xqg = 0 kein relatives Extremum liegt. Wir werden diese Situation noch
genauer in Abschnitt 7.7 analysieren.



A f(x)=x° 4 f()=[x]|

Xy

»
»

X

Fiir f(z) := 2® gilt f'(0) = 0, obwohl bei Die Funktion f(z) := |z| hat bei ;g =0
zp = 0 kein Extremum vorliegt ein Minimum, obwohl sie dort nicht
differenzierbar ist
(b) Es konnen auch stetige, aber nicht differenzierbare Funktion (relative) Extrema haben,
wie das Beispiel f(x) := |z|, € D(f) := R, lehrt. Diese Funktion hat im Punkt o, = 0 ein
absolutes Minimum, obwohl eine Ableitung f’(zo) nicht erklért ist. O

Als einfache Folgerung aus dem Satz 7.9 erhélt man:

Satz 7.10 (Satz von ROLLE)
Die reellwertige Funktion f € Abb(R,R) sei in einem Intervall [a,b] C D(f) stetig sowie
differenzierbar in (a,b). Gelte ferner f(a) = f(b). Dann gibt es mindestens eine Zwischenstelle

& € (a,b) mit /() = 0.

Begrindung: Falls die Funktion f auf [a,b] konstant ist, so gilt f/(£) = 0 in jedem Punkt £ € (a,b).
Ist f nicht konstant, so nimmt die Funktion f im Intervall [a, b] gem&f Satz 6.16 sowohl ihr absolutes
Maximum als auch ihr absolutes Minimum an, und beide Extrema sind voneinander verschieden.
Wegen f(a) = f(b) muss eines der beiden Extrema ein relatives Extremum in einem inneren Punkt
¢ € (a,b) sein, und aus Satz 7.9 folgt dann f'(£) = 0. O

fa fa

f(x)

11f(0)-f(2)

ol =D
)
o
Xy

Zum Satz von Rolle Zum Mittelwertsatz der
Differentialrechnung

Der Satz von ROLLE hat nur einen Hilfscharakter. Man verwendet ihn ndmlich zur Begriindung
des folgenden zentralen Satzes der Differentialrechnung:

Satz 7.11 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung, MWS )
Die reellwertige Funktion f € Abb(R,R) sei stetig im Intervall [a,b] C D(f) und differen-
zierbar in (a,b). Dann gilt:

See o) =10




Begriindung: Die Funktion
_ f(b) — f(a)
o) = 1) - L2
hat die im Satz von RoLLE geforderten Stetigkeits— und Differenzierbarkeitseigenschaften. Ausserdem
erfiillt sie g(a) = f(a) = g(b), so dass ein Punkt & € (a,b) existiert mit

f(b) — f(a)
b—a

(z —a)

g€ =0=f( -
Dies war zu zeigen. O

Bemerkung 7.11 (a) Die geometrische Aussage des Mittelwertsatzes ist die folgende (vgl.
obige Skizze). Es gibt einen Punkt (&, f(£)) € G(f), in welchem die Tangente T¢ an den Graph
G(f) parallel ist zur Geraden durch die beiden Punkte (a, f(a)) € G(f) und (b, f(b)) € G(f).

(b) Héufig ersetzt man in (4.1) das Intervall [a, b] durch ein Intervall [zg, z] bzw. [z, 2], oder
man setzt £ := xy + 0 (x — ) fiir ein 6 € (0, 1):

f(z) = f(zg) = f1(&) (x—x) fiirein & € (xg,2) (bzw. € € (z,10)),

_ (4.2)
fx) = f(xo) = fllwo+0(x—x0)](x—xp) fiirein @ € (0,1).

Der Mittelwertsatz sagt nichts dariiber aus, wo die Zwischenstelle £ bzw. 6 liegt. Trotzdem
gestattet dieser Satz eine Reihe von Anwendungen. O

BSP. (7.4.1)| Fehlerabschitzungen. Durch Abschitzung der Ableitung f'(€) in der Relation (4.2) kann

hiufig eine brauchbare Abschiitzung fiir den Funktionswert f(z) am Ende des Intervalls [zg, 2] gefunden
werden. Zahlenbeispiel: Fiir 0 < x < 1 betrachten wir auf dem Intervall [0, z] die Funktion f(t) := arc sing ¢.
Dann existiert gemif (4.2) ein Zwischenwert £ € (0, z) mit

arc sing . = f(z) — £(0) = f'(¢) (x = 0) = \/lx——fz

Bezieht man die Extremfille £ = 0 und £ = = mit ein, so resultiert die Abschétzung

T
V1—az2

Fiir z := 0.01 gelangt man zur Fehlereinschliefung 0.01 < arc sing(0.01) < 0.0100005. Nimmt man das
arithmetische Mittel von unterer und oberer Fehlerschranke, so gelangt man zum Naherungswert

T < arcsingzr <

arc sing(0.01) = 0.01000025+¢, 0<e<2.5-1077,

welcher eine gute Approximation des Funktionswertes arc sing (0.01) = 0.010000 166 67 darstellt.

G(f)

1
x+[h|

x
=
0

Zur Lipschitz—Stetigkeit einer
Funktion



BSP. (7.4.2)| LipscHITZStetigkeit. Ist die stetige reellwertige Funktion f : [a,b] - R in jedem Punkt
x € (a,b) differenzierbar und sind die Ableitungen f'(z) auf [a, b] beschrinkt, so ist f LIPSCHITZ-stetig:

gestlpb) If'Ol=M<+o0 = |f(x)—fW|<Mlz—y| Va,y€la,b] (4.3)

In der Tat, aus dem Mittelwertsatz in der Form (4.2) folgt namlich f(z)— f(y) = f'(§) (z—y), £ :=y+0 (x—y)
fiir ein 6 € (0,1) und fir z,y € [a,b]. Nimmt man Betrége, so folgt daraus schon (4.3). Zur Interpretation der
LipscHITZ-Stetigkeit setzen wir in (4.3) y = z + h. Dann gilt:

f(x) = M|h| < f(x+h) < f(z) + M|h],

das heif3t, der Graph G(f) verlduft in dem oben skizzierten Zwickel.
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes gelingt es nun, die Monotonie einer differenzierbaren Funktion
durch das Vorzeichen ihrer Ableitung zu charakterisieren.

Satz 7.12 Die reellwertige Funktion f € Abb (R, R) sei im Intervall [a,b] C D(f) stetig und
in (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

f'(x) >0 Vzé€(a,b) = f:[a,b] > R streng monoton T, (4.4)

f'(x) <0 Vzé€(ab) = f:[a,b] > R streng monoton |.

Begriindung: Aus dem Mittelwertsatz folgern wir:

B , B > f(zg) fir z > zg, sofern f'(§) > 0,
fe) = fzo) + £10) (= = 20) { < f(zo) fir z > xo, sofern f'(£) < 0.

BSP. (7.4.3)| (i) Die Funktion f(z) := e® erfiillt f'(z) =e* > 0V z € R. Sie ist somit auf ganz R streng
monoton 1.

(ii) Die Funktion f(z) := Inz erfiillt f'(z) = 2 > 0V z > 0. Sie ist somit auf dem Intervall (0, +oc0) streng
monoton 1.

(iii) Das Polynom Py () := 22! +52'7 4+ 32° + 22 — 11 erfiillt Py (1) = 0. Ferner gilt P, (v) = 2120 + 8526 +
2728 +2 > 2> 0V x € R, das heifit P (z) ist auf ganz R streng monoton 1. Wegen lirf Py (x) = +o0 hat
Tr—r 100

P51 (x) nur die eine Nullstelle zy = 1.

Typisch fiir Anwendungen des Mittelwertsatzes sind Problemstellungen, bei denen man aus
Eigenschaften der Ableitung f'(x) auf das Verhalten der Funktion f(x) schlieen mochte. Die
einfachste dieser Anwendungen halten wir im folgenden Satz fest.

Satz 7.13 Die skalarwertige Funktion f € Abb (R,K) sei auf dem Intervall [a,b] C D(f)
stetig sowie differenzierbar in (a,b). Dann gilt

Vaelab : flr)=const < Vel (ab): f(z)=0.

Begriindung: Es ist klar, fiir f = const gilt trivialerweise f’ = 0. Nun sei umgekehrt f'(z) =0V z €
(a,b). Eine komplexwertige Funktion zerlegen wir gemifl f(z) = u(x) + iv(x) in Real- und Ima-
gindrteil. Wir haben u/(z) = 0 = v'(z) V = € (a,b). Zu festem z € (a, b] und passendem Zwischenwert
¢ € (a,x) folgt aus dem Mittelwertsatz: u(z) = u(a) + u'(€) (x — a) = u(a) = const. Eine analoge
Aussage erhilt man fiir v(z), so dass f(z) = f(a) = const V = € [a, b] resultiert. O

Bemerkung 7.12 Sind f, ¢ : [a,b] — K stetige und in (a, b) differenzierbare Funktionen mit
f'(z) =¢'(xz) YV € (a,b), so folgt 0

f(zx) = g(x) + const ¥V x € [a,b].




BSP. (7.4.4)| Es sei

f(z) :=x + arc tany (ﬁ), xe€D(f) =R\ {nw : ne€Z}.

Man berechnet mit der Kettenregel die Ableitung

flz) =1+ L ( L )( L ):1—;:1—120\13;617(]0).

1+ (1/tanz)? \| tan’z/) \cos?z sin® z + cos? x

Wegen Satz 7.13 ist f auf den Intervallen I,, := (nm,(n + 1)7), n € Z, konstant. Zur Berechnung dieser
Konstanten beachten wir:

1 T
lim =400 = lim arc tang =+—.
z—n740 tan T z—nw+0 tan 2

Somit resultiert f(z) = (n+ )7 Vn €1, n € Z.

BSP. (7.4.5)| Eine Gleichung von der Form F(z;y,y',...,5™) = 0, in der eine gesuchte Funktion y =

f(z) mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung n € N auftritt, heile gewShnliche Differentialgleichung
n—ter Ordnung, kurz DGI. n—ter Ordnung. Zum Beispiel:

(i) Die DGI. 1.0rdnung y’' = 0 hat gemif Satz 7.13 als differenzierbare Lésung nur die konstante Funktion

y(z) = const.

(ii) Die DGI. 2.0rdnung y"” + X%y = 0, 0 # X € R, heifit Schwingungsdifferentialgleichung. Man rechnet
leicht nach, dass die folgenden Funktionen Lisungen sind:

y1(z) == cos Az, ya(z):=siniz, y(z):= Ay (z)+ Byz(z), A,B € K.

(iii) Die DGI. 2.0rdnung y"” — A%y = 0, 0 # X € R, heit Differentialgleichung der Kettenlinie. Man
rechnet leicht nach, dass die folgenden Funktionen Losungen sind:

y1(z) ;== cosh Az, yo(x) :=sinh Az, y(x):= Ayi(x)+ Bya(z), A, B € K.

(iv) Die DGIL 1.0rdnung 4" + Ay = 0, 0 # XA € K, hat Losungen in der Form y(z) = Ce **, C' € K. Wir
zeigen, dass dies die einzigen, auf ganz R differenzierbaren Lésungen sind.

Satz 7.14 Alle auf ganz R stetigen und differenzierbaren Lisungen der Differentialgleichung y'+Ay =0, 0 #
A € K, haben die Form

y=f(x):=Ce ™ C(CecK.

Begriindung: Man verifiziert sehr einfach, dass ein solches y tatsiéichlich eine Losung ist. Ist nun y = g(z) eine
beliebige differenzierbare Losung, so ist g insbesondere stetig, und wir haben ¢'(z) + Ag(z) = 0V z € R.
Daraus folgt

! -z / -z
(g(ci)> _e g(w);)\e 9 _ o vsen
e~ e N
GeméB Satz 7.13 gilt dann g(z) = C e, |

Die in den Losungen einer Differentialgleichung auftretenden Konstanten kénnen nicht durch die DGI. selbst
festgelegt werden. Thre Bestimmung erfordert vielmehr die Vorgabe von Nebenbedingungen. Interpretiert
man beispielsweise die Variable z als Zeitparameter ¢, so konnen die frei verfiigharen Konstanten in der
Losung zum Beispiel durch Vorgabe des Anfangszustandes der Losung festgelegt werden. Zu einem An-
fangszeitpunkt t = to (meistens top = 0) werden die Anfangswerte

y(tO) = Yo, y,(tO) =Y1,-- '7y(n71) (tO) =Yn-1, Yo,Y1,---,Yn-1 € K)



vorgeschrieben. In diesem Fall spricht man von einer Anfangswertaufgabe (AWA). Die beiden folgenden
Beispiele behandeln solche Anfangswertaufgaben.

(v) Das NEwTONsche Abkiihlungsgesetz. Ein wirmeleitender Korper mit der Temperatur u(t) zum Zeit-
punkt ¢ befinde sich in einem Medium mit konstanter Temperatur A > 0. Ein Wirmeaustausch findet in
Richtung der niederen Temperatur statt, das heifit, es fliet ein Warmestrom u(t) proportional zur Tempera-
turdifferenz u(t) — A:

W(t) = —k[u(t) — 4], & >0, Temperaturleitzahl.

Zum Zeitpunkt to = 0 habe der Korper die bekannte Temperatur u(0) = ug. Zur Losung der vorliegenden
AWA setzen wir y(t) := u(t) — A und erhalten die DGL. ¢ + ky = 0, deren Losung gemifl Satz 7.14 durch
y(t) = C e~ bestimmt ist. Die Konstante C ist durch den Anfangswert y(0) = C' = ug — A eindeutig festge-
legt. Demzufolge ist u(t) = A+ (ug — A) e~ ", t > 0, die eindeutig bestimmte Losung der AWA.

(vi) Der Prozess des radioaktiven Kernzerfalls. Dieser unterliegt derselben physikalischen GesetzmiBig-
keit wie das NEwTONsche Abkiihlungsgesetz. Die Anzahl der unzerfallenen Teilchen einer radioaktiven Sub-
stanz sei zum Zeitpunkt ¢ durch N(t) gegeben. Zum Anfangszeitpunkt ¢, = 0 enthalte diese Substanz
N(0) = Ny Teilchen. Dann wird der Kernzerfall durch die folgende Anfangswertaufgabe beschrieben:

N(t)= =k N(t), N(0)=No; k>0, Zerfallsrate.

Die Losung N(t) = Noe *t, t > 0, folgt unmittelbar aus Satz 7.14. Man nennt den Zeitpunkt 75 > 0, zu
dem die radioaktive Substanz zur Hilfte zerfallen ist, die Halbwertszeit der Substanz. Das heift, es gilt
0.5 = N(79)/No = e~*™ oder

1
T0 = — In 2.
K

BSP. (7.4.6) | Die Aussage des Satzes 7.13 darf auch komponentenweise auf vektorwertige Funktionen

f:[a,b] - K" angewendet werden:

flz) =@=const Vzela,b] & f'(z)=0Vze/ab).

Wir betrachten zum Beispiel die Bewegung einer Punktmasse m im Feld einer Zentralkraft. Ein
solches (zeit— und ortsabhingiges) Feld sei gegeben durch K := —x(t,||#]|) Z(t). Aus dem NEWTONschen
Bewegungsgesetz folgt ~ .

mi(t) = K = —«(t,||Z]]) Z(¢).

Punktmasse im Feld einer Zentralkraft

Unter Verwendung des Drehimpulses Ji=mixi ergibt sich dann:

F(t) = m #(t) x F(t) +3(t) x mF(t) = —k &) x #(t) = 0,

Folglich gilt J (t) = &@= const € R?. Wir konnen hieraus zwei Schliisse ziehen:

(a) Es gilt (J(t),(t)) = m (Z(t) x Z(t),Z(t)) = mdet(&(t),Z(t),Z(t)) = 0V ¢, und somit Z(t) L J(t) = &
Die Bahnkurve der Punktmasse m liegt in der Ebene durch den Ursprung 0, deren Normalenvektor ¢ ist:



(#(),3) = 0.
(b) Der Term % [|Z(t) x Z(t)|| = ﬁ”f(t)” heifit die Flichengeschwindigkeit der Bahnbewegung. Aus
J (t) = @ resultiert also: Unter der Wirkung einer Zentralkraft iiberstreicht der Strahl #(¢) der Bahnkurve

einer Punktmasse m in gleichen Zeiten gleiche Flichen. Dies ist das bekannte 2.KEPLERsche Gesetz der
Planetenbewegung.

Zum Schluss dieses Abschnitts zeigen wir noch eine Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes.

Satz 7.15 (Verallgemeinerter MWS der Differentialrechnung)
Die beiden reellwertigen Funktionen f,g € Abb(R,R) seien auf einem Intervall [a,b] C
D(f) N D(g) stetig und differenzierbar in (a,b). Gelte ferner ¢'(x) # 0V = € (a,b). Dann

folgt:

3¢ € (a,b) : p = ; (4.5)

Begriindung: Man setze

und wende auf die Funktion ¢ den Satz 7.10 von ROLLE an. a

Die Anwendungen des verallgemeinerten Mittelwertsatzes liegen mehr im theoretischen Be-
reich. Wir werden im n#chsten Abschnitt bei den Regeln von L’HospiTAL auf Beispiele stoflen.

7.5 Berechnung unbestimmter Ausdriicke: Regeln von
L’Hospital

Die Berechnung des Grenzwertes xllggl % kann zu Schwierigkeiten fiihren, wenn beide Funk-
0

tionen f(z) und g(z) fiir £ — z, gegen den Wert 0 oder gegen +oo streben. Wir diskutieren
diesen Fall an dem folgenden

‘BSP. (7.5.1) ‘ Einschaltvorgang. Eine Induktivitit L und ein Oumscher Widerstand R seien in

Reihe an eine Gleichspannungsquelle U geschaltet (RL-Glied). Aus den KircHHOFFschen Gesetzen
resultiert

dI

(i) Ur+UL=1U, (i) Ur=RI, UL:L%.

Durch Einsetzen von (ii) in (i) erhilt man die DGI. 1.0rdnung L% +RI=U, t>0, fiir die zeitliche

Verinderung der Stromstéirke I(¢), wenn die Spannung U zum Zeitpunkt ¢ = 0 an das RL—Glied

angelegt wurde. Man darf von der empirisch gewonnenen stationéiren Bedingung , ligrn I(t)=U/R
—+00

ausgehen. Wie man sich leicht iiberzeugt, wird diese Aufgabe von der folgenden Funktion gelost:

=Y (1-e

= t),tZO.

Will man hier fiir L # 0 den Grenzwert RliI(I)l I(t) bilden, so erhilt man formal einen unbestimmten
—0+

Ausdruck von der Form %.



cu

Einschaltvorgang bei einem RL-Glied
Auf einen solchen unbestimmten Ausdruck wird man auch in den folgenden Féillen gefiihrt:

sinx . ™ tanx .. ™
" fir  — 0, (x—g)tanxzw fiir T,

usw. Aber auch Fille wie 2% fiir + — 0+, oder z'/* fiir + — +o0o sowie z!/* fiir x — 0+
sind interessant. Man hat allgemein die folgenden Typen von unbestimmten Ausdriicken
vorliegen:

0 o0

"o O - ) 007
5 00 — 00

Nur die beiden ersten Fille bediirfen einer mathematischen Analyse; die anderen Fille lassen
sich auf diese zuriickfiihren.

1%°, ol

Satz 7.16 (Regel von L’HospiTaL fiir )
Die reellen Funktionen f,g € Abb (R, R) seien differenzierbar im gelochten Intervall (a,b) \
{0}, und es gelte

lim f(z) =0= lim g(z), ¢'(x)#0 Vaz € (a,b)\ {zo}.

T—TQ T—TQ

Ezistiert der Grenzwert ¢ := lim f'(x)/g'(x), so gilt fir den unbestimmten Ausdruck
0

:vllgclo W - :vllgclo g’(x) =¢ (51)

flo) . f(x)
g

Es kann auch xy = a oder vy = b gelten (einseitige Grenzwerte). Ferner sind die Fdlle
Ty = a = —00 oder rg = b = +00 zugelassen, ebenso ¢ = +0o (uneigentliche Grenzwerte).

Begriindung: Es gelte zuerst p € R. Dann sind die Funktionen f und g im Punkt x( stetig ergénzbar
durch f(zp) = 0 = g(x¢). Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 7.15) folgt die Existenz
eines Zwischenwertes & := zo + 60 (x — z9), 0 € (0,1), mit:

flz) _ fl) = flzo) _ [(©)

g(z) — g(z) —g(we)  ¢'(&)
Nun gilt offenkundig & — x¢ fiir £ — x¢, so dass bereits die behauptete Relation (5.1) folgt.

Es gelte jetzt entweder £y = —oo oder zyp = +00. Wir setzen z := 1/y und haben nun die einseitigen
Grenzwerte y — 0— bzw. y — 0+ zu betrachten. Wegen

, d .1\ d d /1
f(fﬁ):d—yf(g)'d—i:—?ﬁd—yf(g)



gilt hier

~

c= lim = lim g
r—F00 g’(g:) y—0=+ o 9(5)

)

(z) =16
1

und dieser Fall kann wie der erste behandelt werden. O

BSP. (7.5.2) | (vgl. BSP(7.5.1)). Wir hatten fiir die zeitliche Anderung der Stromstiirke I(¢) beim Anlegen

der Spannung U an ein RL-Glied die Relation I(t) = % (1 — e Fit/L) begriindet. Aus Satz 7.16 erschliefen
wir nun:

t/L) - —Rt/L
lm ()= tim (CHD e UL s
R0+ R—0+ 1 L

BSP. (7.5.3)| Die folgenden Grenzwerte wurden bereits in Abschnitt 6.7, Formel (7.6) mit anderen Me-
thoden berechnet. Wir verwenden hier die Regel von L’HOSPITAL:
sinx cos T

O =M =h

.. . 1—coszx . sinzx
(ii) lim = lim =0,
xr—0 €T r—0 ]_

(i) lim 2——"" = lim =1
z—0 T z—=0 2x

BSP. (7.5.4)| Falls bei der Anwendung der Regel von L’HOSPITAL auch der Grenzwert lim f'(z)/¢'(x)
T—rTo

auf einen unbestimmten Ausdruck % fiihrt, so lasst sich die Regel von L’HOSPITAL ein weiteres Mal anwen-
den, sofern der Quotient f'(z)/¢'(x) die erforderlichen Voraussetzungen erfiillt. Dieser Prozess kann solange
wiederholt werden, bis ein definiter Grenzwert lim £ (x)/g(™ (z) auftritt. Zahlenbeispiele:

T—rTo

xr —sinz 1.L’Hosp. .. 1—cosz 2.L’Hosp. .. sin x
-7 = lim ——M— = lim =

(i) lim =

z—0 T SInx z—0 T COST + SInx z—02 cosx — T sinx ’

. . 1—cosz 1.L’Hosp. .. sinz 2.L’Hosp. . CcoS T 1
(ii) lim ———— = lim — = lim =—.
z—0 1 — cos 2z z—0 2 sin 2z z—04 cos2z 4

Ganz analog zu Satz 7.16 zeigt man fiir unbestimmte Ausdriicke 22:

Satz 7.17 (Regel von L’HospITAL fiir %2)
Die reellen Funktionen f,g € Abb (R, R) seien differenzierbar im gelochten Intervall (a,b) \
{zo}, und es gelte

: 1 , 1 ,
xll)rgo 5] =0= xll)rglo o) g'(x) #0 VY € (a,b)\ {z0}-

Ezistiert der Grenzwert ¢ := lim f'(x)/g'(x), so gilt fir den unbestimmten Ausdruck
0

T ACO R G N, (5.2)

T—T0 g fL') T—T0 g’(aj)

Es kann auch xy = a oder xy = b gelten (einseitige Grenzwerte). Ferner sind die Fille
Ty = a = —00 oder xog = b= +00 zugelassen, ebenso ¢ = +o0o0 (uneigentliche Grenzwerte).

BSP. (7.5.5)| Wir verschaffen uns mit Hilfe von Satz 7.17 einen Uberblick iiber das Wachstumsverhalten
der Exponentialfunktion im Unendlichen. Fiir beliebige Zahlen o > 0, 5 > 0 gilt:
e*® L’Hosp. ae*” ex”

lim lim = +o00, lim — = lim
r—+oco I r—>+00 ]_ r—+o0 I r—+00

lim
r—+00 x

eaI/B & eaz/ﬁ B
T

x



Jede noch so kleine Potenz von e® wichst im Unendlichen schneller als jede noch so grofie Potenz von z.
Hieraus folgert man insbhesondere:

lim P,(z)e ** =0 Y a>0 und jedes Polynom P, ().

r—>+00

BSP. (7.5.6)| Satz 7.17 liefert uns auch einen Uberblick iiber das Wachstumsverhalten des Logarithmus
im Unendlichen. Fiir beliebige Zahlen o > 0, 8 > 0 gilt:
B8 B B
lim lim —0,  nm 427y [1”} - [ li ln‘”] —0.

In 2 L’Hosp.
z—+oo ¥ z—+oo o T z—4oo % z—400 | g/B z—+oo po/B

Jede noch so grofle Potenz von Inz wichst im Unendlichen schwécher als jede noch so kleine Potenz von x.

Dieser Fall entspricht einem Grenzwert lim f(z)g(z) mit lim f(z) = 0 und lim g(z) = oo. Man
T—To T—To T—To
betrachte statt dessen einen der beiden folgenden unbestimmten Ausdriicke:

@ |
Mg 0 O ST T

glr) oo

BSP. (7.5.7)| Die folgenden Grenzwerte sind vom Typ ” 0-o00”.

(i) Es seien wiederum a > 0,5 > 0 beliebige Zahlen.

Inz L’Hosp. im 1

lim 2% lnz = lim =0,
z—0+ z—0+ x z—0+ —qxr~ ¢
8 B
lim z%*(nz)® = lim [a:a/ﬁ In x} = [ lim 2z°/7 In x} =0.
z—0+ z—0+ r—0+
1 In(1+ 1) L’'Hosp. 1+ L)y~ (—p2
(ii) lim zln (1+_) — lim n(ilx) osp- ( 2) (=277 —1
—+00 T r—+o0 I~ z—+oo (—z—2)
— %) L’Hosp. 1
(i)  lim (a: — E) tanz = lim u 2P im —— =1L
e E40 2 e—E+0 COtx z—%+0 —1/sin" z

Dieser Fall entspricht einem Grenzwert lim (f(a:) - g(:r)) mit lim f(z) = 400 = lim g(z). Man
T—rTo

r—To T—To
betrachte statt dessen den unbestimmten Ausdruck

: g(x)
10 1~ 565
wobei zwei Fille zu unterscheiden sind:
. . g(z) . _
O Jim 2541 =l (f@) - gl0) = .
(ii)  lim 9@) _ 1 = lim (f(z)—g(z)) hat die Form ”0-o00”.
z—zo f(x) =0
Fallbeispiel zu (i):
1 2 2z
li - =lm - |1 -———— | =—
il |:Cl7 In(1+ w)} o0+ T [ In(1+ z) ] >
————
—2
Fallbeispiel zu (ii):
) 1 1 . In(l+z)—2 1.L'Hosp. . 1/1+2)-1
lim |- ———| = lim ———— = lim
z=0+ |z In(l +z) z—0+ z In(l + z) z=0+ z/(14+z) 4+ In(1 + x)

lim -z 2.L’Hosp. i -1 _
e=0+ z + (1 4+ z) In(1 + z) B @50+ 1+In(l+z)+1

1
5"



Dieser Fall entspricht lim f(z)9®) = lim e9(®) /@] = 0-00,
T—To

T—To

Dieser Fall entspricht lim f(z)9®) = lim e9(® /(@] = 0-00,
T—rTo

T—To

Dieser Fall entspricht lim f(z)9®) = lim e9(®) nlf(2)] = g0
T—xo T—To
In allen drei Fillen berechnet man also zuerst den Logarithmus der Grenzwerte und exponiert danach das
Ergebnis:
lim f(z)!® = e & G:= lim g(z) In[f(z)].

T—To T—To

Fallbeispiel zu ” 00 ”:

1\3/¢° 3 Inz\ BSP. (7.5.6
I G IRETC P i (LIS G
T—+00 \T T—+00 T

Fallbeispiel zu ” 0o® ”:

lim (2 + 3671/“‘””)%_7r =: e

z—7+4+0

& G:= lim (x—ﬂ')ln(2+3671/smm): lim (z —m) —;+ln(261/5inz+3)]

z—m40 z—m+0 Smax .,
%‘1:13
. x — m L’Hosp. . 1
=— lim — =" — lim =1
rz—7r+0 SInx z—m+0 COS T
= eG =el =e.
Fallbeispiel zu ” 1°°7;
. . Inz L'Hosp.,. 1
lim 2D = ¢ & @G :=lim =P lim==1 & e“=e'=c¢.

z—1 z—=1gp —1 z—1 1

BSP. (7.5.8) Die Regeln von L’HOSPITAL kénnen versagen, wenn die Voraussetzungen zu den S#tzen
7.16 und 7.17 nicht strikt beachtet werden. Ein typisches Beispiel ist der Grenzwert

fl) . e"—e ™ o0

lim 422 = S -

z—+oo g(x) zo+o0e? + e~ T 0o
Durch Ableiten von Ziahler und Nenner erhilt man die sich alternierend reproduzierenden Quotienten
et +e ® et — e~

et —et’ et fema’

Es existiert fiir keine der Ableitungen (™ (z)/g'™ (z) ein Grenzwert. Hingegen resultiert nach Division durch
e~ " sofort der korrekte Grenzwert

) el —e % ) 1— 67230
lim — = m —— =
z—too e + e~  zotoo 1 4e72

Eine #hnliche Situation liegt bei dem unbestimmten Ausdruck
. f(z) . x+sinz oo
lim — = lim —— = —
z—+oo g(x) = zo4oox —sinz 00
vor. Die Regel von L’HOSPITAL darf hier nicht angewendet werden, denn der Grenzwert
. 14 coszx . f'(z)
lim — = lim
z—+oo 1l —cosz  z—+o0 g'(x)

existiert nicht. Es wire ganz falsch, hier nochmals die Regel von L’HOSPITAL anwenden zu wollen. Wie man
sofort verifiziert, wiirde dies auf einen Grenzwert —1 fiihren. Hingegen resultiert nach Division durch z sofort
der korrekte Grenzwert .
. xT+sinz . 14 =2
lim —— = lim ——=% =1.
t—=+oo T —sinx  z—foo ] — ST




7.6 Der Satz von Taylor

In Abschnitt 7.1 wurde das LeiBNizsche Tangentenproblem mit Hilfe der Ableitung f’(z) einer
Funktion f € Abb(R,R) gelost. Zur Erinnerung, es war diejenige affine Funktion T'(z) :=
ax + b zu bestimmen, die die Funktion f(x) in einem Punkt zo € D(f) mindestens von der
Ordnung 1 beriihrt. Darunter verstehen wir die folgende

Definition 7.8 Zwei Funktionen f,g € Abb (R, R) berihren sich im Punkt xy € D(f)ND(g)
mindestens von der Ordnung n € N, wenn fir x € D(f) N D(g) gilt:

f(x) = g(x) + Rn(l“;xo) und lim M —

T—T0o (fl:' — :U[])n o

(6.1)

Ist die Funktion f im Punkt x, € D(f) differenzierbar, so beriihren sich also f(z) und die
Tangente

Ti(z) := f(wo) + f'(x0) (x — m0), v €R, (6.2)
in zy mindestens von der Ordnung 1. Die folgende Fragestellung ist eine naheliegende Verall-
gemeinerung des LemBN1zschen Tangentenproblems:

Man bestimme zu einer gegebenen Funktion f € Abb (R, R) und zu einem Punkt
zo € D(f) ein Polynom T, (z) vom Grad hochstens n € N derart, dass sich f und
T, in xy mindestens von der Ordnung n beriihren.

Im Fall n = 1 wird diese Aufgabe durch die Tangente 7} (z) aus (6.2) gelost, sofern die Funktion
f im Punkt x, differenzierbar ist. Fiir den allgemeinen Fall zeigen wir in einem ersten Schritt,
dass es zum obigen Problem hochstens eine Losung T, (x) geben kann.

Satz 7.18 Es gibt hichstens ein Polynom T,(x) vom Grad < n € N, welches eine gegebene
Funktion f € Abb (R, R) in einem festen Punkt xo € D(f) mindestens von der Ordnung n
beriihrt.

n n
Begriindung: Wiren Ty, (z) := Y. ay(x — 20)* und P, (z) := Y. bg(z — z0)* zwei solche Polynome, so
k=0 k=0
hétten wir
Ry (37; $0)
f@) = Ta(@)+ Ro(w;m0),  Jlim @ — o) 0,
T T

f@) = mwru%mmw,ggﬁﬁﬂ%ﬁ—u
Setzen wir Ly, (z;x¢) := Ry (z;20) — Qn(x;20), so gilt dann offenbar

< L (3 70)

0= Z(ak—bk)(w—xo)k—i-Ln(w;wo), lim = 0.

= a—wo (x — )"

Wiire 0 < 7 < n der kleinste Index mit a; # b;, so erhielten wir nach Division der obigen Gleichung
durch (z — 7p)’ und Grenzwertbildung z — xo:

. [Ln(z;m0) _
0=aj b+ i | g @~ %) = ai =i
Also muss a; = b; V0 < 7 < n gelten. O

Dass ein solches Polynom T),(x) wirklich existiert, wurde bereits von BROOK TAYLOR (1685—
1735) nachgewiesen:



Satz 7.19 (von der TayLorschen Formel)

Fiir die gegebene Funktion f € Abb(R,R) gebe es ein Intervall [a,b] C D(f) derart, dass
f € C™([a,b)]) gilt. Dann ezistiert in jedem Punkt xo € (a,b) genau ein Polynom T,(x) vom

Grad hochstens n € N mit der Figenschaft

f(z) =T,(z) + R,(z;20) YV €[a,b], lim LAGED) = 0. TAYLOR—Formel

T—T0o (x — xo)n

(6.3)

Dieses ist das TAYLOR—Polynom n—ten Grades der Funktion f(z) im Entwicklungspunkt

zo mit der Darstellung

(6.4)

Egistiert in jedem Punkt v € (a,b) dariber hinaus noch die (n + 1)—te Ableitung ™+ (z,),

so hat das Restglied die Darstellung

(ﬂ? _ xo)n+1

Wf(”“)(f), =9+ 0 (v — o) fiir ein § € (0,1).

Rn(x; l‘o) -

Das Restglied in der Form (6.5) heiffe LAGRANGEsches Restglied der TAYLOR—Formel.

Begriindung: Wir betrachten fiir festes =y € (a,b) und fiir ¢ € [a, b] die Hilfsfunktion

g(t) = f2)— 3 % FR@) (1 — 1)k, 3 € [a,b] fost, 7 # o,

und wir setzen

G(t) = 9(0) ~ glan) (22 )"

r — X

(6.5)

Die Funktion G ist in (a,b) differenzierbar, und es gilt g(z) = 0, G(z) = 0 = G(zp). In dieser
Situation trifft der Satz von RoLLE (Satz 7.10) zu. Es gibt eine Zwischenstelle £ = xo+6 (. —x¢), 0 €

(0,1), mit
o 1 n(x_f)nil
0=G"(&) =g'(§) +g(xo) NEETO
Man berechnet leicht
_ £\yn—1 _ n
#1)= I 00, wnasomic o) = CI" g0,

Wird dieser Ausdruck in die Definition der Funktion g eingesetzt, so resultiert nun

(z — x0)"

1) = Y 2 B ) (o~ 20)* + 1),

n!

Nach Voraussetzung ist f(")(z) stetig im Punkt z = 2o, und somit gilt sicher

J(€) = £ (o) + L(&wo) mit lim L(¢w0) = 0.

Setzt man hier Ry, (z; o) := L(&; x0)(x — x0)"™/n! so ergeben sich bereits die Darstellungen (6.3) und
(6.4). SchlieBlich ist das LAGRANGEsche Restglied (6.5) direkt an (6.6) ablesbar, wenn man die h6éhere

Differenzierbarkeitsvoraussetzung beachtet.

|



Bemerkung 7.13 (a) Neben dem LAacrANGEschen Restglied (6.5) gibt es noch andere Dar-
stellungsformen des Restgliedes (zum Beispiel von CAucHYy, ScHLOMILCH, Integralrestglied).
Wir werden dieses Thema noch einmal in Abschnitt 8.4 behandeln.

(b) Der Satz von der TayrLorschen Formel sagt nichts dariiber aus, wie man die Zwischen-
stelle ¢ findet. Man kann aber wie beim Mittelwertsatz die Restgliedformel (6.5) zur Feh-
lerabschiitzung verwenden, wenn man fiir den Betrag der Ableitung |f("*1(¢)| eine obere
Schranke kennt. O

BSP. (7.6.1) | Wir bestimmen die TAYLOR-Polynome der Funktionen f;(z) := e”, fa(z) :=sinz, f3(z) :=
cosz, ¢ € D(f;) := R, im Entwicklungspunkt xo := 0. Offensichtlich gelten folgende Relationen:

@) fP@) =e =0 =1 VkeN,

(i) A (@) = (-Drsine = f200) =0, A7 (@) = (-DFcosz = f7V(0) = (-1)F VE e N,
(i) £ () = (~DFcosz = £2(0) = (=1)k, £ (@) = (1) sing = £2(0) =0 V& e No.
Somit erhalten wir aus (6.4) und (6.5):

k CUn+1

i
El D (n+1)!

e/ mit 0<0<1,

(9]
8
I
(=

x>

0
(_1)kx2k+1 (_1)n+1m2n+3

M=

i = 0 it <1

sin x 2 2k + 1) + 2n +3)! cosfr mit 0 <0 <1,
n -1 k .2k -1 n+1,.2n+2

cosx = Z ( (2)]9):? + ( (2)n +a;)' cosfzr mit 0 <0 < 1.

x>

0

Wir haben hier im Fall f;(z) das TAYLOR-Polynom vom Grade n berechnet. In den Fillen fo(x) und f3(z)
sind es dagegen die TAYLOR—Polynome vom Grade 2n+ 1. Wegen | cos#z| < 1 hat man in diesen beiden Féllen
eine Fehlerabschitzung:

e 2”: (—l)kak'H |m|2n+3 ‘ cos z": (—l)kx% ‘ |x|2n+2
~ (2k+1)! 17 (2n+3)! 2k 17 @2n+2)t

BSP. (7.6.2) | Wir bestimmen das TAYLOR-Polynom vom Grad n € N der Funktion f(z) := lnz, z €
D(f) := (0, 400), im Entwicklungspunkt zy := 1. Offensichtlich gelten folgende Relationen:

—1!

, fll(w) — ?, flll(m) — (_1)22!

3

(—1)k=1(k — 1)!

rk

7"‘7f(k)(w):

8|~

fl(z) =
= fO)y =0, fO1) = (-1 k-1)! VEkeN.

Somit erhalten wie aus (6.4) und (6.5) fiir eine Zwischenstelle £ := 1460 (x — 1), 0 <0 < 1:

)kt (=) (z — 1)
lnxzz( ) (a:—l)l‘-k((T)HEI)@J)r1 .

k=1

Aufgabe: Wie grofl muss n € N hochstens gewihlt werden, damit die Funktion f(z) := lnz im Bereich
|z — 1| < 0.5 durch das TAYLOR-Polynom T,,(z) im Entwicklungspunkt zo := 1 mit einer Genauigkeit von
€ := 10~* approximiert wird? Ldsung: Wir brauchen n nur so grof§ zu machen, dass |R,(z;1)| < € fiir
0.5 <z < 1.5 gilt. Wir haben hier:

o — 1]+ (0.5)"+1 1oL,
: = < = <
(7Dl = G gt < s~ av1 =10

und diese Ungleichung ist sicher fiir n = 10* — 1 = 9999 erfiillt.



BSP. (7.6.3)| Essei f(z) := P,(z) ein Polynom vom Grad n € N. Dann gilt nach Satz 7.18 notwendig

P, (z) = T, (). In Definition 2.11, Abschnitt 2.4 hatten wir bereits erklirt, was unter der TAYLOR-Entwicklung
des Polynoms P,(z) an der Stelle zg zu verstehen ist. Diese TAYLOR-Entwicklung ist identisch mit dem
TAaYLOR-Polynom T}, (z) von Grad n im Entwicklungspunkt o, denn aus der Darstellung (4.9) in Abschnitt
2.4, ndmlich aus

P, (x)

[ [[[( = zo)an + Pi(z0)](x — m0) + P2(z0)](x — x0) + P3(x0)](z — m0) + - -
+Pp—1(20)](z — m0) + Pp(w0)

de(a: — :rg)k mit dy, := P,_(zo) und d,, := Po(zo) = an,
k=0

erhélt man sofort die Beziehung P (x0) = k!'Pp—_k(x0)- Nun gilt geméf Satz 7.19

Po(z) =Ty(z) = > 1 P (xg) (x — 20)* = Po_i(x0) (x — 20)* V2 €R.

k=0 k=0

Somit haben wir den Zusammenhang (4.10) aus Abschnitt 2.4 zwischen den Koeffizienten des TAYLOR-

Polynoms im Entwicklungspunkt zo und dem vollsténdigen HORNER-Schema hergestellt. Zahlenbeispiel: Man

bestimme die TAYLOR-Entwicklung des Polynoms Py(z) := 4z* — 523 + 62 — 30 an der Stelle 2, = 2. Wir
berechnen das vollstéindige HORNER—Schema:

4 -5 0 6 —30
20 « 8 6 12 36

4 3 6 18 [6] =Pu(2)
2] = 8 22 56

4 11 28 |74] =L Pj(2)
2 * 8 38

4 19 |66 =4 -P'2)
2 * 8
T E =47

*

= 4 -PI"(2)

Aus den eingerahmten Koeffizienten ergibt sich die TAYLOR—Entwicklung des Polynoms Py(x) an der Stelle
zo = 2 in der Form:

Py(z) = Ty(z) = 4(x — 2)* +27(x — 2)® + 66(x — 2)? + 74(z — 2) + 6.

Das obige BSP. (7.6.3) wirft die generelle Frage auf, fiir welche Funktionen f(x) das TAYLOR-
Polynom T),(x) aus (6.4) im Grenzwert n — +oo gegen die Funktion f(x) konvergiert. Wegen
|f(z) — T,(z)] = |Rn(x; z0)| liegt die Antwort schon auf der Hand:

Satz 7.20 Gegeben seien eine Funktion f € Abb(R,R) und ein Intervall [a,b] C D(f), so
dass [ € C*([a,b]) gilt. Genau dann gestattet die Funktion f(x) an der Stelle z; € (a,b) die
TAYLOR—Entwicklung

fl@) =3 = f®(xg) (v — w0)* ¥ € a,b], TavLor-Reihe (6.7)

wenn gilt:
_ n+1
lim R, (z;20) = lim (& = x0)""

n—00 n—00 (n 4 1)| f(n+1)(§) =0Vuze [a, b]



BSP. (7.6.4)| Wie wir in Abschnitt 3.1, BSP. (3.1.10) gezeigt haben, gilt ja

n
lim ﬁ:0
n—oo n!

fiir jedes feste z € R. Fiir die in BSP. (7.6.1) angegebenen Restglieder folgt hieraus jeweils li_r)n |Ry(z;0)] =0
n—oo
bei festgehaltenem x € R. Somit resultieren die folgenden TAYLOR—Reihen:

> (—l)kx2k+1 0 (—l)km%

o0 k
xr .
ﬂ=gm’m“€?@;mﬂ““=27mf

k=0 k=0

VzéeR.

BSP. (7.6.5)| Fiir das Restglied des Logarithmus in BSP. (7.6.2) gilt die folgende Abschétzung:

(% _ 1)n+1 e(nJrl) In(l—z)/z

= 1 0<z <],
(R 1)] = L2 el el '
n\T; = T Nl D
(n+ 1)+t (@ — 1) e(ntD) In@1) .
= x> 1.
n+1 n+1 v=

Esgilt In(1—z)/z < 0fiir 0.5 < z < 1sowieln(z—1) <0 fiir 1 <z < 2. Deshalb erhalten wir ILm |Rp(z;1)] =
0V z € [0.5,2], und somit:

N

lnx:ZT

k=1

(x -1k Vae(0,2].

Hierbei haben wir die Tatsache benutzt, dass das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz auch noch im
Intervall 0 < < 0.5 sicherstellt. Setzt man insbesondere x = 2 ein, so erhilt man nun den Summenwert der
alternierenden harmonischen Reihe

In2 = —f: (_kl)k

k=1

BSP. (7.6.6) | Wir berechnen die TAYLOR-Reihe der Funktion f(z) := (14 z)*, a € R, an der Stelle
zg = 0. Sofern z # —1 gilt, haben wir zunéchst f'(z) = a(1+2)*™!, f’(z) = a(a—1)(1+2)*~2, ..., allgemein
fO (@) =ala—1)-(a—k+1)(1+2)**, und somit 4 f*¥(0) = (}) V k € No. Die TAYLOR-Formel aus
Satz 7.19 hat hier die Form

(L+a2)* =)
k=

Q k a a—n—1_n+1
0<k>x +<n+1>(1+9m) ", 0<O< 1.

Wir verschaffen uns eine grobe Restgliedabschitzung und verwenden dazu

)= i = = () () (=) <

Hieraus erhalten wir

(1 + o+ 1]) 0+t
1+ 0z
Sofern |z(1+|a+1|)| < |1+ 6z| gilt, folgt aus dieser Abschiitzung nlgr;o |Ry(z;0)] = 0. Wir hatten aber bereits
in Abschnitt 3.2, BSP. (3.2.6), den Bereich der absoluten Konvergenz mit |z| < 1 bestimmt. Also gilt hier die
TAYLOR-Reihe

|Rn(2;0)] < [1 + [

oo

(1+x)“:2<z> o ¥z < 1.

k=0

BSP. (7.6.7)| Die Funktion F : R — R mit



1
F(z) = — (2% + cos®z — 1), = #0,
T

ist in zp = O stetig ergénzbar.
(a) Man bestimme F(0) und verwende dazu die bekannte TAYLOR-Reihe fiir cos 2z = 2cos? z — 1.

(b) Man bestimme das TAYLOR-Polynom Ts(z) 2-ten Grades der Funktion F(z) im Entwicklungspunkt
zo = 0. Man schiitze den Fehler |F(z) — T>(z)| im Bereich |z| < 0.5 ab.

Lésung: (a) Es gilt ja

_ o (DRt 2, 2 4 v (FD)Fa)
cos2x—1§w—l—2m +§a: +I§W,

und aus dieser Relation ergibt sich sofort

11 1\ 1, — (—1)*(2z)*-D
F(m)_;(a: +§cos2x—§)_—1+a:+§a: +21§ ! (6.8)
Hier erkennt man sofort den gesuchten Funktionswert F'(0) = —1.

(b) Aus der Darstellung (6.8) erhalten wir ebenfalls:
L o

Es wire falsch, die gesuchte Fehlerabschitzung tiber das LAGRANGEsche Restglied bestimmen zu wollen. Dazu
miiBten wir die Ableitung F"’(z) berechnen. Dieser Aufwand ist vollig tiberfliissig, denn aus (6.8) ergibt sich
unmittelbar:

|Fla) — To()] = \22%\ S 1,

Die Reihenglieder ay := 2 (2x)>(*=1/(2k)! sind positiv, und sie bilden fiir || < 0.5 eine monoton fallende
Folge. Also lisst sich das LEIBNIZ—Kriterium anwenden:
2

|F(z) = Tx(z)| < a3 = 6! (22)" < %

1

= < 0.5.
360 Viz| <0.5

7.7 Extremwerte, Kurvendiskussion

Man verschafft sich am einfachsten einen Uberblick iiber den Funktionsverlauf einer gege-
benen Funktion f € Abb (R,R) durch Zeichnen des Graphen G(f). Hier sind insbesondere
Kenntnisse iiber charakteristische Punkte der Funktion f von Wichtigkeit. [st die Funktion
f differenzierbar, so gibt der Satz 7.9 Auskunft {iber die Lage relativer Extrema. Allerdings
geniigt nach dem Extremalsatz 6.16 allein die Stetigkeit der Funktion f auf einem abgeschlos-
senen Intervall [a, b], um dort die Existenz von Extremalwerten sicherzustellen.

Relative Extrema einer Funktion f suche man daher stets

(i) unter den Nullstellen der Ableitung f" (notwendig fiir innere Extrema, sofern f
differenzierbar ist),

(ii) in den Randpunkten des Definitionsbereichs D(f),

(iii) in Punkten x = zy, in denen f(z) nicht differenzierbar ist.

Zur weiteren Analyse des Graphen einer hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktion
definiert man:



Definition 7.9 Ein innerer Punkt xy € D(f) einer gegebenen Funktion f € Abb(R,R)
heifie

(i) Flachpunkt von f, wenn f'(zq) =0 gilt,

(ii) Wendepunkt von f, wenn [’ in xq ein relatives Extremum hat (notwendig dafiir ist die
Bedingung f"(zo) = 0), das heifit, wenn die zweite Ableitung f" in xy das Vorzeichen
wechselt,

(iii) Sattelpunkt von f, wenn xo sowohl Wende— als auch Flachpunkt ist.

XO
XD
relatives Maximum | relatives Minimum Wendepunkt Sattelpunkt
Flachpunkte von f Wendepunkte von f

Der folgende Satz liefert eine analytische Entscheidungshilfe bei der Diskussion der oben
definierten Ausnahmepunkte.

Satz 7.21 Gegeben sei eine Funktion f € Abb(R,R), und fir [a,b] C D(f) gelte f €
C™(la,b]). Es gelte ferner in einem Punkt x¢ € (a,b)

fl(xo) =0=f"(z0) = - = fOV(xp), aber f™(x0) #D0. (7.1)

Ist n eine gerade Zahl, so liegt in xy ein relatives Extremum vor, und zwar fir

f™(x0) >0 ein relatives Minimum, £ (zy) < 0 ein relatives Maximum.

Ist n eine ungerade Zahl, so liegt in xy ein Sattelpunkt vor.

Begriindung: Man erhélt aus der TaAyLorschen Formel

f"(x0) | Ralw;0)
ST (z — xo)”]'

f(@) = f(wo) + (= z0)" |

Da der letzte Summand im Grenzwert z — z( verschwindet, hat der Klammerausdruck [- - -] fiir alle
# in der Nihe von zg das Vorzeichen von f(™)(xg). Ist n eine gerade Zahl, so gilt nun:

f(z) > f(xo), sofern f((zg) > 0 ist; das heifit, in zo liegt ein Minimum,
f(z) < f(zo), sofern () (zg) < 0 ist; das heifit, in o liegt ein Mazimum.

Ist n eine ungerade Zahl, so wechselt der Term (z — )" in z( das Vorzeichen, und dies ist typisch
fir die Existenz eines Sattelpunktes in x. O

BSP. (7.7.1)| Fiir die Funktion f(z) := 2% —2* = 2°(1 — ), # € D(f) := R, berechnet man sehr einfach

f'(z) = 2*(3 — 4x), f"(w) = 6x(1 - 22), ["(z) = 6(1 —4x), fV(z) = —24.



Man erkennt somit, dass Nullstellen von f bei zyp = 0 und 2y = 1 liegen. Flachpunkte der Funktion f
liegen in zo = 0 und zo = 2 vor. Wegen f”(0) = 0 und f"'(0) = 6 ist der Punkt zo = 0 ein Sattelpunkt.
Hingegen liegt im Punkt zo = 2 wegen f”(3) = —2 < 0 ein Maximum der Funktion f. Die Nullstellen von
f" sind die beiden Punkte zo = 0 und xp = 5. Da die Funktion f” in beiden Punkten das Vorzeichen wechselt,
liegen hier Wendepunkte vor.

fa fa

K-26 HK-C K p+0o p+2c X

Der Graph der Funktion f(z) :=2° — 2* Die Gauss—Normalverteilung

BSP. (7.7.2) | Die in der Stochastik wichtige GAUSSsche Normalverteilung ist die Funktion

1

1 (e —p)?
oV 2w

fla) = = ) z € D(f) :=R.

exp(—

Die Parameter ¢ > 0 und g > 0 heiflen Streuung bzw. Mittelwert der Normalverteilung. Offenbar gilt
f(z) >0, lirf f(z) = 0. Zur Ermittlung relativer Extrema berechnen wir
T—>100

2

I 0 B = )
@) = —03\1/% [1_(33;2;02] exp(_%) _%[1_(9:;2@2]“%)’
T P T e

Wegen f > 0 hat die Gleichung f'(z) = 0 genau eine Losung zy = p. Es gilt

() = L (1) <0,

o2

so dass in diesem Punkt ein Maximum liegt. Die Gleichung f"(z) = 0 hat die zwei Losungen .+ = pu+o. Wir
berechnen f"(zy) = —f"(z-) = % f(z+) # 0, so dass die Punkte .. Wendepunkte sind. Die Tangenten
in den Wendepunkten heifle Wendetangenten, das sind hier die beiden affinen Funktionen
T —
o

Ti(z) == f(:ri)(2 - %) Ty(z) = f(a:i)(2+ —“) z €R,

mit den Nullstellen z1 := u + 20 bzw. z2 := u — 20.

Bemerkung 7.14 Die in Satz 7.21 aufgestellten Kriterien iiber die Existenz von Ausnahme-
punkten verlieren ihre Giiltigkeit, wenn f nicht mehr die erforderliche Differenzierbarkeitsstufe
hat. Andererseits gibt es sogar Funktionen f € C*°(R), bei denen die Kriterien aus Satz 7.21
ebenfalls versagen. Zu diesem Typ von Funktionen gehort zum Beispiel

0 =0,

fle) = exp(—=5) : x #0.



Diese Funktion hat die Eigenschaft f*)(0) = 0 V k& € Ny. Obwohl f(x) im Punkt z := 0
ein absolutes Minimum hat, greift hier der Satz 7.21 nicht. Dariiber hinaus verschwindet das
TAYLOR-Polynom n-ten Grades im Entwicklungspunkt z, stets identisch: T,,(x) = 0V z €
R V n € N. Wir haben deshalb |f(z) — T,,(x)| = |f(z)| > 0 fiir x # 0, so dass das Restglied
im Limes n — oo auflerhalb der Stelle zq = 0 nicht verschwindet. O

Geometrische Bedeutung von f”. Das Vorzeichen der ersten Ableitung f’ einer reellwertigen
Funktion f € Abb (R, R) gibt Auskunft dariiber, ob der Graph G(f) steigt oder fillt. Dies
haben wir in Satz 7.12 begriindet. Will man noch eine zusétzliche Information dariiber, ob
sich der Graph G(f) nach unten oder nach oben kriimmt, so muss man das Vorzeichen der
zweiten Ableitung f” analysieren.

Definition 7.10 FEine reellwertige Funktion f € Abb(R,R) heifle konvex auf einem In-
tervall [a,b] € D(f), wenn der Graph G(f) stets unterhalb der Verbindungsgeraden zwi-
schen zwei seiner Punkte (z1, f(x1)), (v2, f(x2)), x; € [a,b], liegt. Liegt der Graph oberhalb
der Verbindungsgeraden, so heifle die Funktion f konkav. Das heifit, fir jedes Punktepaar
x1, Ty € [a,b] gilt:

< (1 —1t) f(xy) +1tflxg) Ve (0,1) =  f konvex,

f((l — )z + txz) { B (7.2)

> (1—1t) f(x1) +tf(ze) Ve (0,1) = f konkav.

fa fa

»
»

I
I
I
I
I
I
|
X, X X,

Der Graph einer konvexen Funktion Der Graph einer konkaven Funktion

Satz 7.22 (a) Eine reellwertige Funktion f € Abb (R, R) ist auf einem Intervall [a,b] C D(f)
genau dann konver, wenn die Funktion —f dort konkav ist.

(b) Gilt [ € C([a, b]) N CZ((a, b)), so ist f auf dem Intervall [a,b] genau dann konvex
(bzw. konkav), wenn f"(x) >0 (bzw. f"(x) <0) Vz € (a,b) gilt.

Begrindungen: (a) Diese Behauptung folgt direkt aus der Definition (7.2) durch Multiplikation mit
(=1).

(b) Wir setzen x := (1 — t)x1 + two = 1 + t(z2 — 1) = x2 + (1 — t)(z1 — x2). Fiir 27 < 2z < @9
existieren nach dem Mittelwertsatz Zwischenstellen £, & mit 1 < £ < x < & < g, so dass gilt:

fl@) = flz1) = f(&) (z —21),  f(z2) = fl2) = f'(&) (22 — 2).

(i) Sei zuniichst angenommen, dass die Funktion f konvex ist. Dann folgt unter Verwendung von

(7.2):
fl@) = f@) _ (@) = fl@)] o (= B)[f(z2) — f(2)]

T — T t(zo — 1) (1 —1t)(ze — )

f'(&) =

<

= f'(&).



Also ist f’ auf dem Intervall [a,b] monoton wachsend, und dies ist genau dann der Fall, wenn
f"(z) >0V z € (a,b) gilt.

(i) Gelte umgekehrt f”(z) > 0V x € (a,b), so ist f" auf [a, b] monoton wachsend, und wir erschliefen:

1 T2 x
Wegen x — x1 = t(x2 — 1) und 9 — z = (1 — t)(zo — 1) ergibt sich die Bedingung (7.2). 0

BSP. (7.7.3)| Die Funktion f(x) :=sin\/z, ¢ € D(f) := [0, 400), hat die Ableitungen

() = cos\/:E’ £>0, f'z)= _\/a_:sin\/f+cos\/5’ 0.
2\/z dx\/x
Es gilt f”(x) < 0im Intervall 0 < x < zg, worin zg := ¢2 durch die Losung € € (0, 7) der transzendenten Glei-
chung & = — cot £ eindeutig bestimmyt ist. Der Wert von £ kann nur numerisch berechnet werden, vgl. Abschnitt

7.8. Die Funktion f(z) ist also auf dem Intervall [0, zo] konkav. In gleicher Weise konnen weitere Konkavitéits—
und Konvexititsintervalle gefunden werden.

Die Diskussion des Graphen G(f) einer reellwertigen Funktion f, besonders hinsichtlich der
Lage von Nullstellen, Extremwerten, Wendepunkten und der Asymptoten, nennt man Kur-

vendiskussion. Es empfiehlt sich, bei Kurvendiskussionen systematisch vorzugehen, etwa nach
folgenden Gesichtspunkten.

e Man bestimme den maximalen Definitionsbereich der Funktion f. Man priife, ob die
Funktion f Symmetrien aufweist.

e Man bestimme die Nullstellen von f, f' und f".

e Man grenze mit diesen Nullstellen diejenigen Bereiche ab, in denen f positiv bzw. ne-
gativ ist, monoton wachsend bzw. monoton fallend, konvex bzw. konkav.

e Man bestimme die relativen Extrema von f und diskutiere, ob Maxima, Minima oder
Sattelpunkte vorliegen. Man bestimme die relativen Extrema von f’' (Wendepunkte).
In den Wendepunkten durchsetzt die Tangente den Graphen G(f) (Wendetangente).
Anschaulich dndert sich der Drehsinn der Tangente.

e Ist a ein Randpunkt von D(f), der eventuell nicht zu D(f) gehort, so bestimme man
die Funktionenlimites lim f (x) und lim f/ (x).

BSP. (7.7.4)| Wir diskutieren den Graphen der rationalen Funktion

2>—1  P(x)
224+r—-2 Q)

f(a) = , zeD(f):={recR: Qz) #0}.

Die Nullstellen von Q(z) = 22 + z — 2 = (x — 1)(z + 2) sind offenbar 2o = 1 und zyp = —2. Wegen P(z) =
7?2 —1=(z—1)(x + 1) ist f(z) im Punkt z¢p = 1 stetig ergéinzbar zu
P(z) . 2x 2

) :;l—>ml Q(x) :il—>ml 2w+1_ 3

wobei wir die Regel von L’HOSPITAL angewendet haben. Hieraus ergibt sich der maximale Definitionsbereich
Dmax(f) =R \ {—2} sowie

5 ¢ 7€ Dmax(D\ {1},
2
3



Man erkennt sofort f(zo) = 0 genau fiir zo = —1 sowie

, (x+2)—(z+1) 1
= = 0V Dinax (f)-
f(@) (@ +2) @1 2)? > x € Dmax(f)
Somit ist f in den Intervallen (—oco, —2) und (—2, +00) streng monoton wachsend, wihrend im Punkt z, = —2

ein Pol 1.0rdnung mit Vorzeichenwechsel vorliegt. Weiterhin erhélt man:

(e ) { >0V x € (—o00,—2) = f ist hier konvex,

C(#+2)° | <ovVze (=2,+00) = f ist hier konkav.
Es gilt ferner
>0 : <=2,
flz)d <0 : —2<zxz< -1,
>0: 1<z < +o0.

Mit den Asymptoten

. 1+1/x .
AESD BB T T B, S =
und einer Wertetabelle
ElEIEINEREEN
3 1 2 3
ol s 1215 [5]F]
ldsst sich nun der Graph G(f) sehr prizise skizzieren.
1 fa Ya L
_/ : ///
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Der Graph von f(z) := % Der Graph von y? = 23 — 622 + 112 — 6

BSP. (7.7.5)| Wir betrachten die durch die Gleichung

y?=2°-622+ 11z —6=(z — 1)(z — 2)(z — 3)

definierte algebraische Kurve. Diese zerfillt in die zwei Kurvenéste

fi(@) = £/(z — 1)(z - 2)(z - 3),
die spiegelsymmetrisch zur x—Achse liegen. Es geniigt deshalb, nur den Graph G(fy) zu diskutieren.
e Maximaler Definitionsbereich: Dpax(f+) = [1,2] U [3,+00). Die Funktion fy ist auf Dpax(fy) stetig.

e Nullstellen: Es gilt fi(zo) =0 fiir 20 = 1, o =2, o = 3.
e Relative Extrema: Man berechnet aus

3z2 — 12z + 11
2y/(z — 1)(z — 2)(z — 3)

die Nullstelle f} (z) = 0 < 25 = 2 — 2 V/3 € Diax(f+). Also ist der Punkt (zn,ys := £ 1/2v/3) der
geometrische Ort einer horizontalen Tangente.

fi(a) =




e Vertikale Tangenten: Es gilt |f} (z,)] = 400 in den Nullstellen von f,, so dass diese gleichzeitig geo-
metrischer Ort vertikaler Tangenten sind.

e Asymptote: Fiir z > 1 kann y? ~ z°® gesetzt werden, und dies fiihrt auf fi(z) ~ £z*/?. Man nennt
diese Kurve NEILLsche Parabel. Sie ist in der obige Skizze als strichpunktierte Linie eingetragen.

e Wendepunkte: Wegen
152" — 242® + 662 — T2z + 23

©) = e De - @ 3P~

konnen Nullstellen von f} nicht mehr elementar bestimmt werden.

7.8 Das Newton—Verfahren; Fixpunktsitze

Wir wenden uns hier nochmals einem Problem zu, mit dem wir uns bereits in Abschnitt
6.7 befasst haben, ndmlich dem Problem der Losung einer nichtlinearen Gleichung vom Typ
F(x) =0, wobei die gegebene reellwertige Funktion F' € Abb (R, R) mindestens stetig sei.

Fa

Zum NEWTON—Verfahren

Ein numerisches Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung der Losung = € D(F) ist das
NEwTON-Verfahren. Dieses geht von der Annahme aus, dass die Funktion F'(z) fiir alle in
Frage kommenden Werte x € D(F) stetig differenzierbar sei und dass die Ableitung F” einfach
berechnet werden kann. Anders als die Regula falsi und das Sekantenverfahren verwendet
das NEwToN—Verfahren nicht die interpolierende Gerade zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Stiitzpunkten (z;, F'(z;)), j = n— 1,n, als Ndherung der Funktion F', sondern die Tangente
im Punkt (x,, F(z,)), siche obige Skizze.

Aus der Tangentengleichung T'(x) = F(z,) + F'(z,) (x — z,) bestimmt man die Nullstelle
T(xpy1) = 0= F(z,) + F'(z,) (£py1 — @n), und man betrachtet z,,; als Verbesserung der
N#herung z,, fiir die gesuchte Losung x. Ausgehend von einem passenden Startwert o € D(F),
gelangt man so zur Iterationsvorschrift

Tp41 = T — Fiz,)’ n € Ny, xy € D(F) geeignet. (8.1)

Es ist die Frage zu beantworten, unter welchen Bedingungen die NEwTon-Folge (8.1) gegen
eine Losung = der Gleichung F(z) = 0 konvergiert. Wir werden eine Antwort mit Hilfe des
Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 6.25) geben. Dazu muss die Iterationsvorschrift (8.1) in
die Form (7.28), Abschnitt 6.7, ndmlich z,, = f(x,), n € Ny, gebracht werden. Dies gelingt
sehr einfach, indem wir

, € DF)\ {z : F'(z) =0} (8.2)



setzen. Es sind nun die Voraussetzungen zum BANAcHschen Fixpunktsatz zu verifizieren:

Satz 7.23 (NEwToN—Verfahren)
(a) Die Funktion F' € Abb (R, R) erfille auf dem Intervall [a,b] C D(F) die Bedingungen

(N1) F(a)- F(b) <0, (N2) F € C?*([a,b]), F'(z)#0 Vx¢€la,b.

Dann hat die Gleichung F(x) =0 genau eine Lésung © € (a,b).

(b) Unter den Bedingungen (N1) und (N2) seien fir einen Startwert xy € (a,b) Zahlen r > 0
und 0 < q < 1 derart bestimmt, dass mit I := [xg — r,xo + 1| C [a,b] gilt:

F(z) - F'(z)
F’Z(SU)

(N3) ‘ <(1—-q)r.

<qVzel, (N4) ‘5,((20))

Dann konvergiert die NEwTON-Folge (8.1) mit dem Startwert xy gegen die Losung x € (a,b),
und es gilt die a posteriori—Fehlerabschitzung

F(x, .
2 — o) < LUy i ) (83)
m

(¢) Gilt zusdtzlich F € C*([a,b]), so konvergiert die NEwTON-Folge (8.1) unter den Bedin-
gungen (N1)—(N4) sogar quadratisch. Das heifst, mit einer von n unabhdngigen Konstanten
K qilt

|Zpi1 — 2| < K (7, — 2)* Vn € N,. (8.4)

Begriindungen: (a) Diese Behauptung folgt aus dem Nullstellensatz von Borzano (Satz 6.18) und
der Monotonie der Funktion F' (es gilt ja F'(z) # 0).

(b) Die Funktion f aus (8.2) ist stetig differenzierbar. Wegen (N3) gilt

F(z) - F'(z)

<qV I
F’2(:L‘) sqvrel,

@) =|

so dass f auf dem Intervall I kontrahierend ist. Dariiber hinaus haben wir wegen (N4):

F(z0)
F'(z0)

|F(z0) — 0] = \ <(-gr<r (8.5)

und somit z; := f(zg) € I. Wir zeigen nun durch vollstindige Induktion die Eigenschaft x,, € I Vn €
N. Fiir n = 1 haben wir dies soeben bewiesen.
Vererbung: Mit der Ungleichung (8.5) folgern wir aus der Induktionsannahme |z, — zg| < r:

nt1 = wo| = [f(2n) — w0l <[f(2n) = f(z0)] +[f(x0) — 20| < gln —wo| + (1 —g)r <

Nun erschliefen wir aus dem Fixpunktsatz 6.25 von BanNacu die Behauptung (b). Die Fehler-
abschitzung (8.3) resultiert aus dem Mittelwertsatz. Fiir eine Zwischenstelle £ := x, +0(z —1y,), 0 €
(0,1), gilt ndmlich

|F(zn)| = |F(zn) — F(2)] = [F'(§) |zn — 2] 2 m |20 — z].

(¢) Mit zusitzlicher Regularitiit F € C3([a,b]) erhalten wir aus der TavrLorschen Formel:

f() = f(@) = f'(z) (t —2) + % f'lz+0(t —2)] (t - 2), 0 € (0,1).



Setzt man hier ¢ := x,, und verwendet f(z,) = z,41 sowie f(z) =z und

F(z)F"(x)
!/
= 0
f (x) F/Q(x) Y
so resultiert die Ungleichung (8.4), wenn wir K := 3 max |f"(t)| definieren. O
€

Bemerkung 7.15 (a) Neben der a posteriori-Fehlerabschétzung (8.3) hat man geméf Satz
6.25 auch die a priori-Fehlerabschitzung

n

q
—q

|, — 2| < |z1 — xo| Vn €N, (8.6)

(b) Das in Abschnitt 3.1 behandelte HERoN—Verfahren (babylonisches Wurzelziehen) ist nichts
anderes als das NEwTON-Verfahren fiir die Gleichung F(z) := 2% — a, a > 0. O

Algorithmus des NEWTON—Verfahrens.

Einlesen von zg,€; @ := xo;y := F(x);
wiederhole:
z:=xz—y/F'(x); (8.7)
y = F(z);
bis |y| < e.

a »H W N -

Die Tterationsvorschrift (8.1) lisst sich wieder sehr einfach algorithmisch fassen, wobei die Vorgabe eines Ab-
bruchkriteriums zweckmiBig ist. Die Iteration wird solange wiederholt, bis zu vorgegebener Toleranz € > 0
der Wert |F(x,)| < € erreicht wird. Nach Beendigung der Iteration gibt die Variable z die gesuchte Néhe-
rungslosung an.

Kritik: Wegen der quadratischen Konvergenz ist das NEwWTON—Verfahren sehr beliebt bei den Anwendern.
Allerdings ist es oft schwierig, wenn nicht sogar unmdoglich, das Kontraktionsintervall I zu bestimmen und
somit die Bedingungen (N1)—(N4) von Satz 7.23 zu verifizieren. In der Praxis wird man sich nicht der miihevol-
len Analyse der Bedingungen (N1)—(N4) unterwerfen, sondern pragmatisch vorgehen. Hat man eine ungefiihre
Vorstellung von der Lage der gesuchten Losung x, so wird man das NEWTON—Verfahren mit einem entspre-
chenden Startwert xo initialisieren und seine Konvergenzeigenschaften beobachten. Abgesehen von diesem
Problem der Lokalisierung eines Kontraktionsintervalles — welches in gleicher Weise beim Sekantenverfahren
auftritt — beachte man, dass in jedem NEWTON-Schritt zwei Funktionsauswertungen, nimlich F(z,) und
F'(x,), vorgenommen werden miissen. Geht man dabei von vergleichbarem Aufwand aus, konnten statt des-
sen zwei Schritte mit dem Sekantenverfahren ausgefiihrt werden, fiir welche geméf$ (7.26) aus Abschnitt 6.7 pro
Iterationsschritt nur eine Funktionsauswertung erforderlich ist. Ein Doppelschritt des Sekantenverfahrens hat
dariiber hinaus die Konvergenzordnung (v/5+ 3)/2 = 2.618 (was hier nicht begriindet werden kann), und diese
ist grofer als die Konvergenzordnung 2 des NEWTON-Verfahrens. Das Sekantenverfahren ist somit in jeder
Hinsicht effizienter als das NEWTON—Verfahren, wenn man noch hinzunimmt, dass die analytische Vorgabe
der Ableitung F'(zx) wegfillt.

BSP. (7.8.1)| Wir greifen hier nochmals das BSP. (6.7.4) der Funktion F(z) := €>*-sin x —1 aus Abschnitt

6.7 auf. Auf dem Intervall [a,b] := [0.4,0.5] sind wenigstens die Bedingungen (N1) und (N2) des Satzes 7.23
erfiillt. Es gilt F'(z) = e**(2sinz + cosz). In der folgenden Tabelle sind die numerischen Resultate des
NEWTON-Verfahrens fiir dieses Beispiel zusammengestellt. Als Abbruchtoleranz wurde € := 107'° vorgegeben.

0| 0.400000000 | —0.133333541 | 3.783191858 | —0.035 243 664
1| 0.435243664 0.006 887033 | 4.179201870 | 0.001 647930
2| 0.433595733 0.000015844 | 4.159985179 | 0.000003 809
3 110.433591925 0.000000000 | 4.159940848 |  0.000 000 000




BSP. (7.8.2)| Die m-te Wurzel einer positiven Zahl a ist die reelle Losung der Gleichung F(z) := 2™ —a =
0, a > 0. Das NEWTON-Verfahren (8.1) hat in diesem Fall die Form

Tnp1 = % : ((mn;% +(m— 1)mn), k € No. (8.8)

Fiir m = 2 erhiilt man daraus das HERON—Verfahren aus Abschnitt 3.1. Fiir m = —1 ergibt sich hingegen ein

divisionsfreier Algorithmus zur Berechnung von %, némlich

Tpy1 = (Q—a-wn) Tn, n € Nj.

Vereinfachtes NEwTON—Verfahren. In (8.1) wird die Ableitung F’(x) nur einmal fiir den (guten!) Startwert
xo berechnet. Man betrachtet jetzt anstelle von (8.1) das weniger aufwendige Iterationsverfahren

Tn4+1 = Tn — F/(.'I:O)’ k S NO (89)

Die Konvergenz ist nun nicht mehr quadratisch, jedoch kann das Verfahren (8.9) bei geeignetem Startwert xg
oft sehr schnell konvergieren.

BSP. (7.8.3)| Wie in BSP. (7.8.1) sei F(z) := €?* - sinz — 1. Wir wihlen die sehr gute Startniherung
zo = 0.43. Die folgende Tabelle zeigt die numerischen Ergebnisse zum vereinfachten NEwWTON—Verfahren:

n Tn F(xzy,) F'(zy) F(zp)/F'(xy)
0| 0.430000000 | —0.014867305 | 4.118297 521 | —0.003 610 061
1] 0433610061 | 0.000075448 0.000 018 320
2 | 0.433591741 | —0.000000 765 ~0.000 000 186
3| 0.433591927 | 0.000000 008 0.000 000 002
4 —0.000 000 000 —0.000 000 000

Der Nachteil des NEwTON—Verfahrens gegeniiber der einfachen Fixpunktiteration

Tpy1 = f(fL'n), n € Ny, xg € D(f), (810)

liegt moglicherweise in der sehr aufwendig werdenden Berechnung der Ableitung F'(x,,). Dafiir
hat das NEwTon—Verfahren erheblich bessere Konvergenzeigenschaften als die einfache Fix-
punktiteration (8.10). Wir wollen uns trotzdem nochmals mit der Fixpunktiteration (8.10)
auseinandersetzen, und zwar unter dem Aspekt der Differenzierbarkeit der Funktion f. An-
stelle des Fixpunktsatzes 6.25 von BANACH haben wir:

Satz 7.24 (Kontraktionsfixpunktsatz)
Die Funktion f € C'([a,b]) habe die Eigenschaften

(F1) f:]a,b] — [a,b], (F2) |f'(x)]<qg<1 Vz€]ab)].

Dann hat f im Intervall [a,b] genau einen Fizpunkt x = f(x). Dieser ist der Grenzwert
der Folge (8.10), wobei der Startwert xo € [a,b] beliebig wihlbar ist. Es gilt die a priori-
Fehlerabschdtzung

|z — x,| < N |z1 — o). (8.11)




Begrindung: Da die Funktion f auf dem Intervall [a,b] stetig differenzierbar ist, gilt nach dem
Mittelwertsatz und der Voraussetzung (F2):

() = f)l < max 1f'Ollz —yl < qlz —y| Y,y € a,b].
Die Funktion f ist kontrahierend, und somit gilt der BaNacusche Fixpunktsatz 6.25. O
Ergéinzungen. (a) Es ist nicht immer ganz einfach, das Intervall [a, b] so zu bestimmen, dass
die Funktion f die Selbstabbildungseigenschaft (F1) erfiillt. Ist jedoch bereits bekannt, dass
f im Intervall [a,b] einen Fixpunkt x hat (zum Beispiel durch Nachpriifen der Bedingung
(f(a) - a) . (f(b) - b) < 0), so bleibt die Aussage des Fixpunktsatzes 7.24 richtig, wenn (F1)
und (F2) ersetzt werden durch die Bedingung

(F3) |fl(z)|<g<1 VYaxel:=(2a—>b2b—a)D]la,b.

Begrindung: Wir zeigen durch vollstindige Induktion, dass die Folge (8.10) das Intervall I nicht
verlidsst, wenn man mit zg € [a, b] startet. Es gilt ndmlich wegen (F3) und wegen z € [a, b]:

|21 — x| = [f(z0) — f(#)| <qlwo — 2| <b—aq,

und somit a+x —b < 1 < b+x—a. Wegen a < = < b folgt daraus 2a —b < ;1 < 2b—a, also z; € I.
Vererbung: Es sei nun schon x1,zs,...,x, € I nachgewiesen. Dann folgt wie vorher:

[Bns1 — 7l = | (50) — F@)] < glan — 3] < -+ < ¢ zo — 3] < b—a.
Wir erhalten wiederum 2a — b < 1 < 2b — a sowie lim |Zp+1 — x| = 0. O

BSP. (7.8.4)| Die Funktion f(x) := e % erfiillt auf dem Intervall [a,b] := [e~!,1] sicher die Bedingung
(F1). Da f streng monoton fillt, gilt namlich f([a,d]) = [e=",e~'/¢] C [a,b]. Es ist ferner (F2) fiir ¢ := e~!/¢ =
0.6922 erfiillt. Also ist Satz 7.24 anwendbar.

Fixpunktiteration fiir f(z) =e

—T

n Ty, f(@n) |zn — 2| L Jay — ol
0| 1.000000000 | 0.367879441 | 0.432856 710 | 2.053 677 218
1| 0.367879441 | 0.692200628 | 0.199 263849 | 1.421 556 659
2| 0.692200628 | 0.500473501 | 0.125057 337 | 0.984002 411
3| 0.500473501 | 0.606 243535 | 0.066 669790 | 0.681 127 087
4| 0.606243535 | 0.545395786 | 0.039 100245 | 0.471476 597
33| 0.567143288 | 0.567 143292 | 0.000 000002 | 0.000 010970
34| 0.567143292 | 0.567 143290 | 0.000 000002 | 0.000 007 593
35| 0.567143290 | 0.567 143291 | 0.000 000001 | 0.000 005 256
36 | 0.567143291 | 0.567 143290 | 0.000 000001 | 0.000 003 638
37 0.567 143 291 | 0.000 000 000 | 0.000 002 518

Wir haben hier mit einer Fehlertoleranz e = 10™? gerechnet. Die Fixpunktiteration (8.10) konvergiert recht

langsam.

BSP. (7.8.5)| Wir betrachten die Funktion f(z) := cos § auf dem Intervall [a,b] := [0, 7]. Man {iberlegt

sich graphisch, dass in diesem Intervall ein Fixpunkt z von f liegen muss. Es gilt hier I = (2a — b,2b — a) =

(—m,27), und wegen

ist die Bedingung (F3) erfiillt. Die Fixpunktiteration (8.10) konvergiert fiir jeden Startwert zo € [0, 7].

1
|f’(m)|:§|sin%|§0.5::q<1 Voel




2

Fixpunktiteration fiir f(z) = cos %

n Tn f(xn) |zn — 2 1q__nq |21 — @ol
0| 0.000000000 | 1.000000000 | 0.900367 223 | 2.000 000 000
1| 1.000000000 | 0.877582562 | 0.099632 777 | 1.000000 000
2| 0.877582562 | 0.905265843 | 0.022784661 | 0.500 000 000
3| 0.905265843 | 0.899298 752 | 0.004 898 621 | 0.250 000 000
4| 0.899298752 | 0.900599 556 | 0.001 068 470 | 0.125 000 000
11| 0.900367247 | 0.900367217 | 0.000000 025 | 0.000 976 562
12 | 0.900367217 | 0.900367224 | 0.000000 005 | 0.000 488 281
13 | 0.900367224 | 0.900367222 | 0.000000 001 | 0.000 244 141
14 | 0.900367222 |0.900367223 | 0.000000000 | 0.000 122070
15 0.900 367 223 | 0.000 000 000 | 0.000 061 035

(b) Man kann in der Bedingung (F3) auf die Einfiihrung des Intervalls I := (2a — b,2b — a)
verzichten, wenn die Funktion f auf dem Intervall |a,b] monoton wichst. Wie vorher sei
jedoch bereits bekannt, dass f im Intervall [a, b] einen Fixpunkt x hat. Dann bleibt die Aussage
des Fixpunktsatzes 7.24 richtig, wenn (F1) und (F2) ersetzt werden durch die Bedingung

(F4) 0< fl(z) <q¢<1 Vzx€Ela,b.

Begriindung: Wir zeigen abermals durch vollstéindige Induktion, dass die Folge (8.10) das Intervall
[a, b] nicht verldsst, wenn man mit xy € [a, b] startet ( Verankerung).

Vererbung: Es sei schon z1, 9, ..., 2, € [a,b] nachgewiesen. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz fiir
eine Zwischenstelle £ = z + 0(z,, — z), 6 € (0,1):

Tnt1 — 7 = f(zn) — f(2) = f'(£) (20 — ).

Wegen 0 < f'(£) < 1 liegt 41 zwischen z,, und z, also im Intervall [a, b]. Dies zeigt gleichzeitig die
Monotonie der Folge (#,)n>0 auf. Die Konvergenz gegen den Fixpunkt x zeigt man wie in (a). O

Fixpunktiteration fiir f(z) =2+ Inzx

n T f(zn) |z, — x| f—jq |z1 — 0|
0| 1.500000000 | 1.550956 192 | 0.064 462259 | 0.078825 058
1| 1.550956192 | 1.561688714 | 0.013506 068 | 0.027 868 867
2 | 1.561688714 | 1.563895055 | 0.002773545 | 0.009 853 132
3| 1.563895055 | 1.564346362 | 0.000567 204 | 0.003 483 608
4| 1564346362 | 1.564438582 | 0.000115897 | 0.001 231 642
9| 1564462218 | 1.564462251 | 0.000000041 | 0.000 006 804
10 | 1.564462251 | 1.564462 258 | 0.000 000008 | 0.000 002 406
11| 1.564462258 | 1.564462 259 | 0.000 000002 | 0.000 000850
12| 1564462259 | 1.564 462259 | 0.000 000000 | 0.000 000301
13 1.564 462 259 | 0.000 000 000 | 0.000 000 106

BSP. (7.8.6) | Gesucht ist die Losung der Gleichung

F(z):=2?> —lnz —2=0.




Wegen F(1) = —1 und F(2) = 2—In2 > 0 hat man sicher eine Losung z im Intervall [1, 2]. Fiir die Bestimmung
von z schreiben wir F(z) = 0 in der Form z? = 2 + Inz und gewinnen daraus die Fixpunktgleichung =z =

f(z) == +v2+Inz. Nun gilt

1
B 2xvV2+Inzx

Also ist die Bedingung (F4) erfiillt, und die Fixpunktiteration (8.10) konvergiert fiir jeden Startwert zq € [1, 2].

0< f'(z) gf’(l):i\/ﬁ::q<1 Vazell2.

(c) Ist anstelle von (F3) die Bedingung |f'(z)| > 1V z € [a, b] erfiillt, so kann die Folge (8.10)
nicht gegen einen Fixpunkt = € [a, b] konvergieren. Denn entweder tritt ein erster Index n auf
mit x, # [a,b], oder es gilt z,11 = f(z,) € [a,b]. Aus dem Mittelwertsatz erhélt man dann

1 — x| = [ () en — 2] = |on — 2.

Das heifit, z,,; und alle weiteren Folgenglieder x; € [a, b] liegen nicht n&her bei z als z,,.

(d) Gilt jedoch auf einem Intervall I;, welches den Fixpunkt z der Funktion f € C'(I)
enthalte, die Bedingung

(F5) |f'(x)|>M>1Vaxel,

so ist die Funktion f auf I, streng monoton. Es existiert die Umkehrfunktion ¢(y) := f~'(y),
und fiir deren Ableitung folgt nach Satz 7.4 und (F5):

1 1

¥’ (y)| = @] <qf=a<1lVye f(h)

Das heifit, wird im Fall (F5) anstelle der Fixpunktgleichung x = f(x) die inverse Gleichung
o(z) := f~'(x) = z betrachtet, so kinnen wegen |¢'(y)| < ¢ < 1 die Resultate aus Satz 7.24
bzw. aus den obigen Ergénzungen (a) und (b) auf die inverse Gleichung angewendet werden.

BSP. (7.8.7) | Gesucht werden die Nullstellen z € R des Polynoms G(z) := 2® + = — 5.

(a) Man zeige, dass es genau eine Losung z € R der Gleichung G(z) = 0 gibt. Man bestimme ein Intervall
[N,N + 1], N € N, welches die Losung x enthilt.

(b) Zur Gleichung G(z) = 0 sind die beiden Fixpunktdarstellungen
r="5—2°=: fi(z), t=05-—2)"% = fo(z)

dquivalent. Welche der beiden Funktionen f;,j = 1,2, ermdglicht die Berechnung von z mit Hilfe der Fix-
punktiteration z,41 = fj(2n), n € No?

(c) Man schétze die Zahl k der Iterationsschritte ab, die man fiir die Fixpunktiteration in (b) héchstens
benétigt, damit der Fehler |zj, — x| < € wird. Man wiihle als Startwert z := N + 1 sowie e = 10~ 4.

Lésungen: (a) Die Funktion G ist wegen G'(x) = 32> + 1 > 1 > 0 auf R streng monoton wachsend, und
es gilt lirjrtl G(z) = zoo. Also hat die Gleichung G(z) = 0 genau eine Losung z € R. Es gilt ferner
T —>100

G(1)-G(2) = (-1)-5 < 0. Somit folgt = € [1,2] aus dem Nullstellensatz von BOLZANO, und wir haben N = 1.

(b) Esist |f](z)| =32 >3 > 1V z € I, :=[1,2], und somit gilt die Bedingung (F5). Da die Funktion f» die
Umkehrfunktion von f; ist, eignet sich f, zur iterativen Berechnung des Fixpunktes x, nicht aber f;.

(c) Wegen (b) haben wir |f{(z)| > M :=3 VY z € I}, und somit |fi(y)] < 1/3=:¢ < 1Vy € fi(l;). Da die
Funktion f; monoton wiichst, folgern wir f1(I1) = [f1(1), f1(2)] = [-1,5] D I . Mithin gilt f5(l;) C I, und
die Funktion f erfiillt somit alle Voraussetzungen zum Fixpunktsatz 7.24. Aus (8.11) resultiert fiir zo = 2 die

Fehlerabschitzung
k k
q q 1/3 —4
1_q|:r1 x| l—q( 37/°) <e=10

|z — x| <



Mit g = 1/3 ergibt sich also

2-107* InA
b = — =4 k> — =8.22.
T<3p_sm At T FrgTd
Fixpunktiteration fiir f»(z) := (5 — z)'/3
n Tn flan) 0 — x| | {5 |71 — ol
0| 2.000000000 | 1.442249570| 0.484019772 | 0.836 625645
1| 1.442249570 | 1.526599655 | 0.073 730657 | 0.278 875215
2|1 1.526599655 | 1.514438405 | 0.010619427 | 0.092 958 405
3| 1.514438405 | 1.516203 823 | 0.001 541 823 | 0.030 986 135
41 1.516203823 | 1.515947796 | 0.000223 595 | 0.010 328 712
8| 1.515980327 | 1.515980213 | 0.000000099 | 0.000127 515
9| 1.515980213 | 1.515980230 | 0.000000014 | 0.000 042 505
10 | 1.515980230 | 1.515980227 | 0.000 000002 | 0.000014 168
11| 1.515980227 | 1.515980228 | 0.000 000000 | 0.000004 723
12 1 11.515980228| | 1.515980 228 | 0.000 000 000 | 0.000001 574

Die obige Rechnung wurde fiir eine Fehlertoleranz ¢ = 10~° durchgefiihrt. Die Fehlertoleranz e = 10~* wird
nach dem 6.Iterationsschritt unterschritten.

7.9 Der Interpolationsfehler

Wir verfiigen jetzt iiber die Hilfsmittel der Differentialrechnung, um noch einmal das Problem
des Interpolationsfehlers zu untersuchen, welches wir bereits in Abschnitt 6.2 im Rahmen der
Polynominterpolation andiskutiert hatten. Nachfolgend bezeichnen wir mit P, (z) das eindeu-
tig bestimmte Interpolationspolynom (in der Form von LAGRANGE oder von NEWTON), wel-
ches eine gegebene Funktion f € Abb (R, R) in den n + 1 Stiitzpunkten (z;,y; = f(z;)), j =
0,1,...,n, interpoliert. Eine qualitative Aussage iiber den Interpolationsfehler

treffen wir im folgenden Satz.

Satz 7.25 Gegeben seien die reelle Funktion f € C""'([a,b]) und dazu Funktionswerte y =
f(x) in den n+1 Stitzpunkten (z;,y;), j =0,1,...,n, mitx; #x, ¥V j # k. Gelte a = m1n T,

0<j<n
sowie b = Orélax z;, und sei P,(x) das zugeordnete Interpolationspolynom vom Grad n. Dann
existiert fir jede Zahl x € [a,b] eine Zwischenstelle & = &(x) € (a,b) mit
f fOE) T
)= Pato) = gyt - L =) 91)

Begriindung: Ist x = xy, so ist Fj,(x;) = 0, und die Aussage (9.1) ist trivial. Sei also z # x;. Dann
ist die Funktion L
I1 (¢ — ;)

I [f(z) — Pu(2)]
I1 (z — =)



im Intervall [a, b] (n+1)-mal stetig differenzierbar. Ausserdem hat G(¢) mindestens die n+2 Nullstel-
len z, xg, 1,...,%,. Wiederholte Anwendung des Satzes von ROLLE (Satz 7.10) liefert, dass G(™)(t)
noch mindestens zwei Nullstellen haben muss. Abermals unter Verwendung des Satzes von ROLLE
erhilt man die Existenz einer Zwischenstelle ¢ = £(z) € (a, b) mit

(n+1)!

GU(E) = 0= fTD(¢) — 5 ———[f(z) — Pula)].
II (z — z5)
7=0
Auflésen nach f(z) — P,(z) liefert die behauptete Relation (9.1). O

Bemerkung 7.16 (a) Es gilt nun die folgende Abschitzung fiir den Interpolationsfehler
Fo(z) = [f(z) = Pa(2)]:

Fu@) < 2 e -l < S0 0 Mo = max /0L (92)
T (D! — (n+1)! £€la]
(b) Wir betrachten #quidistante Stiitzstellen sowie die Félle n = 1,2,3. Das Maximum
der Funktion |¢(z)| := [I |z — z;| kann im Intervall [a,b] durch Kurvendiskussion explizit
=0

bestimmt werden. Zum Beispiel hat man im Fall n = 1 nur x;y = xy + h zu beriicksichtigen.
Hier gilt:

o(r) = (x—z0)(x —21) = (x — 20)? — h(z — 30) <0 V 2 € [T0, T1],
o' (r) = 2(x—x0)—hé0<:>x—x0:%,

¢"(x) = 2>0.
Das heiBt, ¢ (z) hat ein absolutes Minimum bei = xo + 2, so dass |p(2)] < |p(zo + 2)| = &
gilt. Anstelle von (9.2) hat man fiir die
Lineare Interpolation (n = 1):
h2
|f(z) — Py(2)] §§-M2 V€ [xg,x1]; x1 =20+ h. (9.3)
Analoge Rechnungen liefern fiir die
Quadratische Interpolation (n = 2):
3h3
|f(z) — Py(2)| < \/2_7 -M; Y x € [x0,x2]; T2 := xo + 2h. (9.4)
Kubische Interpolation (n = 3):
3ht
- M4 \V/ xr e [1'1,1'2],
|f(z) — P3(z)] < }1;8 r; =z + jh. (9.5)
YN M4 Ve [.’L’O,l‘l] U [IQ,.’L’g],

BSP. (7.9.1)| Die Funktion f(z) := sinz soll auf dem Intervall [0, §] linear (n = 1) interpoliert werden.

Das heifit, es ist die interpolierende Gerade P; (z) durch die beiden Stiitzpunkte (0,0) und (7, 1) zu bestimmen.
Wir haben xg = 0, z1 = § und somit offensichtlich Py (x) = 2z/m. Fiir den Interpolationsfehler resultiert aus
(9.3):

72 2
— i = — = 0.308.
33 0, Isinél =53

2
|sinw——x| <
T



Bei quadratischer (n = 2) dquidistanter Interpolation auf dem Intervall [0, 7] erhilt man das Interpolations-
polynom Ps(z) = 4z(m — x) /7. Aus (9.4) resultiert mit h := 7/2 der Interpolationsfehler

V3m? ~ V/3r?

ax | —cosg|

- = 0.248.
8-27 celor] 216

4
|sin:r—7r—§(7r—:r)|§

Lineare Interpolation von sinz

Kritik: Zur Polynominterpolation ist festzustellen, dass die Giite der Approximation sehr empfindlich von der
Verteilung der Stiitzstellen xg, z1, . . ., 2, auf dem Intervall [a, b] ahhingt. Wegen (9.1) wird die Fehlerfunktion
f(z) — P,(x) weitestgehend durch die Funktion

p(z) = || (= —=;) (9.6)

—.

0

J

bestimmt. Fir dquidistante Stitzstellen x; := xo + jh und groBere n oszilliert p(x) sehr stark an den Inter-
vallenden des Intervalls [a, b] := [zo, x,]. Im Falle n = 10 belegt dies die folgende Grafik:

INTERPOLATIONSFEHLER bei dquidistanter und
optimaler Stutzstellenverteilung
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Einfluss der Stiitzstellenverteilung auf den
Interpolationsfehler

Eine Verbesserung tritt grundsétzlich ein, wenn die Stiitzstellen an den Intervallenden dichter gelegt werden
als in der Intervallmitte. Man kann begriinden (— Spezialliteratur), dass die Stiitzstellen im Interpolations-
intervall [-1,+1] genau dann (unter den Nebenbedingungen zp := —1, z, := +1) optimal verteilt sind,
wenn sie die Extremalwerte des n—ten TSCHEBYSCHEFF—Polynoms T),(z) sind. Bei Transformation auf ein
allgemeines Intervall [a, b] heifit dies konkret, dass man

. a+b b-—a
Tyt

COS(%]C ‘), k=0,1,...,n, (9.7)




n

zu setzen hat. Die Funktion *(z) := [[ (z — z}) nivelliert die Oszillationen stérker. Man kann zeigen, dass

j=0
stets max_|p*(z)] < max |p(z)| gilt. Man vergleiche dazu auch die obige Grafik.
z€a,b] z€[a,b]
BSP. (7.9.2) | Ein klassisches Beispiel fiir diesen Sachverhalt stammt von C.RUNGE: Fiir f(z) := 1/(1+2?)
wird P,(x) auf dem Intervall [—5, 4+5] zu dquidistanten Stiitzstellen zj := —5+ 10 k/n berechnet sowie P} (z)

auf [-5, +5] zu nichtéquidistanten Stiitzstellen z} aus (9.7). Wihrend fiir P,(z) der Interpolationsfehler mit
n zunimmt, konvergiert P} (z) gegen f(z). In der folgenden Grafik ist die Situation bei Wahl von n = 10
dargestellt.

INTERPOLATION mit &quidistanter und
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7.10 Numerische Differentiation und Extrapolation

Die empirische Funktion f € Abb (R, R) sei in den n + 1 Stiitzpunkten (x;,y, = f(z;)), j =
0,1,...,n, mit z; # x, V j # k gegeben. Man bestimme aus diesen Vorgaben eine ge-
eignete Niherung der n-ten Ableitung f(™ (). Es ist sicher nicht abwegig, das LAGRANGE-
Interpolationspolynom P, (z) zu den vorgegebenen Stiitzpunkten zu bilden und n—mal nach
z zu differenzieren. Die so erhaltene Ableitung P (z) verwenden wir als Approximation von
f (). Aus der Darstellung (2.12) in Abschnitt 6.2 resultiert zunzchst:

PM () =n!- S A & f0 (). (10.1)

Dieser Ausdruck ist offenkundig unabhéngig von x. Deshalb bleibt die Frage offen, fiir welche
Punkte z durch (10.1) eine brauchbare Approximation geliefert wird. Eine Antwort geben wir
in dem folgenden Satz:

Satz 7.26 Die reellwertige Funktion y = f(z) sei in den n + 1 Stutzpunkten (xj,y;), j =

0,1,...,n, mit x; # xp ¥V j # k gegeben. Es gelte a := Orgnjlgnxj, b = Orgjaglxj sowie f €



C™(la,b]). Dann ezistiert eine Zwischenstelle & € (a,b) mit

F(E) = PM(€) = nl- 3y, (10.2)

worin P,(z) das Interpolationspolynom (2.1) aus Abschnitt 6.2 zu den gegebenen Stitzpunkten
bezeichnet.

Begriindung: Man setze g(x) := f(z) — P,(x). Dann gilt g(z;) =0V j = 0,1,...,n. Zwischen je
zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen kann der Satz von RoLLE (Satz 7.10) angewendet werden mit
dem Ergebnis, dass ¢'(z) in (a,b) mindestens n Nullstellen haben muss. Wiederholte Anwendung
des Satzes von ROLLE zeigt, dass ¢”(z) mindestens n — 1 Nullstellen in (a,b) haben muss usf., bis
schlieBlich g (z) mindestens eine Nullstelle € € (a, b) haben muss: g (¢) = f®) (&) — P (¢) = 0.
Also gilt (10.2). O

Bemerkung 7.17 Die Relation (10.1) heifit Regel der numerischen Differentiation . Im
allgemeinen wird sie nur fiir d4quidistante Stiitzstellen z; := z¢ + jh, 7 =0,1,...,n, h >0,
verwendet. Unter Beriicksichtigung von (2.13) aus Abschnitt 6.2 resultiert in diesem Fall
anstelle von (10.1): O

P~ g S0 (7 (103)

J

Definition 7.11 Der Ausdruck (10.3) heifft n—ter Differenzenquotient der n+ 1 Stitzwerte
yj. Insbesondere heiffen

fl(x) =~ ?ﬁ;yo 1.Differenzenquotient,
-2

f(x) =~ th—ZJ;"‘yo 2.Differenzenquotient, (10.4)
— 3ys + 3y1 —

f"(z) ~ y3 y2h3 Yy bo 3.Differenzenquotient.

Erfahrungswert: Die Stelle £, fiir die geméfl Satz 7.26 die Gleichheit (10.2) gilt, liegt hiufig
in der Nihe des Mittelpunktes zy := 3 (z9 + z5).

Es ist nicht zwingend, wie in (10.3) geschehen, die Ableitung f(™(x) durch die n—te Ablei-
tung des Interpolationspolynoms P, (z) zu approximieren. Im allgemeinen Fall kann die p-te
Ableitung f®(z) durch P{P)(x) approximiert werden. Da PP)(z) # const fiir p < n gelten
wird, ist jetzt die Approximation f®)(x) ~ P® () von der Stelle 2 abhingig.

‘BSP. (7.10.1)‘ Man approximiere die 1.Ableitung f'(x) unter Verwendung des Interpolationspolynoms
2.Grades:

Py(z) = 2—}112 (yo(w —z1)(x — x2) = 2y1(z — xo)(z — T2) + ya2(z — mo) (v — 351)),
Pj(z) = 2—]112 (y0(2x — o — T2) — 21 (22 — xo — X2) + Y2 (22 — 29 — :rl))

Setzt man f'(x) &~ Pj(z) so resultiert insbesondere im Punkt = := z4:

fl(z) = % (—yo+u2) (10.5)




Definition 7.12 Der Ausdruck (10.5) heifle zentraler Differenzenquotient.

Um einen Vergleich zwischen den beiden Approximationen (10.4) und (10.5) zu bekommen, setzen wir

1

Ti(h) = 5 (o~ o) = [+ h) — Flzo)].
Ty(h) = 21h( yo+yz):%[f(a:ﬁrh)—f(a:l—h)].

Durch TayLor—Entwicklung von f(x &+ h) an der Stelle h = 0 resultiert dann:

i) = 3 {fo) — flao) +he filao) + 5 O} = Flao) + 5 - 1),
Tyh) = oo {7 = fen) +he [P + @]+ () - @]+ - [0 + 10
= P+ e,

Hieraus ergeben sich die Fehlerabschétzungen

2

h
—Tr(h)| < €M3

|f'(z0) (10.6)

ST < S If )

mit My := max " und Mj3 = max
2 £€[zo,z0+h] |f (§)| 3 g€lz1—h,z1+h]

ximiert die 1.Ableitung von f(z) besser als der Differenzenquotient (10.4).

| (&)]. Der zentrale Differenzenquotient (10.5) appro-

‘BSP. (7.10.2)‘ Man approximiere die 1.Ableitung f’(z) unter Verwendung des LAGRANGE-Interpola-

tionspolynoms Ps(z) vom Grade 3. Eine zum vorstehenden BSP. (7.10.1) analoge Rechnung zeigt:

1
f'(xo) ~ oh (— 11y + 18y — 9y2 + 23/3),

1
(@) = Gh( 2y0—3y1+6y2—y3)

(10.7)
Flan) ~ 5 (v0 = 2790 + 271 — s, aar = (w0 +22) /2,
" 1
f"(zm) ~ Iz (yo — Y1 — Y2 +y3), Ty = (To + 23)/2.
Bemerkung 7.18 Fiir dquidistante Stiitzstellen erhilt man immer Formeln vom Typ
1 .
7 chyk mit ch =0.
k k
Die letzte Bedingung stellt sicher, dass die konstante Funktion f = const exakt differenziert wird. a

|BSP. (7.10.3)| Fiir die Funktion f(x) := €?

Ableitung f"(z) = €2® - (4cosx + 3sinx) an der Stelle z1 := 0.5 niherungsweise berechnet werden. Es gilt bei
analytischer Rechnung f"(0.5) = 13.451 708 113. In der folgenden Tabelle sind fiir verschiedene Schrittweiten
h > 0 die numerischen Werte von yo, y> und der aus (10.4) resultierende Niherungswert fiir f"/(0.5) aufgelistet.

-sinz soll unter Verwendung der Formel (10.4) die zweite

h Yo Y2 f'(z1) ~ abs.Fehler
0.1 0.866 666 459 | 1.874679031 | 13.491803094 | 0.040 094981
0.01 1.253962 085 | 1.353810585 | 13.452109124 | 0.000 401011
0.001 1.208228 507 | 1.308 212 405 0.000 003 168
0.0001 || 1.302714603 | 1.303712991 | 13451062841 | 0.000 645272
0.00001 || 1.303163811 | 1.303263650 | 13.387762010 | 0.063 946103
0.000001 || 1.303208738 | 1.303218722 | 5.456968211 | 7.994739902




Mit kleiner werdender Schrittweite h tritt keinesfalls — wie erwartet werden sollte — Konvergenz gegen den
exakten Wert auf. Vielmehr entstehen durch immer katastrophaler werdende Stellenausloschungen ganz falsche
N#herungswerte.

Merke: Numerische Differentiation ist i.a. ein gefahrlicher Prozess. Der Limes h — 0
ist aus numerischen Griinden wegen wachsender Stellenausloschung nicht vollzieh-
bar.

Wir zeigen, dass mit Hilfe der Extrapolation ein Ausweg aus dieser Situation gefunden werden kann. Zur Mo-
tivation erinnern wir nochmals an die TAYLOR-Entwicklungen T;(h), mit deren Hilfe die Fehlerabschétzungen
(10.6) hergeleitet wurden. Diese Entwicklungen waren von der Form

T;(h) = f'(z) + arh + azh® + -+ + a,h" + - --.

Das heifit, eine berechenbare Grofie T'(h), die von einem Parameter h abhiingt, approximiert einen gesuchten
Wert A (hier f'(x)) mit einem Fehler, der als Potenzreihe in h darstellbar ist:

T(h) = A+ arh+ah®+ - +aph" +---, a; fest. (10.8)

Wie das vorangegangene BSP. (7.10.3) zeigt, konnen numerische Griinde verhindern, die Grofle T'(h) fiir
hinreichend kleine Werte von h zu bestimmen, um so durch 7T'(h) eine hinreichend genaue Approximation fiir
den gesuchten Wert A zu erhalten. Ein sehr wirksames Gegenmittel ist das folgende

Prinzip der Extrapolation.

Man bestimme zuniichst Funktionswerte T'(hy) fiir einige Stiitzstellen hg > hy > .-+ > h, > 0. Danach
werte man das zugeordnete Interpolationspolynom P, (h) an der Neustelle h = 0 aus. Fiir wachsendes n sollte
nun P,(0) bessere Ndherungen des gesuchten Wertes A = T'(0) liefern. Da wir das Interpolationspolynom
P, (h) nur an der einzigen Stelle h = 0 auszuwerten haben, ist es vom Rechenaufwand her nicht vertretbar,
den in Abschnitt 6.2 aufgezeigten Weg {iber die Berechnung der Stiitzkoeffizienten zu gehen. Es ist vielmehr
sinnvoller, das Interpolationspolynom in der NEwTONschen Form (2.16), Abschnitt 6.2, zu verwenden und die
beiden Algorithmen (2.18) zur Berechnung von P, (z) an einer Neustelle x sowie (2.24) zur Berechnung der
Koeffizienten c; aus Abschnitt 6.2 in einem einzigen Algorithmus zu vereinigen.

Ein solcher Schritt wird durch den NEVILLE-Algorithmus bewerkstelligt. Dieser berechnet aus der Vorgabe
der Stiitzpunkte (z;,y;), j =0,1,...,n, direkt den Wert des Interpolationspolynoms P, (x) an einer Neustelle
x, und zwar unter Verwendung der Rekursionsformeln (2.21) und (2.22) fiir die Teilinterpolationspolynome
Pj,j,..jr () aus Abschnitt 6.2. Die Berechnung des gesuchten Funktionswertes P, (z) = Ppi2...n () erfolgt nun
ganz analog dem Schema der dividierten Differenzen, vgl. Definition 6.11. Im Fallbeispiel n = 4 hat man dabei
das folgende Rechenschema spaltenweise aufzubauen:

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
Zo Yo = Po(x)

| = Pi(2) Poq () (10.9)
Ty | Y2 = Pa(z) Pry(z) Po12(z)

T3 y3 = Ps (33) P23(l°) P123(l°) P0123(33)

Ty | ys = Py(x) P3y () Pa3y(x) Piasq(x) Po1234(x)

Die eingerahmten Werte Ppis...p(z) sind die Funktionswerte der Teilinterpolationspolynome Pg(z) zu den
Stiitzstellen xg,x1, ..., 2. Zur Implementierung des NEVILLE-Algorithmus auf einem Rechner wird nur ein
einziger Vektor p' mit n + 1 Komponenten bendtigt, der sukzessive die Werte der k—ten Spalte aufnimmt und
dessen Komponenten nach Ablauf der Rechnung die eingerahmten Werte des Schemas (10.9) enthalten. Jede
Spalte wird von unten nach oben abgearbeitet.



Rechenvorschrift fiir den NEVILLE—Algorithmus:

1: Einlesen von z; (zj,y;), j:=0,1,...,n;
2: fir j:=0,1,...,n
3: p;j :=y;; (Ende j)

10.1
4: fir k:=1,2,...,n (10.10)
5: fir j:=n,n—1,...,k:
6: pji=pj+(x —x;)*(pj —pj-1)/(x; — xj—). (Ende j,k)

Nach Beendigung der Rechnung sind die gesuchten Funktionswerte Py (x) gleich den Werten von py.

Der NEVILLE-Algorithmus ist sehr gut geeignet, die oben dargelegte Extrapolationsaufgabe auf den Wert
h = 0 durchzufiihren, da hier genau ein einziger extrapolierter Wert zu berechnen ist. Setzen wir pgk) =
Pj_i j—k+1,...j(h), so resultieren aus dem NEVILLE-Schema (10.10) bei Extrapolation auf & = 0 die folgenden

Rekursionsformeln:

k) _ (k1) _

Tl A L (10.11)
J J—Fk

J

Wir gehen davon aus, dass die Stiitzstellen hg > hy > --- > h,, > 0 eine monotone Folge bilden. Es ist jetzt
zweckmiBig, die folgenden, zu (10.11) dquivalenten Rekursionsformeln zu benutzen:

k k— k— (k—
p;) _ 5 1)+ﬁ [p( 1) { 11)]
J -
‘,i:]i’gﬂ’;l”’"’ (10.12)
— pgk 1)+ [p(k 1) 'k_11)]’ ,2,...,m.
h—j_

Die erste Formel verwendet man, wenn die h; eine unregelméfige Folge bilden. Die zweite Formel verwendet
man bei speziellen Parameterfolgen, zum Beispiel bei dquidistanten Stiitzstellen. Anstelle von (10.10) haben
wir jetzt den folgenden

Algorithmus zur Extrapolation auf Null:

fir j:=n,n—1,...,k:
pj :=pj+hj* (pj —pj-1)/(hjk — h;j). (Ende j, k)

Nach Beendigung der Rechnung (10.13) liefern die Komponenten py den gesuchten Wert P (0) des Interpola-
tionspolynoms von Grade k an der Stelle h = 0.

1: Einlesen von hj, T'(hj), j :=0,1,...,n;

2: fir 7:=0,1,...,n

3: pj :=T(h;); (Ende j)

4: fiir k:=1,2,...,n (10.13)
5:

6:

Zur Berechnung der Kreiszahl =

‘BSP. (7.10.4) ‘ Die Kreiszahl 7 soll mit Hilfe von einbeschriebenen reguldren n-Ecken n&herungsweise

berechnet werden. Wir miissen zunéchst den Fehler T'(h) nach der Vorschrift (10.8) analytisch in Form einer
Potenzreihe darstellen. Geméfl Skizze betrigt die Lange S der Sehne in dem regelmifigen n—Eck:

Lo
S =sin —.
n



Mithin resultiert der Umfang

Up=n-S=mn-sin .

Unter Verwendung der Potenzreihenentwicklung von sin z folgt daraus:

3 o i 1
—§~n*2+5~n*4—ﬁ~n*6i--~zT[(ﬁ)2]. (10.14)
Setzen wir also h := (1/n)?, so ist T'(h) = U,, die berechenbare Gréfe, die den gesuchten Wert T'(0) = A := 7
approximiert. Die Extrapolation auf h = 0 sollte dann eine brauchbare Ndherung fiir 7 liefern. Die Ermittlung
von Stiitzpunkten (hg,T (hg)) darf nicht unter Verwendung trigonometrischer Funktionen erfolgen, da diese
mit der gesuchten Zahl 7 arbeiten. Es gibt jedoch einige elementar berechenbare Umfinge U,, die in der
folgenden Tabelle aufgelistet sind:

U,=n

n = 2 3 4 6 8

V3 2/2 3 42 -2

Mit den Stiitzstellen hg := I, hy = §, ho := 1=, hg := 55,

Extrapolation auf Null bei zehnstelliger Rechnung:

U, = 2

ol

hy == é liefert der NEVILLE-Algorithmus zur

h k=0 k=1 k=2 k=3 k=4

0.250 000 000 {| 2.000 000 000
0.111111111 || 2.598076 211 | 3.076 537 180
0.062 500 000 || 2.828 427125 | 3.124592585 | 3.140611 053
0.027 777778 || 3.000 000000 | 3.137258 300 | 3.141 480205 | 3.141 588 849

0.015625000 || 3.061467 459 | 3.140497 049 | 3.141576632 | 3.141592411 | | 3.141 592648

Das Resultat ist verbliiffend genau im Vergleich zu den exakten zehn Stellen von 7 = 3.141 592653 5.

Wie in (10.14) tritt in den Anwendungen sehr hiufig der Fall auf, dass in der Potenzreihenentwicklung einer
berechenbaren Grée T'(h) nur gerade Potenzen h?* vorkommen. Aus praktischen Griinden lisst man dann
am besten die Stiitzstellen hg > hy > --- > h, > 0 eine geometrische Folge mit Quotienten ¢q := %
bilden. Die Parameterwerte h? bilden somit eine geometrische Folge mit Quotienten ¢> = i, so dass die
Rekursionsformeln (10.12) in der speziellen Form

k k— 1 k— k—
) =pf T g BT ) (1015)

vorliegen. Hier ist der Faktor 1/(4* — 1) in der k—ten Spalte konstant. Man nennt diesen Spezialfall des
NEVILLE-Schemas zur Extrapolation auch das ROMBERG—Schema.

‘BSP. (7.10.5) ‘ Fiir die Funktion f(z) := €2® - sinz soll durch numerische Differentiation die Ableitung

f'(z1) bei z1 := 0.5 unter Verwendung des zentralen Differenzenquotienten T'(h) := 5= - (y2 — Y0) = 57
[f(z1 + h) — f(z1 — h)] berechnet werden. GemiB (10.6) treten in der TAYLOR—Entwicklung von T'(h) nur
gerade Potenzen von h auf, so dass wir die Ableitung durch Extrapolation nach Null mit Hilfe des ROMBERG—
Schemas ermitteln kénnen. Dazu nehmen wir die geometrische Folge hg := 0.5, hy := 0.25, ho := 0.125, hz :=
0.0625, hy := 0.03125. Die resultierenden Werte des ROMBERG—Schemas lauten dann:

Jll b T(hy) " py” i P

0 || 0.50000 || 6.217 676 312

1| 0.25000 || 5.293 985621 | 4.986 088 724

2 | 0.12500 || 5.067 164784 | 4.991 557838 | 4.991922445

3 || 0.06250 || 5.010 730 996 | 4.991919734 | 4.991943 860 | 4.991 944 200

4] 0.03125 || 4.996 639 742 | 4.991 942657 | 4.991 944 185 | 4.991 944 190

Man vergleiche dazu den analytisch ermittelten Wert f/(0.5) = e! (2 sin(0.5) + cos(O.S)) = 4.991 944 190 30.




Kapitel 8

Integration von Funktionen einer
reellen Veranderlichen

8.1 Stammfunktionen und Integration

Die Notwendigkeit einer Integralrechnung ist hinreichend motiviert durch die beiden folgen-
den Fragestellungen, die allerdings zwei Seiten derselben Sache betreffen:

(A) Wie ldsst sich der Prozess der Differentiation umkehren, das heifit, wie 16st man die
Gleichung F'(x) = f(z) bei gegebener Funktion f € Abb (R,R) nach F(x) auf?

(B) Wie bestimmt man den Flicheninhalt krummlinig berandeter ebener Fliachenstiicke?

Wir stellen die Diskussion des Problems (A) an den Anfang. Zum Beispiel hat die Aufgabe
F'(z) = 1/cosh®x eine Lésung Fy(z) := tanh . Dariiber hinaus ist aber auch Fg(z) :=
tanh x + C' fiir jede Konstante C' € R eine Losung. Diese Feststellung zeigt bereits, dass das
Problem (A) in seiner allgemeinen Form nicht eindeutig lGsbar ist.

Definition 8.1 Gegeben sei die reellwertige Funktion f € Abb (R, R). Fine Funktion F €
Abb (R, R) heifle auf einem Intervall I C D(f) N D(F') eine Stammfunktion von f, wenn
F'(z) = f(x)Yx €1 gilt.

Beispiel: Die Funktion f(z) := sinx hat auf I := R eine Stammfunktion F(z) := — cos z.

Die Frage, zu welchen Funktionen f eine Stammfunktion existiert, werden wir in befriedigen-
der Weise in Abschnitt 8.3 beantworten. Dort werden wir zeigen, dass zumindest jede stetige
reellwertige Funktion f € C(I) eine Stammfunktion besitzt, so dass die Reichhaltigkeit der
Klasse der Stammfunktionen gewihrleistet ist. Uber die Eindeutigkeit von Stammfunktionen
treffen wir die folgende Aussage:

Satz 8.1 Auf dem Intervall I C R seien Fy, Fy Stammfunktionen einer gegebenen Funktion
f € Abb (R, R). Dann gilt Fy(x) — Fi(z) = C = const ¥V x € I.

Begriindung: Wir haben Fy(z) — F{(z) = f(z) — f(z) =0V 2 € I, und somit folgt die Behauptung
aus Satz 7.13. O

Definition 8.2 Ist F(x) auf einem Intervall I C D(f) Stammfunktion der gegebenen Funk-
tion f € Abb(R,R), so heiffle F(x) auch ein unbestimmtes Integral von f auf I. Dieses
wird nach G.W. LEIBNIZ mit dem Symbol

F(z) = /f(x) dx, dquivalent /fdx oder /xf(t) dt, v €l, (1.1)
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bezeichnet. Man nennt die Variable t die Integrationsvariable; sie darf durch jeden anderen
Buchstaben ersetzt werden. Gemdf§ Satz 8.1 ist durch

/f(x) dr = Fy(z) + C, C €R, (1.2)

die Gesamtheit aller unbestimmten Integrale von f auf I festgelegt, wenn Fy(x) nur eine
Stammfunktion von f ist. Man nennt (1.2) auch das unbestimmte Integral von f auf I
schlechthin.

Bemerkung 8.1 (a) Die unbestimmte Integration ist also die Umkehroperation der Diffe-
rentiation:

([ rayin) = f@), [ F@yde=f@)+0 Vel

(b) Man verifiziert die Richtigkeit einer Stammfunktion F'(z) = [ f(z) dz immer durch Diffe-
rentiation, das heifit, man priift die Relation F'(z) = f(z) V = € I nach. Aus dieser Beziehung
ergibt sich sofort: a

Jede Ableitungsformel liefert eine Integrationsformel.

BSP. (8.1.1) | Aus den Ableitungsformeln der Elementarfunktionen erhélt man ohne Schwierigkeiten die

folgende Zusammenstellung von Grundintegralen:

unbestimmtes Integral Definitionsbereich
(a) /)\dx:)\x+0 zeR, A eéR
z€R : p €N,

P

(b) /xpdx: 1 +C x € (—00,0) oder z € (0,+00) : p=-2,-3,—4,...,
P z € (0,+00) : pe R\ {—1} sonst

d
(c) /% =ln|z|+C z € (—00,0) oder z € (0,+400)

Bemerkung 8.2 Spezialfille der Formel (b), jeweils auf geeigneten Intervallen, sind:

1 2
o _ 1. o [ vz =2 e /d—‘”=2\/5+0.
x 3 VT

2

In der Formel (c) darf der Betrag beim Logarithmus nicht vergessen werden. Denn fiir z < 0 gilt ja nach der

Kettenregel: a
[1n|;r|]/ = [ln(—m)]l = :—313 = i
unbestimmtes Integral Definitionsbereich
(d) /e””da::e””+0 z€R
(e) /cos;rd;r:sinx+0, /sinxdm:—cosx+0 z€R
(f) /coshxdx:sinhx+0, /sinhxd:v:coshx+0 z€R




Aus den Ableitungsformeln der zyklometrischen Funktionen und der Area—Funktionen erhilt man weiterhin:

unbestimmtes Integral Definitionsbereich
@ | [—¥ —arct +C €R
g T2 = tany o x
(h) / dz 1 I 1+ c Ar cothz + C, z € (—o00,—1) oder z € (1,+00)
—_— = — In =
1—22 2 1-—2 Ar tanhz + C, z e (—1,+1)
dz
i ——— = Arsinhz + C r€R
0| [ ==
(k) /dim—arcsin z+C z e (—1,+1)
/—1 — 22 - H )
0 / de | Arcoshz+C, z € (1,400)
VzZ—1 | —Arcosh(—z)+C, x € (—o0,—1)

!
Falls die Funktion f(x) fiir alle z € I differenzierbar ist und falls f(z) #0V z € I gilt, so ist ja (ln |f(:v)|) =
f'(z)/ f(z) V z € I. Hieraus erhilt man

7)

fl(x) =1 xr X
/f( de=In|f(z)| +C, z€l.

Mit Hilfe dieser Integrationsregel berechnet man die folgenden unbestimmten Integrale:

unbestimmtes Integral

Definitionsbereich

COs T

/tanxdwz/smx dz = —In|cosz| + C

1
x#(n+§)7r,n€Z

(n) /cotxdx:/Cf)sxdx:1n|sinx|+0
sinx

x#Enm,ne€ZL

inh
(p) /tanhxdx:/sm Y dx = Incoshz + C z€R
coshz
h
(q) /cothmdm:/cos ﬁKdﬂtr:1n|sinhﬂtf|+C' x#0

sinh x

(1.3)

Verwendet man die Ableitungsformeln von tanz, cotz, tanh z und coth z, so erhilt man die folgenden unbe-

stimmten Integrale:

unbestimmtes Integral

Definitionsbereich

1
/ 5 dr =tanxz +C
cos? z

m;é(n+1)7r,n€Z

2

1
/ ——dr = —cotz +C
sin® x

r#nm, n€Z

Verwendet man schliefSlich noch die Identitét

unbestimmtes Integral Definitionsbereich
1
(t) /72dar:tanhx+0 z€R
cosh” x
1
(u) /#dm:—cothaﬁLC x#0
sinh” x
sinz =2 singcos% — 2 tan < cos % =: J{/((a;))’ f(z) :=tan %,



und eine analoge Identitit fiir sinh , so erhilt man aus der Regel (1.3) die folgenden unbestimmten Integrale:

unbestimmtes Integral Definitionsbereich
1 z
(v) —dz =In|tan=| + C x#nmw, n€Z
sinz 2
(w) L gz =Injtanh &| + C £0
v sinh x v = nltan 2 v

Weitere unbestimmte Integrale findet man in den géngigen Tafelwerken und Formelsammlungen.

Bemerkung 8.3 (a) Die Differentiation von Elementarfunktionen fiihrt stets wieder auf eine
Elementarfunktion. Hingegen gibt es Elementarfunktionen, deren Stammfunktion keine Ele-
mentarfunktion ist. Dies trifft zum Beispiel auf die folgenden unbestimmten Integrale zu, die
nicht mehr auf Elementarfunktionen zuriickgefiihrt werden koénnen:

/e—d:v, /Smxdx, /6)‘3&2 dr fiir XA #0.
x

T

(b) Die Stammfunktionen nicht aller algebraischen Verkniipfungen von Elementarfunktionen
sind bereits formelméfBig erfasst. Deshalb verschafft man sich Integrationstechniken, mit
deren Hilfe zahlreiche Integrale auf solche Integrale zuriickgefiihrt werden, die bereits for-
melmifig bekannt sind. Dariiber hinaus gewinnt man eine Einsicht, wie die géngigen Inte-
graltafeln entstanden sind. Wir werden solche Techniken in Abschnitt 8.2 zusammenstellen.
O

Ist F(z) auf dem Intervall I eine Stammfunktion der gegebenen Funktion f, so muss F(z)
wegen Satz 7.1 notwendig in jedem Punkt x € I stetig sein. Mit dieser Feststellung treffen
wir die folgende

Definition 8.3 FEs sei F(x) auf dem Intervall I eine Stammfunktion der gegebenen Funktion
f € Abb (R, R), und es gelte [a,b] C I. Dann heifle

/f(x) dz := F(b) - F(a) =: [F(z)]’ = F(x) (1.4)

das bestimmte Integral von f iiber [a,b]. Die Punkte a und b heiflen untere bzw. obere
Integrationsgrenze. Die Funktion f heiffe der Integrand.

2
ix‘l‘_l =1(16-1)=12,

2
Beispiel: Es gilt [ 2®dv =

-1
Bemerkung 8.4 (a) Die Definition 8.3 des bestimmten Integrals ist unabhingig von der
speziellen Wahl der Stammfunktion F'(z). Ist Fy(x) auf dem Intervall I eine andere Stamm-
funktion der Funktion f, so muss wegen Satz 8.1 Fy(x) = F(x) + C gelten. Dies fiihrt auf
Fy(b) — Fy(a) = F(b) — F(a), unabhéingig von der Konstanten C.

(b) Es ist wichtig, dass das Intervall [a, b] nicht {iber I hinausgeht, wenn F'(z) = f(z) V2 € [
gilt. Die folgenden Beziehungen sind wegen Nichtbeachtung dieser Regeln falsch:

2 2
(i) [ 5 = tanx‘ = tan 2 — tan 1. Dies ist falsch, weil die Funktion tanz an der Stelle
-1 -
v = 5 € [~1,2] unstetig ist.



1 1
(ii) _j; %" de = 2\/|x|‘_1 = 2 — 2 = 0. Dies ist falsch, weil die Funktion y/|z| an der Stelle

r =0 € [—1,+1] zwar stetig ist, dort aber eine Spitze hat, so dass sie bei 2 = 0 nicht
differenzierbar ist. O

Aus der Beziehung (1.4) resultieren einige offensichtliche Eigenschaften des bestimmten Inte-
grals:

Satz 8.2 Es sei F(x) auf dem Intervall I eine Stammfunktion der gegebenen Funktion f €
Abb (R, R).

(a) Es gelten die folgenden Regeln:

a

/af(x)dx:0 Vael, /bf(x)dx:—/f(x)dx Vabel,

b

/f da:_/f da:+/f Vdr Y a,bcel, (1.5)

da:/f ) Va,zel, . /f —f(x) YVa,bel

(b) Die Anfangswertaufgabe: Finde eine Funktion y : I — R mit y' = f(x) fir z € I und
y(a) = yo € R, hat unter der Bedingung a € I die Lésung

y(x)zyo+/f(t) dt, = €l.

(c) Es sei I := [—xy,+xy| ein symmetrisches Intervall. Dann gelten die folgenden Impli-
kationen

G a Vacl. (1.6)
[ =f@) = [f@de=2 [ j@)dr,

Begrindung: Wir zeigen nur die Eigenschaft (1.6). In der Tat, wir haben (F(—w)), = —F'(—z) =
—f(—z) = f(z) = F'(x). Also ist auch F(—z) eine Stammfunktion von f, und es muss deshalb
F(—z) = F(z) + C Y z € I gelten. Speziell fiir 0 € I folgt daraus F(0) = F(0) + C, und somit
F(—x) = F(z). Hiermit gilt

[ #@)dz = F(a) = F(-a) =0.

Die zweite Relation zeigt man ganz analog. a

8.2 Integrationsregeln

Die Integrationsformeln in Abschnitt 8.1 wurden aus bekannten Ableitungsformeln gewonnen.
Wir zeigen in diesem Abschnitt, wie die allgemeinen Ableitungsregeln auf korrespondierende
Integrationsregeln fiihren.



Satz 8.3 (a) Linearitit des Integrals: Haben die Funktionen f und g auf dem Intervall
I ¢ R Stammfunktionen F(x) bzw. G(z), so ist die Funktion A\ F(z) + pG(z) auf I eine
Stammfunktion von A f(z) + pg(z), A\, p € Re:

/()\f(x) + () dr = A /f(x) dz + /g(m) dr ¥\ pueR. (2.1)

b
Eine entsprechende Formel gilt fiir bestimmte Integrale [ --- dx, a,b € I.

a

(b) Partielle Integration: Sind f und g im Intervall I differenzierbar und hat die Funktion
f'g eine Stammfunktion H(x), so ist fg — H eine Stammfunktion von fg':

[ 1@)g @) dw = F@gle) - [ 1(@)g(e) dr.

(2.2)

/f(:r)g'(:r) dv = f(z)g(z) Z - /f'(x)g(x) dx Ya,bel.

(c) Substitutionsregel: Hat die Funktion f auf dem Intervall I C D(f) eine Stammfunktion
F(x) und ist die Funktion g : Iy — I differenzierbar, so ist F o g auf dem Intervall Iy eine
Stammfunktion von (f og)-g':

g(z) x
[ fwdu= [ flo®)g @) dt ¥ e b,
(2.3)

9(b) b
/ fu)du = /f[g(t)]g'(t) dt ¥ a,be I
g(a) a

Gilt dariber hinaus g € C'(Iy) sowie g'(t) # 0V t € Iy, so besitzt die Funktion g eine Inverse,
und es qilt

b 9 1(b)
/f(x) dr = / Flg®)] g (1) dt Ya,bel. (2.4)
a 97" (a)

Begriindungen: (a) Die Linearitit des Integrals ergibt sich sofort aus der Summenregel der Differen-
tiation (Satz 7.2).

(b) Mit der Produktregel aus Satz 7.2 findet man:
(fg—H)'(z) = f'(x)g(z) + f(2)g'(z) — f'(z)g(z) = f(2)g'(x).
(c) Aus der Kettenregel der Differentiation (Satz 7.3) folgt:

(Fog) @) =F(s(x) o) = F(9(2) ' (2) = (£ 09) (2) - ¢ ().

BSP. (8.2.1)| Anwendung der Linearitit. Die folgenden Integrale erhilt man aus der Linearitéitsaus-
sage des Satzes 8.3.a:

1 1
/costda: = /5(1+cos2a:)dx:§+1 sin2z+C VzeR,
. 9 1 r 1 .
sin“zdr = 5(1—cos2x)da::§—1sm2x+0 VzéeR,

n k+1

/(zn:akwk)dw = Zakz+1+0 VzeR.
k=0

k=0




BSP. (8.2.2)| Anwendung der partiellen Integration. Die Formel (2.2) der partiellen Integration
nimmt im Sonderfall g(z) := z die folgende Form an:

/f(a:) dr = o f(z) — /a:f’(a:) . (2.5)

Man verwendet (2.5), wenn entweder das Integral [z f'(z) dz bekannt ist oder das Integral [ f(z)dz. In den
folgenden Beispielen wird die jeweilige Wahl so getroffen, dass links das zu berechnende Integral steht.

/lnx der = :rln:r—/a:lda:::rln:r—a:—kC Vz>0,
v €T
=:f(x)

/ ze® dr = we’”—/e””dm:(m—l)e’”—l-C VzéeR,
<~

= f'(x)
1 2z 1 )
arc tangxz dr = =zarctangzT— — —— ,dr=zarctangz— - In(l+2°)+C Vz € R,
—_—— 2 1+ 22 2
=:f(z) ™
=:h'(z)/h(x)

/arc singz de = ,dr =zarcsingz++V1—22+C Vze(-1,+1).
———

=:f(z)

. z
rarc sing z — —_—
" / V1— 22
——
—(VI=2Y)

BSP. (8.2.3)| Rekursionsformeln. Wir verwenden nochmals die Regel (2.5) zur Berechnung des folgen-
den Integrals:

I,(z) ::/(ln:r)n da::x(lnx)n—n/(lnm)nildm:a:(ln:r)n—n-fnfl(x), z>0,n>2.

——

=:f(z)
Wir haben eine Rekursionsformel gefunden, die es erlaubt, das Integral I,,(z), n > 2, sukzessive auf das
bereits bekannte Integral I1 (z) := z (Inx — 1) + C zuriickzufithren. Zum Beispiel erhilt man fiir n = 3:

I;(z) = / (1nx)3daz =z (1n:r)3 -3z (1na:)2 + 62 lnzx — 62+ C.

Wie in diesem Beispiel, gelingt es hiufig auch in anderen Fillen, eine Rekursionsformel durch ein— oder
mehrfache partielle Integration zu erstellen. Dabei kdnnen verschiedene Félle auftreten, die wir hier sche-
matisch andeuten wollen. Es sei zum Beispiel das Integral I,,(z) := [ fu(z)dz, n € N, auszuwerten. Durch
p—fache partielle Integration kénnen dabei folgende Resultate entstehen:

( ) paﬂ;lt.

I,(z In_p(z)| oder |I,(x) part.Int. Inip(z)| oder |I,(z) part.Int. I, (x).

Im mittleren Fall 16st man nach Ip,4,(z) auf, im letzten Fall nach I,(z), sofern dies moglich ist. Wir wenden
zum Beispiel die Regel (2.2) der partiellen Integration einmal auf den Integranden f(z)-¢'(z) := 2™-e**, a # 0,
an: " "
T n T n
I,(z) = /:r" e dy = — e — — /mn_l e dy = — e — —I,_1(2).
e e e e
Es gilt insbesondere Iy(x) = é e 4+ (', und mit obiger Rekursionsformel zeigt man durch vollstindige Induk-

tion nach n:

n

1 e ! 1 —k
/w"emdwzaem kz:;)(—l) maw" +C, r€R, n€Np, a#0.

Mit Hilfe dieses Resultats gewinnt man auch formelmiBige Ausdriicke fiir die Integrale [ z" sinh az dz und
[ 2™ cosh ax dz. Dabei sind die Relationen

1
sinh ax = 3 (e“z — e*‘”), coshaxr =

N | =



anzuwenden. Mit den beiden folgenden Beispielen schliefen wir die Technik der Rekursionsformeln ab:
BSP. (8.2.4)| Beim folgenden Integral verwenden wir die Regel (2.5) der partiellen Integration:

22+1-1 x

o) = [ LD e = 42 / = 2 I () = 20 Lo ().
() /(;ai)_/ de (14 z2)n +an (1+ 22)nt1 dz 1 +22)" +2n Ip(2) — 2n Inta(v)
=:f(z)

Hier 16st man nach I,,4;(x) auf und erhilt so die folgende Rekursionsformel:

dz 1 T 2n -1
I, = _—— = — I,(x), R, N,
+1(z) /(1+w2)"+1 2n(1+m2)”+ o (r), TeR, ne
d
L (z) = /1+m2:arctanH:r+C’, z € R.
z

BSP. (8.2.5)| Indem folgenden Integral F'(z) wenden wir die Regel (2.2) der partiellen Integration zweimal
an, und zwar setzen wir jeweils g'(z) := e**. Nach der zweiten partiellen Integration tritt F'(z) wieder auf:

eaac eaac beaib

. part.Int. . b part.Int. .
F(z) := /e” sinbrdr " =" — sinbzx — — [ e* cosbxdr = — sinbx —
a a a

cosbx — (9)2 F(z).

a? a

Durch Auflssen nach F(z) erhélt man die gesuchte Integralformel. Ganz analog verfihrt man, wenn anstelle
von sin bz die Funktion cosbx im Integranden steht:

inbr — b cosb
/e‘” sinbrdr = 2O €03 me‘”%—C’, rz€R, a’?+1* #£0,
a? + b2
br + b sinb
/e”cosbxda: _ acoshrd Smme‘”%—C’, rz€R, a®?+1* #£0.
a? + b2

BSP. (8.2.6)| Anwendung der Substitutionsregel. Hat man insbesondere die Funktion f(u) := uP
vorliegen, so resultiert aus (2.3) der folgende Sonderfall der Substitutionsregel:

z g(z)

[(®) g0 = [ win= i (@) 4 p2 -t

x g(x) (26)
/5;((;)) dt = [ L ompwiro

Hierbei muss die Funktion g natiirlich die Voraussetzungen zum Satz 8.3.c erfiillen. In dem folgenden Beispiel
setzen wir g(t) := arc tangy z:

. 1 p+1
e (arc tang :v) +C : p# -1,

podt
angt) 2 5 cx
/(arc ant) 15 x
In|arc tang x| + C tp=-1,

Ganz analog erhilt man fiir g(z) := 2® — 322 + 5z + a auf jedem Intervall I C R, welches keine Nullstelle der
Funktion ¢ enthilt:

1 1
C 1
/ 32% — 6z +5 de = 1—p(w3—3w2+5w+a)p—1+ p#1 zel
(3 — 322 + bz + a)P
In|z3 — 322 4+ 5z +a| + C :p=1,
In dem folgenden Beispiel sind g(z) := sinz und p := —1 gewiihlt worden:

cosx
dr =2Vsinz +C, z € (0,7).
/\/sinm 0,m)



Fiir die richtige Anwendung der Substitutionsregel bedarf es oft einer gewissen Erfahrung und einer Portion
Fingerspitzengefiihl. Generell kann gesagt werden, dass man das unbestimmte Integral [ f(z)dz mit einer
solchen Substitution u = g(z) berechnet, deren Ableitung ¢'(x) als Faktor von f(z) auftritt. Werden Sub-
stitutionen vom Typ z = g~!(u) verwendet, so ist sorgfiltig auf die Bijektivitit der Abbildung u = g(z) zu
achten. Fiir g € C'(Iy) muss deshalb ¢'(z) #0V z € Iy gelten.

BSP. (8.2.7)| Im folgenden Integral ist die Substitution u = g(z) := Lz, du = 2 du, erfolgreich:

bz/a

dz 1 bz
/a2+b2w2_ /W_ab/l-{—u?_aarcmnfl( )+C’ z €R, ab#0.

BSP. (8.2.8) Im folgenden Integral verwenden wir die Substitution z = g¢7'(u) := sinu, dr =

cosu du, r € [~1,+1]. Fir u € [-F,+3] ist die erforderliche Bijektivitdt gewé&hrleistet, und es gilt
u = arc sing :

arc sing @

1
/\/1—:r2da: = / cos® udu BsP. (821)34—2 sinucosu +C

1
= jarc sinH:v+g\/1—m2+C, z € [-1,+1].

BSP. (8.2.9) | Im folgenden Integral ist die Substitution u = g(x) := 22, du = 2x dx, erfolgreich:

2

1 . (8.2. 1 1
/m5efz2dw:§ /u267“duBSP :(823)—567" (u2—|-2u-+—2)-{—C':—ieﬂ”2 (CU4+2562+2)+C, z € R.

‘BSP. (8.2.10)‘ Im folgenden Integral verwenden wir die Zerlegung cosz = cos?(z/2) — sin®(z/2) =

cos? (z/2) (1 - tan2(a:/2)). Nun fithrt die Substitution v = g(z) := tan(z/2), du = dz/ (2 cos2(:r/2)), T €
(=%,+7%), zum Ziel:

tan(z/2) tan(z/2)

/dw _ / 2du / ( 1 N 1 )du—ln 1+u
cosx 1—u2 1+u 1-—w - —
1+ tan(x T
-l e (-23),
"1 " tan O re(-5+3

Der sorgfiltige Umgang mit der Substitutionsregel trifft in gleicher Weise auf bestimmte Integrale zu, wie das
folgende Beispiel lehrt:

‘ BSP. (8.2.11) ‘ Man berechne das bestimmte Integral
sin?
F(z):= / arc sing vVt dt.

0

Bei der naheliegenden Substitution ¢ = g~ (u) := sin® u, dt = 2 sinu cosu du = sin 2u du ist wiederum auf die
Bijektiviit zu achten. Die Transformation u = g(t) = arc sing v/ bildet offensichtlich das Intervall Iy := [0, 1]
auf das Intervall I := [0, §] ab. Also darf die Variable 2 nur das Intervall I durchlaufen. Wir erhalten durch
partielle Integration:

T
F(z) = u sin 2udu = — = cos2u
0 2

S T 1 .
+ = cos2udu = —= cos2x + — sin2zx, x € I.
o 2 Jg 2 4

Wegen sin’(z +7) = sin’z, « € R, und sin?(7 —z) = sin’z, = € [, ], resultiert somit fiir alle Werte = € R:



1
1 sinQa:—g cos 2z 1 : xE[O,g],
F(zr) = F(w—m):m_WCOSQm—Zsinh‘::L“E[g,w],
F(z+m) : periodische Fortsetzung iiber [0, 7] hinaus.

Wir nehmen an, die Funktion y = f(x) besitze eine differenzierbare Umkehrfunktion x =
f7'(y). Setzt man diese anstelle von f in die Formel (2.5) ein, so ergibt sich

[ wydy=y 5w = [y @) dy.

Ist f'(x) # 0, so gilt wegen Satz 7.4 (f~1)'(y) = 1/f'(z), und die Substitution y = f(), dy =
f'(x) dz im Integral auf der rechten Seite fiihrt zu folgendem Ergebnis:

Satz 8.4 (Integration der Umkehrfunktion)

Die Funktion f : I — R sei differenzierbar, und es gelte f'(x) # 0V x € I. Hat f auf dem
Intervall I eine Stammfunktion F(x), so hat auch f~' auf dem Intervall f(I) eine Stamm-
funktion, und es gilt

')
[ way=yi @)~ [ f@ds ye £, (2.7

‘BSP. (8.2.12)‘ Die Funktion f(z) := cosz, = € I := (0,7), erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 8.4.

Die Umkehrfunktion f~!(y) = arc cosy y hat also auf dem Intervall f(I) = (—1,+1) eine Stammfunktion,
und es gilt gemis (2.7)

arc cosyg y
/arc cosgydy = yarccosgy — cosz dx = yarc cosy y — sin(arc cosgy y) + C

= yarccosHy—\/l—c052x| +C

r=arc CoOsyg y

= yarccosgy—V1—y2+C, ye(—1,+1).

Integration komplexwertiger Funktionen. Zerlegt man eine komplexwertige Funktion f €
Abb(R,C) gemiB f(z) = u(x) + iv(z) in ihren Real- und Imaginérteil, und haben die
Funktionen u, v auf dem Intervall / Stammfunktionen U(z) bzw. V(z), so ist offenbar durch
F(z) :=U(z) + iV (x) auf I eine Stammfunktion von f definiert. Das heift, es gilt stets

f(z) = u(z) +iv(z) = /f(:v) dr = /u(:v) de +1 /U(x) dx, (2.8)

sofern die Integrale iiber u und v existieren. Aus dieser Beziehung resultieren:

Re/f(x) da::/Re(f(a:))dx, Im/f(x) dxz/lm(f(x))dx. (2.9)

‘ BSP. (8.2.13) ‘ Fiir a € R gilt €' = cosaz + i sinax =i (sinax — i cosaz). Hiermit folgt sofort:

) 1 1 .
/e““”da::/cosaxda:—ki /sinaxda:: —(sinaz —icosar)+ C=—e"“+C, x€R, a#0.
a ia



Allgemeiner gilt

1
/e)‘md:r:XeM-FC VreR,0#£\eC.

Mit Hilfe der Substitution v = g(z) := Inz, du = dz/z, > 0, kann nun das folgende komplexe Integral
berechnet werden:

Inz

/:I:)‘d:r:/e()‘ﬂ)l“md—m: /e()‘H)“du: L 40 V>0, -1#£X1€C.
T A+1

‘BSP. (8.2.14) ‘ Manchmal wird durch den Umweg iiber das Komplexe die Berechnung reeller Integrale

vereinfacht. In dem folgenden Beispiel sei A := a+ib, a,b € R, a®+b? > 0, gesetzt. Wegen e sin bz = Im e?*
erhalten wir unter Verwendung von (2.9)

a sinbx — b cos bz

prE e+ C.

1 _
azr : _ Az _ Az _
/e smbwdm—Im/e dm——wZIm(Ae )+C’—

Partialbruchzerlegung und Integration rationaler Funktionen

Wir werden im folgenden zeigen, dass die Klasse der rationalen Funktionen elementar inte-
grierbar ist, das heif3t, dass sich das unbestimmte Integral

/P(x) dr — a0+a1x+---—|—amxmdx

Q) ) by+bx+-+buan

stets elementar berechnen ldsst. Wir gehen davon aus, dass der Integrand eine echt gebrochen
rationale Funktion R(z) ist. Es gelte ferner stets ay, by € K mit K := R oder K := C.

Voraussetzung: Es sei R(x) := P(x)/Q(z) eine echt gebrochen rationale Funktion:
m = Grad P < Grad @) = n.

Anderfalls muss in einem Vorbereitungsschritt mit Hilfe des Euklidischen Teileral-
gorithmus ein Polynom 7'(z) so abgespalten werden, dass gilt:

=T(z) + Plx) Grad P < Grad Q.

Der Fundamentalsatz der Algebra (Satz 2.10) stellt sicher, dass das Polynom Q(x) vom Grad
n > 1 genau n Nullstellen in C hat; jede Nullstelle wird ihrer Vielfachheit entsprechend
oft gezdhlt. Mit Hilfe dieses Resultats konnten wir die Linearfaktorzerlegung eines Polynoms
beweisen (Satz 2.11): Sind zi, 22, ...,2,, p < n, die paarweise verschiedenenen (komplexen)

Nullstellen des Polynoms Q(x) := f} bra®, b, # 0, und sind ki, ko, . .., k, ihre Vielfachheiten,
k=0
so gilt k1 + ko + - -+ + k, = n, und Q(z) gestattet die Linearfaktorzerlegung

Q(7) = by(z — 20)F (2 — ) -+ (x — 2,)" V2 eR. (2.10)

Mit Hilfe dieser Linearfaktorzerlegung zeigt man:



Satz 8.5 Gegeben sei die echt gebrochen rationale Funktion R(x) := P(x)/Q(z), D(R) :=
{r € R : Q(z) # 0}. Es sei zp € C eine k—fache Nullstelle des Nennerpolynoms Q(z), so
dass gilt: Q(z) = (x — 2)* Q(z) mit Q(z) # 0. Dann ezistieren ein eindeutig bestimmtes
Polynom P(x) und eine Konstante A € C mit

P(r) - A _ 1’5(1:) N
Q(z)  (z—20) (z—2)F10Q(z) vz e D(R). (2.11)

Hierbei ist A durch die Vorschrift A = P(2)/Q(z0) festgelegt.

Begriindung: Tm Sinne einer Analyse betrachten wir (2.11) als Ansatz. Setzen wir Q(z) = (v —
20)*Q(x) in (2.11) ein, so folgt

L @) Pl)  Pla) eay (@) Pla)

=0 Q) Q(=0) w0 Q(x)

Das heifit, die Konstante A ist durch den Ansatz (2.11) in der angegebenen Weise eindeutig festgelegt.
Mit diesem Wert von A gilt xlgrzl (AQ(:E) - P(x)) = 0, so dass das Polynom AQ(z) — P(z) die
0

Nullstelle z = zy besitzt. Wegen Satz 2.9 gibt es dann ein eindeutig bestimmtes Polynom P(z) mit

AQ(z) — P(2) = (z — 20)P(z) ¥V 2 € R. Fiir 2 € D(R) kann diese Gleichung durch Q(z) dividiert
werden, und es resultiert (2.11). O

Da die Funktion R(z) := P(x)/((x - zo)k_lc}(aj)) wiederum echt gebrochen rational ist, kann

das Abspaltungsverfahren (2.11) erneut auf R(x) angewendet werden. Das Nennerpolynom
hat nun bei zyg € C eine Nullstelle der Ordnung £ — 1. Nach insgesamt £k Schritten gelangt
man auf diese Weise zu einer echt gebrochen rationalen Funktion, deren Nennerpolynom nun
keine Nullstelle zy besitzt. Man fithrt das Verfahren mit der nichsten Nullstelle von Q(x) fort.
Nach insgesamt n Schritten hat man das folgende Resultat vorliegen:

Satz 8.6 (Partialbruchzerlegung im Komplexen, PBZ)

Gegeben sei die echt gebrochen rationale Funktion R(z) := P(x)/Q(x), D(R) := {x € R :
Q(z) # 0}. Das Nennerpolynom Q(x) habe die Linearfaktorzerlegung (2.10) mit den paarweise
verschiedenen Nullstellen zi, 2o, . . ., 2, der Vielfachheiten kq, ko, ..., k,. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Koeffizienten Aj, € C mit

k; A
R(z) = ;kzl (o= )F

_ Ap Ao A,
r—z (r—2)? (x — 2k

I T 212
r—2z (T —29)? (x — z9)k2

LA w A
T—z (T 2)? (z — 2p)k»

Die Darstellung (2.12) heifle die komplexe Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion
R(x).



Mit diesem Ergebnis ist die Integration [ R(z)dz einer allgemeinen rationalen Funktion R(z) =
P(x)/Q(x) =: T(x) + P(2)/Q(z) = T(z) + R(x) zuriickgefiihrt auf die Integration eines Polynoms
T(z) und die Integration von Partialbriichen der Form (z —a)™*, a € C, k € N, die wir aus der Par-
tialbruchzerlegung (2.12) der echt gebrochen rationalen Funktion R(z) gewinnen. Das unbestimmte
Integral [ R(z)dx ist also eine Linearkombination von unbestimmten Integralen der Form

r r ) '
Iy(z) = /chxjdx:z:—,ilx”l%—c,
=0 =0
1 1

— : 1
I .: dr _ _ k—l(w—a)k_1+0 k>1,
(@) (x —a)k

In|lz —a|+C k=1.

Die Hauptarbeit ist somit bei der Berechnung der Nullstellen z; des Nennerpolynoms und der Ko-
effizienten A;;, der Partialbruchzerlegung (2.12) zu leisten. Fiir die Handrechnung bedient man sich
zweier Verfahren zur Bestimmung der A;;. Dabei wird stets die Kenntnis aller Nullstellen des Nen-
nerpolynoms vorausgesetzt.

(A) Methode des Koeffizientenvergleichs. Diese Methode ist aufwendig. Die Partialbruchzerlegung
(2.12) wird mit unbestimmten Koeffizienten A;; angesetzt. Danach bringt man die Partialbriiche auf
den gemeinsamen Nenner (dieser ist das Nennerpolynom Q(z)). Im Zéhler fiihre man Koeffizienten-
vergleich mit dem gegebenen Zihlerpolynom P(z) durch. Es resultiert ein lineares Gleichungssystem
fiir die unbekannten Koeffizienten A ;.

‘ BSP. (8.2.15) ‘ Die Partialbruchzerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion R(z) := (3+x)/(z*—2?)
ist zu bestimmen. Wegen Q(z) := 2% — 22 = 22(z + 1)(z — 1) erfordert die PBZ (2.12) den folgenden Ansatz:

m2+w+1 r—1 2(x2 — 1) xt — 22’

R(a:)—é B c D (A+C+D)2*+(B-C+D)a>—Az—B \ 3+u
x

Durch Koeflizientenvergleich der beiden Z&hlerpolynome erhélt man das folgende lineare Gleichungssytem:

[2°] : -B = 3 = B = -3,
[z'] : -4 =1 = A = -1,
[#?]: B-C+D = 0 = D-C = 3 = (C=-1,
[#3]: A+C+D = 0 = D+C 1 => D=2
Hieraus resultiert die gesuchte PBZ
3+z 1 3 1 2
Re)= = = i taoo

(B) Grenzwertmethode. Diese Methode ist besonders effektiv, wenn alle Nullstellen des Nenner-
polynoms Q(z) einfach sind. Die Partialbruchzerlegung (2.12) wird wiederum mit unbestimmten
Koeffizienten A, angesetzt. Danach multipliziert man beide Seiten in der Zerlegung (2.12) mit dem
Binom (z — z;)* und bildet den Limes z — z;. Dieser Grenzwert liefert direkt den Koeffizienten
Ajg;- Nun wird auf beiden Seiten der Zerlegung (2.12) der schon bekannte Ausdruck Aj, /(z — zj)ki
subtrahiert. Multiplikation mit (z — z;)%~! und Grenzwertbildung z — z; liefert den Koeffizienten

Ajkj,l usf.

‘BSP. (8.2.16) ‘ Wir betrachten hier nochmals die gebrochen rationale Funktion R(z) aus BSP. (8.2.15).
Der Ansatz

R(x)—H—x—é+£+L+ D
S22+ D)(z-1) z 22 41 z-1




filhrt vermoge der Grenzwertmethode sofort auf die Konstanten B, C' und D:

3+z

2R — - = -3 = B

CR@| _, @+ 1)(z — 1) lo—o ’
3+z

@+DR@)| = mp-plen - 170
3+z

(—1) k() =1 22(x + 1) lz=1 2 =D

Die Berechnung der Konstanten A kann nach dem oben geschilderten Verfahren unter Verwendung der Regel
von L’HOSPITAL vorgenommen werden:

o 3y _ 173+ PN
A= lim e (R + 57) =i (g +9) = o) = 1
N———
=:g(x); 9(0)=0

Weit weniger aufwendig ist allerdings die Bestimmung von A durch Einsetzen eines speziellen Wertes z,
wobei xg keine Nullstelle des Nennerpolynoms sein darf. Zum Beispiel gilt fiir g = 2:

A 11

r x2 :r+1+:r—1

- (A - ; : ) e=2 2 127

Auch hier ergibt sich wieder A = —1.

‘ BSP. (8.2.17) ‘ Man bestimme die Partialbruchzerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion R(z) :=

(x+1)/(z* — 2® + 2* — x). Das Nennerpolynom Q(z) := z(z® — 2> + x — 1) hat ganz offenkundig die einfache
Nullstelle z; = 0. Eine weitere Nullstelle zo = 1 kann leicht erraten werden. Wir spalten den Linearfaktor
(z — 1) unter Verwendung des HORNER-Schemas ab:

1 -1 1 -1
* 1 0 1

‘101@

Somit erhalten wir die Linearfaktorzerlegung Q(z) = z(x—1)(2?>+1) = x(x—1)(z+i)(x —1), die den folgenden
Ansatz der PBZ erfordert:

2’2:1

R(z) = v+1 _A, B C D
CE_:1:(31:—1)(:1:+z')(:1:—i)_:1: r—1 z+4+i z—1i

Wir bestimmen die Koeffizienten A, B, C, D mit der Grenzwertmethode:

z+1

zR(x) - = @@ +1) oo = —-1=A4,
c-DR@| = m(—fl) = =8
@+ R@| = x(x_x1—+)(i~_z) = -ip=c
-i)R@| = x(m_xl—% = ip=p
Hieraus resultiert die gesuchte PBZ
Riz) = a:4—;;—:-1w2—a: :_i+wil +%<x1—z B m—ll-z)

Beachte: Fasst man die beiden letzten Summanden zusammen, so ergibt sich ein reeller Partialbruch mit
quadratischem Nennerpolynom, ndmlich

C D (C+D)x+i(D—-C) 1
- + - — .
T+i T —1 1+ 22 14 22



Hiermit gelangt man zur folgenden reellen Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion R(z):

1 1 1
R(z)=——+

r -1 1+z22

Hat das Nennerpolynom @)(z) der rationalen Funktion R(x) = P(z)/Q(x) ausschlieBlich reelle
Koeffizienten, so konnen gemifl Satz 2.14 komplexe Nullstellen nur als konjugiert komplexe
Paare auftreten. Mit 2z := xy + iy ist auch zZg = ¢ — iy eine Nullstelle von Q(x). Hat auch
das Z#hlerpolynom P(x) ausschliellich reelle Koeffizienten, so konnen Partialbriiche

C D C+D)x—(Cz+ D Ar + B
T—2 T—2 x? — 2z9x + |20 ? 22+ ar+
stets in reeller Form zusammengefasst werden. Sind 2y und z, jeweils k—fache Nullstellen, so
treten in der Partialbruchzerlegung (2.12) Partialbriiche von der Form

All‘ + Bl AQI + B2 Ak!L' + Bk

2?+ar+ B (224 ar+ §)? . +(x2+aa:—|—5)k (2.13)

auf. Siimtliche Koeffizienten sind reell. Die quadratischen Faktoren ¢(z) := 2% + ax + 3 sind
iiber R irreduzibel, vgl. Definition 2.15. Wegen

a1
= = = —— 4+ — /48 — a?
q(a:) 0 & x==2z4 5 5 \/4p3

treten die Terme (2.13) genau dann auf, wenn |43 > o?| gilt. In diesem Fall spricht man

von einer Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen im Reellen. Mit der Zerlegung
(2.13) kann das unbestimmte Integral [ R(x)dz im Reellen berechnet werden. Dazu sind die
folgenden Teilintegrale auszuwerten:

@) = [

2 +ar+f

2r 4+ «

VAB—o?

)+a

2
= —————arc tang (

Vi
(k) o dx
L7 (@) = / (z2 + az + B)*
2z + « 2(2k — 3) (k1)
(k—1)(48 —a2)(22 +ax + B)k 1~ (k—1)(4B8 —a2) 2

Az +B
Mo = e

_ A 2 Ax (1)
= 5mm+m+m+@—3gguy
Az + B
o = /—
3 (@) (z?2 + az + B)* v
—A Ax (k)
= B——) L > 2.
2(k = 1)(2% + az + B)*1 +( 2 ) 2 (2), k2

‘BSP. (8.2.18) ‘ Man berechne im Reellen das unbestimmte Integral [ R(z)dz der gebrochen rationalen
Funktion R(z) := (—2z* + 2% — 322 —4)/(2° — 2* + 22 — 222 + z — 1). Losung: Das Nennerpolynom Q(z) :=




2% —z* +22% — 222 + £ — 1 hat die leicht zu erratende Nullstelle 2; = 1. Wir spalten den Linearfaktor (z — 1)
unter Verwendung des HORNER—Schemas ab:

1 -1 2 -2 1 -1
* 1 0 2 0 1

1 0o 2 0 1 [o]

Somit erhalten wir die Faktorzerlegung Q(z) = (z—1)(2*+222+1) = (z—1)(2? +1)? = (z— 1) (z +4)*(z —i)?,
die im Reellen den folgenden Ansatz der PBZ erfordert;:

2’1:1

—2z% + 23 — 322 — 4 A +Bm+C+Dw+E
25—t 4203 -22242—-1 -1 1422  (1+22)2°

R(z) =

Den Koeffizienten A erhilt man mit der Grenzwertmethode:

2zt +a® —32? -4
e=1 (14 22)2 e=1

(z —1) R(z)

Zur Bestimmung der Koeffizienten B,C, D, E kann die Grenzwertmethode nicht mehr verwendet werden.
Es ist zweckmifig, durch Einsetzen spezieller Werte z;, j = 1,2,3,4, in den obigen Ansatz ein lineares
Gleichungssytem aufzubauen und dieses mit dem GAUssS—Algorithmus zu 16sen:

z=0 4 = 2 +4+C +E (B ¢ D E[ 1]

e I e T e LA LA I I
= — 11 =

— . 40 _ 1 1 2 2

=2 i = = 72 450 45 E 458 455D 10 5 2 1|10

r==2: ® = 3 350 +xF 3B —xD 10 -5 2 —1|-2

Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutig bestimmte Losung B = 0,C = E = 1,D = 2, und es
resultiert die folgende PBZ:

—22t + 2% — 322 -4 2 1 2¢ + 1

R(z) = - _
() x® -t + 223 — 222+ — 1 :r—1+1+:r2+(1+:r2)2

Unter Verwendung der obigen Integralformeln erhilt man nun das unbestimmte Integral

-2 1
/R(m)dm: —2In|z — 1| + arc taon+h+§arc tang z + C.

‘BSP. (8.2.19)‘ Man berechne im Reellen das unbestimmte Integral [ R(z)dz der rationalen Funktion

R(z) := (2% + 2* + x)/(2* + 1). Lésung: Da R(zx) nicht echt gebrochen rational ist, verwenden wir zunéchst
den Euklidischen Teileralgorithmus zur Abspaltung des polynomialen Anteils T'(z):

=Q(z) = T(z)
(® +22 +z2) : (zt4+1) = x
z° +x
x? =: P(z)

Fiir die Partialbruchzerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion R(z) = P(z)/Q(z) = 2*/(z* + 1)
berechnen wir zunéchst die Nullstellen des Nennerpolynoms @ (z) := z* + 1. Diese sind die komplexen Wurzeln

V1= {ei(”+2k“)/4 k=0, 1,2,3} = {%\/5(1 +i), —%\/5(1 —4), —%\/5(1 +i), %\/5(1 - i)}.

Demgemif} erhilt man die Faktorisierung Q(z) = (22 — 2z +1)(2* + 2z +1), und die Partialbruchzerlegung
(2.13) erfordert den Ansatz

R(x) = @ Az +B Cx+D
St e+l 22— 22 +1 224224+ 1




Wir berechnen die Koeffizienten A, B,C, D nach der Methode des Koeffizientenvergleichs. Es muss gelten:

(A+C)2* + (B+D+V2A-C)a® + (A+C+ V2B - D)o+ B+D =g

Durch Vergleich der z—Potenzen erhilt man

[ A4 B C D1]
1 0 1 00
V21 =2 1)1
1 V2 1 —v210
0 1 0 10

und dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutig bestimmte Losung B = D = 0,4 = —C = /2/4. Es
resultiert die folgende PBZ:

w42+ \/5( x x )

Rlg) =—— " —gp 4+ —— _
(z) zt+1 4 \g2 2241 224+2z+1

Unter Verwendung der Integralformel fiir I?El) () hat man schlielich

2 2 2 V2 1
/R(w)dw:%-i—%ln v — V2t

22 4+V2z+1

+ g (arc tang (v2z — 1) + arc tang (vV2z + 1)) +C.

Rationalisierung durch Substitution. Hiufig gelingt es, den Integranden durch eine geeig-
nete Substitution in eine rationale Funktion zu transformieren. Dabei sind selbstverstdndlich
die Substitutionsregeln aus Satz 8.3 zu beachten. Wir diskutieren hier drei Klassen von Inte-
granden, bei denen mit Standardsubstitutionen die Rationalisierung erreicht wird.

(I) Rationale Funktionen von e”. Es bezeichne R eine rationale Funktion.

/R(ex) dx : Substituiere u = g(x) := e*, du = udzx, v € R.

Da die hyperbolischen Funktionen rationale Funktionen von v = ¢” sind, ndmlich

2 2 2 2
u® —1 u®+1 u® —1 u® 41

sinhx = , coshx = + , tanhz = , cothzx = ;,
2u 2u u? u? —1

gilt in gleicher Weise

/R(e“", sinh z, cosh z, tanh z, coth ) dz : Substituiere u = g(z) := €*.

‘ BSP. (8.2.20) ‘ Fiir die rationale Funktion R(e®) := (e?® — 7e®)/(e*® —2e® — 3) gilt nach der Substitution

u = e":
u—7 u—"7 2 1
R = = — — A
(w) ur—2u—3" (u+1)(u—3)u (u+1 u—S)U

Der Faktor u kiirzt sich bei der Substitution von dx = du/u heraus, so dass wir schon die Partialbruchzerlegung
des Integranden vorliegen haben. Wir erschlieflen hieraus:

e?

. _ 2 1 _ (e® +1)2
/R(e )dm—/(u+1 u_g)du—ln e — 3] +C.




(IT) Rationale Funktionen von sin x, cos z. Es bezeichne R wieder eine rationale Funktion.

/R(sin r,cosx)dr : Substituiere u = g(x) := tan §, v € (—m, +n), und verwende
die folgenden Transformationsformeln:
5 ¢ p 2du
r = 2arctangu, dr=-—;
H W, 1+ u2 )
. .z T 2 tang 2u
siny = 2 sm§cos§ = 1+tan2% = Tyl
o . ,x  l—tan®*2 1 —4?
cosx = cos” = —sin® = = = :
2 2 l+tan*s  14u?
Die folgenden Spezialfille lassen sich einfacher behandeln:
/R(Cos x) -sinxdx : Substituiere u = g(x) := cosz, du = —sinz dz,

/R(sin x)-cosxdx :Substituiere u = g(x):=sinz, du = cosz dz.

‘ BSP. (8.2.21) ‘ Fiir die rationale Funktion R(cosz) := 1/ cos® z erhalten wir nach obiger Vorschrift

tan(z/2) ) tan(z/2) ( ) )2
14+u"\3 2du u”+1
T A - e
/R(cosa:) x / ) 11 e TEHOFE w
Die Partialbruchzerlegung des rationalen Integranden erfordert den folgenden Ansatz:

S (W42 A By Gy As B, &
A Oy i e ey A (e TR S PR R PR R

Hier konnen die Koeffizienten C; mit der Grenzwertmethode berechnet werden:

Cy = (u—1)*R(u) L

==, Cy=(u+1)>R(u)

u=1 2’

1

u=-—1 2

Fiir die Koeffizienten B; folgt nun ebenfalls nach der Grenzwertmethode unter Verwendung der Regel von

L HOSPITAL: i . (( _1)2R()—#)_1' 1 (M_l)
e AN Y- TR e -1\ (w1 2
Vigp Ly B 1) < L
= 11¢1—>m1 (4u(u +1) 2(u+1))—4,
. 1 1 w2+1)? 1
_ . 2 I R P L (T +
B N u1—1>H—11 ((u+1) R(u)+2(u+1)) u1—1>H—11 u+1( (u—1)3 +2)
L'Hosp. _1 . 2 § _1\2 _1
2 uggl(zm(u +1)+ 5 (u 1))_4.

Die Berechnung der verbleibenden Koeffizienten A; erfolgt am einfachsten durch Einsetzen spezieller Werte u
in den obigen Ansatz, zum Beispiel:

u=0: R0 =-1=-A4++-L1+A+1+1 = -4 +4 = -4

u=2: R2)=Z=Ai+i+3+1b+L-4 = 4 +514



Dieses lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Losung A; = 1/4 = —As, so dass die vollstindige Partial-
bruchzerlegung in folgender Form vorgelegt ist:
- 1 1 1 2 1 1 2
R(u) := - ( — - )
SOR Gy Sl s s Hal i §  Rivpres Sl 7oy s Rl POV

Wir sind jetzt in der Lage, das unbestimmte Integral [ R(cosx) dz zu berechnen:

p tan(z/2)
/ (30:3: = -2 / R(u) du
1 tan(z/2) + 1] 1 1 1
T2 In tan(m/Q)—1‘+§ (tan(m/Q)—l +tan(a:/2)+1)
1 1 1
T3 ((tan(a:/Z) 12 (tan(a/2) 1 1)2) +c

tan(z/2) + 1 ‘ sin z

1
2 " tan(z/2) — 1|  2cos?x

(ITIT) Rationale Funktionen von x und Wurzelfunktionen. Es bezeichne R auch hier eine ratio-
nale Funktion.

/R V22 + a?)dz : Substituiere 2 = g~ (u) := a sinhu, dz = a coshudu, \/ = a coshu,

/R(:Jc; 22 — a2)dz : Substituiere z = ¢! (u) := a coshu, dz = a sinhudu, v/ = a sinhu,

/R Va2 — z2)dz : Substituiere z = g~ (u) := a sinu, dz = a cosudu, \/ = a cosu.

_3/2
‘BSP. (8.2.22)‘ Die Funktion f(z) := (4o — 2%)7%/? = (4 - (z — 2)2) geht mit der Substitution
3/2

t := z —2 in einen Integranden vom obigen Typ, ndmlich R(t) := (4 —t%)~
t =g~ (u) := 2 sinu, dt = 2 cos u du, fiithrt nun zu folgendem Resultat:

, iber. Die Standardsubstitution

w/6 /6

3 1
2cosudu 1 du 1
/f( / t)dt = / 2605U)3 T4 /coszu 4tang——\/_
2 0 0

8.3 Das Riemann—Integral

Wir behandeln in diesem Abschnitt die Fragestellung (B), die wir am Anfang von Abschnitt
8.1 formuliert hatten. Es sei auf einem Intervall [a,b] C R eine reellwertige Funktion f €
Abb (R, R) gegeben. Wir fragen nach dem elementargeometrischen Flicheninhalt

A::/f(a:) dx (3.1)

der ebenen Fliche unter dem Graphen G(f). Darunter verstehen wir das Flichenstiick zwi-
schen der x—Achse und G(f). Ganz wesentlich fiir das Folgende wird die Vereinbarung einer
Orientierung von ebenen Flichenstiicken sein: Flichenstiicke oberhalb der z—Achse wer-
den stets mit positivem Inhalt gezihlt; Flichenstiicke unterhalb der z—Achse hingegen mit
negativem Inhalt.



G(f)

Qf----
xXv

Zur Orientierung von Flichenstiicken

Wir miissen noch erldutern, warum die Definition (3.1) iiber ihren symbolischen Charakter
hinaus tatsichlich den Inhalt eines orientierten Flichenstiickes bestimmt. Dazu muss sicherge-
stellt sein, dass die Definition (3.1) vertréiglich ist mit den elementargeometrischen Eigenschaf-
ten der Fldchenmessung. Dies ist zum Beispiel der Fall bei der Funktion f(x) := C' = const,
deren Graph im Intervall [a, b] das Rechteck vom Inhalt A = C'(b—a) einschliefit. Wir gelangen

b
mit [ f(x)dr = C(b— a) zum gleichen Resultat. Also gilt in diesem Fall (3.1).

fa A H
h I I
| dl_:J T
Clk-¢ o : : | I I
! ! : C X=X, X, b R
: ! a=x, X, X,=Xs X, | T X
| ! !
I I
I I
I I
1 1 »
a b x
Der Rechteckinhalt als Integral iiber die Die Fliche unter einer Treppenfunktion

Funktion f(z) := C = const

Eine Verallgemeinerung dieser Elementareigenschaft auf endlich viele solcher Rechtecke ldsst
sich am einfachsten mit Hilfe von Treppenfunktionen (vgl. BSP. (6.1.11), Abschnitt 6.1) for-
mulieren. Wir hatten in Definition 6.5 den Begriff der endlichen Zerlegung eines Intervalls
[a,b] C R eingefiihrt, den wir zur Voraussetzung fiir das Folgende machen:

Voraussetzung: Es sei eine endliche Zerlegung 7, := {I, I5,...,I,} des endlichen
Intervalls I := [a,b] C R gegeben, so dass die folgenden Eigenschaften gelten:

(Z1) a=20g <3 < Ty <+ <1, :=b,
72 I; hat die Randpunkte z; ; und z;, I; #0,Vj=1,2,...,n,
j j i 4

(z3) Linl,=0,j#k UL=1

7j=1
Ist |I;| := x; — x;_1 die Lénge des Intervalls I;, so bezeichne die Zahl
|Zn] = max ||

das Feinheitsmaf3 der Zerlegung Z,,.




Eine Treppenfunktion 7}, : [a,b] — R beziiglich der Zerlegung Z,, ist nun eine Funktion in der

Form " _ 1:zelj,

To(x) == yjxs,(x) Ve la,b mit x(z):= (3.2)
Jj=1 0:x gé I]

Die Interpretation der Definition (3.1), die wir die RIEMANN—Integrierbarkeit der Funktion

f(z) nennen, soll die beiden folgenden Forderungen einschlieflen:

Forderung 1: Jede Treppenfunktion 7;, : [a,b] — R ist (RIEMANN-) integrierbar,
und es gilt:

b

A= /Tn(x) dv = yj(x; — wj1) = D y; |-
7=1 Jj=1

a

Der Begriff der (RIEMANN-) Integrierbarkeit muss den Begriff des bestimmten Integrals um-
fassen, wenn die Funktion f auf dem Intervall [a, b] eine Stammfunktion F'(z) hat:

Forderung 2: Ist F(x) auf dem Intervall I := [a, b] eine Stammfunktion der gege-
benen Funktion f: 7 — R, und ist f (RIEMANN-) integrierbar, so gilt:

Wir betonen hier, dass mit diesen Forderungen keineswegs eine Prézisierung des Begriffs der
(RIEMANN-) Integrierbarkeit vorweggenommen werden soll. Die genaue Definition wird weiter
unten erfolgen. Wir versuchen hier lediglich, einen neuen Begriff in einen bereits bekannten
Rahmen einzupassen. Wihrend durch die Forderung 1 der elementargeometrische Aspekt des
Integralbegriffs unterstrichen wird, kommt in der Forderung 2 die in Abschnitt 8.1 diskutier-
te Umkehroperation der Differentiation zum Vorschein. Wir zeigen zunéchst den folgenden
Zusammenhang:

Ist f: I — R stetig, so gilt die Implikation Forderung 1 = Forderung 2.

fa

xXv

Zum RIEMANN—Integral einer
Funktion f

In der Tat, ist F(z) auf dem Intervall I := [a,b] eine Stammfunktion von f, so gilt also F'(z) =
f(x)Va €I. Es sei Z, eine endliche Zerlegung von I. Dann gilt auf jedem Teilintervall I; € Z,, der
Mittelwertsatz (Satz 7.11):

F(zj) — F(zj) = [(&) (w5 —zj-1), zj-1 <& <5 (3.3)



Gilt ;1 = xj, so setzen wir vereinbarungsgemif &; := ;. Durch Summation von (3.3) iiber alle
j=1,2,...,n erhilt man

n n
F(b Z —zj1) = ) €)1 (3.4)
Auf der rechten Seite dieser Glelchung steht der Inhalt der von der Treppenfunktion T),(z) :=
n
> f(&)x1;(z) begrenzten Fliche. Auf der linken Gleichungsseite steht das bestimmte Integral der
j=1

j_
Funktion f:

b b "
a/f(x)dx:a/Tn(x)dx:jz::l (&) /dw—Zfé} ;1. (3.5)

Tj—1
Hier ist die linke Gleichungsseite unabhéingig von der speziellen Wahl der Zerlegung Z,, also insbe-
sondere unabhéngig von der Zahl n der Teilintervalle I;. Deshalb darf auch die rechte Gleichungsseite

n
nicht von n abhéingen: Die konstante Folge ( > f(&) |Ij|) . hat im Limes |Z,,| — 0 den Grenzwert
=1 n>

b n
F(b)—F(a) = [ f(z)dz. Dieser ist geméf} der geometrischen Bedeutung der Summe Y- f(&;)|I;| der
a Jj=1

Flicheninhalt A unter dem Graphen G(f). Das Problem besteht nun im Auffinden der Zwischenstel-
n

len ¢; € I; in der Beziehung (3.3). Man darf erwarten, dass die Folge der Summen Y f(7;) |I;| fiir
=1

jede Wahl einer Zwischenstelle 7; € I; im Limes |Z,| — 0 gegen den obigen Grenzwert F'(b) — F'(a)
konvergiert. Um dies zu zeigen, verwenden wir den Satz 6.20 von der gleichméBigen Stetigkeit der
Funktion f: I — R:

Ve>03d0=46() : |f(x)— fly)| <e Vz,yel mit 0 <|z—y| <. (3.6)

Zu € > 0 sei nun ein solches d(e) gewdhlt. Falls schon |Z,| < ¢ gilt, so folgt fiir die in (3.3) fixierte
Zwischenstelle §; € I;:

[F(&5) = f(mj)| < e V7€l
Unter Verwendung der Gleichung (3.5) resultiert nun

n

‘/f d:B—ZfT] |I|‘—‘Z[ (&) — T]]|I|‘<EZ|Ij|:€(b—a).

7=1
Das heif3t, wir haben

|Zn|—>0

b
:/f(x)dx: lim Zf (15) (xj — xj—1).

Motiviert durch dieses Resultat, wird die folgende Definition sinnvoll:

Definition 8.4 Die Funktion f € Abb (R, R) heiffe auf dem Intervall R D [a,b] RIEMANN—
integrierbar (kurz: R—integrierbar), wenn die Folge der RIEMANN—Summen

Sz, : ;f(fy) (2 — zj-1) (3.7)

fiir jede Wahl von Zerlegungen Z, = {I1,I,...,I,} des Intervalls [a,b] und jede Wahl der
Zwischenstellen &; € I; im Limes |Z,| — 0 demselben Grenzwert S zustrebt. In diesem Fall
heiffe S das RiIEMANN-Integral (kurz: R—Integral) von f ber |a,b]:

S:/f(x)dx: lim S; = lim Zfﬁj — i ).

|Zn |0 | Zn|—




Die Berechnung des R-Integrals einer Funktion f mit Hilfe der RIEMANN-Summen ist natiir-
lich mit einem nicht zu vertretenden Aufwand verbunden. Aus der im Vorspann gegebenen

b
Herleitung resultiert jedoch ein einfaches Verfahren zur Berechnung von [ f(x) du:
a

Satz 8.7 (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Die Funktion F' € Abb (R, R) habe eine auf dem Intervall [a,b] C R stetige oder auch nur
R—integrierbare Ableitung F'(z) = f(z), x € [a,b]. Dann gilt

(3.8)

/m@mz/ﬂ@sz@—m@:F@

Begriindung: Ist f stetig, so folgt die Behauptung aus den Betrachtungen im Vorspann. Ist f R-
integrierbar, so ist F(x) gemifl Vorgabe eine Stammfunktion von f, denn es gilt ja F'(z) = f(z)
auf dem Intervall [a,b]. Da die Funktion F'(z) notwendig stetig sein muss, gilt der Mittelwertsatz
(Satz 7.11). Mit jeder endlichen Zerlegung Z,, des Intervalls [a,b] gilt fiir geeignete Zwischenwerte
§ €l € Zy:

Bemerkung 8.5 (a) Mit der getroffenen Definition sind also die Forderungen 1 und 2 erfiillt.

(b) Man kann das R-Integral mit Hilfe von Stammfunktionen berechnen, und dies ist die
giangigste und praktisch brauchbarste Methode. Man halte jedoch sorgféltig auseinander: Die
Existenz einer Stammfunktion ist nicht dasselbe wie die Existenz des R-Integrals. Die Frage,
ob es geniigend viele R—-integrierbare Funktionen gibt, werden wir spéter in Satz 8.12 beant-
worten. Vorerst geniigt uns die Aussage von Satz 8.7: Hat die stetige Funktion f € Abb (R, R)
auf dem Intervall [a, b] eine Stammfunktion F'(z), so ist sie dort R—-integrierbar. 0

BSP. (8.3.1)| Bei der Berechnung der folgenden R-Integrale werden jeweils die Techniken zur Bestimmung
einer Stammfunktion verwendet. R-Integral und bestimmtes Integral sind in diesen Féllen gleich.

b
/)\d:r:)\a:
a

b

=A(b—a) VAER,

1
(a: + —sin 23:)
2 0

r 1 1
/costdm: 3 /(1+cos2x)da:: 3
0

0

BSP. (8.3.2) | In den folgenden Integralen werden fiir Zahlen n,m € N die Identititen

1 1
cosmz - sinnz = E(sin(m +n)z — sin(m — n)x), COS M - COSNT = E(cos(m —n)z + cos(m + n)m)



verwendet. Es gilt:

1 27
2 ——cos2nz| =0 i n=m,
. _ 4n 0
cosmz -sinnxdr =
/ (o cosm +n) (m—n))[ =0 :n#
—= cos(m + n)x — cos(m — n)x = n#m
0 L 2 \m+n — 0 ’
1 27
2m (£+_ sin2n:r) =7 :n=m,
2 4n 0
cosmz -cosnrdr =
1 1 . 1 . 27
0 —( sin(m — n)z + sm(m+n)w) =0:n#m.
\ 2 \m—n n 0

Eigenschaften, die wir bereits fiir das durch Stammfunktionen erklirte bestimmte Integral

b
[ f(x) dx abgeleitet hatten, sollen auch fiir das R—Integral ihre Geltung behalten. Dies be-
griindet die folgende

Definition 8.5 Fiir jede reellwertige Funktion f mit a € D(f) gelte

/f(a;) dz = 0. (3.9)

Fiir a < b und fiir jede R—integrierbare Funktion f :[a,b] — R gelte

/af(x) dr := —/bf(x) dx. (3.10)

Satz 8.8 Die reellwertigen Funktionen f, g seien auf dem Intervall [a,b] R—integrierbar. Dann
gilt:

(a) Die Funktion X f(z) + pg(z), A\, u € R ist auf [a,b] R—integrierbar mit

/ ()\ f(z) + ug(x)) dr = A /f(x) dr + p /g(x) dr. Linearitét (3.11)

a

(b) Die Funktion (f - g)(x) ist auf [a,b] R—integrierbar.
(c) Gilt g(x) < f(z)V z € [a,b], so folgt

b b b
/g(a:) dex < /f(x) dx, insbesondere 0 < /f(x) dx, falls g =0. (3.12)

(d) Die Funktion |f(z)| ist auf [a,b] R-integrierbar mit

| [1@)da| < [1f(@))da. (3.13)

Diese Eigenschaften kénnen direkt aus der Definition des R-Integrals abgeleitet werden. Die
Linearitédtsaussage (3.11) besagt, dass die Klasse der auf [a, b] R-integrierbaren Funktionen
einen Vektorraum iiber dem Korper R bilden.



Satz 8.9 Es seien f € Abb (R, R) und ¢ € [a,b] gegeben. Genau dann ist die Funktion f auf
dem Intervall [a,b] R—integrierbar, wenn f auf jedem der beiden Teilintervalle [a, ] und [c, D]
R—integrierbar ist. In diesem Fall gilt:

/bf(x) da::/cf(x) da:—i—/bf(x) dx. (3.14)

Begrindung: Sind Z,, und Z,, endliche Zerlegungen der Teilintervalle [a, c] bzw. [c, b], S0 ist Zp, 4y 1=
Zm U Zy, eine endliche Zerlegung des Intervalls [a, b]. Es gilt | Z,+n| — 0 genau, wenn |Z,,| — 0 und
|Zn| — 0 streben. Ferner gilt fiir die zugeordneten RIEMANN-Summen:

Sz :SZm‘i‘SZn-

m+n
Daraus folgt im Limes |Z, 1| — 0 die Behauptung. O

Setzt man in Satz 8.9 x := ¢, so erhélt man zu jeder R-integrierbaren Funktion f : [a,b] - R
die Existenz der Funktion

F(z) ::/f(t) dt vz € [a,b].

Wir folgern mit (3.10) und (3.14):

x

F@)—F@%:jf@dt—if@dt:jf@dﬁ+jf@d#:/f@dtvLyemmy

Y

Ist die Funktion f auf [a,b] beschrdinkt, so erhalten wir unter Verwendung von (3.13):

|[F(z) = F(y)| < sup |f(t)]- ]|z —y| Vaz,y €a,b],

te(a,b]
das heifit, die Funktion F'(x) ist auf dem Intervall [a, b] LipscHITZstetig. Wir ergéinzen:

Satz 8.10 Die Funktion f : [a,b] — R sei R—integrierbar. Dann ist f auf dem Intervall [a, b]
auch beschrinkt, und die Funktion

Flz) ::/f(t) dt, = € [a,b], (3.15)

ist auf [a,b] LipscHITZ—stetig mit einer LipscHITZ—Konstanten L := sup |f(t)].
t€(a,b]

Begriindung: Wir brauchen offensichtlich nur noch die Beschriinktheit der Funktion f zu zeigen. Wire

f némlich unbeschrinkt, so gibe es einen Punkt zy € [a,b], und zu jeder Zahl R > 0 ein Intervall

I mit Randpunkt z( derart, dass |f(z)| > RV = € I folgte. Wegen sup |f(z)| = +oo giibe es eine
z€lp

Zwischenstelle £g € IR mit

1 b
(€l > (Rt [ 17 ).

Fiir jede Zerlegung Z,, des Intervalls [a, b], die das Teilintervall I enthilt, folgte dann

b b
Sz, — [ @l ds > 7€) lnl - [ 17@)]de > B



Dies widerspriche der Definition des R-Integrals von |f(z)|, nach der die Konvergenz Sz, —

b
[ 1f(x)] dz erfolgt. 0

Die Klasse der auf einem Intervall [a,b] R-integrierbaren Funktionen bildet sicher keinen
Unterraum des Vektorraums C'([a, b]), da ja geméf Forderung 1 auch die unstetigen Treppen-
funktionen R-integrierbar sind. Es liegt jedoch nahe, auf der Basis der Relation (3.15) die
Existenz von Stammfunktionen mit Hilfe des RiemanNN-Integral zu begriinden. Wir werden
dieses Ziel in zwei Schritten erreichen.

Satz 8.11 (Erster Mittelwertsatz der Integralrechnung )
Die Funktion f : [a,b] — R sei R—integrierbar.

(a) Gibt es Schranken m, M mit m < f(x) < MV z € [a,b], so folgt

m(b—a) < /f(a;) dr < M(b - a). (3.16)

(b) Ist f auf [a,b] stetig, so existiert eine Zwischenstelle & € [a,b] mit

[ f@de = (&) 6~ a). (3.17)

Begrindungen: (a) Wegen m < f(z) < M erhalten wir aus (3.12):

b b b
m/ldwg/f(m)deM/ldw.
a a a

b
(b) Wegen (a) liegt die Zahl n := ;- [ f(z) dz im Intervall [m, M]. Nach dem Zwischenwertsatz von
a
BoLzaNo (Satz 6.19) nimmt f(z) jeden Wert zwischen K m := min f(¢) und M := max f(¢) an. Also
existiert eine Zwischenstelle £ € [a,b] mit f(£) = 7. O

Die Relation (3.17) besagt, dass die Rechteckfliche f(&) (b—a) fiir eine Zwischenstelle £ € [a, b
flichengleich ist mit der Fliche der Funktion f unterhalb des Graphen G(f). Die Stelle £ ist
im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Definition 8.6 Die Zahl

fa

Xy

a 2 b

Der Integralmittelwert einer Funktion

f auf [a,}]



Wir beweisen nun mit Hilfe des Mittelwertsatzes das folgende zentrale Resultat der Infinite-
simalrechnung:

Satz 8.12 (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Fir jede stetige Funktion f € C([a,b]) gilt:

b
(a) Das RIEMANN-Integral [ f(x) dx existiert.

(b) Die Funktion

:/xf(t)dt, x € [a,b),

ist auf dem Intervall [a,b] eine Stammfunktion von f. Das heifit, es gilt F'(z) = f(z) ¥V x €
la, b].

Begriindungen: (a) Es sei Z, = {I1, Is,...,I,}, n € N, eine Folge endlicher Zerlegungen des Intervalls
[a,b] mit |Z,| — 0, und es seien Z,, = {I;1,lj2,..., jn;} endliche Zerlegungen der Teilintervalle

n
Ij; 5 =1,2,...,n. Dann ist Z := |J Z,, eine Verfeinerung der Zerlegung Z,. Da die Funktion f
j=1

auf dem Intervall [a, b] gleichmé&Big Sitetig ist, gilt die Beziehung
[f (@) = f(y)l <e Vaz,y €la,b] mit 0 <[z —y|<d(e).

Die Zahl 6 = d6(e) héngt dabei nur von der beliebig wiahlbaren Zahl € > 0 ab. Wir wihlen zu festem
€ > 0 die Zerlegung Z,, so, dass |Z,| < ¢ gilt. Dann gilt fiir Zwischenstellen {; € I; und 7 € Lj;:

n n nj

1Sz, — Sz| = ‘Zf(fy) i mim1) — Y. > fme) (@k — xj,kq)‘

j=1 Jj=1k=1

n

S SUAE) = £ (250 = w0 1) < e(b— ).

j=lk=1

IN

<€

Da e beliebig klein werden darf, ist (S Zn) N C R eine Caucny—Folge und somit konvergent.
n

(b) Wir wihlen z € [a, b] fest und dazu h # 0 so, dass x+h € [a, b] gilt. Dann folgt unter Verwendung
des Mittelwertsatzes (3.17) fir eine Zwischenstelle £ = z + 6h, 6 € (0,1):

z+h

#() = Jim PO ZID iy gy a = i 7(9) = 1)

Bemerkung 8.6 (a) Wir haben gezeigt, dass jede stetige Funktion f R—-integrierbar ist. So-
mit ist C'([a, b]) Unterraum des Vektorraums der R-integrierbaren Funktionen.

(b) Zu jeder Funktion f € C([a,b]) existiert eine Stammfunktion. Flichenmessung kann we-
gen der Forderung 2 mit Hilfe einer Stammfunktion erfolgen. Umgekehrt kann die Berechnung

b
des R-Integrals [ f(z)dx n&herungsweise durch Flichenmessung erfolgen. Auf dieser Tatsa-

che beruhen die Verfahren der numerischen Integration, mit denen wir uns in Abschnitt 8.5
auseinandersetzen werden.

(c) Mit der Berechnung von F(z) := [ f(t) dt konnen aus stetigen Funktionen stetig differen-

zierbare Funktionen gewonnen werden. O



BSP. (8.3.3)| Wir bestimmen Elementarfunktionen durch Integration gebrochen rationaler Funktionen:

T T

lnm:/@ Vz>0, arctanH:v:/i VzeR.
t 1+ ¢2

1 0

Wie wir in Abschnitt 8.2 gesehen haben, lassen sich weitere transzendente Funktionen nicht durch Integration
rationaler Funktionen gewinnen.

BSP. (8.3.4)| Wir bestimmen nicht elementare Funktionen durch Integration von Elementarfunktionen,
zum Beispiel:

(i) Das GAusssche Fehlerintegral (error function) ist die Funktion

erf(z) := % /e*t2 dt Va>0.
0

Der Normierungsfaktor 2//m gewihrleistet hier den Grenzwert lirf_l erf(z) = 1.
T—>+00

(ii) Die FrRESNELschen Integrale sind die beiden Funktionen

T T
2

C(z) := /cos (%&2) dt, S(z):= /sin (%) dt Yz eR.

0 0

Mit Hilfe der Substitution u = g(t) := 7t?/2, du/\/u = V27 dt, erhilt man

T

I%du:\/ﬁc( 27“’) /s%d“:ms(\/%) ve20.

0 0

(iii) Die elliptischen Integrale sind folgende Funktionen:

%)
dt

1. Gattung: F(p, k) = / , 0<p< I, k<1,

) 1 — k2sin’ ¢ 2

%)
2. Gattung: E(p, k) = / 1—k2sintdt, 0<¢< g, K2 <1,

0

%)

dt T 4

3. Gattung: O(p,n, k) = , 0<p<—, k<1, neN.

J (1 +nsin®t) /1 — k2sin® ¢ 2

Fiir diese Funktionen existieren wie fiir die Elementarfunktionen Wertetafeln.

Die Klasse der Treppenfunktionen auf dem Intervall [a,b] bilden zusammen mit dem Vek-
torraum C'([a, b]) der stetigen Funktionen bereits einen reichhaltigen Fundus R-integrierbarer
Funktionen. Damit ist aber noch langst nicht die Gesamtheit der R-integrierbaren Funktionen
ausgeschopft. Die folgenden Beispiele sollen einerseits die Erweiterungsmoglichkeiten aufzei-
gen, andererseits aber auch die Grenzen des RiEMANNschen Integralbegriffs verdeutlichen.

BSP. (8.3.5)| Die Funktion f(z) := § +signz, « € D(f) := [-1,2], ist im Punkt zp = 0 unstetig. Den
Inhalt der Fliche unter dem Graphen G(f) kann man jedoch elementargeometrisch mit Hilfe der Formel fiir
den Trapezinhalt angeben:

A=2 (1 +0.5(2 - 1)) 1 (1 +0.5(1.5 - 1)) = Z.



Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der R-Integration:

0 2
A:/f(a:)da::/ (5-1) da:+/ %Z—m)‘(il+(%+x)‘z:£
-1 0

RIEMANN—Integration einer stiickweise
stetigen Funktion

In Verallgemeinerung dieses Beispiels fiihren wir den folgenden Begriff ein:

Definition 8.7 Fine Funktion f € Abb(R,R) heifle auf dem Intervall [a,b] stiickweise
stetig, wenn f(x) stetig ist in jedem Punkt x € [a,b] mil Ausnahme von hdchstens endlich
vielen Sprungstellen a < xy < 1 < --- < x, < b, in denen die Funktion f Springe von
endlicher Hohe haben darf: |f(x; —0) — f(z; +0)| =: K; < 400, j=0,1,...,n

Satz 8.13 Jede auf dem Intervall [a,b] beschrinkte und stickweise stetige Funktion f ist R-
integrierbar. Sind die Sprungstellen von f in der Reihenfolge a < o < 21 < +++ < x, < b
angeordnet, so gilt

/f dx—/f dx+2/ dx+/f (3.18)

Jlle

Die Bedingung der stiickweisen Stetigkeit in dem obigen Satz kann weiter abgeschwicht wer-
den. Eine Funktion f ist auch dann noch auf dem Intervall [a,b] R-integrierbar, wenn sie
dort beschrinkt und bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig ist. Dazu zeigen wir in ei-
nem ersten Schritt, dass eine auf dem endlichen offenen Intervall (a,b) stetige Funktion f
R-integrierbar ist, wenn sie dort beschrénkt ist:

Satz 8.14 Die Funktion f : (a,b) — R sei stetig und beschrinkt: sup |f(z)] < M < +oo0.
z€(a,b)
Dann ist f auf dem endlichen Intervall [a,b] C R auch R—integrierbar, und es gilt:

b

/f( dfr—elggi/f (3.19)

a a-+te€

Begriindung: Fiir jedes € > 0 ist f : [a + €,b — €] — R stetig und somit R-integrierbar. Es seien nun
Zkng = k1, Ir2, - Ign, ), k = 1,2, 3, endliche Zerlegungen der Intervalle [a,a + €], [a 4 €, b — €] und



[b —€,b]. Dann ist Z := Z,, U Zay, U Z3,, eine endliche Zerlegung des Intervalls [a, b], und es gilt

IN

hm S’Z—/f dw

|Z\»0
a+e

hmsup{2|f (75) ||Ily|+2|f (5) ||I3J|}

|Z]—0 j=1

< M((a+e—a)—l—(b—b+e)):2Me.

Hierin bezeichnen a < 7; € I1; und b > o; € I3; die in den RIEMANN-Summen auftretenden Zwi-
schenstellen. Da € > 0 beliebig klein gew&hlt werden darf, folgt dann aus der obigen Ungleichung die
Behauptung. O

Indem man Satz 8.14 auf endlich viele offene Intervalle(a, zo), (z;-1,2;), j =1,2,...,n, (z,,b)
anwendet, erhilt man:

Satz 8.15 Die Funktion f : (a,b) — R sei beschrinkt, und sie sei stetig mit Ausnahme von
hdchstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen a < xo <y < -+ < x,, < b. Dann st f auf dem
endlichen Intervall [a,b] C R R—integrierbar, und es gilt die Beziehung (3.18).

Bemerkung 8.7 (a) Die Regeln der partiellen Integration und die Substitutionsregeln aus
Satz 8.3 gelten bei entsprechender Modifikation der Voraussetzungen nun auch fiir R-inte-
grierbare Funktionen.

(b) Zum Beispiel ist die Funktion f(x) := cos - sign (sin z) auf jedem Teilintervall [a,b] C R
stiickweise stetig und somit gemafl Satz 8.13 R-integrierbar.

(c) Die Funktion f(x) := tanx ist auf dem Intervall [0, 7] nicht R-integrierbar. Sie ist zwar

auf dem offenen Intervall (0, 7) stetig, dort aber nicht mehr beschrinkt.

(d) Die Funktion f(x) := sin + ist auf dem Intervall [—1, 1] R-integrierbar, denn sie ist dort
beschriankt mit einer Unstetigkeitsstelle xy = 0. Da die einseitigen Funktionenlimites f(xq40)
nicht existieren, ist die Stelle xy keine Sprungstelle. Wir kénnen in diesem Fall jedoch Satz 8.15
anwenden. Uberdies kann in dem vorliegenden Beispiel auch die Substitutionsregel angewendet

werden. Fiir z # 0 setze man u = g(x) :=1/z, du = —u?dz. Dann folgt
p 0= 1 -1 . +oo
1 1 1
/sin—dx: /sin—dx+/sin—dx: / Smudu‘i‘ / Smudu.
T xT €T u2 u2
-1 -1 0+ % )

Die beiden letzten Integrale existieren aber nicht im eigentlichen Sinn des R-Integrals, da
kein endliches Integrationsintervall vorliegt. Solche uneigentlichen R-Integrale werden wir in
Abschnitt 8.4 behandeln. O

BSP. (8.3.6) | Wir konstruieren hier das R-Integral einer Funktion mit abzdhlbar unendlich vielen Sprung-
stellen. Dazu zerlegen wir das Intervall [0, 1] in der folgenden Weise:

Iy :=[0,0], I :=[2""1], I:=[27%27"), allgemein: I, :=[277 279F1) j>2
Dann gelten |Ip| = 0 und |I;| =277 V j > 1 sowie
o0 ) o0 o0 1 ]
JL=01, Lnn=0j#k Y= (5) =1
j=0 j=0 j=1

Fiir eine beschrénkte Zahlenfolge (y;);>0 C R definieren wir die Funktion f : [0,1] = R gemsf

Zy]x[ ) Vz €[0,1].



Dies ist eine Treppenfunktion, die auf dem Intervall [0,1] abzihlbar unendlich viele Sprungstellen hat, und
zwar in den Stellen z; := 277, j € N. Das R-Integral von f iiber dem Intervall [0, 1] ist elementargeometrisch
bestimmt durch

1 [ee] [ee] y.
/f(w)dwzzijﬂ: 2—§
5 =0 =1

Diese Reihe ist konvergent, denn aus der Beschrinktheit |y;| < K < +oo der Folge (y;) >0 erschlieien wir
o0 y‘ [ee] 1
7). i
DCIEFS yE R
j=1 j=1

BSP. (8.3.7) | Ist die Funktion f : [a,b] — R beschrinkt, und ist sie stetig mit Ausnahme einer monotonen

Folge (z;)jen C [a,b] von Unstetigkeitsstellen mit dem Haufungspunkt s € [a,b], so ist f auf dem Intervall
[a,b] R—integrierbar. Nehmen wir zum Beispiel an, es gelte a < #p < 1 < -+ < z; < xjp1 < -+ < s < b

Tj
Dann existieren wegen Satz 8.15 die Integrale R; := [ f(z)dz, j € N. Wir erweitern (3.18) in der folgenden
Tj—1

Weise: , ,
f@)de= [ f(z)dz+ ) R;+ [ f(z)de.

Gilt |f(z)] < M VY z € [a,b], so haben wir wegen

SR> / ()| dz < M(s — o)
j=1 j=1 I

Konvergenz der obigen Reihe vorliegen.

BSP. (8.3.8)| Im Gegensatz zu BSP. (8.3.7) ist die DIRICHLET-Funktion auf dem Intervall [a, b]

T x a, bl,
f(x)::{ 1:zeqQna,b]

0 : z €la,b], irrational

nicht R-integrierbar, obwohl f beschrinkt ist und auf der abzihlbar unendlichen Menge Q N [a, b] Unstetig-
keitsstellen besitzt. Die Funktion f ist aber in keinem Punkt z € [a, b] stetig, siche BSP. (6.3.6), Abschnitt
6.3. Wir geben eine Folge endlicher Zerlegungen Z,, = {I}, Is,. .., I,,} des Intervalls [a, b] mit |Z,| — 0 vor. In
der RIEMANN—Summe

n
SZn :Zf(£])|I]|7 Ej EIj:
j=1
kann die Zwischenstelle ; entweder stets in einem rationalen Punkt des Intervalls I; gew&hlt werden; dann
gilt Sz, =b—a > 0. Oder & € I; wird in einen irrationalen Punkt gelegt; dann gilt Sz, = 0. Die Folge der
RIEMANN-Summen hat zwei Haufungspunkte, sie kann deshalb nicht konvergieren.

Bemerkung 8.8 Die DIRICHLET-Funktion ist auf keinem Intervall [a,b] R-integrierbar. Dieses Phinomen
zdhlt zu den Merkwiirdigkeiten der Menge Q der rationalen Zahlen: Die Menge Q ist zwar unendlich, aber nur
abzihlbar, vgl. Definition 5.3. In diesem Sinne ist Q eine kleine Menge. Sie ist andererseits auch eine grofle
Menge, denn Q liegt ja dicht in R, vgl. Satz 1.18. Dort hatten wir gezeigt, dass es zu jeder Zahl z € R und
jedem € > 0 stets eine rationale Zahl r € Q gibt mit |z — r| < e. Wir beleuchten einen dritten Aspekt, der
wiederum zeigt, dass Q eine kleine Menge ist. Dazu nehmen wir an, die abz&dhlbare Menge Q sei in der Form
Q = {r1,ra2,r3....} durchnumeriert. Zu € > 0 werde

€ €
Ik:: (Tk—w,?"k-Fﬁ), ]{?:1,2,

gesetzt, so dass r € I und mithin Q C |J I gelten. Die Menge Q wird von den Intervallen I}, der Linge
k=1
|Ii:| = /2" iiberdeckt, und deren Gesamtlinge betréigt

o0 o0
Z |1 | = GZQ_k =e.
k=1 k=1



Das heifit, die Menge Q wird von abzdhlbar vielen Intervallen mit beliebig kleiner Gesamtlinge vollstandig
iiberdeckt. Mengen mit dieser Eigenschaft heiflen Nullmengen. a

Definition 8.8 Fine Teilmenge M C R heiffe Nullmenge oder Menge vom Mafle 0, wenn es zu jedem
€ > 0 hdchstens abzihlbar viele (abgeschlossene oder offene) Intervalle Iy, I, ... gibt mit M C JIx und
k

Yo k] <e.
k

Mit der in Bemerkung 8.8 vorgenommenen Konstruktion zeigt man, dass jede endliche oder abzihlbare
Teilmenge von R eine Nullmenge ist. Ebenso einsichtig ist die Aussage, dass jede Teilmenge einer Nullmenge
wieder Nullmenge ist.

Satz 8.16 (a) Jede endliche oder abzihlbare Teilmenge von R ist eine Nullmenge.

(b) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(¢) Die Vereinigung hdchstens abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

(d) Fine abgeschlossene beschrinkte Teilmenge M C R ist genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0

N
stets endlich viele (abgeschlossene oder offene) Intervalle I, Is, ..., In, N = N(e), gibt mit M C |J I und
k=1

N
> k| < e
k=1

Begriindungen: (c) Es sei J C N eine (endliche oder unendliche) Indexmenge, und es seien M; C R, j € J,
Nullmengen. Dann existieren zu jedem e > 0 und zu M; Intervalle I;1, Ij»,... mit M; C U Lz und > |L| <
k k

€/27, j € J. Hieraus folgern wir:

UMJCU(LICJIM): ZZIIjklﬁeg2j=6-

jedJ jeJ jeJ k
Also ist |J M, eine Nullmenge.
JjEJ
(d) Gilt die im Satz angegebene endliche Uberdeckungseigenschaft, so ist M trivialerweise eine Nullmenge. Sei
andererseits M als Nullmenge vorgegeben. Dann gibt es zu jedem e > 0 Intervalle I, I5, ... mit M C |J Ij. Die
k

abgeschlossene beschrinkte Teilmenge M unterliegt dem Uberdeckungssatz von HEINE-BOREL (siehe Ing.—
Math. III): Es reichen bereits endlich viele der Ij, zur Uberdeckung von M aus. Deren Gesamtlinge ist erst
recht <e. O

Bemerkung 8.9 Die Aussagen von Satz 8.16 implizieren keineswegs, dass Nullmengen ausschliellich abz&hl-
bar sind. Es gibt sehr wohl {iberabzihlbare Nullmengen. |

Grundlegend fiir die weitere Analysis von Funktionen f € Abb (R, K) sind Eigenschaften, die fast iiberall
auf D(f) C R gelten, wie zum Beispiel Stetigkeitseigenschaften oder Differenzierbarkeit.

Definition 8.9 FEine Figenschaft (E) gelte fiir eine Funktion f € Abb (R, K) fast iiberall auf einer Menge
X C D(f), wenn es eine Nullmenge M C X gibt, so dass f(z) die Figenschaft (E) in allen Punkten x € X\ M
besitzt.

BSP. (8.3.9)| (a) Die Funktionen f(x) aus den BSPn (8.3.6) und (8.3.7) sind auf den Intervallen X := [0, 1]

bzw. X := [a, ] jeweils fast iiberall stetig. Denn die Teilmenge M C X der Unstetigkeitspunkte ist in beiden
Fallen abz&hlbar, also gemifl Satz 8.16 eine Nullmenge.

(b) Die DIirICHLET-Funktion aus BSP. (8.3.8) ist in keinem Punkt stetig. Eine zu (a) analoge Aussage gilt
hier nicht.

Wir kénnen nach diesen Vorbereitungen einen Satz formulieren, der die Klasse der R-integrierbaren Funktionen
genau charakterisiert, und der eine Erweiterung des Satzes 8.15 darstellt.

Satz 8.17 (Integrabilitdtskriterium von LEBESGUE)
FEine Funktion f € Abb (R, K) ist genau dann auf dem endlichen Intervall [a,b] R—integrierbar, wenn sie dort
beschrinkt und fast tiberall stetig ist.



Fiir eine Begriindung verweisen wir auf die Standardliteratur, z.B. H. HEUSER, Lehrbuch der Analysis, Teil
1, B.G. Teubner Verlag, Stuttgart 1980, S.471.

Bemerkung 8.10 (a) Es gibt andere Integraldefinitionen als die des R-Integrals, so zum Beispiel das LEBES-
GUE-Integral, mit welchem wir uns in Abschnitt 8.6 befassen werden. Solche Definitionen umfassen in der
Regel eine groflere Klasse integrierbarer Funktionen als dies die Klasse der R—integrierbaren Funktionen tut.
Dabei sind aber stets die am Anfang formulierten Forderungen 1 und 2 zu erfiillen. Das heifit, Funktionen,
die fiir verschiedene Integraldefinitionen integrierbar sind, miissen bei jedem Verfahren denselben Integral-

wert haben. In der Theorie des LEBESGUE-Integrals werden wir zeigen, dass die obige DIRICHLET-Funktion
b

LEBESGUE-integrierbar ist zum Integralwert 0. Im LEBESGUEschen Sinn &ndert némlich das Integral [ f(z)dz

a
seinen Integralwert nicht, wenn der Integrand f(x) auf einer Teilmenge M C [a, b] vom Mafle Null abgeiindert
wird. Da die Menge M := QnNJa, b] diese Eigenschaft besitzt, haben die beiden Funktionen f(z) und 0 auf [a, b]
denselben (LEBESGUEschen) Integralwert. Dieser ist der (RIEMANNsche) Integralwert O der R—integrierbaren
Funktion 0.

b
(b) Auch das RIEMANN-Integral [ f(z)dz &ndert seinen Wert nicht, wenn der Integrand f(z) auf einer Teil-

menge M C [a,b] vom Mafle Null so abgeéindert wird, dass f insgesamt beschrinkt und aulerhalb M stetig
bleibt. Dies ist eine Folgerung aus Satz 8.17. O

8.4 Anwendungen der Integralrechnung

(I) Flacheninhalte. Sind zwei R-integrierbare Funktionen f, ¢ : [a,b] — R gegeben, so ist
der geometrische Flicheninhalt A zwischen den Graphen G(f) und G(g) in der folgenden
Weise definiert:

A= / (f(a:) — g(x)) dr, sofern f(x)> g(x)V x € [a,b].

Ya Ya f(x)

5 ()

% SN
T >
1 %" X
]

Der Flicheninhalt zwischen zwei Kurven Der Fliacheninhalt zwischen sinz
G(f) und G(g) und 3z /57

BSP. (8.4.1)| Gesucht ist der Inhalt A des (endlichen) Flidchenstiickes zwischen den Graphen der Funk-
tionen f(z) := sinz und g(z) := 32/57. Losung: Man iiberlegt sich graphisch, dass f(r) = g(z) genau fiir

x_y := =57 /6, xog := 0, x1 := 57/6 erfiillt ist, und dies bestétigt man leicht mit einer Wertetabelle.
z |- 0 | ZE | 27
f@ | =3 0| 3| 0

1

L |g>1

<
—~
&
N
|
M1
e}
S




Fiir z > 27 gilt g(x) > 6/5 > 1, so dass keine weiteren Nullstellen der Funktion f — g auftreten. Es folgt aus
dieser Vortiiberlegung:

57/6
A= /0 (?—i—sinm)dm%— / (sinx—?—i)dm:[%—kcosx]isﬁ/ﬁ—[cos:r%—%]zﬂ/(j:Q—k\/_—?—g.
_57/6 0

BSP. (8.4.2)| Der Flicheninhalt eines Halbkreises vom Radius r > 0 ist mit den Mitteln der Integralrech-

nung zu bestimmen. Ldsung: Aus der Gleichung x? + y2 = r? der Kreislinie vom Radius r > 0 erhélt man fiir
den oberen Halbkreisbogen die explizite Darstellung y = f(x) = V72 — 22, —r <z < r. Das Integral

A:/rf(:r)d:r:%/rmdm
Zr 0

berechnet man mit Hilfe der Substitution x = r sinu, dz = r cosu du:

w/2 w/2
1 /2 1
A=2r / cos® udu = r? /(1 + cos 2u) du = 12 [u+ 3 sin2u]0 = 57“271'.

(=}
(=}

Flicheninhalt eines Halbkreises Zum Inhalt einer Fliche, die von einer
ebenen Kurve Z(t) berandet wird

BSP. (8.4.3)| Zu bestimmen ist der Inhalt A derjenigen Fliche, die von der ebenen, stetig differenzierbaren

Kurve 7 : [a,b] = R? berandet wird, und die vom Ortsvektor #(¢) im Intervall a < t < b {iberstrichen wird.
In der folgenden Uberlegung wird die Tatsache verwendet, dass der Flicheninhalt des von zwei Vektoren
#1, #, € R? aufgespannten Dreiecks durch 1 ||#; x #,|| bestimmt ist. Es sei nun fiir ein n € N eine dquidistante
Zerlegung Z,, des Intervalls [a,b] in der folgenden Weise induziert:

b—a
n

h:=

, tjr=a+jgh, j=0,1,...,n

Eine Niherungssumme fiir den gesuchten Fliicheninhalt A ist nun offenbar (vgl. obige Skizze):

Sz. ZH a+ (j — Dh] x Z(a+ jh) H ZH a+(j—1) ]x%(*(a+jh)—f[a+(j—l)h])

)

wobei wir die allgemeingiiltige Relation § x § = 0 verwendet haben. Da die Vektorfunktion Z(t) stetig diffe-
renzierbar ist, erhélt man im Limes h — 0 aus dieser Folge von RIEMANN-Summen das RIEMANN-Integral

A= % /||a':’(t) x %i‘(t)” dt. (4.1)




T
(a) Bei allgemeiner Parameterdarstellung #(t) := (a:(t), y(t)) der ebenen Randkurve mit x,y € C!([a, b])

resultiert
. d ‘ix x(t) CE(t) .
Z(t) x - Z(t) = zy ygt) yét) = (w(t)y(t) —y(t)ﬂf(t)) e,
und somit
1 b
A= / (013 (0) — y(0)i ()] . (4.2)

BSP. (8.4.4) | Flicheninhalt der Ellipse. Die Ellipse mit den Halbachsen a,b > 0 hat die Parameterdar-

stellung z(t) = a cost, y(t) = b sint, t € [0, 27]. Hieraus erhélt man (t)y(t) — y(t)&(t) = ab (cos? t +sin® t) =
ab, also

Apy. =

N | =

27T
/ab dt = wab.
0

Im Grenzfall a = b = r resultiert der Flicheninhalt Ag, = 772 eines Kreises vom Radius r > 0.

(b) In Polarkoordinaten z(p) = r(p) cosp, y(¢) = r7(p) sinp mit r € C([pa, ps]) gelten die Beziehungen
#(p) = 7(p) cosp —r(p) sing,  y(p) =7 (p) sing +r(p) cosp,

aus denen wir z(p)y(p) — y(¢)& () = r?(p) erhalten. Deshalb gilt nun

Pb

A= % /rQ(ga) de. (4.3)

Pa

BSP. (8.4.5)| Flicheninhalt der Kardioide. Die Kardioide ist in Polarkoordinaten durch die Gleichung
r(p) := a(l + cosp), ¢ € [0,2n], bestimmt. Es gilt somit

1 [ r 11 3
AKwd_:2-§ /a2(1+cos<p)2d<p:a2/(1+200s<p+§+§cos2<p)d<p:§a2.
0 0

(II) Flichenmomente und Schwerpunkte. Aus der Definition

Flichenmoment := Fliche x Hebelarm

ergeben sich die beiden folgenden Momente, wenn wir wiederum f(z) > g(z) V = € [a, D]
voraussetzen (siehe nachfolgende Skizze):

M, = /x(f(x) - g(x)) dx,

My = !%U@»+gunvuy—amwx=%!(ﬁ@f—f@Dd%

Im Schwerpunkt 75 := (rg,ys)’ einer Fliche vom Inhalt A gelten die Relationen A - xg =
M,, A-ys = M,, und daraus erhélt man die Schwerpunktskoordinaten

M, M,
TS= 30 Vs




f(x)

g(x)

1
[ 1
[ 1
[ 1
[ 1
a X b X

Zur Definition der Flichenmomente

BSP. (8.4.6)| Es sind die Flichenmomente und der Schwerpunkt des oberen Halbkreises mit Radius r > 0

und Mittelpunkt (0,0) zu bestimmen. Ldsung: Wir haben hier f(z) := V7?2 — 22, —r <z <r, und g(z) :=0.
Da der Integrand von M, eine ungerade Funktion ist, resultiert:

r
M, = /.T\/TQ—CEQdCE:O,

” ”
_ L oo o _ 2 _ .2 _[.2 L 51" _
M, = /2(r :r)d:r—/(r :r)d:r—[ra: 3m]—3r.
-r 0
Der Schwerpunkt liegt also im Punkt #g = (0, 22)7

’ 3
(III) Volumenbestimmung. Hat die Schnittfliche eines Korpers K mit der Ebene z = const

den Flicheninhalt ¢(x), so berechnet sich das Gesamtvolumen von K nach dem CAVALIE-
rischen Prinzip:

V= /q(x) dz.

a

yA yA dX
K '\
-r X
1 1
I | 1
I ! '
1 : : _/
1 1 »
a X b "
Das CAvaLIERIsche Prinzip Zur Volumenberechnung einer Kugel

BSP. (8.4.7)| Es ist das Volumen einer Kugel vom Radius r > 0 nach dem CAVALIERIschen Prinzip zu

bestimmen. Lésung: Die Schnittfliche der Kugel um den Mittelpunkt (0,0) mit der Ebene z = const hat den

Fliacheninhalt g(z) = my? = m(r? — 22). Hieraus folgt

r
4
VKugel =7 /(7"2 —Cﬂz)dﬁ? = 571'7“3.

—-Tr




Die Kugel ist der Spezialfall eines Rotationskérpers. Fiir die Volumina von Rotationskoérpern
gelten folgende Vereinfachungen.

(a) Bei Rotation um die z-Achse: Es gelte f(z) > g(z) ¥V € [a, b]. Dann hat die Schnittfléiche
den Fliicheninhalt ¢(z) = 7r(f2(x) - gz(aj)), und somit folgt

Ya Ya
f(x) b
9(x)
/-\ aL
W X
70(x)
Volumen eines Rotationskérpers bei Volumen eines Rotationsellipsoids

Rotation um die z—Achse

BSP. (8.4.8) Man bestimme das Volumen desjenigen Rotationskoérpers, der durch Rotation der Ellipse

P 2
(% + (%) = 1 um die z—Achse entsteht. Lisung: Wir haben hier f(z) := 1/b*(1 — 22/a?), g(z) := 0, —a <
z < a, zu setzen. Es folgt

a
2

4
Veu == /b2 (1 - %) de = gwbza.

—a

Hier ist auch der Sonderfall der Kugelvolumens mit @ = b = r enthalten.

h f(x)

g(x)

»
»

X

=~} - - - - =

]
]
! |
: |
a X b x X

Volumen eines Rotationskorpers bei Volumen eines geraden Kreiskegels
Rotation um die y—Achse

(b) Bei Rotation um die y—Achse: Es gelte f(x) > g(x) V 2 € [a,b]. Dann ist g(x) ein
Zylindermantel mit dem Fldcheninhalt ¢(z) = 27z (f(x) - g(x)), und somit folgt

Vy =27 /x(f(x) - g(x)) dx.




BSP. (8.4.9) Man bestimme das Volumen eines geraden Kreiskegels der Hohe h und Basiskreisradius
r > 0. Lésung: Wir haben hier f(x) :=h, g(z) := ha/r, 0 < z < r, zu setzen. Es gilt nun x(f(x) - g(a:)) =

h(z — 2% /r), und somit

r
2

z 1,
VKegel—Q'frh/<-T_7) d-’L’—gTFT h.
0

Bemerkung 8.11 Vergleicht man die Volumina V, Vj, mit den Formeln (II) fiir die Fléichen-
momente M,, M,, so erhdlt man:

Vo=2n-M,=2n-A-ys, V,=2n-M,=2m-A"xs.

Dieses Ergebnis heiflit die GuLbpinsche Regel fiir Rotationskdrper: a

Volumen des Rotationskdrpers = Flidcheninhalt x Schwerpunktweg der Fliche.

(VI) Volumenmomente, Schwerpunkt und Trigheitsmomente. Aus der Definition

Volumenmoment := Volumen x Hebelarm

ergeben sich in der Standardbasis des R? drei Volumenmomente M, M, M,. Verwenden wir
wiederum das CAVALIERIsche Prinzip, so ergibt sich zum Beispiel

M, = /bxq(a:) dx.

a

Im Schwerpunkt 75 := (zg,ys, 25) eines Volumens V gelten die Relationen V-zg = M,, V-

ys = M,, V - zg = M., und daraus erhilt man die Schwerpunktskoordinaten

Ts = — =—, 2g= .
S V ) yS V ) S V
Ya Ya
h

N\ av) /'

y ! :

o

(|

I I I |

! 1 1 ! 1

! 1 1 1 |
! 1 1 . >
I | l > %y r X

a X b
Zur Definition des Volumen— Volumenmoment M, des geraden
momentes M, Kreiskegels

Bei Rotationskorpern liegt der Schwerpunkt aus Symmetriegriinden stets auf der Rotations-
achse.



‘BSP. (8.4.10)‘ Man berechne den Schwerpunkt eines geraden Kreiskegels der Hohe h mit Spitze im
Ursprung und Basiskreisradius > 0. Ldsung: Verwenden wir die Bezeichnungen der obigen Skizze, so muss
der Schwerpunkt auf der y—Achse liegen. Wir haben hier ¢(y) := 7r?y?/h?, und somit

h h
2 s M, 3
MyZ/yq(y)dyZW y3dy=Zr2h2, ysszylZZh,wSZZSZO.
0 0 ege
A Ay
b
) f(x)
4X@
: bog(x)]
é X b >

Zur Definition von Trigheitsmomenten
bei Rotationskérpern

Trigheitsmomente entstehen, wenn eine Masse m im Abstand x um eine feste Achse rotiert:

Betrachtet man einen Rotationskdrper mit Rotationsachse y oder x (siehe obige Skizze), der
eine in der Schnittfliche x = const konstante Dichteverteilung p = p(z) hat, so erhélt man
die folgenden Triagheitsmomente.

(a) Bei Rotation um die y—Achse:

© =27 /p(aj)x3 (f(x) — g(x)) dz.

a

(b) Bei Rotation um die z—Achse:

ro | 3

o= g / p(2)(f2(x) — (@) (@) + ¢*(2)) do = / plz)(f*(2) — g*(x)) da.

‘BSP. (8.4.11) ‘ Die Gesamtmasse und das Trigheitsmoment des obigen Kreiskegels sind bei homogener

Dichteverteilung p = const zu bestimmen. Lésung: Die Gesamtmasse betrdgt m = p - Vieger = %ﬂ'pth. Fiir
das Trigheitsmoment hingegen folgt

”
4
- 51— "N de = wph = 5,2
@—27rp/h:n (1 r)dw—ﬂ'phlo—lor m.
0

(V) Integralmittelwerte.



Definition 8.10 Fiir eine gegebene Funktion f € Abb (R, R) heifle die Zahl

b
- 1
f::b_a/f(x)dx

der (Integral-)Mittelwert von f auf dem Intervall [a,b], sofern das R—Integral existiert. Das
quadratische Mittel von f auf [a,b] ist die Zahl

b
7= (= [ Pyan)”,

ebenfalls unter der Voraussetzung der Eristenz dieses Integrals.

‘BSP. (8.4.12)‘ Man berechne die Mittelwerte eines Wechselstroms I(t) := I sinwit + I3 sinwst. Die

Kreisfrequenzen w; sollen rational teilbar sein: wy /ws = r > 0 mit r € Q. In diesem Fall haben die Teilstrome
I;(t) :== I sinwjt, j = 1,2, eine kleinste gemeinsame Periode T'. Ist ndmlich T} := 27/wj, j = 1,2, die Periode
von I;(t), so muss es fiir eine kleinste gemeinsame Periode T' Zahlen p,q € N geben mit

T =pT) = qT5, also wT = 2np, wT = 27wq, oder “r_P_ r.

w2 q

Hieraus erschlieflen wir:

1

. . I I T
T (I sinwit + I sinwot) dt = — [T—l coswit + T—2 cosw2t]0

w1 w2

~
I
O\H

I I
= T—:Jl[l — cos 27mp] + T—Zz[l —cos2mq] =0,

IIT]3 (112 sin? wit + I3 sin® wot + 21 I sin w; tsin wgt) dt

I
NI~
O\H

2+12 1 1
( ith 1 12 cos 2wt — 3 122 cos 2wsat + I Iz[cos(wy — wa)t — cos(wy +w2)t]) dt

1
T 2 2

St~

1
= 3 (I7 + I3).

Hieraus erhélt man die effektive Stromstiirke ||I||> = % V212 + 12).

Zwischen den beiden Mittelwerten einer Funktion f auf einem Intervall [a,b] besteht die
folgende Relation:

b b
== [ 1@< (= [ F@ )" =15l

Diese Ungleichung ergibt sich als Spezialfall g(z) := 1/(b — a) aus der folgenden

Satz 8.18 (Ungleichung von SCHWARZ)
Fiir je zwei R—integrierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt:

b

[ F@o(e) de] < i'f(x)g(x”dxﬁ (/be(fr) dx)w(/bf(x) az)"”.

a




Begriindung: Wir brauchen nur den hinteren Teil der Ungleichung zu zeigen. Dazu sei eine Folge Z,
endlicher Zerlegungen des Intervalls [a, b] gegeben mit |Z,| — 0. Unter Verwendung der Ungleichung
von CAUCHY-SCHWARZ (Satz 1.13) erhélt man fiir jede Zwischenstelle {; € I; € Z,:

i )9(&5) |I|<(Zf &) il)" (Zg ) 151)".

Im Limes |Z,| — 0 erhilt man daraus die behauptete Ungleichung. O

(VI) Integral-Restglied der TAYLOR—Formel und erweiterter Mittelwertsatz.
Der Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 8.11) gestattet die folgende Verallgemeinerung:

Satz 8.19 (Zweiter oder erweiterter MWS der Integralrechnung)
Gegeben seien eine stetige Funktion f € C([a,b]) und eine R—integrierbare Funktion g :
la,b] — R. Falls dberall auf [a,b] entweder g < 0 oder g > 0 gilt, so existiert eine Zwi-

schenstelle € € [a, b] mit
[ @@ de = 1) [ o) da

b
Begriindung: Fiir g = 0 ist nichts zu zeigen. Gelte also zum Beispiel ¢ > 0 und [ g(z)dz > 0. Wir
a

setzen m = min f(z) und M = max f(z), so dass folgt:
z€[a,b] z€[a,b]

m/g dx</f d:Jc<M/g

b b
Das heifit, die Zahl n := [ f(z)g(z) dw/fg(w) dx liegt im Intervall [m, M]. Da die Funktion f auf

Grund des Zwischenwertsatzes von Borzano jeden Wert in diesem Intervall erreicht, gibt es eine
Zwischenstelle £ € [a,b] mit f(£) = 7. O

Satz 8.20 (TavyLor—Formel und Integral-Restglied)
Gegeben sei eine Funktion f € C""'([a,b]). Dann gilt in jedem festen Punkt xo € [a,b] und
fir jedes x € [a,b]:

flz) = kﬁ: % F¥ (o) (& — wo)* + % /(x — )" FD (4) it

Begriindung: Wir wenden Satz 8.19 auf das obige Integral-Restglied an. Es existiert eine Zwischen-
stelle & := xg + 0(x — ), 6 € [0, 1] mit

T 1 T B n+1
@@= 0 & [ @iy = B g
n! n! (n+1)!
xo Zo
Rechts steht gerade das Restglied von LAGRANGE, vgl. Satz 7.19. O

Bemerkung 8.12 Durch partielle Integration des Integral-Restglieds erhélt man das triviale
Ergebnis

z n

(= 1) F D @) dt = £() — 3 2 D) (o~ )

n!
2o k=0



Deshalb kann das Integral-Restglied keinesfalls zur Berechnung des exakten Fehlers zwischen
der Funktion f(z) und dem TayLor-Polynom T, (z) vom Grad n verwendet werden. Wie
das LAGRANGE-Restglied, ist das Integral-Restglied aber sehr gut fiir eine Fehlerabschitzung
geeignet. O

‘BSP. (8.4.13) ‘ Die Funktion f(z) := In(14z) hat die Ableitungen f*)(z) = (=1)**1(k—1)!/(1+2)*, k >
1. Daraus berechnet man an der Stelle 2y = O:

n k+1 k 1 y (l‘—t)n

n(1 — [ (-1)"nl—L—

+ ) ]; + ( )n(1+t)”+1
- 0

dt.

Fiir x > 0 schitzt man sehr einfach ab:

x
mn+1
dt‘ — O dt = .
‘/ 1+t /a: ) n+1
0

Die gleiche Abschétzung gilt in diesem Bereich auch fiir das LAGRANGE-Restglied:

n!anrl mn+1

< 0.
‘(n—l—l)!(l—l—f)""‘l‘ Sayv '

| R (25 20)| =

(VII) Uneigentliche Integrale. In unseren bisherigen Uberlegungen zum RIEMANN-Integral
haben wir stets vorausgesetzt, dass das Integrationsintervall [a,b] C R endlich ist und dass
der Integrand f(xz) auf [a, b] beschrénkt ist. Wir werden zeigen, dass zu beiden Voraussetzun-
gen Ausnahmen erlaubt sind, die wir hier unter dem Begriff des uneigentlichen RIEMANN—
Integrals zusammenfassen. Die beiden folgenden Beispiele charakterisieren bereits die wich-
tigsten Typen uneigentlicher Integrale.

‘ BSP. (8.4.14) ‘ Fiir eine feste Zahl a € R und fiir b > a betrachten wir

b
b
I:= lim e *dr= lim [— efz] =e %= lim e ?=¢ "
b—+o00 b—+o0 a b—+o0
a

+o0
Wir schreiben formal I = [ e~ dz = e~ ®. Das Integrationsintervall [a, +00) ist also unbeschrénkt; es liegt

0
hier kein R-Integral im eigentlichen Sinn vor.

‘BSP (8.4.15) ‘ Wir betrachten nun die auf dem Intervall [0,1) stetige Funktion f(z) := 1/v/1 — 22, die
wegen llrln . f(z) = 400 auf [0, 1] unbeschrinkt ist. Das R-Integral darf auf [0, 1] im eigentlichen Sinn nicht
z—1—

existieren. Wir haben jedoch fiir 0 < € < 1:
lim arc sing (1 —¢€) = g

= li _dr
T ) To2 esor
0

Definition 8.11 Sind im Integralausdruck

/b f(x)dx (4.4)

nicht beide Integrationsgrenzen a und b endlich, oder ist der Integrand f(x) nicht an bei-
den (endlichen) Intervallenden a und b beschrinkt, so dass li£n0|f(x)| = +oo und/oder
T—b—



lim |f(x)| = 400 gilt, so heifie das Integral (4.4) ein uneigentliches (RIEMANN—)Integral.

r—a+0
FExistieren die Grenzwerte

b b
I:= lim /f(x) dz bzw. lim /f )dx bzw.  lim /f(x) dx,

b——+o0
b—+oco g

oder

I .= lim /f )dz bzw. hm /f )dz bzw. hm /f

e—0+
a+e a+e

so heifle das uneigentliche Integral (4.4) konvergent zum Integralwert I. Ezistiert auch das

b
uneigentliche Integral [ |f(x)|dx in dem oben prizisierten Sinn, so heiffle das uneigentliche

Integral (4.4) absolut konvergent.

b b
Bemerkung 8.13 Mit Hilfe der Ungleichung ‘f f(z) dx‘ < ['|f(z)] dx zeigt man, dass abso-

lute Konvergenz stets auch einfache Konvergenz impliziert. Die Umkehrung gilt im allgemeinen
nicht. Ein bekanntes Beispiel fiir diesen Sachverhalt ist das einfach konvergente Integral

+oo .
sin x
1= / dzx,
0

X

welches nicht absolut konvergent ist. O

‘ BSP. (8.4.16) ‘ Wir betrachten das doppelt uneigentliche Integral

+o0 1
[:/d—w:/d—m—F :hm —+ lim d_':—Il_‘_IQ

xP xP e—>0+ b—>+oo €T
0 0

Es gilt hier:
[ d L 1 Fd ! 1
—— :p<l, — i p>1,
E_>+E t 400 :p>1, %+001 r 400 :p<I1.

Das heif}t, das uneigentliche Integral I existiert fiir keinen Exponenten p € R. Hingegen existieren die Teilin-
tegrale I; und I> auf verschiedenen Teilbereichen p € R.

Das Hauptproblem besteht im Nachweis der Konvergenz des uneigentlichen Integrals (4.4),
ohne auf eine Stammfunktion des Integranden f zuriickgreifen zu miissen. Mit dem folgenden
zentralen Satz kann hiufig diese Konvergenzfrage geklirt werden.

Satz 8.21 (Vergleichskriterium)
Die gegebenen Funktionen f,g seien auf jedem endlichen Teilintervall [o, 5] C (a,b) R-
integrierbar, und es gelte 0 < f(z) < g(z) V z € (a,b).

(a) Konvergiert das uneigentliche Integral

b B
[ 9@y da = lim [ g)dz,
a B—b—0




b
s0 ist auch [ f(x)dx konvergent.

b b
(b) Divergiert das uneigentliche Integral [ f(x)dx, so ist auch [ g(x)dx divergent.

Begriindungen: Wir setzen

n b= +oo, -n D a=—00,
B = Qp 1=
b—1/n : b< o0, a+1/n : a>—oc0.

Hierin sei n € N eine hinreichend grofie Zahl. Wegen f > 0 ist die Zahlenfolge I, := [ f(z)dz

b
monoton steigend und nach oben durch [ g(x)dz beschrinkt. Daher folgt aus dem Hauptsatz iiber

monotone Folgen (Satz 3.3) die Konverggnz. O
Das Vergleichskriterium ist besonders geeignet fiir den Nachweis der absoluten Konvergenz uneigentlicher
Integrale. Man vergleicht |f(z)| mit einer Funktion g(z) > 0, fiir die das Konvergenzverhalten des Integrals
fb g(x) dz bekannt ist. Hiufig wird die Vergleichsfunktion g(z) := C/aP verwendet und die Ergebnisse von
aBSP (8.4.16) genutzt.

‘ BSP. (8.4.17) ‘ i) Fiir die Funktion f(z) := B2 .sign (cos z) gilt auf dem Intervall [1, 4+00) die Ungleichung

—+o0
|f(z)] < 1/2P =: g(z). Aus BSP. (8.4.16) erhalten wir [ g(z)dr < 4o genau fiir p > 1. Deshalb ist das
1

uneigentliche Integral
+o0

sinz
I::/ — - sign (cos x) dx

1

fiir p > 1 absolut konvergent.
(ii) Wir betrachten auf dem Intervall (0,1] den Integranden f(z) := 5202 Wegen (sinhz)/z > 1 erhalten

wir f(z) > 1/2P~1 =: g(x). Wiederum aus BSP. (8.4.16) resultiert fg(x) dxr = +oo fiir p > 2, so dass das
0

uneigentliche Integral
1

I::/Sinhxdw
xrP
0

fiir jedes p > 2 divergent ist. Hingegen folgt aus der Stetigkeit der Funktion (sinhz)/z im Punkte z = 0 die

Existenz von M := m{%ﬁ] smh’” . Wir haben deshalb 0 < f(z) < M/zP~! =: g(x), und aus BSP. (8.4.16) folgt
TE

fg(a:) dr < +oo fiir p < 2. Das heif}t, das uneigentliche Integral I ist konvergent fiir jedes p < 2.
0

Das Vergleichskriterium kann also unter Verwendung der Vergleichsfunktionaus BSP. (8.4.16) in folgenden Re-
geln zusammengefasst werden, wobei wir nur die obere Integrationsgrenze als uneigentlich betrachten. Analoge
Regeln fiir die untere Integrationsgrenze lassen sich leicht ergénzen.

Konvergenz uneigentlicher Integrale. Es seien a € R und b < +00 gegeben, und die Funktion
f(z) sei stetig auf jedem Teilintervall [a, 5] C [a,b). Dann gelten folgende Implikationen:

+00

() 2P|f(z)| <K C < +ooVz>R>amitp>1 = [ f(z)dz absolut konvergent
foo

(b) zP|f(z)| >C >0V >R >amitp<1 = [ f(z)dz divergent

b
() 0< (b—2)P|f(z)]<C<+4coVz€labmtp<l = [ f(z)drabsolut konvergent
a

b
(d) (b—2)?|f(z)] >C >0V z € [a,b] mit p>1 = [ f(z)dz divergent.




‘BSP. (8.4.18)‘ Wir untersuchen das uneigentliche Integral I := [(1 — 2?)"?dz. Wir setzen f(z) :=

o

(1—2%)7P = (14 2)7P(1 — x)"P. Nun gilt:

I-2)?f(x)]=1+2)P<1Vzel0,1] 9T st konvergent fiir p < 1,

1
(=)'l @) = (1 +2) 7 > 5 Vae0,] @ 1 ist divergent fiir p > 1.

Den Sonderfall p = 1/2 hatten wir bereits in BSP. (8.4.15) behandelt.

+oo
‘BSP. (8.4.19)‘ Wir untersuchen das uneigentliche Integral I := [ (1 + 2?) 7 dz. Wir setzen f(z) :=
0

(14 2?)~P. Dann gilt:
1
2P|f(x))=(1+—=)P<1Ve>1 W T s konvergent fiir p > 1/2,

x?
> 1 1 ®) ;oo N
| f(z)| =1+ =) "> % Ve>1 = T istdivergent fiir p <1/2.
x?
Im Sonderfall p = 1 haben wir
+o00 b
I tany b= —
= = lim arctang b= —.
1+ :n2 b—>+oo b—+o00 H 2
0 0

Das Vergleichskriterium Satz 8.21 ist ein hinreichendes Kriterium fiir die absolute Konver-
genz uneigentlicher Integrale. Es kann beispielsweise nicht verwendet werden bei dem Integral

sin ax

dr, o >0,

o\—é—

X

dessen einfache Konvergenz zum Integralwert 7 /2 bekannt ist, wihrend absolute Konvergenz
nicht vorliegt. Dieses Beispiel passt aber in den Rahmen des folgenden Konvergenzsatzes.

Satz 8.22 Die Funktion [ : [a,+00) — R, a > 0, sei stetig, und es sei F(z) :=

S—y

f(t) dt

beschrdankt:

3C>0: |F(z)|<C <40 YVz>a.

Dann st das uneigentliche Integral

+oo

=

a

fiir alle p > 0 konvergent.

Begriindung: Durch partielle Integration folgt fiir jede Zahl b > a:

b b
'y [F@ g FOL, [F@),

rl+p

b
f@) . _ F@)

P P
a a a

Wegen |F(z)| < C ergibt sich hieraus im Limes b — +o0:

‘/f d‘<C /x1+pzﬁ<+oo




400

‘BSP. (8.4.20)‘ Das FRESNEL-Integral I := [ sinz”dz ldsst sich mit der Substitution u = g(z) :=
0

2?2, du = 2\/udz in das folgende Integral transformieren:

1 s 1 1 s
S u S u Sin u
r=> [ =z [y [ =1+ D
2 ) VaT2) qu2/\/5 u=hit b
0 0 w/2

Die Funktion (sinw)/\/u ist auf dem Intervall [0, /2] stetig, und deshalb existiert das Integral I;. Im Integral
I, setzen wir f(u) := sinw. Dann sind mit a := 7/2 und

F(z) := / sinudu = —cosz, |F(z)| <1
w/2
die Voraussetzungen von Satz 8.22 erfiillt. Dieser liefert die Konvergenz des uneigentlichen Integrals I5.
(VIII) Das Integralvergleichskriterium von Caucny. Mit Hilfe von uneigentlichen Integra-
len kénnen wir jetzt ein Konvergenzkriterium fiir unendliche Zahlenreihen formulieren.
Satz 8.23 (Integralvergleichskriterium)
Fiir festes m € Ny sei f : [m,+00) — R eine stetige, monoton fallende, positive Funktion,

und es gelte a, := f(k)Vk=m,m+1,... Dann haben die unendliche Reihe ioj ap und das

k=m

+00
uneigentliche Integral [ f(x)dx dasselbe Konvergenzverhalten.

Begriindung: Fiir n > m entnimmt man der folgenden Skizze die Abschétzung
n n n—1
Z ak — am < /f(:z:)dw < Z ag.
k=m m k=m

Hieraus erschliefit man die Konvergenz der Reihe, sofern das uneigentliche Integral konvergiert sowie
Divergenz der Reihe, wenn das uneigentliche Integral divergiert. ad

bad 4

m m+l m+2 n

Zum Integralvergleichskriterium

Aus dem obigen Beweisgang erhilt man unter den Voraussetzungen des Satzes 8.23 eine

o0
Fehlerabschitzung fiir den Reihenrest > aj. Fiir jede Zahl N > m und fiir n > N gilt ja
k=N

n

n n—1
Z ap — an </f(x)dx< Z Q.
k=N k=N

N



Im Limes n — +o0 resultiert daraus die FehlereinschlieBung

70f(x) dx < kiak <ay+ 70f(x) dx. (4.5)

‘BSP. (8.4.21) ‘ Wir setzen f(z) := 1/aP fiir z > 1. Fiir p > 0 und & > 1 gilt f'(x) = —pz~P~! <0, so dass
die Funktion f monoton fallend, stetig und positiv ist. Wir konnen das Integralvergleichskriterium anwenden.
Das uneigentliche Integral

+/Ood_ﬁr { 1/(p—1) < +o0 : p>1,

P +00 :p< 1,

1
fiihrt zu folgender Konvergenzaussage:

1 p>1 : konvergent,
Z kP

=1 p <1 : divergent.

‘BSP. (8.4.22)‘ Fiir # > 2 setzen wir f(z) := (Inz)/z?. Dann gilt f'(z) = (1 —2lnz)/2® <0V z > 2
(man beachte 2In2 = In4 = 1.386 > 1). Somit ist die Funktion f monoton fallend, stetig und positiv. Wir
konnen wiederum das Integralvergleichskriterium anwenden. Das uneigentliche Integral

+00 +oo

/ Inzdx part. Int. Inx|+o° dr 1

- — ==-(ln2+1)<
2 T 2 + 2 2(n+) +oo
2 2

ist konvergent, und somit konvergiert auch die unendliche Reihe
— Ink
K
k=2
Problem: Wie grof} ist die Zahl N zu wihlen, damit der Summenwert der obigen Reihe durch die Partialsumme
N-1
> 1}:—2" mit einer Genauigkeit € := 10~° approximiert wird? Lésung: Wir verwenden die Fehlerabschétzung

k=2
(4.5) aus dem Integralvergleichskriterium. Es folgt

F::Zlk N /f dm—ln—N+—(lnN+1) 1072,

k2~ N2 N
k=N
400 400
Man ermittelt mit dem Taschenrechner [ f(z)dz = 1.4816-107° fiir N = 10° sowie ay + [ f(z)dz =
N N

1.7118 - 1076 fiir N = 107, so dass die gesuchte Zahl N zwischen 10° und 107 liegen muss.

8.5 Numerische Integration

Ziel dieses Abschnitts ist es, einige wichtige Verfahren zur niherungsweisen Berechnung eines
bestimmten Integrals
b
I:= / f(z)dx
a

bereitzustellen. Wir gehen in der Regel von der Vorgabe einer reellen, R-integrierbaren Funk-
tion f : [a,b] — R aus. Das Problem besteht in der Bestimmung einer Nidherung @) von I, so
dass der Fehler R = I — @) der Bedingung |R| < € mit gegebener Toleranz ¢ > 0 geniigt.



Definition 8.12 Fine endliche Rechenvorschrift fiir die Berechnung der Zahl @), so dass die
Relation

b
I::/f(x)da::Q—l—R

mit |R| < € bei vorgegebener Toleranz € > 0 gilt, heifit eine Quadraturformel.

Ein einfaches Verfahren zur Konstruktion von Quadraturformeln besteht in der Interpolation
des gegebenen Integranden f durch ein geeignetes Polynom, dessen R-Integral exakt berechnet
werden kann und die gesuchte Nidherung @ liefert. Quadraturformeln auf der Basis dieser
Idee heiflen interpolatorische Quadraturformeln. Sie gehen aus von der Vorgabe einer R—
integrierbaren Funktion f : [a,b] — R in den n + 1 Stitzstellen

a<xg< T <Xy< < Tp_1<xy <Dh, (5.1)

mit den Stitzwerten fy, := f(xx) V k£ =0,1,...,n. Die Konstruktion von Quadraturformeln
besteht nun darin, die Funktion f(x) in den Knotenpunkten (xy, fi) durch ein einfaches Po-
lynom zu interpolieren und danach die Interpolierende exakt zu integieren. Wir werden uns
hier ausschliefllich mit den

NEWTON-COTES—Quadraturformeln

befassen. Diese Formeln basieren auf der Verwendung des LAGRANGE-Interpolationspolynoms
P,(x) in den Knotenpunkten (xy, fi), £ =0,1,...,n. Geméf Satz 6.2 ist das Polynom P, ()
eindeutig bestimmt, und es kann in der folgenden Form dargestellt werden, vgl. Abschnitt 6.2:

Pu(z) = ki foLp(z) mit Ly(z) == H % Vk=0,1,2,...,n. (5.2)

Durch Integration von P, (z) erhélt man jetzt eine Quadraturformel

Q= /Pn(:v) dx = ,; fk/Lk(x) dz =: (b— a) kﬁj wif (zx). (5.3)

a

Definition 8.13 Die nur von den Stitzstellen xg,x1,...,x, und von der Differenz b — a
abhangigen Grifen

b
1
wk::b—/Lk(x)dx VEk=0,1,...,n, (5.4)
—a

heifien Integrationsgewichte der Quadraturformel (5.3) zu den Stiitzstellen xy.

Bemerkung 8.14 Ist f(x) ein Polynom mit Grad f < n, so ist es klar, dass die Quadratur-
formel (5.3) nach Konstruktion den exakten Wert I liefert. Im allgemeinen Fall erhélt man
durch @, eine Nidherung des Integralwertes I mit einem Fehler

Ru[f] ::I—Qn:/f(x) dr — (b—a) S wpfy. (5.5)

Wir werden Beispiele finden, in denen die Quadraturformel (), auch noch einen exakten
Integralwert liefert fiir Polynome vom Grade > n. O



Definition 8.14 FEine Quadraturformel Q),, vom Typ (5.3) besitzt den Genauigkeitsgrad m €
N, wenn @Q,, alle Polynome bis zum Grad m exakt integriert, wobei m maximal sei.

Bemerkung 8.15 Die Quadraturformel (), hat den Genauigkeitsgrad m € N genau dann,
wenn gilt:

R,2’]=0 Vj=0,1,...,m und R,[z™"]#0. (5.6)

Klar, denn dies ist eine Konsequenz aus der Linearitit des Fehlerfunktionals R, [f] beziiglich

f 0

Zusammenfassend hat man den folgenden

Satz 8.24 Gegeben seien n + 1 Stitzstellen xy in der Anordnung (5.1). Dann gibt es genau
eine interpolatorische Quadraturformel

N b
Qn:(b—a)Zwkf(xk) mit wk::bia/Lk(x)da:szO,l,...,n, (5.7)

k=0 a

deren Genauigkeitsgrad mindestens gleich n ist.

Sonderfille: | Wir betrachten dquidistante Stiitzstellen

b —
B o= n“; zj = a+jh, f; = flx;) Vji=0,1,...,n. (5.8)

Es ist in diesem Falle zweckmifig, die Quadraturformel (5.3) in der folgenden Form zu schrei-
ben:

’:]:

Qu=h>opf(z) mit o :/ dt VE=0,1,...,n. (5.9)
0

k=0

Sk,
*
> O

Diese Darstellung ergibt sich aus (5.7) durch die Substitution z = a + ht.

Definition 8.15 Die Formeln (5.9) heiffen geschlossene NEWTON-COTES—Quadraturfor-
meln, da sie sowohl Anfangs— als auch Endpunkt des Intervalls [a,b)] als Stitzstelle verwenden.

Bemerkung 8.16 Da das Polynom Py(z) = 1 von jeder Quadraturformel ),, exakt integriert
wird, haben wir wegen (5.8) und (5.9) stets O

n=> a. (5.10)
k=0

BSP. (8.5.1) | Die Trapez—Regel resultiert aus (5.9) im Sonderfall Die Interpolierende P, (z) ist
eine Gerade durch die Knotenpunkte (a, f(a)), (b, f(b)). Man erhélt mit einfacher Rechnung

b—a

T(h) = Ql = 2

F(a) + FB) =5 [fo + ] (5.11)




» P.(x)
f(x) )

| .
i(atb)=a+h b=at+2h =

QD —_—— e —————
QD
+
>
Il
(op
X
ot - __

Die Trapez—Regel Die SimpsoN—Regel

BSP. (8.5.2) Die SimpsoN—Regel (oder KEPLERsche Fafiregel) erhélt man aus (5.9) im Sonderfall
n = 2. | Die Interpolierende P;(z) ist eine quadratische Parabel durch die Knotenpunkte

@ s (557 (*50)) - 6.s

Man findet in diesem Fall:

b—a

() =02 = 2% @ +47

a+b
2

)+ I0)] = S+ a5+ 2 (5.12)

Es gilt fiir das Fehlerfunktional

=0, Ry[z']#0.

b
3
R2[w3]=/w3dw—b_Ta a3+4<a_2‘_b> +b*

a

Das heifit, die SIMPSON-Regel hat den Genauigkeitsgrad m = 3, obwohl zu ihrer Herleitung nur ein Polynom
vom Grade 2 verwendet wurde.

Die Beobachtung bei der StiMpsoN—Regel, dass der Genauigkeitsgrad m grofler ist als der Grad
des Interpolationspolynoms, trifft allgemein zu, falls n eine gerade Zahl ist. Es gilt dann
m = n + 1. Ist n hingegen ungerade, so gilt stets auch n = m. Wir teilen diesen Sachverhalt
ohne Beweis mit.

Uber die GroBe des Quadraturfehlers R,[f] haben wir folgende Information. Gemif (9.1),
Abschnitt 7.9, leistet die Polynom-Interpolation eine Genauigkeit

(n+1) n
jznfl()g!) on(x) mit @, () = I:I(x — ;).

f(x) = Po(z) =

Dabei ist £ = £(x) € (a, b) unbekannt. Mit dieser Fehlerrelation gelangt man durch Integration
zu folgender Aussage:

Rlf) = gy [ 0@ ()

Die Diskussion dieses Integrals erfordert wegen der Vorzeichenwechsel von ¢, (z) in jeder
Stiitzstelle xy € [a, b] umfangreiche Hilfsmittel. Wir referieren hier nur das Resultat.



Satz 8.25 Gegeben sei die Funktion f € C™*?([a,b]), und es sei n eine gerade Zahl. Dann
betrigt der Quadraturfehler R,[f] der NEWTON-COTES-Quadraturformel (5.9):

b

R.[f] = /f(x) dr — Q, = % FDE), a<&<b K= /x¢n(x) dr.| (5.13)

a

Insbesondere werden Polynome Pp,(x) vom Grade m = n + 1 exakt integriert.

Satz 8.26 Gegeben sei die Funktion f € C™t)([a,b]), und es sei n eine ungerade Zahl.
Dann betrigt der Quadraturfehler R,[f] der NEWTON-COTES-Quadraturformel (5.9):

b

Rulf] = [ (&) de - Q. =

a

b
Ky
mf(nm(ﬁ), a<&<b K,:= /an(x) dz.| (5.14)

BSP. (8.5.3) | (a) Fiir n = 1 erhalten wir aus Satz 8.26

b
K1:/(a:—a)(;r—b)d;r:——(b—a)B:—éh?’.

Mit dieser Beziehung resultiert fiir die Trapez—Regel ein Quadraturfehler

Rilfl= -1 5 O, a<e<b (515)

(b) Fiir n = 2 ergibt sich aus Satz 8.25

b
_ a+b 1 . T
K2—/.Z’(1’ a) (;r 5 )(;r b)dx = 130 (b—a) = 15h .

a

Das heifit, die SiMPsoON—Regel integriert mit einem Quadraturfehler von

Rolfl= -1 5 f9(9), a<g<h. (516)

Wir stellen die NEwTON-COTEs—Quadraturformeln bis zur Ordnung n = 6 in der folgenden
Tabelle zusammen. Dabei wahlen wir die Zahl s € N so, dass 0; := s-«a;, 7 =0,1,...,n,
ganzzahlig wird. In diesem Falle haben wir:

b
Q= [P dr =nY onfi = =2 Yo
s k=0 =S o
n o] n-s R,[f] Name
101 1 2| —h3- é f@(&) Trapez—Regel
21 1 41 6| —h°- & () SiMpsoN—Regel
3] 1 3 3 1 8| —h®- 2 fW(€) | 2-Regel von NEWTON
41 7 3212 32 7 90 | —h" - 52 FO(¢) MILNE-Regel
5019 7550 50 75 19 288 | —h7 - 2B fO)(¢) —
6 | 41 216 27 272 27 216 41 | 840 | —h° - 5= f®(€) WEDDLE-Regel




Fiir n > 8 treten negative Gewichte o, auf, und die NEwTON—COTES-Formeln werden nume-
risch unbrauchbar. Eine Begriindung fiir diesen Sachverhalt ist gegeben durch den folgenden
Satz, der eine Aussage iiber die Konvergenz des Quadraturfehlers R,,[f] trifft.

Satz 8.27 (W.A. STEKLOW)
Es sei eine Folge von interpolatorischen Quadraturformeln gegeben:

b—a

Qn = (b_a)zwlgn)f(xl(fn))) xl(en) ::a+k 7k:0717"'7n; nEN
k=0

Gibt es eine Zahl K, so dass

S wf| <K VneN
k=0

gilt, so konvergiert die Folge Q, fiir jede stetige Funktion f(x) gegen das Integral [° f(x) dz.

Begriindung: Der Quadraturfehler

b
Falf] = [ fl@)dz— Qn

erfiillt fiir jedes Polynom P, (z) vom Grade < n die Relation R, [f] = R,[f — P,], weil wir Interpo-
lationsquadraturen betrachten. Also wird

| B[]

b n
Ral = Pl < [ 1£(@) = Pal@)ldz + (b= ) 3w £ (a"™) = Palaf”)
p k=0

< (b-a)(1+K) max | /(@) = Pu(a)]|.

Da jede stetige Funktion f(z) in dem abgeschlossenen Intervall [a,b] beliebig genau durch Poly-
nome approximiert werden kann (Approximationssatz von K. WEIERSTRASS), braucht man nur n
hinreichend grofl zu wihlen, um den letzten Ausdruck beliebig klein zu machen. Dies fiihrt auf die
behauptete Konvergenz. a

Bemerkung 8.17 Der hiufig vorliegende Fall w,(cn) >0, k=0,1,...,n, fiihrt auf

n n 1

b
Z|w,(cn)|:Zw,(c"):b_a /d:vzl.

k=0 k=0

Also gilt hier K = 1. Bei den NEwTON-COTEs—Formeln sind die Gewichte fiir n > 8 nicht
mehr alle positiv, und auch die Betragssumme der Gewichte l&sst sich nicht mehr unabhéngig
von n durch eine Konstante K abschétzen. Aus diesem Grunde werden die NEWTON-COTES—
Formeln fiir grofle n numerisch unbrauchbar. a

BSP. (8.5.4)| Wir berechnen die beiden Integrale

1 1

1

I == / T dz = % = 7.85398163397448E7 %, I, := /e’” dr =e—1=1.718281 828 459 05ET%°
0 0

niherungsweise mit den NEWTON-COTES—Formeln der Ordnung n = 1 bis n = 6:



Integralwert [; := f:f(w) dzx:

Integralwert [, := f;f(a:) dx:

h Qn Rn[f] Qn Rn[f]
1/1 | 7.500 000000 000E~° |  3.539816 339 744E~2 | | 1.859 140914 230ET°° | —1.408 590 857 7T09E L
1/2 | 7.833333333334E°1 |  2.064830063993E %3 | | 1.718 861151 876E+0 | —5.793 234 174 600E %4
1/3 | 7.846 153 846 152E 701 7.827787822263E79 | | 1.718 540 153 36 1E?0 | —2.583 249020 731E~%
1/4 | 7.855294117648E7° | —1.312483 674 172E~%* | | 1.718 282687 924ET90 | —8.594 658 298 274E~07
1/5 | 7.854696 044 812E 91 | —7.144108377634E % | | 1.718 282312990E+%° | —4.845313292351E %7
1/6 | 7.853927139175E7° |  5.449479921458E7% | | 1.718 281829 517E+00 | —1.058 454 559 134E~%

Insbesondere am Beispiel des Integral I> erkennt man, dass die oben angegebene Fehlergesetzmafigkeit sehr
genau erfiillt wird. Es wird ferner die Aussage des Satzes 8.25 bestéitigt, dass die geschlossenen NEWTON—
COTEs-Formeln gerader Ordnung n wegen ihrer hoheren Genauigkeit stets vorteilhafter sind als diejenigen
ungerader Ordnung.

Summierte NEWTON-COTES—Formeln.

Ist [a, b] ein "groBles” Intervall, das heifit, gilt b —a > 1, so wird die Schrittweite h fiir kleine
Werte n eine relativ grofle Zahl werden. Die Fehler R,[f] in den obigen Formeln werden
somit nicht mehr vernachléssigbar sein. Abhilfe schafft eine Zerlegung des Intervalls [a, b] in
dquidistante Teilintervalle /;. Auf jedem Teilintervall kann nun eine NEwTON-COTES-Formel
@, angewendet werden.

BSP. (8.5.5)| Verallgemeinerte (oder summierte) Trapez—Regel: Man setzt

h::b—a;

N zj:=a+jhVj=0,1,...

,N; Ij ::[$j,1,$j]Vj:1,...,N.

Auf jedem Teilintervall I; wenden wir die Trapez—Regel (5.11) an:

h
Tj(h) == Q1) := 5 [fi—1 + fi]-

Summation {iber 7 =1,2,..., N liefert:
N h N—1
T(h):;Tj(h) =5 f0+fN+2k§::1fk] o fr= foe)- (5.17)

Summiert man die Quadraturfehler (5.15) der Teilintegrale beziiglich I}, so erhélt man eine Fehlerabschétzung

(b—a)
12

Ri[f] = R2f(€), a<E<b. (5.18)

BSP. (8.5.6) | Verallgemeinerte (oder summierte) SIMPSON—Regel: Man setzt

b—a

h:= W, Tj :a+]hV]:0,1,,2N, IJ = [$2(]_1),1'2J] V]:].,Q,

Auf jedem Teilintervall I; wenden wir jetzt die SIMPSON-Regel (5.12) an:

Sj(h) == Qqj := g [foj—2 +4faj-1 + fo5].



Summation iiber j = 1,2,..., N liefert:

N N-1
h
S(h):ZSj(h) =3 Jfot+4fi+ fon +2 (for +2f2k1) | 5 foo == f(@)- (5.19)
j=1 k=1
Der Quadraturfehler ist geméf (5.16) bestimmt durch
b
(b—a) 4

RO, a< € <b.

Rs[f] :/f(:v)dw—S(h) -

a

180

BSP. (8.5.7)| Verallgemeinerte (oder summierte) MILNE-Regel: Man setzt

b_
hi= 4—Na; 2= a+hVi=0,1,...4N; Ij = [m4j_1),2a] Vi=1,2,...,N.

Auf jedem Teilintervall I; wenden wir die MILNE-Regel an:

4h

Mj(h) == Qaj := 90 [7f4(j71) +32f45-3 +12fs5_0 4+ 32fs;1 + 7f4j] .
Summation tiber 7 =1,2,..., N liefert:
al 2h
M(B) =" Mj(h) = 2 [7(fo+ fun) +32(f1 + f) + 12/
=1
N1 (5.20)
+ (14f4k + 32f4k+1 + 32f4k+3 + 12f4k+2) i fr = f(.Z’k)
k=1

Der Quadraturfehler betrigt hier

2(b—a)

6 £(6)
ors (€), a<&<b.

b
Ry[f] = /f(a:) dz — M(h) = —

BSP. (8.5.8)| Zur geniherten Berechnung von

2
I= / 9T 12 = 6.931 471805599 45601
x
1

verwenden wir die summierten Quadraturformeln S(h) und M (h) aus (5.19) bzw. (5.20) fir N =2,3,...,10.
Die numerischen Werte und die Quadraturfehler sind in der folgenden Tabelle aufgelistet:

Berechnung von [ := fab f(z)dz mit summierter SIMPSON— und MILNE-Regel:

N S(h) Ry[f] M(h) Ry[f]

2 | 6.932539682E7°"  —1.067876 940E~* | 6.931479014E~°" —7.209214 250E~%7
3 16.931697931E-1  —2.261260990E~% | 6.931472534E-°1  —7.291843 178E~8
4 16.931545306E7°" —7.350094 7T16E~%¢ | 6.931471942E-°" —1.373715510E~%8
5 |6.931502306E"°1 —3.050129 140E~%6 | 6.931471842E %1 —3.703731832E"°
6 |6.931486622E 1 —1.481649148E7% | 6.931471818E°1  —1.260 095 404E 9
7 | 6.931479838E 91  —8.033151789E°7 | 6.931471810E "% —5.045637 196E 10
8 |6.931476528E-01  —4.722595027E~°7 | 6.931471807E-! —2.279730271E~10
9 |6.931474759E-1  —2.954210961E7°7 | 6.931471806E~°" —1.129003 328E~10
10 | 6.931473 746E- %" —1.941053 198E 7 | 6.931471806E ! —6.026 776 213E 1!




Die obigen Uberlegungen zeigen, dass der Quadraturfehler R, [f] der NEwTON-COTES-Formeln
Qn(h) bei einer Schrittweite h > 0 der Asymptotik |R,[f]| = O(h?) fiir h — 0+ unterworfen
ist. Die Zahl p heit Konvergenzordnung der Quadraturformel @, (h). Hierbei ist die Giite
von @, (h) sicher entscheidend von der Grofle der Potenz p abhiingig. Zum Beispiel hat man
pr =2, ps = 4 und py; = 6 fiir die summierte TRAPEZ—, SIMPSON— bzw. MILNE-Regel. Ist von
einer Quadraturformel @, (h) die Konvergenzordnung unbekannt, so kann sie niherungsweise
wie folgt berechnet werden. Man wendet @, (h) auf das Integral

]::/bf(x)dx

an, dessen exakter Wert I bekannt sei. Es gilt dann
I—Qn(h) =10 Cf.

Falls f(z) durch @, (h) nicht exakt integriert wird, so ist die von h unabhingige Konstante
C'y nicht Null. In diesem Falle erhélt man durch Halbierung der Schrittweite h:

I— Qn(h/2)
Aus dieser Relation folgt ndherungsweise die Konvergenzordnung

Es ist zweckmiBig, sich mehrere Werte fiir p durch wiederholte Halbierung von h zu verschaf-
fen.

BSP. (8.5.9) | Das Integral

~ 27,

8| &

4
I::/ Y —In4=1.38629436111989
1

wird mit Hilfe der summierten Quadraturformeln S(h) und M(h) fir N = 1,2,4,8,16,32,64 numerisch
berechnet. In der folgenden Tabelle sind die nach der obigen Vorschrift bestimmten Konvergenzordnungen pg
und pj aufgelistet. Man erkennt, dass die theoretischen Werte ps = 4 und pp; = 6 sehr genau erreicht werden.

Berechnung von [ := fab f(z)dz mit summierter SIMPSON— und MILNE-Regel:

N S(n) Ry[f] ps M (h) Ry[f] Pm

1.425000 000ET°  —3.870563E792 | ... | 1.389395604E1% —3.101243E7%% | ...
1.391620879ET°  —5.326 518E93 | 2.86 | 1.386483 705E1%0  —1.893445E7%* | 4.03
1.386 804 779ET0  —5.104179E 4 | 3.38 | 1.386 300890ET" —6.529 620E 6 | 4.86
1.386 332 383ET0  —3.802263E % | 3.75 | 1.386294 506ET%° —1.456451E7 | 5.49
16 | 1.386296 874ET0  —2.512957E % | 3.92 | 1.386294 363ET°° —2.571181E%? | 5.82
32 | 1.386294 520E1%0  —1.594703E°7 | 3.98 | 1.386294 361Et?° —4.166 142E~!! | 5.95
64 | 1.386294 371ET%0  —1.000595E798 | 3.99 | 1.386294 361Et?° —7.066919E~!3 | 5.88

O = N =

Offene NEwTON—COTES—Formeln.

Das Intervall [a, b] wird wiederum #dquidistant zerlegt:

b —
hi="—", z:=a+jh j=01,...,n
n



Im Gegensatz zu den geschlossenen NEwWTON-COTEs—Formeln wird die zu integrierende Funk-
tion f(z) nur in den inneren Intervallpunkten z;,xs,...,2, 1 interpoliert und danach die
Interpolierende (also das LAGRANGE-Interpolationspolynom) integriert. Offenbar gibt es nur
im Fall n > 2 innere Punkte. Wir behandeln hier lediglich die beiden Spezialfille n = 2 und
n=3.

‘BSP. (8.5.10)‘ Die Mittelpunkt—Regel oder Tangententrapez—Regel erhilt man fiir n = 2. Die

Interpolierende durch den inneren Punkt 1 = %> ist die Gerade Py(z) := f(21). Somit resultiert
R a+b
Q= (b—a)f(z1); 21=—— (5.21)

Offenbar kann der Rechteckinhalt )§ auch als Flidche des Trapezes interpretiert werden, welches durch die
Tangente an f(x) im Punkte (z1, f(z1)) gebildet wird (siehe Skizze). Dies rechtfertigt den Namen Tangenten-
trapezregel. Der Genauigkeitsgrad ist offenkundig m = 1. Der Quadraturfehler betrigt

Rilf]i=5; b— P f'(6), a<€<b (522

er ist gegeniiber dem Quadraturfehler der Trapezregel etwa halb so grof und trégt entgegengesetztes Vorzei-
chen. Es gelten folglich die Einschlieungen:

f(x) konvex (= f"(x) 20) = @Qf< [ f(z)de <@,

f(z) konkav (= f"(z) <0) = Q1< /[ f(z)dx<Q§.

R R

f(x)

]
]
]
]
]
]
a ab b X a=x, X, X, b=x, X

Die Mittelpunkt—Regel Offene NC—Regel fiir n =3

‘BSP. (8.5.11)‘ Offene NEWTON—COTES—Quadraturformel fiir n = 3. Die Interpolierende P;(z) ist
die Gerade durch die Punkte (z1, f(z1)), (%2, f(x2)), siche obige Skizze. Man erhiilt mit einfacher Rechnung:

b—a
3

s fue=flath), o= fb—h). (5.23)

=21 p) n=

Der Genauigkeitsgrad von ()Y betrigt wiederum m = 1, und der Quadraturfehler ist gegeben durch

R{If] = 1o b - a*£(©), a< €<y (5.24

er ist damit um den Faktor 9 kleiner als bei der Trapezregel, die denselben Aufwand erfordert wie die Aus-
wertung von (5.23).




8.6 Das Lebesgue—Integral

Zur Motivation der folgenden Uberlegungen greifen wir nochmals das BSP. (8.3.8) der DIrRIcH-
LET-Funktion iiber einem Intervall [a, b] auf:

f(z) =

{ 1:2zeQnN]a,b, 6.1)

0 : z € [a,b], irrational.

Wie wir in Abschnitt 8.3 gezeigt haben, ist f(x) nicht R-integrierbar. Ist andererseits die
Menge der rationalen Zahlen im Intervall [a, b] in irgendeiner Numerierung durch {ry,r,...}
gegeben, so definieren wir eine Funktionenfolge

{ L:xze{r,re...,ra},

0 : sonst.

fn(x) = (6.2)

Ganz offenbar gelten die folgenden Eigenschaften: (i) Jim fn(z) = f(z) punktweise auf [a, 0],
und (ii) f,(z) < for1(z) Yo € [a,b] Vn € N.

Definition 8.16 FEine Folge von Funktionen f, € Abb(R,R) konvergiert monoton (fast
iberall) auf [a,b] gegen eine Grenzfunktion f € Abb (R, R), wenn gilt:

(1) lim fo(x) = f(x) punktweise (fast iberall) auf |a,b],

n—o0

(i) fa(@) < fuss(x) (oder fu(z) > fasr(x) Yz € [a,8] Y € N.

Die Treppenfunktionen (6.2) sind gem#$ Satz 8.15 R-integrierbar mit [’ f, (z) dz = 0 fiir alle
n € N. Es liegt nun auf der Hand, der Grenzfunktion f durch die Festsetzung

b b
[ f@)de = Jim [ fu(@)de (= 0)
einen Integralwert zuzuordnen. Dabei steht auf der linken Seite kein R—Integral, denn dieses
existiert ja nicht.

Der hier aufgezeigte Zugang zu einem neuen Integralbegriff soll nun systematisch aufgebaut
werden. Ausgangsbasis ist ein (nicht notwendig beschréinktes) Intervall I C R mit Randpunk-
ten a < b, wobei a = —oo und b = +00 zugelassen sind. Ist I := [a, b] ein endliches Intervall,
so kénnen endliche Zerlegungen 7, von [ erklirt werden, und zu jeder Zerlegung Z, Trep-
penfunktionen ¢, : I — R, vgl. Abschnitt 8.3. Falls I unbeschrankt ist, so definieren wir eine
Verallgemeinerung der Treppenfunktionen:

Definition 8.17 FEine Funktion ¢ € Abb (I,R) heifle eine Treppenfunktion auf I, wenn
ein endliches Teilintervall 1, C I existiert und eine Treppenfunktion t, : I, — R beziiglich
einer endlichen Zerlequng Z,, von I, mit

ta(z) + @€ I,

S0(5”)::{0 cwel\ I,

Es bezeichne T'(I) den Vektorraum aller so definierten Treppenfunktionen auf I.



Eine Darstellung von ¢, (z) findet man in (3.2). Da ¢ € T'(I) aulerhalb eines gewissen Intervalls
I, = [ag, by] verschwindet, folgt aus der Forderung 1, Abschnitt 8.3, stets die Existenz des
R-Integrals

b bo "
/go(x) dr = /tn(x) dor = Zyj|[j|'
a ao Jj=1

Als Grundmenge fiir einen neuen Integralbegriff betrachten wir die Menge LT () = L*(a,b),
die wir wie folgt definieren:

Definition 8.18 Genau dann gelte f € LT(I), wenn es eine Folge von Treppenfunktionen
on € T(I) gibt mit den Eigenschaften

(a) (gon) konvergiert auf I monoton wachsend fast tiberall gegen f,
(b) die Integralfolge (ff ©n(x) d:v) ist (nach oben) beschrdinkt, also auch konvergent.

Bemerkung 8.18 Es ist klar, dass die DIRICHLET-Funktion (6.1) in der Menge L1 (a,b) liegt. Wir zeigen
weiter: Jede Funktion f € Abb(R,R), die auf dem endlichen Intervall [a,b] R—-integrierbar ist, erfiillt f €
L*(a,b). Dazu definieren wir eine Folge endlicher Zerlegungen Z,, := {I,0,In1,...,Inp}, p:=2"—1, von [a,b]
gemif

b—a

Tk :=a+k2—n, k=0,1,....,p+1, Ink = [Tnk, Tnkt1), k=0,1,...,p. (6.3)

A1)

X

Approximation durch Treppenfunktionen

Fiir jedes feste n € N sei die Treppenfunktion ¢, : [a,b] = R beziiglich der oben eingefiihrten Zerlegung Z,
in der folgenden Weise erklért:

Mpr : € Ing, .
= = f = 1 -
on () { fb) : x=b, Mk xler}nkf(w), k=0,1,...,p

Nach Konstruktion gilt ¢, (z) < f(z) fir alle € [a,b] und alle n € N, und die Folge (gon) ist monoton
wachsend. Ist £ € (a,b) ein Stetigkeitspunkt von f, so ist es intuitiv einleuchtend, dass li_>m wn(&) = f(E)
n o0

gelten muss. Gemafl Satz 8.17 bilden die Unstetigkeitspunkte von f eine Nullmenge, und daran &ndert sich
nichts, wenn die oben unberiicksichtigt gebliebenen Endpunkte a,b hinzugefiigt werden. Insgesamt erfiillt

somit die Folge (gon) die Forderung (a) der Definition 8.18. Die Forderung (b) ergibt sich offenkundig aus den
Eigenschaften ¢, (z) < f(x) und aus der Monotonie der Folge (apn):

b

/b‘ﬂn(l‘) dx < /f(a:) dzr < +oo.

a



Die monoton wachsende und nach oben beschrinkte Integralfolge ( fab on(x) da:) ist also konvergent. Wir

zeigen

b b
lim [ p,(z)de = /f(:v) dx. (6.4)

n—o0

In der Tat, es sei K := sup |f(z)| gesetzt. Dann gibt es zu jedem festen € > 0 offene Teilintervalle I, I, . ..
zel

von I der Gesamtlinge < ¢/2K, die die Nullmenge der Unstetigkeitspunkte von f iiberdecken. Dabei darf
getrost angenommen werden, dass die Endpunkte von I, zur Menge der Punkte z,,; aus (6.3) gehéren. Setzt
man M := I, | M| < ¢€/2K, so gilt

k

b

/Qﬁn(ﬂf)dﬂfz Z Mok |[Ink| = Z Mok | Lk | + Z Monke| Lk |-

a Iw€Zn I, NM=0 T NM#£D

Da diei‘unktion f auf jedem abgeschlossenen Teilintervall T mit Iy, "M =0 stetig ist, existiert ein Punkt
Enk € Ly, mit my = ir}f f(z) = f(&ur). Dariiber hinaus folgt aus der Konstruktion:
EASY P Y

€
lim su k| In ‘<K I < <
mow| 5wl <K S <
InkﬂM;élD
und fiir die RIEMANN-Summe Y mx|lnk] gilt:
I,.NM=0
fm S mlul = m 3 Sl = [ f@)d
L. NM=0 InkNM=0 [a,b]\M

Schliefllich haben wir

€

i €
hmsup‘/ on(x dw—/ f(z)dz| < limsup Z mnk|[nk|‘—|—/|f([1;)|dm§ §+§ —¢.
M

n— 00 n—o00 I xMED
Da e > 0 beliebig wihlbar war, resultiert daraus die behauptete Konvergenz (6.4). ad

Die obige Bemerkung motiviert uns nun zu folgender Definition eines Integralbegriffs fiir
Funktionen f € L*(I) = L™ (a,b):

Definition 8.19 FEs sei f € L*(I) gegeben, und es sei (gpn) C T(I) die der Funktion f
definitionsgemdfl zugeordnete Folge von Treppenfunktionen. Dann heiffe die Zahl

/bf(x) dr := Jgrglo/bwn(x) dx (6.5)

das LEBESGUE-Integral (kurz: L—Integral) von f dber I.

Diese Definition bekommt erst dann einen Sinn, wenn die Unabh#ngigkeit des Ausdrucks f: f(z)dz von der
speziellen Wahl der Folge ((pn) gezeigt ist. Dazu verwenden wir den folgenden Satz, den wir hier ohne Beweis

zitieren, man vgl. etwa H. HEUSER, Lehrbuch der Analysis, Teil 2. B.G. Teubner Verlag, Stuttgart 1981, dort
S. 85:

Satz 8.28 Gegeben seien f,g € LT (I) mit zugeordneten Folgen (cpn), (1/Jn) CT(I), und es gelte f < g fast

iberall auf I. Dann folgt
b b

lim [ @p(z)de < le Yn(x) dx

n—oo



Gilt nun f = g fast iiberall auf I, so ergibt sich sowohl lim f: on(z)dr < lim fab ¥, (z)dz als auch
n—o0 n—o0

lim fab Yp(z)dr < lim fab ¢n(x) dr; die beiden Grenzwerte stimmen also iiberein.
n—oo n—o0

Ganz offenkundig ist L™ (I) kein Vektorraum und somit das bisher erklirte LEBESGUE-Integral
kein lineares Funktional. Denn aus f,g € L™ (I) kann i.a. nicht auf f — g € L*(I) geschlossen
werden. Hingegen gelten sicher f + g € L*(I) sowie Af € L*(I) fiir jede Zahl A > 0. Daraus
erhélt man unter Verwendung der Linearitit des R-Integrals in Verbindung mit (6.5):

b

/(f(x)+g(x)) dx:/bf(x)dx+/bg(x)dx, /b)\f(x)dx:)\/bf(x)dx VA>0. (6.6)

a

Definition 8.20 FEine Funktion f € Abb(R,R) heifle auf I LEBESGUE—integrierbar (kurz:
L—integrierbar) genau dann, wenn es g, h € L*(I) gibt mit f = g — h. Das LEBESGUE—Integral
von f ist erkldirt durch

/bf(x) dr := /bg(x) dr — /bh(x) dr. (6.7)

Es bezeichne L(I) die Menge aller so definierten, auf I L—integrierbaren Funktionen.

Bemerkung 8.19 (a) Die Definition (6.7) hiingt nicht von der speziellen Wahl der Funktionen g,h € L*(I)
ab. Gilt ndmlich auch noch f = g; — hy mit gy, h; € LT(I), soist g—h = g; — hy also g+ hy = g1 + h. Somit
folgt aus (6.6)

/abg(:r)d:r—k/abhl(a:)da: = /abgl(a:)da:+/abh(a:)da:, also /abg(:r)da:—/abh(:r)dm

_ /abgl(m)dm —/abhl(m)dm.

(b) Es gilt L*(I) C L(I). Klar, wegen 0 € L*(I) haben wir f = f — 0 € L*(I) fiir jedes f € L™ (I) und
somit auch f € L(I). Ebenso folgt fiir endliche Intervalle I := [a,b], dass L(I) auch die Menge aller auf I
R-integrierbaren Funktionen enthélt. a

Die konkrete Berechnung des L-Integrals einer Funktion f € Abb (R, R) gemé8 der Definition
(6.7) ist offenbar sehr unpraktisch. Genau wie beim R-Integral wird man deshalb Rechenre-
geln fiir das L-Integral herleiten, mit deren Hilfe die Berechnung des L-Integrals von f auf
moglicherweise bekannte Integrale zuriickgefiihrt werden kann.

Wir beginnen zunéchst mit der wichtigsten Eigenschaft des L-Integrals, némlich seiner Inva-
rianz gegeniiber Anderungen des Integranden auf einer Nullmenge.

Satz 8.29 Fir fi,fo € Abb(R,R) gelte f1 € L(I) sowie fi = fy fast tberall auf I. Dann
folgt fo € L(I) und

/bfl(x) dx:/bfg(x) dx.

Begriindung: Zu f; € L(I) existieren definitionsgemif g1, hy € L™ (I) mit f; = g1 —hq. Das L-Integral
von f1 hat die Darstellung (6.7) mit g, h ersetzt durch g;,hy. Setzt man he := hy + (f1 — f2), so
gilt voraussetzungsgemif hy = hy fast {iberall auf I. Ist der Funktion h; die Folge ((pn) C T(I) von
Treppenfunktionen zugeordnet, so folgt aus Definition 8.18, dass dieselbe Folge auch der Funktion



hy zugeordnet ist. Somit gilt hy € LT (I), und wegen fo = gy — he dann auch fy € L(I). Ferner habe
wir

[ = [ awi— [ mwa= [ g@a- [ nee= [ e,

und dies war noch zu zeigen. a
Die folgenden Eigenschaften erhilt man unmittelbar aus der Definition des L-Integrals; ihre

Begriindung liegt nahezu auf der Hand.

Satz 8.30 (a) L(I) ist ein Vektorraum dber dem Koérper R, und das L-Integral ist linear:
Fir f,g € L(I) und X\ € R gelten:

b

/(f(x) +g(r)) do = /bf(x) d$+/bg(x) dz, /bAf(x) da = )\/bf(x) da.

a

(b) Das L-Integral ist ordnungserhaltend: Aus f,g € L(I) und f > g fast iberall auf I folgt

b b b
/f(a:) dr > /g(m) dx, speziell fir g=0: /f(x) dx > 0.

(c) Es seia < ¢ <b. Genau dann ist f € Abb (R,R) auf (a,b) L-integrierbar, wenn dies auf
(a,c) und (c,b) zutrifft. In diesem Fall gilt

/bf(x)dx:/cf(x)dx—i—/bf(x)dx

Wie bei R-Integralen setzt man der Vollstdndigkeit halber noch

b

f(z)dx =0, f(z)dx = — | f(z)dzx, falls a <b.
/ [

a

Im Gegensatz zur RiIEMANNschen Integrationstheorie tritt in der Theorie des L-Integrals der
Begriff eines uneigentlichen Integrals nicht auf, da die Konstruktion des L-Integrals von vor-
neherein auch unbeschrinkte Integrationsintervalle zuldsst. Unterschiede zwischen R~ und L—
Integral konnen daher im Bereich der uneigentlichen Integration auftreten. Wir hatten bereits

o .
in Abschnitt 8.4 vermerkt, dass das uneigentliche R-Integral [ 2% dx zum Integralwert /2
0

einfach konvergiert, wihrend absolute Konvergenz nicht vorliegt. Ein solches unterschiedliches
Konvergenzverhalten von uneigentlichen R-Integralen kann bei L-Integralen nicht auftreten;
wir haben hier:

Satz 8.31 Fiir f € L(I) gilt stets auch |f| € L(I), und es folgt:

b

| [ fla)da] < / 7(@)|d.

a




Begriindung: Wir zeigen zuerst |f| € L(I). Dazu seien fi,fo € LT(I) mit zugeordneten Folgen

(SOn), (1/)n) C T(I) und f = f; — fo vorgelegt. Wegen |f| = max{fi, fo} — min{f1, fo} miissen wir

max{ f1, fo}, min{f1, fo} € LT(I) beweisen. Nun konvergieren aber fast iiberall auf I max{y,, 4y}
und min{yy,, ¥, } monoton wachsend gegen max{fi, fo} bzw. min{ f1, fo}. Dariiber hinaus darf ¢, >
0,%, > 0 angenommen werden. Andernfalls ersetze man fi, fo, oy, ¥, durch f1 — h, fo — h, 0, — h
bzw. 1, — h, wobei h := min{p;, 1} gesetzt sei. Wir erschlieen hieraus noch

[ winton@ pa@de < [ maxton(e)pa@) de < [ (pu(@) + (@) de

Kﬁ@m+fﬁmm

Nun gelten also max{f1, fo}, min{ f1, fo} € L*(I), und somit |f| € L(I). Wegen f < |f| und —f < |f]
erhalten wir mit Satz 8.30(b) schlieBlich auch

[ 1@ar< [(@lan - [ @i < [Cr@la, aso | [ @ ds] < [ 1)

Als eine Folgerung aus diesem Satz stellen wir fest, dass die Funktion 2% auf [0, +00) nicht
L-integrierbar ist.

IN

Eines der wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der L-Integrale sind Aussagen iiber die Ver-
tauschbarkeit von Limes—Prozessen und Integration. Dabei geht es um die Beziehung zwischen
der punktweisen Konvergenz fast iiberall einer Folge ( fn) C L(I) gegen eine Grenzfunktion f

und der Konvergenz der Integralfolge ( 1P fulz) dx) gegen das L-Integral [° f(z) dz, und zwar
ohne die Voraussetzung f € L(I). Wir werden eine entsprechende Beziehung in mehreren
Schritten herleiten. Wir beginnen zunichst mit einem Resultat, welches mehr oder minder
Hilfscharakter hat.

Satz 8.32 Gegeben sei eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen (gpn) C T(I)

mit beschrdankter Integralfolge (ff on () d:v). Dann existiert nh_)r{)lo on =: [ fast dberall auf I,
und es gilt f € LT(I).

Begriindung: (a) Wir zeigen die Existenz eines Grenzwertes nll)rgo on = [ fast iiberall auf I. Ohne

Einschrinkung sei ¢, > 0 vorausgesetzt. Andernfalls ersetze man ¢, durch ¢, — ;. Ferner darf
angenommen werden, dass jedes ¢, in seinen Unstetigkeitsstellen links— oder rechtsseitig stetig ist:
on(x) = @p(2+0) oder = ¢, (z—0) fiirallex € I. Es sei K > 0 mit fab on(z)de < K Vn € N gewéhlt.
Zu beliebigem € > 0 setze man Me, = {z € I : p,(z) > K/e}. Da ¢, ja eine Treppenfunktion ist,
besteht M, im Falle M., # () aus einer endlichen Anzahl disjunkter Intervalle I, I, ..., I,,, und es
gilt

_Z|Ik|<2/(10n d$</(,0n dr < K.

Hieraus erhilt man die Gesamtlinge |M,| = E || < e. Wegen ¢, < @41 ergibt sich M, C
M p+1, so dass die Differenzmenge M, ;41\ Men (sofern sie nichtleer ist) als Vereinigung endlich
vieler disjunkter Intervalle darstellbar ist. Demgeméf ist die Menge M, := U My, als Vereinigung

von héchstens abzdhlbar vielen disjunkten Intervallen Ji, Js, ... darstellbar: Man nimmt zuerst alle
Intervalle der Menge M., danach alle Intervalle der Menge M2\ M1, danach alle Intervalle von M3\
M, usf. Endlich viele Intervalle Ji, Jo, ..., J, sind somit in einer gewissen Menge M., enthalten,



und demzufolge gilt Z |Jk| < |Mem| < €, und zwar fiir jedes n € N. Also ist das Intervallsystem

Ji, Ja, .. langenbeschrankt durch €. Nun ist die Menge N aller Punkte € I, fiir die die Zahlenfolge
(gon(x)) divergiert, sicher in M, enthalten, also eine Nullmenge (wegen der Monotonie muss ¢, ()
im Divergenzfall gegen +o00 streben).

(b) Setzen wir schliefilich

lim ¢, cxel\N,
iy | A \
0 :x €N,
so erfiillt f die Bedingungen (a), (b) aus Definition 8.18. Somit gilt f € L*([). O

Mit diesem Hilfsresultat ist es nun moglich, eine erste Aussage iiber die Vertauschbarkeit von
Limes—Bildung und Integration zu begriinden.

Satz 8.33 Gegeben sei eine monoton wachsende Folge von Funktionen (fn) C LT(I) mit

beschrinkter Integralfolge (f(f fn(x) dx). Dann ezistiert lim fn, =: f € Lt(I) fast diberall auf
1, und es gilt:

n—0o0

lim /bfn(a:) dx:/bf(x) dz. (6.8)

Begriindung: Es existiert ein K > 0 mit f; fn(xz)dx < K fir alle n € N. Fiir festes n € N sei
(‘Pnk) C T(I) die der Funktion f,, € L*(I) zugeordnete Folge von Treppenfunktionen. Die Folge

¢n = max{yj; : j,k = 1,2,...,n} besteht dann ebenfalls aus Treppenfunktionen, und sie ist
offenbar monoton wachsend. Wir haben fast iiberall auf I

b b
ik < fj < fu fiir j <n, und somit gy < fo, / (@) dz < / fal@)ds < K. (6.9)
a a

Satz 8.32 trifft auf die Folge (Lpn) zu: Fast iiberall auf I existiert nhﬂrgo op =: f € LT(I), und

definitionsgeméf gilt
b b
/af(w)dx:nll)rgo/a on(z) dz. (6.10)

Um die Konvergenz nll)rgo fn = f fast iiberall auf I zu zeigen, beachten wir, dass fiir j < n nach

Konstruktion ja ¢;, < ¢, gilt. Im Limes n — oo folgt daraus f; < f auf I\ N;, N; eine Nullmenge.

Setzen wir N := |J Nj, so ist N wieder eine Nullmenge, und es gilt wegen (6.9)
JEN

on < fn<f firallene NaufI\N.

Daraus folgt die behauptete Konvergenz. Integriert man diese Ungleichung iiber I, so folgt unter
Beachtung von (6.10) schliefilich auch noch die Relation (6.8). O

Unser niichstes Ziel besteht in der Ubertragung der Aussagen von Satz 8.33 auf den Funktio-
nenraum L(I). Dazu benétigen wir ein weiteres Hilfsergebnis:

Satz 8.34 Sei f € L(I). Dann existieren zu jedem € > 0 Funktionen g, h € L (I) mit

b
f=g—h, h>0, /h(x)dxge.



Begriindung: Definitionsgemif existiert eine Darstellung f = g; — hy mit g1, hy € LT (I). Sei (gon) -
T(I) die der Funktion h; zugeordnete Folge von Treppenfunktionen, und sei m € N so fixiert, dass
gilt:

b b
OS/ hl(w)d:p—/ om(x)dz <e.

Setzen wir ho := hy — p,, so gilt offenbar hy € LT (I), hy > 0 fast iiberall auf I und f(f ho(x)dx <.
Der nichtnegative Anteil h := h3 unterscheidet sich also nur auf einer Nullmenge von hsy. Deshalb gilt
geméf Satz 8.29 auch h € L™ (I) sowie f; h(z) dz < €. Des weiteren erfiillt g := (g1 — @) + (h — h2)
die Relation ¢ — h = (g1 — om) — (h1 — o) = f. Weil h — hy = 0 fast iberall auf I gilt, folgt aus
g1 — om € LT(I) schlielich auch noch g € L*(I). 0

Wir sind jetzt in der Lage, eines der zentralen Resultate der LEBESGUEschen Integrationstheo-
rie zu beweisen, ndmlich den folgenden

Satz 8.35 (Konvergenzsatz von BEPPO LEVI )
Gegeben sei eine monotone Folge von Funktionen (f,) C L(I) mit beschrinkter Integralfolge

(fab fn(x) da:). Dann ezistiert lim f, =: f € L(I) fast dberall auf I, und es gilt:

i, [ e do = [ 10 do

Begriindung: Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass die Folge ( fn) wéchst

(andernfalls betrachten wir (— fn)) und dass f,, > 0 fiir alle n € N gilt (andernfalls ersetzen wir f,
durch f,, — f1). Unter Hinzunahme von fy := 0 gilt fiir alle n € N die Darstellung

n

fo =D (fx = fem1) mit fr, — fr—1 >0.

k=1

GemiB Satz 8.34 existieren fiir jedes k Funktionen gy, hy € LT (I) mit

b 1
e —fk—1=9k —hk, hi >0, / hi(z) dz < ok
a
n n
und es resultiert g = fr — fx—1+hr > 0. Die Folgen s, := > g; und ¢, := > hj wachsen monoton;
k=1 k=1
es gilt nach Konstruktion
fn =25, —t, sowie s,,t, € LT(I). (6.11)

Wegen
b noorb noq
/ tn(ac)dxzz hk(x)dx§22—k<1
@ k=1

k=179

ist die Integralfolge ( I ; tn(x) dac) beschrinkt, und dies trifft wegen

/abSn(I) dr = /abfn($) dx + /abtn(m) dx

auch auf die Integralfolge (f; Sn(x) dx) zu. Gemifl Satz 8.33 existieren Grenzwerte nll)rglo Sp =:8€E
L*(I) und Jim ¢, =:1 € L (I) fast iiberall auf I mit

b b b b
lim [ s,(z)dx :/ s(z)dz und lim [ t,(z)dx :/ t(z) dx.
a a

n—00 a n—00 a



Nun ist f:=s—t € L(I), und wegen (6.11) folgt

b b
lim f, = f fast uberall auf I, lim / fn(z)dz = / f(z)dzx
n—o0 n— o0 a a
Wir haben alles bewiesen. O

Der Konvergenzsatz von BEPPo LEVI gibt Anlass zu einigen wichtigen Folgerungen, die wir in
dem folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 8.36 (a) Konvergiert die Reihe

Z |fk )dx  mit f, € L(I),

k=174

so konvergiert die Reihe § fr fast dberall auf I gegen eine Grenzfunktion f € L(I), und man
k=1

darf Integration und Summation vertauschen:

kl/fk dx—/ka dx—/f (6.12)

o k=1

(b) Genau dann verschwindet f € L(I) fast diberall auf I, wenn [°|f(z)|dx =0 gilt.

(C) Sind I, I, ... Teilintervalle von I mit aufsteigender Folge I, C I, C --- und I =
U I,, und ist f € Abb(I,R) auf jedem I, L—integrierbar mit beschrdnkter Integralfolge

(fz f(z )|d513), so gilt f € L(I) sowie

/f(x) dx:JLrgo/f(x) dz. (6.13)

Begriindungen: (a) Es bezeichne f,j' bzw. f,~ den positiven bzw. negativen Anteil von f;. Setzt man
n n
Sp 1= Z f,:r und ¢, := Z T s
k=1 k=1

so sind (sn), (tn) monoton wachsende Folgen aus L(I). Wegen

[ srwas< [t [ o< [l

sind deren Integralfolgen voraussetzungsgemifl beschrinkt, so dass jeweils der Konvergenzsatz von
n

B. LevI zutrifft. Da s, — £, = > fi gilt, erhélt man aus Satz 8.35 die oben behaupteten Aussagen.
k=1

(b) Gilt f = 0 fast iiberall auf I, so trifft dies auch auf die Funktion |f| zu. Deshalb gilt gemif
Satz 8.29 fb |f(z)| dx = 0. Ist umgekehrt fb |f(z)| dz = 0, so folgt trivialerweise ff |f(z)|dz = 0.
k=1

Gemif (a) konvergiert dann auch E f(x) = f(x) RIL%O n fast iiberall auf I, was nur moglich ist,

wenn f fast iberall auf 1 verschwmdet



(c) Zunéchst sei f > 0 angenommen, und es sei

f(z) : z €l

h@%:{o L zel\],

gesetzt. Dann ist die Folge ( fn) C L(I) monoton wachsend mit beschrinkter Integralfolge

(ﬂnwmﬂz(ﬁj@m@,

und es gilt le fn = f. Der Konvergenzsatz von B. LEVI garantiert nun f € L(I) sowie die behaup-
n oo

tete Relation (6.13). Gilt aber nicht f > 0, so benutze man die Darstellung f = f* — f~ und wende
das soeben Bewiesene auf f* und f~ an. O

Eine der wesentlichen Voraussetzungen zum Konvergenzsatz von B. LEvI ist die Monotonie
der Folge (fn) und die Beschréinktheit der Integralfolge (f,f fn(x) dx). Im néchsten Satz — der
sicher zu den wichtigsten Resultaten der LEBEsGUEschen Integrationstheorie zdhlt — 16sen wir
uns von diesen Voraussetzungen.

Satz 8.37 (LEBEsGcUEscher Satz von der dominierten Konvergenz)
Gegeben sei eine Folge von Funktionen (f,) C L(I), und es existiere nlg& fu = f fast dberall

auf I. Gibt es dariiber hinaus eine integrable Majorante g € L(I) mit |f,| < g fir alle n, so
gilt f € L(I) sowie

hmiM@MzKﬂ@m. (6.14)

n— 00

Begriindung: Es bezeichne N die Nullmenge aller z € I, fiir die ( fn(ac)) nicht gegen f(x) konvergiert.
Wir setzen

o inf{f(z), fn+1(z),...} : ¢ €I\ N,
gn(z) =

0 : x €N,

sup{ fn(x), fne1(x),...} : €I\ N,
) {Op{f()f+1() }ioeiy

Nach Konstruktion wichst die Folge (gn(m)) fir jedes z € I\ N monoton; und wegen ihrer Be-
schréinktheit nach oben (nfimlich durch g(z)) muss sie konvergieren; ihr Grenzwert kann keine andere
Zahl als f(x) sein. Ebenso konvergiert die monoton fallende Folge (hn(ac)) fiir jedes z € I\ N gegen
f(z). Ganz analog wie in Satz 8.31 zeigt man, dass die Funktionen w,j := min{ fy, fnt1,--., fotk} in
L(I) liegen. Halten wir n fest, so ist die Folge (unk) monoton fallend mit lergo Upk = g fast iiberall

auf I. Aus |f,| < g folgern wir iiberdies —g < u,; < g, und somit durch Integration auch
b b b
—/ g(x)dacg/ unk(x)dxg/ g(z) dzx.
a a a
Das heifit, die Integralfolge ( f(f Uk (1) dac) ist bei festem n beschrinkt, so dass der Konvergenz-

satz von B. LEvI auf g, € L(I) fithrt. Ganz entsprechend erhilt man h, € L(I). Die fast uiberall
konvergenten Folgen (gn), (hn) sind iiberdies integralbeschénkt:

fm@ﬂﬁﬁ%@mﬁf%@ﬂgfh@m



Wiederum aus dem Konvergenzsatz von B. LEVI erhalten wir fiir die Grenzfunktion f € L(I) die
Ungleichungskette

b b b b b
/a f(x)dx = nlg{.lo/a gn(z)dx < nlg{.lo/a frn(x)de < nlg{.lo/a hin(x) dx = /a f(x)dx,
also die behauptete Relation (6.14). O

Bemerkung 8.20 Wie in der RiEMANNschen Integrationstheorie erkldrt man das L-Integral
komplexwertiger Funktionen f : I — C auch durch Trennung von Real- und Imaginérteil.
Ist f = u + iv mit reellen Funktionen u,v € L(I), so gelte definitionsgeméf f € L(I) sowie

b b

/bf(x) dr := /u(x) dx+i/v(x) dz.

a a

Mit dieser Zuordnung kénnen die meisten Aussagen aus der LEBESGUEschen Integrationstheo-
rie (sofern keine Monotonie-Eigenschaften von f involviert sind) direkt auf komplexwertige
Funktionen f iibertragen werden. Ganz speziell gilt der LEBEscUEsche Satz von der dominier-
ten Konvergenz ohne Einschrinkung fiir f € Abb (I, C). O

BSP. (8.6.1) | In der Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen spielen hiufig Parameter—
Integrale vom Typ

J(R) = —

=g / e”(t;R)f(z(t; R))dt, =z(t;R):= Re" = R(cost+isint), R >0,
T Jo

eine Rolle. Wir nehmen f(z(-; R)) € L(0,) fiir jedes R > 0 sowie |f(2(t; R))| < K fiir alle ¢ € (0,7) und
alle R > 0 an. Zu berechnen ist der Grenzwert Rlim J(R). Dazu verwenden wir Satz 8.37. Auf dem Intervall
—00

I:=(0,m) gilt sint > 0 V¢ € I, und die Konstante K ist wegen

eiz(t;R)f(Z(t;R))‘ — e—Rsint|f(Z(t;R)| <K
eine integrable Majorante. Dariiber hinaus strebt

lim
R— o

et R £ (2 (¢ R))‘ =0, punktweise fiir alle ¢ € (0, 7).

Der LEBESGUEsche Satz von der dominierten Konvergenz liefert somit

1 [7 , 1 ("
lim J(R) = / lim ") 1 (=(t; R) i = o / 0dt =0,
0 0

R—o0 o 2 R—o00 ™




Kapitel 9

Funktionenfolgen und
Funktionenreihen

9.1 Potenzreihen

Wie in Abschnitt 7.6 ausfiihrlich erértert wurde, kann eine Funktion f € Abb (R, R) unter
bestimmten Voraussetzungen in Punkten xy € D(f) in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden:

1) =3 1 £ (=)

Diese Reihe ist ein Spezialfall von allgemeineren Reihen in der Form

P(z) =Y ar(x —x0)*, ar € K gegeben. (1.1)
k=0

Hier bezeichne K wieder den Koérper der reellen (K := R) bzw. der komplexen (K := C)
Zahlen.

Definition 9.1 Fine Reihe in der Form (1.1) heiffe eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt
oder Mittelpunkt xo und Koeffizienten ay.. Insbesondere hat eine Potenzreihe mit Entwicklungs-
punkt xo = 0 die Form

P(z) =Y ap2* =ap+ a1z + aga® + - -- (1.2)
k=0

Bemerkung 9.1 Die Substitution £ := x — x¢ fiihrt Potenzreihen der Form (1.1) stets in
Potenzreihen der Form (1.2) iiber. Es geniigt daher, sich ausschlie8lich mit Potenzreihen vom
Typ (1.2) zu befassen. O

¥ an, so entscheidet das Wurzelkriterium

Setzen wir in (1.2) neue Koeffizienten Ay := axx
o0

(Satz 3.15) dariiber, ob die Reihe Y- Aj absolut konvergent ist oder divergent, und zwar je
k=0

nach Gréfle des Grenzwertes
q :=limsup /| Ag| = lim sup {/|ag||z|F = |z| lim sup \/|ag]|.
k—00 k—oc0 k—00
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Wir fiithren die von x unabhéngige Grofie

(1.3)

1
pi= —————
lim sup /| a|

k—o0

ein. Dann folgt aus der Konvergenzaussage des Satzes 3.15 und aus der Bedingung (2.8) in
Abschnitt 3.2:

¢g<1 & |z|]<p : Reihe (1.2) ist absolut konvergent

g>1 < |z|>p : Reihe (1.2) ist divergent.

Der Fall ¢ = 1 bleibt mit dem Wurzelkriterium unentscheidbar. Offensichtlich ist es véllig
ohne Belang, ob die Variable z reell oder komplex ist. Die Zahl p legt im Reellen wie im
Komplexen in gleicher Weise den Konvergenz— und Divergenzbereich der Reihe (1.2) fest.

Definition 9.2 Die der Potenzreihe (1.2) durch die Vorschrift (1.3) zugeordnete Grofse p > 0
heife der Konvergenzradius der Reihe (1.2). Dabei seien die Fille ¢ := +o00 und — := 0 mit
einbezogen. Im Fall p = +o00o heifle die Potenzreihe (1.2) bestéindig konvergent.

Die folgenden Aussagen ergeben sich unmittelbar aus der Vorbetrachtung.

Satz 9.1 Es sei p der Konvergenzradius der Potenzreihe (1.2). Dann konvergiert die Potenz-
reihe (1.2) in jedem Punkt x innerhalb des KonvergenzkreisesK,(0) := {z € C : |z| < p},
und sie divergiert fir |x| > p, also auferhald K,(0). Im Fall p = 0 konvergiert die Reihe
nur im Punkt x = 0 zum Summenwert ay. Auf der Kreislinie |x| = p ist keine allgemeine
Konvergenzaussage moglich. Existieren die Grenzwerte

1 . ag
p = —————— und/oder po i= lim
lim 1/ |ag| koo tak 41

k—o00

b

so gilt py = p = pa.

Dieser Satz reflektiert lediglich die Konvergenz— und Divergenzaussagen der beiden Sitze 3.15
und 3.17 (Wurzel- bzw. Quotientenkriterium).

Im

Divergenz- —
-

bereich 3

N\

/ Bereich absoluter \
I Konvergtlenz 1P

»
»

\ ) Re

\ /
A S 7 keine allg.
~ ~®_Konvergenz-
aussage

Der Konvergenzkreis einer Potenzreihe

BSP. (9.1.1) | Wir betrachten die Potenzreihe P(x) := > z—j Es gilt hier

p:= lim k%% = lim e®*™Mk/kF =0 =1 VaeR.
k—o0 k—o00



Deshalb resultiert fiir jedes a € R.:

|z| <1 : absolut konvergent,

oo [I,'k
P(z) =) T {
k=1

|z| > 1 : divergent.

Fiir z € R lassen sich in den Randpunkten = = £1 auch noch Konvergenzaussagen treffen:

konvergiert V a > 1 (Integralvergleichskriterium),

o]

=

[
aMg
Z|=

?~
Il
-

_1)k
k-a

o)
L
i
M8

konvergiert V o > 0 (LEIBNI1Z—Kriterium).

B
Il
MR

BSP. (9.1.2)| Wir betrachten die Potenzreihe P(z) := " a* z* fiir a € R. Es gilt hier

k=0
0 :|al>1,
p:= lim |a| ™% = lim e # el = 1 :la =1,
k— o0 k— 00
+o0 : Ja] < 1.

Dementsprechend ist der Konvergenzkreis /,(0) entweder leer (|a| > 1) oder der Einheitskreis (Ja| = 1) oder
die ganze komplexe Ebene (Ja| < 1).

o0
BSP. (9.1.3)| Wir betrachten die Potenzreihe P(z) := Y apz* mit aj := cosh k. Es gilt hier
k=0

ek ek . 1+ e 2k 1

=lim —— = —.
ko0 e + e~ (2k+1) €

= lim ———
Q41 ‘ k—oo ekt + 67(k+1)

= i ‘
= fim,

Bemerkung 9.2 (a) Uber das Verhalten der Potenzreihe auf dem Rand |z| = p des Konver-
genzkreises K,(0) wird in Satz 9.1 keine Aussage getroffen. Eine Analyse des Konvergenzver-
haltens auf diesem Rand ist Sache der Funktionentheorie. Die reellen Randpunkte z = £p
sollte man — sofern dies moglich ist — einer gesonderten Betrachtung unter Verwendung der in
Abschnitt 3.2 diskutierten Konvergenzkriterien unterziehen, siehe auch Satz 9.10.

(b) Die Funktionen fy(z) := a,z¥, k € Ny, sind besonders gutartig hinsichtlich der Differen-
zierbarkeitseigenschaft f € C*°(R). Wir werden im néichsten Abschnitt die Frage diskutieren,

wie sich diese Eigenschaften von f; auf die Reihe %oj fr(x) iibertragen. 0
k=0

9.2 Gleichmaflige Konvergenz

Wir betrachten in diesem Abschnitt Funktionenfolgen ( fk(x))keN unter der Voraussetzung,
0

dass die Funktionenfamilie fj : D(fx) — K einen nichtleeren gemeinsamen Definitionsbereich
hat:
0#D:= () D(fx) CR.

kENy

Definition 9.3 (a) Die Menge K := {x € D : klirn [ () existiert} heifle der Konvergenz-
—00

bereich der Funktionenfolge (fk(x))keN .
0



(b) Wir definieren die Folge der Partialsummen

sp(x) == i:fk(x), neN, ze€D.
k=0

Die Menge K := {x € D : Jim sp(x) existiert} heiffe der Konvergenzbereich der Funktio-
nenreihe Y. fr(x).
k=0

BSP. (9.2.1)| Essei fy(z) :=2* V2 € D:=R, k € Ny. Wir haben offenbar

1 tx =1,
lim fi(z) = 0 Dzl < 1,
k—o00
divergent : x ¢ (—1,+1].

Der Konvergenzbereich der Funktionenfolge (fk (:r))k N ist das Intervall K := (-1, +1].
k€No

A yA

»
»

Der Konvergenzbereich der Folge (z%);>¢

BSP. (9.2.2) | Essei fi(z) := (sinkz)/k*V 2z € D :=R, k € N. Wegen
N sinkzr| = 1
DIE S EDI-REE
k=1 k=1

&)

konvergiert die Funktionenreihe Y fi(z) fiir alle 2 € R sogar absolut. Der Konvergenzbereich der Funktio-
k=1

nenreihe ist K := R.

Auf dem Konvergenzbereich K wird durch die Zuordnungen
F(z) = klgl; fr(z) bzw. F(z):= kz::ofk(x), reK,

eine Funktion F': K — K erklirt. Wir fragen nach den Stetigkeits— und Differenzierbarkeits-
eigenschaften, die von den Funktionen f; auf die Grenzfunktion F' vererbt werden. Das obige
BSP. (9.2.1) zeigt schon die Problematik auf. Obwohl jede Funktion fi(z) = z* zur Klasse
C>(R) gehort, ist die Grenzfunktion F unstetig. Ahnliche Beispiele lassen sich auch fiir
Funktionenreihen angeben. Wir wollen nun den Konvergenzbegriff so abidndern, dass eine
konvergente Folge (oder Reihe) stetiger Funktionen auch eine stetige Grenzfunktion besitzt.



Definition 9.4 Die Funktionenfolge (fk(x))keN heifle auf der Menge K C R gleichmiBig
0

konvergent gegen die Grenzfunktion F(x), wenn gilt:

Ve>03dN=N(e) : sup|F(x) — fe(z)|<e Yk >N. (2.1)

zeK

o0
Die Funktionenreihe Y. fr(x) heifle auf der Menge K gleichm#Big konvergentgegen die
k=0

Grenzfunktion F(x), wenn die Folge der Partialsummen s,(x) := i fr(x) dies tut.
k=0

Bemerkung 9.3 Im Unterschied zur gewéhnlichen oder punktweisen Konvergenz fi(z) —
F(z) hingt die Zahl N(¢) in der Bedingung (2.1) nicht von der Stelle z € K ab. N(e¢) kann
eben gleichmifig beziiglich © € K gewiahlt werden. Geometrisch bedeutet diese Bedingung,
dass alle Funktionsgraphen G(f;) ab dem Index & = N(e¢) in einem e-Schlauch um den

Funktionsgraphen G(F') verlaufen. O
yA
i F(x)
I
I >
! | F-g X
[
a K:=[a,b] b X
Der e—Schlauch der gleichméfligen Nicht gleichmiflige Konvergenz
Konvergenz der Folge fi(z) := 2%

BSP. (9.2.3)| Wir behaupten, dass die Folge fi(z) := z'*%/* auf dem Intervall K := [0,1] gleichmiifig
gegen die Grenzfunktion F'(z) := x konvergiert. Denn mit Hilfe der Differentialrechnung bestimmt man das

k
Maximum der Funktion g(z) := 2 — 2'**/* an der Stelle 7 := (kL_H) € K. Es folgt hieraus:

sup lite) =) =000 = (5) (1= 1) < (- ) = <o VR Vo = ¢

BSP. (9.2.4)| Wir hatten in BSP. (9.2.1) gezeigt, dass die Funktionenfolge fi(z) := z* auf dem Teilinter-
vall K := [0, 1] punktweise gegen die Grenzfunktion
{ 0:zel0,1),

Fla) = 1:z=1

konvergiert. Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichmdjig. Die obige Skizze zeigt, dass jede Funktion fi(z) den
e-Schlauch um die Grenzfunktion F(z) an der Stelle z := €'/ € K verlisst, sofern 0 < € < 1 gilt.

Fiir Funktionenreihen existiert ein einfaches Kriterium, mit dessen Hilfe die gleichméfige
Konvergenz nachgepriift werden kann:



Satz 9.2 (WEIERSTRASS Kriterium )

Die Funktionenreihe Z fr(x) konvergiert gleichméaBig auf der Menge K gegen die Grenz-

funktion F(x), wenn es eme Zahlenfolge (ay)ren, 9ibt mit den Eigenschaften

o0
i) |fe(z)| <arVaxe KVEkeN,, (ii) X ax konvergiert.
k=0
[e.°]
Begrindung: Wegen (ii) existiert zu jedem e > 0 eine Zahl N(e) mit > ay < e. Hieraus folgt fir
k=N+1
alle n > N (e):
o0
sup |F(x) — sp(x |—sup‘ Z fr(z ‘ Z sup |fr(z)| < Z ap < €.
zeK €K p=nt1 k=n+17EK k=N+1
Dies ist aber gerade die Bedingung der gleichméfligen Konvergenz. O

Wir setzen fi(z) := (cos(Qk + 1)7ra:)/(2k +1)2, z € R, k > 0. Dann gilt |f(z)| <

o0

(2k +1)"2 =: ar, YV = € R, und die Reihe Y ay ist konvergent. Also sind die Bedingungen (i) und (ii) des
k=0

WEIERSTRASS—Kriteriums erfiillt, welches die gleichméfige Konvergenz der Funktionenreihe

1 cos(2k + )z
F == — R
(2) =3 W2Z @kr1z 0 TN

garantiert. Mit Hilfe der Theorie der FOURIER-Reihen (Stoff der Ing.—Math.IIT) wird gezeigt, dass die Grenz-
funktion F(z) die stetige, periodische Funktion

F(z) =|z|Vze[-1,+1], F(zx+2)=F(z)VzeR,

F(x) 5 L
7 ~
7/ AN
/ 72N
[ r) R
' »
\
W /
N /
~ _
Die Funktion F(z) :=|z|, z € [-1,+1], Zur gleichmifligen Konvergenz
mit periodischer Fortsetzung von Potenzreihen

Flz+2)=F(x)VzeR.

ist, siehe obige Skizze. Mit dieser Kenntnis kann F'(x) insbesondere an der Stelle z = 1 ausgewertet werden.
Es gilt F(1) =1, und mit cos(2k + 1) = —1 resultiert

0 2

Z 1 _ ™
72 = —.
L (2k+1)? 8

Potenzreihen sind spezielle Funktionenreihen. Mit Hilfe des WEIERSTRASs-Kriteriums zeigt
man die folgende Aussage iiber die gleichméfBige Konvergenz.



o0
Satz 9.3 FEine Potenzreihe P(z) := Y. apa® konvergiert gleichmiBig auf jeder abgeschlosse-
k=0
nen Kreisscheibe K,(0) := {z € C : |z| < r} vom Radius r < p, wobei p den Konvergenz-
radius der Potenzreihe P(x) angibt.
Begriindung: Wir haben in Satz 9.1 gezeigt, dass die Potenzreihe P(x) fiir || = r < p absolut

konvergiert. Also ist die Reihe E |lay|r* konvergent, und wegen |ayz*| < |ag|r* V z € K,(0), k € Ny,
sind die Voraussetzungen (i) und (ii) des Satzes 9.2 erfiillt. O

Wir zeigen, dass bei gleichméfBiger Konvergenz Stetigkeitseigenschaften der Funktionen fi ()
auf die Grenzfunktion F'(x) vererbt werden. In diesem Sachverhalt liegt die besondere Bedeu-
tung der gleichmifiigen Konvergenz.

Satz 9.4 (a) Konvergiert die Folge stetiger Funktionen fi : K — K auf dem Intervall K :=
[a, b] gleichm&Big gegen eine Grenzfunktion F(z), so ist F: K — K stetig.

(b) Fir eine Folge stetiger Funktionen f, : K — K konvergiere die Funktionenreihe Z fr(x)
auf dem Intervall K := [a, b] gleichmé&Big gegen eine Grenzfunktion F(x). Dann ist F K —
K stetig.

(c) Die Grenzfunktion P(x) := io: apx® einer Potenzreihe ist auf dem gesamten Konvergenz-
kreis K,(0) ={z € C : |z| < p}:sotetig.

Begriindungen: (a) Wir fixieren g € K und beachten, dass auf Grund der Stetigkeit von f; die
Relation JHE |fe(z) — fr(zo)| = 0V k € Ny gilt. Wir withlen nun zu € > 0 eine Zahl N (¢) gemif der
0

Vorschrift (2.1). Dann gilt fiir alle & > N (e):

|F(2) = F(xo)| < |F(z) = fe(@)| +1fe(x) = fr(zo)| + | fr(zo) — F(zo)].
o P

~~

<e <e

Hieraus erhilt man 0 < limsup |F(z) — F(z¢)] < 2¢ ¥ € > 0, und das ist bereits die behauptete

T—TQ

Stetigkeit der Funktion F'.

(b)Da die n—te Partialsumme s,(x) := E fr(z) auf dem Intervall K stetig ist, folgt aus der
gleichméfligen Konvergenz s, () — F(x) dle Stetlgkelt der Grenzfunktion F' gemif (a).

(c) Es sei zg € K,(0) fest gewéhlt. Setzt man r := (|zo| + p)/2 < p, so konvergiert die Potenzrei-
he P(z) nach Satz 9.3 gleichmiiflig auf der abgeschlossenen Kreisscheibe K, (0). Wegen (b) ist die
Grenzfunktion P(z) dort stetig, also insbesondere stetig im Punkt zo € K,.(0). O

Bei gleichméBiger Konvergenz vererben sich auch die Eigenschaften der R-Integrierbarkeit
und der Differenzierbarkeit von fi(x) auf die Grenzfunktion F(z).

Satz 9.5 Die Funktionen fr : K — K seien auf dem Intervall K := [a, b] R-integrierbar, und
die Funktionenreihe Z fr(x) konvergiere auf K gleichm#Big gegen die Grenzfunktion F(x).

Dann st auch F aufK R—integrierbar, und es gilt

/bm)dx:/b(ifk( dx—z/fk (2.2)

o k=0 k=07

Das heifst, eine gleichm#Big konvergente Funktionenreihe darf gliedweise (bestimmt) inte-
griert werden.



n
Begrindung: Da die Folge der Partialsummen s,(z) := > fr(z) nach Voraussetzung auf K gleich-
k=0
mifBig gegen die Grenzfunktion F'(z) konvergiert, gilt

Ve>03 N =N(e) : sup |sp(z) —sm(z)| < sup |sp(z) — F(z)|+sup |F(z) —sm(z)| < 2eVn,m>N.
TEK €K

reEK
(2.3)
Wir setzen

Sy, 1= /bsn(x) dr = zn:/fk(w) dr, n € N.

Dann folgt aus (2.3) fiir n,m > N(e):
b
1S — Syl < /sup 150 () — sm()] d < 2¢(b— a).
teK
a

Das heifit, die Zahlenfolge (Sn) N C K ist eine Caucuy—Folge, und ihr Grenzwert
n
S=3% / fe(w) dz € K

k=07

existiert. Dariiber hinaus gilt wegen (2.3) noch |S — Sp,| < 2e(b—a) V¥ m > N(e). Wir zeigen hiermit
b

S = [ F(z)dxz. In der Tat, es gilt fiir m > N (e):
a

b b b
‘/F(x)dac—S‘ < ‘/F(x)dm—sm‘+|5m—5| g/féllgw(t)—sm(t)|dac+2e(b—a) < 3¢(b — a).

Im Limes € — 0+ folgt hieraus:

S:/bF(x)dx:/b(ifk( dac—Z/fk

5 k=0 k=07

Bemerkung 9.4 Da sich die Funktionenfolge (fk (x))keN als Folge der Partialsummen s, (x)
0
(fk( ) — fr_1(x )) mit f_; = 0 schreiben ldsst, gilt der obige Satz 9.5 auch fiir Funk-

tlonenfolgen Falls unter den Voraussetzungen von Satz 9.5 die Konvergenz fi(z) — F(x) auf
dem Intervall K gleichmé&Big erfolgt, so ist die Grenzfunktion F' R-integrierbar, und es giltO

hm/f;~C dx—/ (z) du.

BSP. (9.2.6) | Die Funktionenreihe Y 5 sin % konvergiert geméf dem WEIERSTRASS—Kriterium gleich-
k=1
maiafig fiir alle z € R. Wir kénnen Satz 9.5 anwenden und erhalten

T
oo

1
/(Zk—sm—) ZkQ(l—cos—)
0 k=1
Die Konvergenz dieser Reihe erschlieit man aus dem asymptotischen Verhalten
) T z?
k (].—COSE) NQ_]{;S’ k>>].



Hitte man hingegen die Funktionenreihe unbestimmt integriert unter Verwendung der Stammfunktion

o]
—k* cos 5 = [ sin % dz, so wire die resultierende Reihe — > k? cos 75 fiir kein = € R konvergent.
k=1

Merke: Satz 9.5 gilt im allgemeinen nicht mehr bei unbestimmter Integration.

Satz 9.6 Die Funktionen fr : K — K seien auf dem Intervall K := [a,b] differenzierbar,
und die Ableitungen f; seien auf K R—integrierbar. Falls die Funktionenreihe Y. fi(x) auf K
k=0

gleichmiBig konvergiert und falls die Reihe Y- fip(xo) wenigstens fir ein o € K konvergent
k=0

ist, so ist die Grenzfunktion F(z) := ioj fr(x) auf K differenzierbar, und es gilt
k=0

= (,i fk(x))l = ;i filz) Ve K. (2.4)

Das heifit, die Funktionenreihe darf gliedweise differenziert werden. Eine entsprechende Aus-
sage gilt auch fir die Grenzfunktion F(x) der Funktionenfolge (fk(x))keN . Falls die Ablei-
0

tungen fi auf K R-integrierbar sind und eine gleichmaBig konvergente Folge bilden, falls
ferner klim fr(xo) = F(xy) fir wenigstens ein vo € K gilt, so ezistiert die differenzierbare
—00

Grenzfunktion F(x) = klirn fr(x), und es gilt
—00

F'(z) = Jim fi(z) Ve K.

o0
Begriindung: Die Funktionenreihe Y. f;(z) darf wegen Satz 9.5 gliedweise integriert werden:
k=0

[ (5 o) ar=3° (1)~ ion). 2

zo

2.9
Die Funktionenreihe Y fi(z) ist konvergent, da dies nach Voraussetzung auf die obige Reihe und
k=0

o0
die Reihe Y fi(zp) zutrifft. Dariiber hinaus gilt:
k=0

:ka kaxo —|—/ dt r €K,
k=0

und durch Differentiation erhilt man daraus die Relation (2.4). O

BSP. (9.2.7)| Esseien fi(r) und F(z) die Funktionen aus BSP. (9.2.3). Durch gliedweise Differentiation

erhalten wir . .
4 N sin(2k + 1)z
w2 kzzofk(x)_ﬂ'kz:% 2k +1 )

Fiir diese Reihe kann die gleichméﬁige Konvergenz auf K := [—1, +1] nicht nachgewiesen werden. Deshalb darf
die Funktion F(z) := |z| = 5 — =% Z fi(z) auf K nicht differenziert werden. In der Tat, im Punkt z = 0 exi-

stiert keine Ableitung F'(z), wihrend — 25 E f;(0) = 0 liefert. Betrachten wir hingegen die Funktionenreihe
k=0

SDNGEDY %/’“ z € K i= [0,+00),
k=1

k=1



so konvergiert nach dem LEIBNIZ-Kriterium die Reihe
fe(0) = .
2O

k=1

o0 o0
Wegen > |fr(z)] < X 1»3% < +oo erhalten wir tiberdies auf K die gleichmaflige Konvergenz der Funktio-
k=1 k=1

e

nenreihe ) f;(x). Aus Satz 9.6 folgt deshalb

k=1
/ S / = (_l)k —z/k
Flz)=) filz)==) —=e , v € K.

k k

o0
Liegt speziell eine Potenzreihe P(z) := Y axx” vor, so sind die Funktionen fi(z) := axx”® von
k=0

jeder Ordnung stetig differenzierbar. Dieigliedweise differenzierte Potenzreihe

o0 o

> apkzt = > ap(k+ 1)z"

k=1 k=0
ist wiederum eine Potenzreihe, und deren Konvergenzradius

. _1 . _1
(h;n sup /|ag41|(k + 1)) = (hzn sup 1/ |ak+1|) =p
— 00 —00

ist derselbe wie der Konvergenzradius der Ausgangsreihe P(z). Wegen Satz 9.3 konvergiert nun
die gliedweise differenzierte Potenzreihe gleichmifig auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe
K, (0) vom Radius 7 < p. Somit ist Satz 9.6 anwendbar:

P'(z) = (Z akxk), =Y apka* .
k=0 k=0

Wenden wir diese Uberlegungen nochmals auf P'(z) an, danach auf P”(z), und so fort, so
erhalten wir die folgende Aussage:

2.9
Satz 9.7 Die Grenzfunktion P(x) einer Potenzreihe Y. apa® ist innerhalb des Konvergenz-
k=0

kreises K,(0) beliebig oft stetig differenzierbar. Ihre Ableitungen P™(x) lassen sich durch
gliedweise Differentiation bestimmen:

Plz) = > apka®,
k=1
P'(x) = apk(k — 1)z*2,
2 (25)

> k
PM(z) = Zak< )n!xk_", n € N.
k=n n

Jede dieser Reihen hat wiederum denselben Konvergenzkreis K ,(0).

Aus der Bezichung (2.5) ergibt sich speziell P (0) = nla,, und somit a, = = P™(0) V n €
Ny. Es gilt also

P(x) =Y —P®(0)s* V€ K,(0),

und folglich



Satz 9.8 Jede Potenzreihe ist auf dem Konvergenzkreis die TAYLOR-Reihe threr Grenzfunk-
tion.

In Erweiterung des Integrationssatzes 9.5 fiir allgemeine Funktionenreihen diirfen Potenzrei-
hen auch unbestimmt integriert werden:
Satz 9.9 Die Grenzfunktion P(z) der Potenzreihe . apx® hat auf dem Konvergenzkreis

k=0
K,(0) eine Stammfunktion F(z) := [ P(x)dx. Diese kann durch gliedweise Integration aus
der Ausgangsreihe gewonnen werden:

/P )dr = Zak/x dx— k+1xk+1. (2.6)

Der Konvergenzkreis der Potenzreihe (2.6) ist wiederum K,(0).
Begrindung: Die Potenzreihe (2.6) hat den Konvergenzradius

-1 1 -1
li ke |a’k| — li k li k = .
(mowe {/575) = (i, {f gy e Vlewl) =

—_————
=1

Wir konnen Satz 9.7 auf diese Potenzreihe anwenden. Durch gliedweises Differenzieren erhélt man

F'(z) = P(z) Vz € K,(0). O

Der Satz 9.4 trifft eine Aussage iiber die Stetigkeit der Grenzfunktion P(z) := E arz® nur

im Inneren der Kreisscheibe K,(0). Beziiglich der Stetigkeit in den Randpunkten x = +p gilt

der folgende

Satz 9.10 (ABELscher Grenzwertsatz)

Ist die Potenzreihe P(z) :== Y. apa® auch noch fir x = +p oder x = —p konvergent, so ist
k=0

die Grenzfunktion P(x) in dem betreffenden Punkt x = +p stetig:

P(+p) = xlirilp Z akl‘k.
k=0

Wir verzichten hier auf eine Begriindung und verweisen stattdessen auf die Standardliteratur, zum
Beispiel H. HEUSER, Lehrbuch der Analysis, Teil 1. B.G.Teubner Verlag, Stuttgart 1980, S.379.

Mit den hier angegebenen Sitzen konnen in einfacher Weise die TAYLOR-Reihen zahlreicher Elementarfunk-
tionen berechnet werden. Wir werden dies in einer Reihe von Beispielen aufzeigen.

BSP. (9.2.8)| Bestimme die TAYLOR-Reihe der Funktion F(z) := In(1+2z) im Entwicklungspunkt o = 0.
Lésung: Es gilt F'(0) = 0 sowie

(m(+2) = lix =S (-1kak ¥l < 1.

k=0

Unter Verwendung von Satz 9.9 erhélt man daraus

T

In(1+42z) = F(z) — F(0) = i(—l)k/tk dt = i% kLY x| < 1.
k=0 0 k=0




oo
Nach dem LEIBNIZ-Kriterium ist auch die Reihe ) ( = +)1 konvergent, so dass wir aus dem ABELschen Grenz-

wertsatz die Stetigkeit der Grenzfunktion F(z) im Punkt x = 1 erschlieffen. Wir folgern

Nk
F(l)=n2=>)_ (k+1)1'
k=0

BSP. (9.2.9)| Bestimme die TAYLOR-Reihe der Funktion F(x) := arc tangz im Entwicklungspunkt
xo = 0. Ldsung: Es gilt F(0) = 0 sowie

' 1 0
(arc tany m) “Tia - Z(—l)km% Yzl < 1.
k=0
Unter Verwendung von Satz 9.9 erhilt man daraus
T
_ _ _ - k[ 2k gy — (—1)F 2k+1
arc tang x = F(x) F(O)—Z( 1NN dt—z2k+1w Vz| < 1.
k=0 5 k=0

In den Punkten z = +1 ist wiederum der ABELsche Grenzwertsatz anwendbar:

_ _T_N D
F(1) = arc tanyg 1 = 1= kz_o 1 - e tang (—1).
T
‘BSP (9.2.10) ‘ Bestimme die TAYLOR-Reihe der Gauss-Fehlerfunktion F'(x) :=erfz = % [e " dt im
0

Entwicklungspunkt zo = 0. Ldosung: Es gilt F'(0) = 0 sowie

roo2 2 22k
(erf:n) —\/_ WI; k' VzeR.
Unter Verwendung von Satz 9.9 erhilt man daraus
erfx = F(z) — ii /t?‘kdt 2 i 1 v eR
ﬁk—o k! Wkok'2k+1 '
= 0

z .
‘BSP. (9.2.11)‘ Bestimme die TAYLOR-Reihe des Integralsinus F(z) := Si(z) := [ %2t dt im Entwick-
0
lungspunkt zo = 0. Ldsung: Es gilt F'(0) = 0 sowie
(Si(w)), _ Sz f: 7)16 *k ¥z eR.
B = (2k +1)!

Unter Verwendung von Satz 9.9 erhilt man daraus

z oo

. N 1)k 2k 1)k 2k+1
Sz(m)ZF(a:)—F(O)—kz%ﬁ/t"dt:kz_o(%+(1)!()2k+l)m"+ VieR.
/ -

Die Frage, ob verschiedene Potenzreihen auf demselben Konvergenzkreis dieselbe Grenzfunk-
tion haben kénnen, beantworten wir in dem folgenden

Satz 9.11 (Identitétssatz fiir Potenzreihen)
Die beiden Potenzreihen P(z) := E arz® und Q(z) == 3 bra® seien konvergent in K,(0),

k=0
p > 0. Genau dann haben wir Glezchhezt P(z) = Q(z) YV z € K,(0), wenn a, = b, ¥V k>0
gilt.



Begriindung: Gilt a = by ¥ k > 0, so ist trivialerweise P = Q. Gilt umgekehrt P(z) = Q(z) V z €
K,(0), so nehmen wir an, es sei N € Ny der kleinste Index, fiir den an # by erfiillt ist. Dann folgt

o0

P(z) —Q Z ar — b)z* ¥z € K,(0).

Wird diese Identitit durch 2 dividiert, so folgt danach im Limes z — 0 die Bedingung ay = by,
entgegen der Annahme ay # by. O

Auf dem Identititssatz beruht die Methode des Koeffizientenvergleichs: Gelten fiir dieselbe
Funktion P(z) zwei Potenzreihenentwicklungen

S aprt = P(x) = bk,
k=0 k=0

so folgt stets ar, = by V k£ > 0.

‘BSP. (9.2.12) ‘ Bestimme die TAYLOR-Reihe der Funktion F(z) := tanz im Entwicklungspunkt zo = 0

mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten. Lisung: Da F(x) eine ungerade Funktion ist, setzt
man eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten in der folgenden Form an:

oo .

’ sinz

P(z) :=tanz = E apx?tl = —2
k=0

cosz’

Unter Verwendung der bekannten Potenzreihenentwicklungen von sinz und cosz erhilt man mit Hilfe des
CaucHYy—Produktes zweier Reihen:

oo

k=0

oo
mzk) . (Zakm2k+l)
k=0

n 2n 2k 2n+1

- Sy b wen= 3o

k=0 n=0 k=0

Durch Koeffizientenvergleich resultiert nun die folgende Rekursionsformel:

n

—1)k Fo(-1
% = 2_:0 ((2n;! ap—n Yk € No.

Aus dieser Formel konnen die unbestimmten Koeffizienten a;, sukzessive berechnet werden. Man verifiziert mit
einigem elementaren Rechenaufwand die folgenden Zahlen:

S S T
ag = ) a1_37 0,2—3-5, a3_32_5‘77
und hieraus folgt
23 225 1747 (=1)"227(22" — 1)Bay, o,
t — oL .. n— ..
ar=rt ot gyt gy ot (2n)! ot

Die hier verwendeten Zahlen Bs, sind die BERNOULLI-Zahlen:

Definition 9.5 Gegeben seien Zahlen t € R und z € C mit |z| < 2w. Die in der Potenzreihenentwicklung
t too j
e z
— = > B(t) ] (2.7)
j=0

auftretenden Polynome B;(t) mit Grad B; = j heifflen BERNOULLI-Polynome. Die Zahlen

Bj:=B;(0) Yj=0,1,..., (2.8)

heiffen BERNOULLI—Zahlen.



Bemerkung 9.5 Die ersten BERNOULLI-Zahlen sind:

Stets gilt Bo,11 =0V n € N.

Der Konvergenzradius der nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten berechneten Potenzreihe ist im
allgemeinen schwierig zu bestimmen. Sicher wird der Konvergenzradius p im Fall der Reihe

Ooamk_P(ﬂf)
kZ:O k - Q(CE)’ Q(O)#O)

hochstens bis zur betragskleinsten Nullstelle der Funktion Q(z) reichen. Im Beispiel der Tangens—Reihe gilt
also sicher p < 7/2. ad

Aus Satz 9.7 folgt unmittelbar, dass die Grenzfunktion P(x) einer Potenzreihe auf dem Kon-
vergenzkreis K,(0) eine C*°~Funktion ist. Es wére umgekehrt falsch zu glauben, dass jede
C*°—Funktion f(z) auch eine Potenzreihenentwicklung zuldsst. Formal darf man in jedem
C*®—Punkt z, die TAYLOR—Reihe

S L) (2 - mo)t
k=0 """

der Funktion f(z) hinschreiben, jedoch braucht diese Reihe fiir keinen Wert = # x4 die
Funktion f(z) darzustellen. Wir hatten diese Tatsache bereits in Abschnitt 7.7 diskutiert.
Dort wurde die Funktion
0 =0,
oLl

exp ( — m—Q) cx#0
genannt mit den Eigenschaften f € C*(R) sowie f*)(0) = 0 Vk € Nj. Die formale TAYLOR-
Reihe Y- & f®(0) 2 = 0 stellt die gegebene Funktion f(z) nur im Punkt zo = 0 dar. Wir
k=0 "
erinnern an Satz 7.20. Dieser besagt, dass die C*°~Funktion f(x) genau dann an der Stelle

xp in eine TAYLOR-Reihe entwickelbar ist, wenn fiir alle  in einer Umgebung des Punktes x,
gilt:

lim Ry, (;70) = limy % Frg) = 0. (2.9)

Im obigen Beispiel ist diese Bedingung nur im Punkt xy = 0 erfiillt. Es gilt allgemein der
folgende

Satz 9.12 Zu gegebener Funktion f € C™([a,b]) existiere eine Zahl M > 0 mit der Eigen-
schaft |f®)(z)] < M < 400 ¥V © € [a,b] V k € Ny. Dann gilt an jeder Stelle vy € (a,b) die
TAYLOR-FEntwicklung

oo

fa) =Y % F® (20 (z — 20)* ¥z € [a,b].

k=0

Begrindung: Wir zeigen, dass das LAGRANGE-Restglied die Bedingung (2.9) erfiillt:
_ $0|n+1

0 < lim |Rp(z;20)] = lim MV(HH)@” <M lim lz = @™ _
— poyoo T AT 0 n—00 (n—|-1)! - n—00 (n-|-1)!

Wir treffen in diesem Zusammenhang die folgende



Definition 9.6 FEine Funktion f heifie in dem Intervall [a,b] analytisch, wenn f(x) in jedem
Punkt xq € (a,b) in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Die Klasse der iber dem Intervall [a, b]
analytischen Funktionen bezeichnen wir mit C*(a,b).

‘BSP. (9.2.13) ‘ Die Funktion f(z) := sinz gehort zur Klasse C*(R). Denn wegen

|cosz| <1 : k gerade,

P ()] = {

|sinz| <1 : k ungerade,

sind die Voraussetzungen zum Satz 9.12 mit M = 1 erfiillt.

LANDAU-Symbole

In vielen Féllen geniigt es, eine gegebene Funktion f(x) durch ihr TaAyLor—Polynom T),(x)
vom Grade n im Entwicklungspunkt xg zu ersetzen. Zum Beispiel liefert

IIJ3

x
Ts(x) := 1—|—az+§+€ ~ e’ =: f(z)

fiir ¥ — 0 eine ausreichende Niherung der Exponentialfunktion. Zur Beschreibung dieses
Sachverhaltes, das heifit, zur Beschreibung des asymptotischen Verhaltens einer Funktion

f(z) in der N&he eines Entwicklungspunktes, verwendet man die LANDAU-Symbole:

Definition 9.7 Auf der Menge X C R seien Funktionen f,g : X — R gegeben, und es sei
xo ein Hdufungspunkt von X.

(a) Falls der Grenzwert _lim Lﬁ”; = 0 existiert, so schreibt man

Xoz—x0 9(=

flz) = o(g(m)) fir x — o, (sprich: klein oh von g(x)).

(b) Falls |58

g9()

< M < +o0 in einem Intervall (xg — €,z + €) N X gilt, so schreibt man

f(z) = (’)(g(x)) fir x — xo, (sprich: grof$ oh von g(x)).

Zum Beispiel: Die TAYLOR-Formel mit LAGRANGE-Restglied kann unter geeigneten Voraus-
setzungen an die Funktion f mit Hilfe der obigen LANDAU-Symbolik formuliert werden:

fl@) =" = f®(o) (z — zo)* + O(|a: — :v0|”+1) fiir © — .

Wir haben speziell fiir f(z) := e® und z := 0:

. 1'2 " il 1'2 " " .
e :1+x+5+---+m+(’)(x ):1+x+5+---+m+o(x ) fir x — 0.

Mit der LANDAU—-Symbolik kénnen asymptotische Rechnungen hiufig eleganter dargestellt werden.

‘ BSP. (9.2.14) ‘ Umgehung der Regeln von L’HOSPITAL:

. 242 —2>—-2 . 2-2z+2°-23/3+0(@@*)+2x—-2>-2  —1/3+0(2)
lim - = lim =lim ———~ =2,
20 sinx — x &0 x—a3/6+O(z5) —x z—0 —1/6 + O(x?)




Wir haben hier entsprechende TAYLOR-Entwicklungen fiir e~ und sin z eingesetzt.

‘BSP. (9.2.15)‘ Der Umfang Lg) einer Ellipse mit den Halbachsen a,b > 0 kann nicht mehr elementar
berechnet werden. Wie in Ing.—Math.III zu begriinden sein wird, hat man

LE11:2/\/1+y’2(:n)d:n

mit y(z) := (b/a)va® — z? und y'(z) = —bz/(ava® — z2).

Ya

y:+% a-X

Zum Umfang einer Ellipse

Fiihrt man die numerische Exzentrizitit ¢ := (a? — b?)/a?, a > b, ein, so erhilt man
[ 22
a? — ez
Lgn =2 / P dx
—a

Dieses Integral transformieren wir mit Hilfe der Substitution x = g(t) := asint, dz = a cost di:

w/2 w/2
Lgn = 2a / V1=e2sin?tdt = 4a / V1 —e2sin®tdt =: 4a E(e).
—m/2 0

Hierin bezeichnet E(e) das vollstindige elliptische Integral 2. Gattung, vgl. Abschnitt 8.3, BSP. (8.3.4).
Dieses Integral ist nicht mehr elementar darstellbar. Fiir runde Ellipsen € < 1 (das heift fiir a & b) kann der
Integrand nach Potenzen (esint)* entwickelt werden:

w/2
_ L, . 9 I 4.4 1-3 6.6 1-3-:5 5.3 10)
Lgy = 4a/(1 5 € sin” ¢ 5.4°¢ sin™ ¢ 2_4_66 sin® ¢ 2-4‘6‘86 sint + O(e™”) ) dt

0

B 1, 3, 5 , 175 4 .
= 2”“(1 1€ 61 T m6° Te3’ "0 ))'

In der Geodésie verwendet man hiufig die Naherungsformel

b
Lgn = 7T(3a_2'_ - \/E) + O(e%).

Warum diese Formel fiir ¢ — 0 tauglich ist, folgt aus den asymptotischen Entwicklungen

a+b  a 5\ 1, 4 , 8 4 320 4 10
5 = 2(”v1 6)_“(1 1€ 76 " m6¢ " Te3sac TOL ))’

1 6 14 616
b = o &1 2 1 4_ 6 _ 8 10
ab = av1-—e¢ a(l 1€ " 51 " 96° " Te3mdc + O(e ))

Mit diesen beiden Entwicklungen erhalten wir:

a+b 6ra 10 8
71'(3 5 vab) Bll = Jeaer € + O(e"”) = O(e°)




Kapitel 10

Lineare Differentialgleichungen

10.1 Lineare Differentialoperatoren

Bezeichnet X C R ein Intervall oder eine endliche Vereinigung von Intervallen, so hatten wir in
Abschnitt 7.3 bereits festgestellt, dass mit jeder der Funktionenklassen

CF(X;K) := C¥(X) := {f € Abb(R,K) : f ist k-mal stetig differenzierbar auf X}, k € Ny,

ein Vektorraum iiber dem Korper K (= R oder := C) vorliegt. Diese Aussage trifft in gleicher Weise
auf die Funktionenklasse

C®(X):= [ C*"X)
k€ENp

zu. Entsprechende Feststellungen kénnen auch fiir die Klassen C*(X; K") vektorwertiger Funktionen
und fiir die Klassen C*(X; K("™") matrizwertiger Funktionen getroffen werden.

Wir hatten ferner in Abschnitt 5.2 gezeigt, dass in Vektorrdumen der Begriff der linearen Abbildung
sinnvoll erklért werden kann. Wiahrend lineare Abbildungen in endlichdimensionalen Vektorrdumen
genau mit den Matrizen identifiziert werden konnen, ist die Mannigfaltigkeit der linearen Abbildun-
gen in den unendlichdimensionalen Vektorriumen C* erheblich gréfier. Wir bezeichnen nachfolgend
wie in Abschnitt 7.3 mit D den Differentialoperator D := d/dz. Ist C* einer der Vektorriume C*(X),
C*(X;K") oder C*(X;K(™™), so ist die Abbildung

Ck+1—>0k,
: { f+— Df:=f" oder punktweise f(z)— (Df)(z):= f'(z)Vz e X,

fiir jedes feste k € Ny linear. Ebenso ist die p—fache Hintereinanderausfithrung von D linear, und
zwar fiir jedes feste k € Ny und jedes p € N als Abbildung

, Ccktr — Ok,
: { f = DPf:= f®) oder punktweise f(z)— (DPf)(z):=fP(z)Vz e X.

Wir setzen noch vereinbarungsgemifi D° := Id.

|BSP. (10.1.1)| Mit Hilfe der LrisNiz-Regel aus Satz 7.7 erhalt man fiir p € N:

D7 (e sinz) = Xp: (?) (D sinz) (DPJe*) = Xp: <§’> Disinz

=0 M j=0

= ¢ (sinx+ (?) cos T — (12)) sinx — <§> cosa:+---+Dpsin:n).

210



Dieses Beispiel legt es nahe, auch lineare Abbildungen von der Form a(z)DP zu betrachten. Fiir
a € C(X;K) ist durch

a(x)Dp'{ CcP — CY,
| f(2) = ale) (DPf)(2) = a(z) fP)(2) V2 € X,

in der Tat eine lineare Abbildung erklért.

Beachte jedoch: Fiir L := a(z)DP? ist die Hintereinanderausfithrung L? := Lo L im allgemeinen nicht
mehr erklirt, da selbst bei Vorgabe von f € C*, k > p, stets nur Lf € C° gilt. Verbessert man aber
die Eigenschaften der Koeffizientenfunktion a(z), zum Beispiel durch die Forderung a € C?(X;K),
so ist auch L? erklirt. Insbesondere sind fiir a € C*°(X;K) alle Potenzen L* erklirt.

‘ BSP. (10.1.2) ‘ Wir betrachten den Differentialoperator L := e*D?. Es gilt hier

L? = (e*D?) (e*D?) = ¢” D*(e*D?) = e® D(e*D? + e D?) = €?* (D? 4 2D? + D*).

Nun folgt zum Beispiel L? sinx = €%* (-~ sinxz — 2cosx + sinz) = —2e?? cos .

Wir kénnen Ausdriicke in der Form a(x)DP durch Linearkombinationen miteinander verkniip-
fen. Auf diese Weise lassen sich neue lineare Abbildungen definieren:

Definition 10.1 Sind Funktionen a; € C(X;K), j =0,1,...,n, gegeben, so heifle

Ly =3 0()D' = au()D" + an 1()D"" + -+ + a1 () D + ()
j=0

ein linearer gewohnlicher Differentialoperator n—ter Ordnung . Die Abbildung

I { cn — C°,
@) = (Laf) (@) = an(@) fO(2) + -+ an (@) f1(2) + ao(e) fa) Vo € X,

1st linear.

Bemerkung 10.1 (a) In den Nullstellen der Koeffizientenfunktion a,(x) hat der Differential-
operator L, nur noch eine Ordnung < n — 1. Um diesen Ordnungsabfall auszuschlieflen, setzt
man in der Regel a, () # 0V x € X voraus. Da der Operator L,, in diesem Fall auch durch
an(z) dividiert werden kann, darf man ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
L, in der kanonischen Form

n—1
Ly =) aj(x)D’ + D" = D" + a, 1(z)D" " + - - 4 a1 (x) D + ao(x) (L.1)
j=0

vorliegt. Sind die Koeffizienten a;(z) = a; € K Konstanten, so liegt der Sonderfall eines
linearen gewoOhnlichen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten vor:

n—1
Ly:=Y a;D’+D"=D"+a, D" ' +---+a;D +a. (12)
j=0

(b) Sind Ly, und L, lineare gewéhnliche Differentialoperatoren der Ordnungen m bzw. n:

n—1
Ly:=> aj(x)D'+D™, L,:= bi(x)D’ + D",
j=0



so sind die Komposita L,, o L,, bzw. L, o L,, wiederum lineare gewhnliche Differentialope-
ratoren der Ordnung n + m, sofern die Koeffizientenfunktionen die Differenzierbarkeitseigen-
schaften a; € C"(X; K) und b; € C™(X;K) haben. Man beachte

Ly, 0oLy, # Lyo Ly, (LnoLm)f7'é (me) (Lnf)

(b) Eine Ausnahme von der ersten Ungleichung liegt bei linearen gewohnlichen Differential-
operatoren mit konstanten Koeffizienten vor. Solche Differentialoperatoren erfiillen stets O

Limo Ly =Ly o Ly (1.3)

‘ BSP. (10.1.3) ‘ Es seien Ly := D —4 und Ly := D? + 3D — 2 gesetzt. Dann erhilt man fiir jede Funktion
feC3]X):

Li(Lof) = (D—4)(f"+3f —2f) = f" +3f"—2f —4f" —12f' +8f = (D*> — D*> — 14D + 8)f,
Ly(Lif) = (D*+3D—=2)(f —4f) = f"+3f" —2f —4f" —12f' +8f = (D*> — D* — 14D + 8)f.

Im Sinne der gewohnlichen Multiplikation findet man auch formal

LiLy = (D —4)(D*+3D—2)=D?—-D?-14D +38.

Merke: Fiir lineare gewohnliche Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizien-

ten n )
Ln = Zaj DJ, (079 7£ 0,
j=0
gelten dieselben Rechengesetze wie fiir Polynome P,()\) := i a; . Insbesondere
=0

gelten die Regeln fiir das Rechnen mit binomischen Ausdriicken. Zum Beispiel gilt
der binomische Lehrsatz

D=0y =3 () oy

j=0 \J

10.2 Lineare Differentialgleichungen n—ter Ordnung

n—1 .
Definition 10.2 Ist L, : C" — C" mit L, := Y aj(x)D? + D™ ein linearer gewdhnlicher
=0

Ji
Differentialoperator n—ter Ordnung, und ist f € C° gegeben, so heife eine Gleichung in der
Form

Loy = f (2.1)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung (DGI) n—ter Ordnung fir eine gesuchte Funk-
tion y(x). Ist f =0, so heifle die Gleichung (2.1) homogen , sonst inhomogen. Fine Funktion
y € C™(X) heifle auf der Definitionsmenge X C R eine Lésung der DGI (2.1), wenn gilt:

(Loy)(x) = f(z) Vo e X.




‘BSP. (10.2.1) ‘ Auf der Menge X := R\ {+1 /2} sei der lineare Differentialoperator 2. Ordnung Lo :
C?(X) — C°%(X) in der folgenden Weise erklért:

2z(1 + 22?) 2(1 + 222) 2z(1 + 22?) 2(1 + 22?%)
Lo = D2 D— L — o I
2 T 1—2z2 0 V=V T T o VT T e

Man priift durch Einsetzen sehr einfach nach, dass die beiden Funktionen yi(z) = z und ys(z) := e®
Losungen der homogenen DGI Loy = 0 sind. Das allgemeine Problem besteht immer in der Bestimmung
aller Losungen der inhomogenen DGI Loy = f.

Da der Operator L,, eine lineare Abbildung ist, konnen Aussagen der linearen Algebra auf die
hier vorliegenden linearen DGIn iibertragen werden.

Satz 10.1 Se:i L,, ein linearer gewohnlicher Differentialoperator n—ter Ordnung. Dann gilt:

(a) Die Lisungen yp, € C™ der homogenen DGl L,y = 0 bilden einen Unterraum Kern L, von
cn:

Loy =0=Lyy, = L,(Ayi+py) =0V A\pueK.

(b) Ist y, € C™ eine partikulire Losung der inhomogenen DGl L,y = f, so ist die Lisungsge-
samtheit der DGl L,y = f der affine Unterraum

L(DGl)=y,+KemmL, ={ye C" : y=y,+y, mit y, € Kern L, }.

Die Begriindung erfolgt ganz analog zum Satz 5.8.(d) fiir lineare Gleichungssysteme.

Zum Beispiel: Wir betrachten das BSP. (10.2.1): Gem#8 Satz 10.1 ist yp(z) := Ciz + Cye®” fiir beliebige
C; € K ebenfalls Losung der homogenen DGI Loy = 0. Also gilt span {z, em2} C Kern Ls.

Es bleibt die Frage zu beantworten, welche Dimension der Losungsraum Kern L,, der homo-
genen DGI L,y = 0 hat. Hierzu ist es erforderlich, die lineare Abhingigkeit von Funktionen
iiber einer Definitionsmenge X C R zu untersuchen. Es ist nicht immer einfach, iiber die
lineare Abhéngigkeit (LA) eines Funktionensystems fi, fa,..., fn bzw. iiber dessen lineare
Unabhiéingigkeit (LU) eine Aussage zu treffen.

‘BSP. (10.2.2)‘ Die Funktionen fi(z) := sin®z und fy(z) := cos’z sind LU auf ganz R. Denn aus

Cysin?z + Cycos?z =0V € R folgt C; = 0, wenn o = /2 gesetzt wird, und Cy = 0, wenn z = 0 gesetzt
wird. Hingegen sind die Funktionen f; (), fo(z) und f3(x) := cos 2z LA, denn es gilt ja cos® z —sin? x —cos 2z =
0VzeR.

Im Sinne einer Analyse nehmen wir an, das Funktionensystem fi, fa,...,f, € C" 1(X) sei LA.

n
Dann existieren Zahlen Cy,Cy,...,C, € K mit Y |C}| > 0 derart, dass gilt
j=1

n
chf](flf) =0VzelX.
j=1
Diese Identitit differenzieren wir sukzessive (n — 1)-mal, so dass das lineare Gleichungssystem
n
S i) =0, k=01,....n-1, z€X, (2.2)
=1

entsteht. Das System (2.2) hat genau dann fir alle z € X nichttriviale Losungen C1,Cy, ..., Cy,
wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet:

fi(z) fo(z) o falT)
filz) f3(z) o fo(@)
W (z) = det | /1(®) 7 () o f(@) =0 VzeX. (2.3)

0@ @ - (@)



Definition 10.3 Die dem Funktionensystem fi, fa, ..., fn € C" 1 (X) zugeordnete Determi-

nante
fi(z) fo() e ful(®)
fi(z) f3(@) e (@)
W(x) := I'(2) 5 () e fa(@) , v€X,

@) 5 @) e D ()
heifle die WroONSKI-Determinante von fi(z), fo(z),..., fu(z) auf der Menge X .

Wir erhalten aus dieser Vorbetrachtung sofort das folgende Resultat:

Satz 10.2 Ist das Funktionensystem fi, fa,...,fn, € C" Y (X) auf der Menge X LA, so
gilt W(z) = 0 Va € X. Gilt hingegen W(x) # 0V = € X, so ist das Funktionensystem
fi, fay ooy fn auf der Menge X LU.

Bemerkung 10.2 Die Bedingung W (z) # 0V z € X ist lediglich hinreichend fiir die lineare
Unabhingigkeit eines Funktionensystems fi, fo, ..., fn € C"7'(X). Wie wir in BSP. (10.2.2)
festgestellt haben, sind die beiden Funktionen fi(x) := sin?z und fy(z) := cos?x auf der
Menge X := R LU, wihrend die WRONSKI-Determinante

sin? x cos® x

W(x) = : . = —2sinxcosx = —sin 2z
2sinzcosr —2sinzcosx

fiir jedes x = kn/2, k € Z, verschwindet. a

‘ BSP. (10.2.3) ‘ Das System der Monome 1, z,z2,...,2", n € N, ist LU auf jedem Intervall X C R. Denn
es gilt fiir die WRONSKI-Determinante:

1 = 22 23 ..
1! 2z 322 -+ nz"!
2! 3lz -+ n(n—1)z"2
W(z) = 3 - nn—1)(n—2)gn3 | =012l £0 VzeR.
@] n!

Da das Funktionensystem der Monome in jedem der Vektorriaume C*(X) enthalten ist, resultiert

dim C*(X) = 0.

‘BSP. (10.2.4) ‘ Es seien y1,ys € C?([a,b]) zwei Losungen der homogenen DGI1

Loy == y" + a1 (x)y" + ao(z)y = 0.

Dazu existiere ein Punkt zo € [a,b] mit W(zo) # 0. Wir zeigen, dass dann die Funktionen y;,y» auf [a, b]
bereits LU sind. In der Tat, es gilt durch Subtraktion der beiden folgenden Gleichungen:

Loy :==y{ +a1(2)y; +ao(z)yr = 0| -y
Loys :=y5 +a1(x)ys +ao(z)y2 = 0 | -m
Y1y2 —ysy1 +ar(x) (Yiy2 —ysy) = 0.
—_— ~——————

- - W




Die WRONSKI-Determinante erfiillt hier die Differentialgleichung

WI

o = —a1(@), @ €a,b). (2.4)

Wird diese Gleichung integriert, so erhélt man

m‘ W(;;))‘ - / VV[[//I((t)) dt = —/Ial(t) dt ¥z € [a,b].

W ¢

Zo

Das heifit, die WRONSKI-Determinante ldsst sich in Abh#ngigkeit des bekannten Funktionswertes W (zo)
explizit in der folgenden Form angeben:

T

W(z) = W(xo) eXp{ - /al(t) dt} V€ [a,b].

Zo

Da die Exponentialfunktion im Endlichen nicht verschwinden kann, erhilt man W(z) # 0 V& € [a, b] genau
dann, wenn W (xo) # 0 in einem einzigen Punkt z¢ € [a, b] gilt. Da dies nach Voraussetzung hier der Fall ist,
sind die beiden Losungen yi,y2 auf [a,b] LU.

Das im obigen BSP. (10.2.4) erzielte Resultat gilt auch allgemeiner fiir jede lineare DGI n—ter
Ordnung;:

Satz 10.3 Auf dem Intervall [a,b] seien yy,ys, ...,y Lisungen der homogenen linearen DGI

Loy =y + ap_1(2)y" Y + - 4 ay (@)Y + ap(z)y = 0.

Dann erfillt die WroNsKI-Determinante des Funktionensystems yi, ya, ..., yn € C"([a,b]) die
Gleichung

W/

W —ap-1(x), = € [a,bl. (2.5)
Genau dann sind die Lisungen yy,ys, ..., Yn auf dem Intervall [a,b] LU, wenn fir ein x, €

la,b] die Bedingung W (xy) # 0 gilt.

Begriindung: Die Gleichung (2.5) wird mit vollig analoger Rechnung begriindet, wie wir sie zur
Herleitung von (2.4) durchgefithrt haben. Durch Integration von (2.5) erhilt man wiederum

x

W(z) = W(ao) exp { - /an_l(t) dt} ¥ @ € [a,b]. (2.6)

Zo

Hieraus folgt dann schon die behauptete lineare Unabhingigkeit. O

Die Frage nach der Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der homogenen DGI L,y = 0
beantworten wir jetzt in dem folgenden zentralen Satz, dessen Beweis allerdings erst mit den
Hilfsmitteln der Ing.-Math.III erbracht werden kann. Wir verweisen dort auf den Satz von
PICARD-LINDELOF.

Satz 10.4 Essei X C R ein Intervall. Sind Koeffizientenfunktionen a; € C(X), 0 < j < n-—1
gegeben, so hat die homogene lineare DGI

Loy =y +a,1(2)y™ D+ + a1 (2)y + ag(x)y =0



auf dem Intervall X genau n linear unabhdingige Lisungen y; € C™(X). Die allgemeine
Lésung der homogenen DGI L, = 0 hat die Form

yn(z) = Cryi(2) + Coya(x) + - + Cuyn(z), C; € K.

Das heifst, es gilt Kern L,, = span {y;(x), y2(x),...,ys(x)}. Zu gegebener rechter Seite f €
C(X) existiert stets eine partikulire Lésung y, € C™(X) der inhomogenen DGI L,y = f, und
die allgemeine L8sung der inhomogenen DGI L,y = f ist gegeben durch

y(z) = yp(z) + yn(z) = yp(x) + Crys(z) + Coya(z) + - - - + Cryn(z), z€ X, C; € K.

‘BSP. (10.2.5) ‘ In BSP. (10.2.1) gilt n = 2. Also bilden die zwei Funktionen y;(z) := z und ys(z) := e®

auf jedem der Teilintervalle X; := (— 00, —%\/ﬁ), X5 = (— %\/ﬁ, %\/ﬁ), X3 = (%\/ﬁ, +oo) bereits eine
Basis fiir den Losungsraum Kern L, der homogenen linearen DGI

22(1 + 227%) 2(1 + 22?)
! ! _
T T VT e VT

Ly =y

Die allgemeine Losung der homogenen DGI hat somit die Form yj(z) = Ciz + 02€m2. Die spezielle Funktion

yp(x) := —1/2 ist eine partikulire Losung der inhomogenen DGI
1+ 222
LQy = m, T € Xj

und somit hat diese DGI gem&f Satz 10.4 die allgemeine Losung

1
y(z) = Clm+C’26m2 — 3 z € X;, C1,C € K.

Problem: Fiir allgemeine lineare DGIn L,y = f gibt es keine allgemeinen analyti-
schen Liosungsverfahren, weder zur Bestimmung der Losungsgesamtheit der homo-
genen DGI noch zum Auffinden einer partikuldren Losung der inhomogenen DGI.
Im letztgenannten Fall gilt die folgende Ausnahme: Ist die allgemeine Lésung der
homogenen DGI bekannt, so kann eine partikuldre Losung der inhomogenen DGI
stets mit dem D’ALEMBERTschen Verfahren der Variation der Konstanten berech-
net werden. Dieses Verfahren wird im Kurs Ing.-Math.III vorgestellt.

10.3 Das Anfangswertproblem

Wie wir in Satz 10.4 behauptet haben, setzt sich die Losungsgesamtheit der linearen inhomo-
genen DGI
Loy =y + an 1 (2)y" V4 -+ ar(2)y + ao(2)y = f() (3.1)

aus den n linear unabhéngigen Losungen y; der homogenen DGl L,y = 0 und einer par-
tikuldren Losung y, der inhomogenen DGI L,y = f zusammen. Die Losungsgesamtheit
L(DGI) = y,(x) + span{y1(x), y2(x), ..., yn(x)} hat demnach n Freiheitsgrade. Diese sind
durch die n frei wéhlbaren Konstanten C',Cs, ..., C, gegeben, iiber die in geeigneter Weise
verfiigt werden kann.



Definition 10.4 Auf dem Intervall X C R sei y € C"(X) eine Lisung der DGI (3.1).
Wir sagen, die Funktion y(x) ldse an der Stelle xo € X ein Anfangswertproblem, wenn zu
vorgegebenen Zahlen yo,y1, ..., Y1 € K gilt:

y(w0) =y, ¥'(10) = Y1, .., y™ wo) = o (3.2)

Satz 10.5 Es sei X C R ein Intervall. Sind Koeffizientenfunktionen a; € C(X), j

0,1,...,n, und eine rechte Seite f € C(X) vorgegeben, so hat das Anfangswertproblem (3.1),
(3.2) fiir jeden festen Anfangspunkt xy € X und jeden Satz von Anfangsdaten yo, yi, ..., Yn_1 €
K genau eine Lisung y € C™(X).
Begrindung: Wegen Satz 10.4 existiert die allgemeine Losung y € C™(X) in der Form
y(z) = Criyi(z) + Coyz(z) + - + Cryn (@) + yp(z), = € X. (3.3)
Die Wronski-Determinante des Funktionensystems vy (z),y2(z), ..., yn(z) verschwindet in keinem
Punkt zp € X. Die Anfangsbedingungen (3.2) fithren mit der Funktion (3.3) auf ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Bestimmung der Konstanten Cy,Cs, ..., C,, ndmlich:
y1(zo) y2(zo) -+ yn(wo) C Yo — yp(zo)
Y (o) ys(zo) -0 yn(wo) Cy Y1 — Yp(T0)
Y1 (wo) yy (o) -+ yp(wo) Cy | = Y2 — Yy (o) , (3.4)
" wo) " Vieo) o wo) ] LG yam1 =" (o)

Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist gerade die WroNskI-Determinante W (zg) # 0. Deshalb
besitzt das lineare Gleichungssystem (3.4) genau eine Losung C1,Co, ..., C),. O

‘ BSP. (10.3.1) ‘ Die lineare inhomogene DGI

Lyy := 2%y" — 32%y" + 7oy’ — 8y =12z

erfiillt auf jedem der Intervalle X_ := (—00,0) und X, := (0,400) die Voraussetzungen des Satzes 10.5.
(Man dividiere dazu die gesamte Gleichung durch z3.) Wir werden in Abschnitt 10.6 ein Verfahren zur Be-
rechnung der Losungsgesamtheit dieser sogenannten EULERschen Differentialgleichung kennenlernen. Nach
diesem Verfahren bestimmt man die allgemeine Losung, zum Beispiel auf dem Intervall X, in der folgenden
Form:

y(z) = 2° (01 +Cy Inz + C5 (In 56)2) —z, z>0. (3.5)

Das Anfangswertproblem bestehe hier in einer geometrischen Fragestellung. Man bestimme diejenige
Losung y(z), deren Graph G(y) im Punkt (1,0) eine waagerechte Wendetangente hat. Ldsung: Die geometri-
sche Problemstellungliuft auf die Erfiillung der Anfangsbedingungen

y(1) =0, ¥'(1) =0, ¥"(1) =0 (3.6)

hinaus. Zum Abgleich dieser Bedingungen verwenden wir die Losungsdarstellung (3.5):

() = (Ci+CmatC o)) -a)| _ 01 Lo,
y'(1) = (233(01 +Cy Inz + C3 (Inz)?) + Cox + 2C5zInz — 1) = 20, +Cy — 1 L o,
y'(1) = (2ACi+Colnz+Co(ne)?) +3C +6Chna+2C5)| = 201+3C+20, £ 0.

Dieses lineare Gleichungssystem fiir die Konstanten C; hat die eindeutig bestimmte Losung C; =1, (5 =
—1, C3 = 1/2. Dementsprechend erhilt man die folgende Losung des Anfangswertproblems:

1
y(z) :x2(1 —lnz+ 3 (ln:r)z) —z, ©>0.




10.4 Die lineare homogene DGI mit konstanten Koeffi-
zienten

Fiir lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kann die Lo-
sungsgesamtheit stets mit algebraischen Mitteln bestimmt werden. Man verwendet hier mit
grofiem Erfolg die Methode des e*®*—Ansatzes. Wir stellen zunichst ein Ergebnis iiber die
lineare Unabhéngigkeit eines speziellen Funktionensystems vor.

Satz 10.6 Gegeben seien die paarweise verschiedenen Zahlen My, \o, ..., A\, € K. Dann ist das
Funktionensystem e e*2® .. e’ quf jedem Intervall X C R linear unabhingig. Dasselbe
trifft auf das Funktionensystem e, xe*®, ... "~ 'e " bei festem \ € K zu.

Begriindungen: (a) Wir bilden die WroNski-Determinante des ersten Funktionensystems:

e)\lz e)\zm EA"I ]_ ]_ . ]_
)\16)‘“” )\26)‘2z s /\ne)‘"”” n )\1 )\2 s An
2, 1% 2 A2 2 A An 2 2 . 2
W(z) = AjeM Azer? e Aje = exp (a: Z/\j) A A5 AL
z SR = A
/\gn—l)e)\lz /\gn—l)e)\zz . /\%n—l)e)\nz )\5”*1) )\énfl) o )\%”*1)

Die letzte Determinante heifit VANDERMONDEsche Determinante. Die folgende Identitdt zeigt man
mit den Regeln der Determinantenrechnung:

1 1 - 1
A1 Ao An
VO, Ay An) o= | A R N | B )
: : : 1<j<k<n
)\gnfl) )\gnfl) . )\%nfl)

Wegen \; # A, fiir j # k gilt somit V/(A1, Aa, ..., Ap) # 0, und wir erhalten die lineare Unabhéngigkeit
auf Grund von

W (z —exp( ZA) Ay A2s- .-y An) #£0 Vo € R.

(b) Wire das Funktionensystem e* xe)‘“",... n—1eAT LA, so gibe es Zahlen Oy, Cy,...,C, mit

> |Cj| > 0 und e*® (C’1 +Coz+---+C) :1:"“) = 0. Da die Exponentialfunktion nicht verschwinden
Ji
kann, widerspriche dies der linearen Unabhiingigkeit des Monomensystems 1, z,z2,...,z"~!. O
Wir betrachten jetzt fiir gegebene Koeffizienten ag,aq,...,a, € K die homogene lineare
gewohnliche DGI n-ter Ordnung

Ly = Z ary™® = a,y™ +an_ 1y ot ay Fagy =0, a, #0. (4.1)

Wir suchen Losungen y € C"(R) in der Form

y(r) =™, r€R, (e Ansatz), (4.2)

mit unbekanntem Exponenten A € C. Setzen wir (4.2) in die Gleichung (4.1) ein, so resultiert:

L,y = eV (Z ak)\k) =: e P, (\) 2 0. (4.3)
k=0



Definition 10.5 Das Polynom

PN =Y A = a "+ a, N+ A +ag (4.4)
k=0

heifit das der DGI (4.1) zugeordnete charakteristische Polynom.

Offenbar bestimmen wegen (4.3) die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P, (\) den
im Ansatz (4.2) gesuchten Exponenten A. Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert nun
die Existenz von genau n Nullstellen, wenn jede Nullstelle entsprechend ihrer Vielfachheit oft
gezahlt wird. Wir treffen hier zwei Fallunterscheidungen gem#fl dem Auftreten einfacher oder
mehrfacher Nullstellen.

Das charakteristische Polynom P, () hat n einfache Nullstellen Ay, X, ..., \,;. Aus

dem Ansatz (4.2) resultiert in diesem Fall wegen Satz 10.6 ein Funktionensystem von n linear
unabhéngigen Losungen

yi(z) = M, yp(x) i= %, yn () == M,z € R.

Diese spannen den Losungsraum der homogene DGI L,y = 0 auf. Ein solches System heif}t
auch ein Fundamentalsystem fiir die DGI (4.1):

yn(z) = CLeM® + Coe™® + oo + Cpe®, z € R.

‘ BSP. (10.4.1) ‘ Man beachte im folgenden Beispiel den formalen Ubergang von der Differentialgleichung

zum charakteristischen Polynom:

DGl Lyy:= yW + ¢" — 7' — ¢y + 6y = 0,
\ \ d d \
charakt. Polynom: Py(A\):= X* + A — 732 — X + 6 = 0.
Die beiden Nullstellen \; = 1 und A» = —1 des charakteristischen Polynoms sind leicht zu erraten. Wir spalten

die Linearfaktoren (A — 1) und (A 4+ 1) mit Hilfe des HORNER-Schemas ab:

1 1 -7 -1 6

A=1 x 1 2 -5 -6
1 2 -5 —6 [0]
1 1 -6 |o]

Wir erhalten nun die Linearfaktorzerlegung
PLA=A=1DA+1D)AN+A=6)= A=A+ 1A =2)(A+3),

und aus ihr resultiert die allgemeine Lésung

yn(z) = Cre” + Coe™® + C3e®* + Cre 3", = € R.

‘ BSP. (10.4.2) ‘ Wir verfahren nach dem gleichen Schema:

DGl: Ly := 4y(4) + 3y -y = 0,
+ + +
charakt. Polynom: Py(\):= 4\* + 332 — 1 = 0.



Die beiden Nullstellen A\; = ¢ und A2 = —i des charakteristischen Polynoms sind leicht zu erraten. Wir spalten
die Linearfaktoren (A — i) und (A + ¢) mit Hilfe des HORNER-Schemas ab:

4 0 3 0 -1
A=1 * 43 —4 —1i 1
4 4 -1 —i [o0]
A= —i x  —4i 0 i
4 0 -1 [0
Wir erhalten nun die Linearfaktorzerlegung
1 1
PiA) = A=) A +9)(4X% = 1) =4A = i) (A +4)(A — 5)()\ + 5),

und aus ihr resultiert die allgemeine Losung

yn(x) = Cre™ + Che™ + Cze™/? + Ce /%, z € R.

Wegen et = cosz 4 i sin z konnen wir die allgemeine Losung auch in reeller Form darstellen. Dazu fiihren
wir neue Konstanten A := Cy + Cy, B :=1i(C; — C>) ein:

yn(x) = Acosz + Bsinz + Cse™/? + Cue /%, z € R.

Fall (IT):| Das charakteristische Polynom P, () hat mehrfache Nullstellen. Zunéchst stellt

man durch Vergleich der beiden Darstellungen (4.1) und (4.3) fest, dass die Differentialglei-
chung (4.1) formal in der Form

L,y=P,(D)y=0 (4.5)
geschrieben werden kann. Es seien jetzt Ay, Ao, ..., A\, die paarweise verschiedenen Nullstellen
von P,(\) mit Vielfachheiten ki, ks, .. ., k. Dann gilt ky + ko + - -+ + &y, = n sowie

Py(\) = an(A = M) (A= Xg)F2 oo (A = \)Fm (4.6)

In genau derselben Weise kann der Differentialoperator L, = P,(D) faktorisiert werden, so
dass folgt:

Loy = Py(D)y = an(D — X)) (D — Xp)* -+ (D — \p)Fmy = 0. (4.7)
Hierbei kommt es wegen der Vertauschungsregel (D — \,)f (D — \,)fe = (D — \,)ka (D — \,)k»
auf die Reihenfolge der Faktoren nicht an. Offensichtlich sind alle Losungen y € C"(R) der
DGl

(D =AMy =0 (4.8)

auch Losungen der Differentialgleichung (4.7). Zur Losung der DGI (4.8) setzen wir an:

y(z) =7 p(z), v€R.

Es folgt unter Verwendung der Identitét (D — \,) (e’\qx : go(x)) =M% . ¢'(z) durch Einsetzen
in die Gleichung (4.8):

(D = AFry(x) = X - ok (z) = 0,
Da die Exponentialfunktion im Endlichen nicht verschwindet, muss folglich ¢(*«)(z) = 0 gelten,
und dies fiihrt auf die polynomiale Lésung

0(2) = Qp,1(2) = Oy + Chx + -+ + Cpa®™! z € R.



Wie wir in Satz 10.6 gezeigt haben, ist das Funktionensystem e« zete®, ... aF—ler® LU,
so dass dieses System den k,-dimensionalen Losungsraum der DGI (4.8) aufspannt. In ganz
analoger Weise verfiahrt man mit den weiteren Wurzeln des charakteristischen Polynoms. Wir
fassen zusammen zu folgender Aussage:

Satz 10.7 Es seien A\, g, ..., Ay, m < n, die paarweise verschiedenen Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms P, (\) mit Vielfachheiten ki, ko, ... kn. Ist Ay, 1 < ¢ < m, eine
einfache Wurzel, so ist durch sie eine Ldsung

Yglx) = Aqe)‘qx, r € R,

der homogenen DG Ly = 0 bestimmt. Ist Ay, 1 < g < m, eine k,—fache Wurzel, so ist durch
sie eine Losung

Yg(x) = (C'q1 +Cpr + -+ ququq_l) eM* xR,

der homogenen DGI L,y = 0 bestimmt. Dabei sind A, bzw. Cy; frei wihlbare (kompleze)
Konstanten. Die allgemeine Losung der homogenen DGl L,y = 0 ist dann in der Form

yn(x) = y1(2) + () + -+ + ym(2)

gegeben.

‘ BSP. (10.4.3) ‘ Wir betrachten die folgende Differentialgleichung:

DGl: Lsy:= y® — ¢y® 4+ 2" — 0" 4+ ¢ — y = 0,
S i S i i i
charakt. Polynom: Ps(A):= X — A 4+ 2X3 — 222 + X - 1 = 0.

Man errit hier die Nullstelle Ay = 1, und nach Abspalten des Linearfaktors (A — 1) verbleibt ein Restpolynom
M 4+2X2 +1= (A2 +1)2 = (A +14)%(\ — )% Es liegen somit die Nullstellen \; = 1 (einfach), A2 =i (doppelt)
und A3 = —i (doppelt) vor. Gemif Satz 10.7 hat die homogene DGl Lsy = 0 die allgemeine Losung

yn(z) = Cre® + (Cy + C3x)e™ + (Cy + Csx)e™ ™, = € R.

Man erkennt an den bisherigen Erorterungen, dass die gesamte Problematik bei linearen
gewohnlichen DGIn im Auffinden der Nullstellen des charakteristischen Polynoms P,(\) be-
steht, also ein rein algebraisches Problem ist.

Fall (III):| Reelle Losungsgesamtheit. Hat der lineare Differentialoperator L, := P, (D)

n
= > a,DF¥, a, # 0, ausschlieflich reelle Koeffizienten a; € R, so treten komplexe Nullstel-
k=0

len des charakteristischen Polynoms P,()) stets nur als konjugiert komplexe Paare auf: Mit
Ag =g+ 10y, By # 0, ist auch A\, = oy — 7 3, Nullstelle. Hat A, die Vielfachheit %, so sind
die komplexwertigen Funktionen

e glehT J=0,1,...,k;, —1,

Losungen der homogenen DGI L,y = 0. Durch Zerlegung in Real—- und Imaginirteil erhélt
man dazu dquivalente Paare reeller Funktionen, ndmlich

x’ e . cosfByx, aMe™*-sinfyx, 7=0,1,...,k — 1.

Wir folgern hieraus:



Satz 10.8 Die Koeffizienten ay, der linearen homogenen DGI

Lny = P,(D)y = Y axD*y =0, a, # 0,
k=0

seien ausschliefilich reell. Dann wird die Lésungsgesamtheit dieser DGl ausschlieflich von
reellen Funktionen aufgespannt, und zwar von den Funktionen

et e, . . ab e, x e R,

falls A = r € R eine k—fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms P,()\) ist,
beziehungsweise von den Funktionen

e - cos fx, x e -cosfx,. .., zF e - cos Sz,
reR,
k—1 e

e -sinfx, xe® -sinfx,...,x - sin Sz,

falls A\ = a+ i 8 ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen der Vielfachheit £ ist.

‘ BSP. (10.4.4) ‘ Wir betrachten die folgende lineare homogene Differentialgleichung:

DGl: Py(D)y := (D4 — 4D® + 15D? — 22D + 10)y = 0,
\ 3 \ 3 3
charakt. Polynom: Py(}\) := A— 4N+ 1502 - 220+ 10 = 0.

Man kann die doppelte Nullstelle A\; = 1 des charakteristischen Polynoms leicht erraten. Wir spalten den
Linearfaktor (A — 1)? mit Hilfe des HORNER-Schemas ab:

1 -4 15 —22 10
A=1] % 1 -3 12 -10
1 -3 12 -10 [0]
A=1| * 1 -2 10
1 -2 10 ]o]

Wir erhalten nun die Linearfaktorzerlegung
PiA) = (A =1)2A =22 +10) = (A = 1)2(A =1 = 3i)(A — 1 + 3i),
und aus ihr resultiert die allgemeine Losung in der komplezen Form
yn(z) = (C1 + Coxm)e® + C3e1H307 4 0 et=307,

Hierzu dquivalent ist die reelle Form

yn(x) = €* (01 + Cyz 4+ C5 cos 3z + Cy sin 39:)

BSP. (10.4.5) ‘ Die Schwingungsdifferentialgleichung. Ein RCL—Kreis ist ein elektrischer Schaltkreis,

bestehend aus der Hintereinanderschaltung eines OHMschen Widerstandes R, einer Induktivitit L und ei-
nes Kondensators C. Dieser Schaltkreis sei an eine Wechselspannung U = U(t) angeschlossen. Gemifi den
KircHHOFFschen Gesetzen der Elektrodynamik gelten die folgenden Gesetze fiir die zeitliche Verdnderung
der Teilspannungen Ug(t),Ur(t),Uc(t) und des Stromes I(t), wenn auf den Kondensator die Ladung Q(t)
aufgebracht wird:

I
(i) U=Ur+UL+Ugs, (ii) Us=R-1I, UL:Ld %

S UL =
dt’ C
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RCL—KTreis an einer Wechselspannung Der Feder—Masse—Schwinger als
mechanisches Analogon

Unter Beriicksichtigung der Relation I(t) = % gelangt man durch Differenzieren der Gleichung (i) und
Einsetzen von (ii) zu einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, némlich

d’I dr 1 dUu
L—+R—+—=1I=—. 4.9
dt? + dt + c dt (4.9)
Bei gegebener Spannung U = U(t) ist dies die Bestimmungsgleichung fiir die Stromstéirke I = I(t). Ist
U = const eine Gleichspannung, so resultiert die lineare homogene DGI

1 1 _dl 1
2 — = —_— —_— — =
(LD +RD+C)I. Log+Ro+51=0. (4.10)

Nach Division dieser DGI durch L # 0 und Verwendung neuer Bezeichnungen y(t) := I(t), p := R/2L, w? :=
1/LC, gelangt man zu einer linearen homogenen DGI vom Typ

j+2py+wiy=0. (4.11)

Definition 10.6 Die lineare homogene DGI (4.11) heiffe die Differentialgleichung der freien Schwin-
gung. Die Grifie p > 0 heiffe Dampfungskonstante, und die Grifle wy heiffe die Kenn—Frequenz oder
Eigenfrequenz der Schwingung.

Bemerkung 10.3 Die DGI (4.11) beschreibt in gleicher Weise die Bewegung einer Masse m zwischen zwei
Federn, deren Riickstellkraft K = —k2y proportional zur zeitlichen Auslenkung y(t) ist. Dabei wirke eine
geschwindigkeitsproportionale Reibung mit der Reibungskraft R = —ry. Dieses Gebilde nennt man einen
mechanischen Feder-Masse-Schwinger. Aus dem NEwWTONschen Kraftgesetz folgt:

k2
mij=K+R=—(rj+k%y) oder g+%y+ay:0.

Man erhilt hieraus mit den GroBen p :=r/2m, wi := k*/m wieder die DGI (4.11). O

Zur Losung der DGI (4.11) stellen wir ihr charakteristisches Polynom Pa(\) := A2 + 2p A + w? auf, dessen

Nullstellen durch
Ay = —p£4/p?—wi

gegeben sind. Die allgemeine Losung hat somit die Form

e*‘”ﬁ(AetV"Lwg +BeftV"2*“3) D p > wo,

yn(t) = e*pt(A+Bt) L p = wo, (4.12)

e_pt(A cost\/wi — p? + B sinty/w? —p2) :p < wo.




Durch die Vorgaben von Anfangsbedingungen y(0) = o, y(0) = y; lassen sich die Konstanten A, B in
eindeutiger Weise bestimmen. Im Fall des RCL-Kreises miissten also 1(0) und I(0) vorgegeben werden. Die
Losungen (4.12) konnen in diesem Fall interpretiert werden als das Nachschwingen des Schaltkreises, wenn
man zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Spannung U abschaltet. Entsprechend den drei verschiedenenen Lésungsformen
(4.12) klassifizieren wir das zeitliche Verhalten der freien Schwingung y(t) in der folgenden Weise:

1.Fall: | Aperiodischer Kriechfall. Dieser Fall liegt bei der Parameterkonstellation p > wg vor. Er ent-
spricht dem Auftreten einer starken Dampfung, also im RCL-Kreis der Vorgabe eines grofien OHMschen
Widerstandes R. Die Losung y(t) = Ae!*+ + Be!*- hat die beiden negativen Exponenten

A= —ptwr <0, we:=4/p? —wi.

Es gilt t_ligl yr(t) = 0 fiir jede Wahl der Konstanten A, B. Gibt man die Anfangsbedingungen y(0) = yo und
o0

7(0) = y1 vor, so hat die Lésung die beiden folgenden fquivalenten Darstellungen:

e Pt (A etw2 Be_tw2) mit A := M B .= _M
) 2&)2 ’ ’ 20.]2 y

yh(t = +

e Pt (D coshiws + E sinhth) mit D :=vyy, E:= PYo T Y1
w2
I AYa(t)
(a) 0
Yod (b) - por

(c) N — 1
ty N_— ¢ -7 A 'sinm,t

Der aperiodische Kriechfall Die gediampfte Schwingung

Ist wenigstens eine der Konstanten A, B von Null verschieden, so tritt eine Nullstelle yj(¢p) = 0 nur dann auf,
wenn Ae?0v“2 = — B gilt. Im Endlichen kann dies fiir héchstens ein t, eintreten. Durch Diskussion der Para-
meter A und B erhilt man den oben skizzierten zeitlichen Lésungsverlauf mit den folgenden Spezifikationen:

Kurve (a) : y; >0,

Kurve (b) : y1 <0 und — 1 < yo(p + w2),
Kurve (¢) : y1 <0 und —y; > yo(p + w2).

2.Fall: | Aperiodischer Grenzfall. Dieser liegt im Fall p = wy vor. Im RCL-Kreis muss R? = 4L/C gelten.
Die Losung hat die Form yp,(t) = (A+ Bt) e !, und es gilt wiederum ein zeitliches Abklingen . 1ir+n yn(t) = 0.
—+00

Mit den Anfangsbedingungen y(0) = yo, 9(0) = y1 erhilt die Losung die Gestalt

un() = (30 + (030 +y1)t) €7,

Es liegt ein dhnlicher zeitlicher Losungsverlauf wie im aperiodischen Kriechfall vor, jedoch mit den folgenden

Spezifikationen:
Kurve (a) : y1 >0,

Kurve (b) : 1 <0 und —y1 < pyo,
Kurve (¢) : y1 <0 und —y1 > pyo-

3.Fall: | Geddmpfte Schwingung. Dieser Fall liegt bei der Parameterkonstellation 0 < p < wg vor. Er
entspricht dem Auftreten einer kleinen Dadmpfung, also im RCL—Kreis der Vorgabe eines kleinen OHMschen



Widerstandes R. Die Losung yy(t) = Aet*+ + Be!*- hat die beiden konjugiert komplezen Exponenten

Ay = —ptiw, w:=4/wi—p>>0.

Schreibt man die Anfangsbedingungen y(0) = yo und y(0) = y; vor, so gibt es fiir die Losung die beiden
folgenden #quivalenten Darstellungen:

e Pt (A coswit + B sinwlt) mit A:=vyy, B:= M,
w
yn(t) = ! " (4.13)
Ag e Pt sin(wit + @) mit Ap := VA2 + B2, ¢ := arc tang B

Die Konstante Ao heifit die Amplitude und der Winkel ¢ € [-7,+7] die Nullphase der geddmpften

Schwingung. Fiir p = 0 (in diesem Fall liegt ein reiner LC—Kreis ohne OuMschen Widerstand vor), schwingt
der Schaltkreis ungeddmpft in seinem angeregten Zustand mit der Eigenfrequenz wy = 1/v LC:

yn(t) = yo coswot + I gin wot.
Wo

Der Vorgang heifit ungedampfte freie Schwingung. Gilt jedoch p > 0, so haben wir wiederum ein zeitliches
Abklingverhalten tlig_n yn(t) = 0. Die Losung yp(t) schwingt mit zeitlich abnehmender Amplitude in der
—+00

Frequenz w; = y/wj3 — p?. Der Vorgang heifit gedimpfte Schwingung.

Bemerkung 10.4 Der aperiodische Grenzfall (Fall 2) kann auch als Grenzwert w; — 0 aus der geddmpften

Schwingung (4.13) abgeleitet werden. Mit der Regel von L’HOSPITAL erhilt man némlich: a
. ot 1 sinwi t ot . tcoswyt
lim = e lim (yocosw1t+(py0+y1) ) =e’ (yo+(Py0+y1) lim 7)
w1—0 w1—0 w1—0 1

= e (yo + (pyo +y1) t)-

Wir diskutieren jetzt die Frage, welchen Einfluss eine am RCL-Kreis anliegende Wechselspannung U = U (t)
auf das Losungsverhalten der Differentialgleichung (4.9) hat. Wir nehmen zum Beispiel eine cosinusférmige
Wechselspannung U (t) := Uy coswt an. Dann tritt an die Stelle der Gleichung (4.9) die inhomogene DGI

d’I dar 1 .
LW +Ra +EI: —Upw sinwt,
beziehungsweise an die Stelle der homogenen Schwingungsdifferentialgleichung (4.11) die inhomogene DGI
i+ 2py + wdy = po sinwt (4.14)
(mit pg := —Upw/L im Fall des RCL—Kreises). Nach unseren bisherigen Erkenntnissen haben wir nur noch

eine partikulire Losung der inhomogenen DGI zu bestimmen, da wir die Losungsgesamtheit der homogenen
DGI bereits ausfiihrlich diskutiert haben. Es ist physikalisch einleuchtend, dass die periodische Wechselspan-
nung U(t) = Up coswt einen periodischen Stromverlauf I,(¢) mit derselben Periode w erzwingen wird. Diese
Uberlegung rechtfertigt einen Ansatz von der Form der rechten Seite der DGI (4.14), wobei eine Linear-
kombination der beiden w—periodischen Funktionen sinwt und cos wt als Ansatzfunktion sicherlich nicht falsch
ist:

yp(t) = Acoswt + Bsinwt | -w?

Up(t) = —Awsinwt + Bwcoswt | -2p

ip(t) = —Aw?coswt  — Bw?sinwt | -1 (4.15)
po sinwt = (A(wg —w?) + 2pr) coswt + (B(wg —w?) — 2pr) sin wt.

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man das folgende lineare Gleichungssystem fiir die Bestimmung der Kon-

stanten A und B:
(W —wHA + 20wB = 0,

(4.16)
—2pwA + (W3—-w?)B = po.



Die Determinante D := 4p?w? + (w3 —w?)? der zugeordneten Koeffizientenmatrix kann im Fall p > 0 fiir keine
Erregerfrequenz w > 0 verschwinden. Deshalb existieren in diesem Fall stets eindeutige Losungen

1 1
A= ) 2pwpe, B = D (wg — w?)po.

Der Ansatz (4.15) liefert somit eine wohlbestimmte partikuldre Losung y,(t) der inhomogenen DGI (4.14):

yp(t) = % ((w% — w?) sinwt — 2pw coswt).

Mit den Parametern des RCL-Kreises hat also die periodische Wechselspannung U(t) = Up coswt einen
periodischen Stromfluss I,,(¢) erzwungen, wobei gilt

I,(t) = Po ((wg — w?) sinwt — 2pw coswt) SR cos(wt + ), @ :=arc tany M.
D VD 2pw

Der Strom I, (t) schwingt mit derselben Frequenz w wie die Erregerspannung, jedoch mit einer Phasenver-
schiebung ¢. Die Amplitude des Stroms ist

Ioz_po _ Uow _ Uo
VD L 40202 2 2)2 2’
\/l)w + (wg — w?) \/R2+(WL—%)
IOA 1
1
1
: R=0
1
1
1
1
1
1
:
' >
o, ®

Das Amplitudenportrait in Abhingigkeit
vom OHMschen Widerstand R

Man erkennt sofort, dass die Amplitude Iy ihren Maximalwert bei w = wp = 1/v/ LC annimmt. Dort gilt
(Io)max = Up/R. Wir haben ferner die Grenzwerte 1iIBl+ Iy =0= lim Iy. Fiir kleine Dampfung 0 < R < 1
w—

w—+400
wichst die Amplitude Iy in der Nidhe der Kenn—Frequenz wq sehr stark an. Diesen Sachverhalt bezeichnet man

als Resonanzphinomen oder kurz als Resonanz. Im dimpfungsfreien Fall R = 0 wichst [y unbeschrinkt,
wenn w die Kenn-Frequenz wy erreicht. Es kommt zur sogenannten Resonanzkatastrophe.

Fiir p = 0 und w = wy fithrt der Ansatz (4.15) auf keine bestimmbaren Koeffizienten A und B. Denn wegen
D = 0 ist das lineare Gleichungssystem (4.16) nicht mehr bestéindig 16sbar. Der tiefere Grund ist in der
Tatsache zu sehen, dass in diesem Fall auf der rechten Seite der inhomogenen DGI

Loy := §j + Wi y = po sin wot

eine Ldsung yn(t) := posinwot der homogenen DGI Loy = 0 steht. Es ist klar, dass Ansétze in der Form
A coswpt und B sin wpt lediglich die homogene DG Loy = 0 erfiillen. Man wird jedoch durch einen sogenann-
ten Resonanzansatz zum Erfolg gefiihrt:

yp(t) = t(A coswot + B sin wpt) w3
Up(t) = two(—Asinwet + Bcoswet) + Acoswot + Bsinwypt | -0
Up(t) = —twi(Acoswot + Bsinwpt) — 2Awp sinwot + 2Bwg coswpt | -1

Ppo Sinwpt = —  2Awp sin wot + 2Bwq cos wot.



Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

——=—, B=0
2wo 2L’ ’
und hieraus resultiert die sogenannte Resonanzlésung
Pot Uot t
yp(t) = o0 coswot bzw. I,(t) = o[ €08 (m)

Im Resonanzfall erhiilt man eine mit der Zeit linear anwachsende Amplitude I = Upt/2L.

10.5 Die lineare DGI mit konstanten Koeffizienten und
speziellen Inhomogenititen

Wir betrachten in diesem Abschnitt die inhomogene lineare gewohnliche DGI mit konstanten Koef-
fizienten

Lyy:=P,(D)y =) a,D*y=R(z), a,#0, 7€R, (5.1)
k=0

wo wir auf der rechten Seite nur spezielle Funktionen R(z) zulassen wollen. Und zwar soll R(z) zu
einem der folgenden drei Typen gehoren:

Typ () | Rr(z) = Qm(x) =bpnz™ +by 1™ " 4+ + bz + by,
Typ (II) R[](J?) = e Qm($)7 a € Ra
Typ (ITIT) | Rrrr(x) == Qm(z)-e*® cosfx oder Qp(x)-e*” sinfz, a,f € R.

Wir hatten in Satz 10.8 festgestellt, dass Funktionen vom Typ Ry, Rrr, Rrrr den Losungsraum
der homogenen DGI L,y = 0 aufspannen. Andererseits beobachtet man, dass sich die Funktio-
nen Ry, Ry, Ry bei Anwendung des Differentialoperators P, (D) reproduzieren. Dies gibt Anlass
zur Hoffnung, dass partikulire Losungen der inhomogenen DGl P,(D)y = R(x) bei Vorgabe einer
der Inhomogenititen Ry, Rrr, Rrrr durch einen Ansatz vom selben Typ bestimmt werden konnen.
Daher wird fiir den jeweiligen Typ ein Direktansatz von derselben Form, jedoch mit unbestimmten
Koeflizienten, nahegelegt. Durch Einsetzen in die DGI sollten sich geniigend viele Bedingungen fiir
die Bestimmung der freien Koeffizienten ergeben. Problematisch ist lediglich der Resonanzfall, wie
das BSP. (10.4.5) der Schwingungsdifferentialgleichung in Abschnitt 10.4 gezeigt hat. Wir prézisieren
hier:

Definition 10.7 FEine Inhomogenitdt vom Typ

R(x) := Qn(x) - e* cos fr  oder R(x):=Qn(x)- e sinfr, a,f € R,

erzeuge eine k—fache Resonanz in der DGl P,(D)y = R(z), wenn Ay := a+ i € C eine
k—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P, (\) ist, das heifit, wenn gilt:

Pu(A) = (A= X)) P(\) mit P(\g) # 0.



Beachte: Mit dieser Definition sind auch die Inhomogenititen vom Typ (I) (o = 0 = ) und
vom Typ (II) (8 = 0) erfasst.

Satz 10.9 Sind Inhomogenititen vom Typ

R(z) :== Qn(x) - e*® cos fr  bzw. R(z):= Qn(x)-e* sinfz, o, € R,

gegeben, so fihren die folgenden Direktansétze immer zu einer partikuldren Losung y,(x) der

inhomogenen DGl P,(D)y = R(z):

(a) Falls Ay := a+ i € C keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms P, (\) ist
(d.h. P,(Xo) #0), so setze man

Sp(x) = Ag+ Az + Apx® + -+ Apa™,
Tm(z) = B+ Bix + Beax® + -+ Bpa™, (5.2)
yp(z) = e (S’m(x) -cos Bz + T, (x) - sin Bx).

Die Koeffizienten A;, B; bestimmt man durch Koeffizientenvergleich nach Einsetzen des An-

satzes (5.2) in die DGI (5.1).

(b) Liegt der Resonanzfall vor, das heifit, ist \g := o + i3 € C eine k—fache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms P,()), so setze man nun:

Yp(7) := ¥ e (S’m(x) - cos Bz + T, (x) - sin Baj). (5.3)

Man verifiziert mit elementarer Rechnung, dass die Ansétze (5.2) und (5.3) tatséchlich eine
partikuldre Losung der inhomogenen DGI P, (D)y = R(x) liefern.

Bemerkung 10.5 (a) Es ist zu beachten, dass in den Ansétzen (5.2) und (5.3) stets sowohl
die Sinus— als auch die Cosinus—Terme mitzufiihren sind, selbst wenn in der Inhomogenitét
R(z) nur einer dieser beiden Terme auftritt.

(b) Die lineare inhomogene DGI (5.1) unterliegt dem Superpositionsprinzip. Setzt sich
die Inhomogenitéit R(z) aus einer endlichen Linearkombination von Funktionen des Typs
Ry, Ri;, Ryr zusammen, zum Beispiel in der Form

R(z) = C1R;(z) + CoRy1(x) + C3Ryyi(x),

so gewinnt man eine partikuldre Losung y,(x) durch Superposition der drei partikuldren
Losungen von
Lnym - RI; Lnym - RII: Lnypg — RIII:

das heifit durch die Linearkombination O

yp(x) = Clypl(@ + Cayp, (z) + C3Yp, (z).

‘ BSP. (10.5.1) ‘ Wir berechnen die allgemeine Losung der linearen inhomogenen DGI

Lyy:=9y" —y"+y —y=2coshx + 2 sinz +cosz, z € R.




In einem 1.Schritt 16sen wir die homogene Differentialgleichung:

DGl P;(D)y = (D3 - D + D - 1)y _—
\J \J \J \J
charakt. Polynom: P;(A) := X — X 4+ X - 1 = 0.

Man kann die Nullstelle Ay = 1 des charakteristischen Polynoms leicht erraten. Wir spalten den Linearfaktor
(A — 1) mit Hilfe des HORNER-Schemas ab:

Wir erhalten nun die Linearfaktorzerlegung
Ps() = (A =DN +1) = A =D =) (A +1),

und aus ihr resultiert die allgemeine Losung der homogenen DGI in der reellen Form

yn(x) = Cre® + Cy cosx + C5 sinz, = € R.

Im 2.Schritt berechnen wir nach dem Superpositionsprinzip eine partikulire Losung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung

P;(D)yy =e®+e * +xsinz + cosx =: Ry(z) + Ra(z) + Ra(x) + Ra(z), =z € R.

(a) Wir betrachten P3(D)y = R (z) := e*. Da Ay = 1 eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms
ist, erzeugt die Inhomogenitéit R;(x) einfache Resonanz. Der folgende Resonanzansatz ist erforderlich:

Yp, () Agze® (—=1)
Yp, () = Apze® +  Age” |1
Yp, (r) = Apze® + 240e" | -(=1)
Yp, () = Apze® + 3Ape” | 1

e’ = 2A0e" | = Ag = 1/2

Wir erhalten eine Teillosung
T

1
Ypi (T) = 5 e’ z €R.

(b) Wir betrachten P3(D)y = Ra(z) := e . Die Inhomogenitit Ry(z) erzeugt keine Resonanz. Der folgende
Direktansatz ist erforderlich:

Ypo(2) = Age " | (1)

Yp, () —Age™® | -1

Ypo(¥) = Age " | -(=1)

Ypo(@) = —Age™® |1

e ? L d4Age | = Ap = —1/4.

Wir erhalten eine Teillosung
1
ypz(x) = _Zeiza r €R.
(c) Wir betrachten P3;(D)y = R3(z) + R4(x) := x sinz + cosz. Da A2 =i eine einfache Nullstelle des charak-

teristischen Polynoms ist, erzeugen beide Inhomogenitéten Rz(z), R4(z) einfache Resonanz. Die folgenden
Resonanzansétze sind erforderlich:

Yps (T) = a:((Ao + Aiz) cosz + (By + Biz) sin a:), Ypa (T) = a:(Ao cos z + By sin a:)



Man fasst diese beiden Ansiitze zusammen zu einem einzigen Ansatz, nimlich

Yps () = (Aoz + A1z?)cosz + (Box + Biz?)sinx «(—1)
Yp, () = —(Aoz + Ar2?)sinz + (Boz + Byz?®) cosz + (Ao + 2A1x)cosz + (By + 2Byz)sinz | -1
Yy, (€) = —(Agz + A12?) cosz — (Box + Bia®)sinz — 2(Ao + 24,z) sinz + 2(By + 2By z) cos x

+ 24 coszx + 2B;sinz | -(—1)
ym(z) =  (Aoz 4+ A12?)sinz — (Box + Bia®) cosx — 3(Ag + 24,2) cosz — 3(By + 2B1z) sin

— 6A;sinz + 6B cosz | -1
zsinz+cosz = —4(A; + By)z cosz +4(A; — By)x sinz

—(2140 + 2B0 + 2A1 — 631) cosT + (2140 — QB() — 6141 — 231) sin x.

Durch Koeffizientenvergleich resultiert das lineare Gleichungssystem

| AO Al B[) B | 1 |

0 1 0 110
0 4 0 -4 11
-2 -2 -2 61
2 —6 -2 -21]0

mit den Losungen

3 1 5 1
Ag=—<, A=< Bo=—-, B =-—-.
0 ] ) 1 ] ) » 20 ] ) 1 ]
Hiermit erhalten wir eine Teillosung
1 9 2 .
Yps (T) = 3 ((:r —3z) cosz — (° + 5z) sm:r), r €R.

Durch Superposition y,(z) := yp, () + yp, () + yp, () haben wir eine partikuldre Losung der inhomogenen
DGI gewonnen, und die allgemeine Losung hat nun die folgende Form

x x? x?

y(z) = yn(z) + yp(z) = (Cl + 5) e’ — iefm-k (Cz+ g 3%) cosz + (Cg i %r) sinz, = €R.

‘ BSP. (10.5.2) ‘ Wir berechnen hier die allgemeine Losung der linearen inhomogenen DGI

Lyy =y — 4y + 4y" = 2 + 62 + ze2*, z € R.

In einem 1.Schritt 16sen wir wiederum die homogene Differentialgleichung:

DGl P;(D)y = (D4 — 4D? 4 4172)y __—
3 1 3
charakt. Polynom: P,(\) = A — 4X3 + 4X* = 0.

Wir erhalten die Linearfaktorzerlegung
Py(A) = N2(A2 —4X +4) = A% (X —2)?,

und aus ihr resultiert die allgemeine Losung der homogenen DGI

yh(l‘) =C; +Cor + (03 + 041’) €2x, z € R.

Im 2.Schritt berechnen wir nach dem Superpositionsprinzip eine partikulire Lésung der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung

Py(D)y = (2 + 6z) + ze** =: R, (7) + R2(z), = € R.



(a) Wir betrachten Py(D)y = Ry(z) := 2+ 6z. Da A\; = 0 eine doppelte Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist, erzeugt die Inhomogenitit R;(z) Doppelresonanz. Der folgende Resonanzansatz ist erfor-
derlich:

Ypy () Aoz? + Az |0

Yp, () = 240 + 3A12% |0

Yp, () = 240 + 6A;z| 4

Yp, (@) = 641 | (—4)

v (2) = 01

246z = 8Ag—244; + 2441z | = Ag=1, A =1/4.

Wir erhalten eine Teillosung

1
Yp, () ::L“2+Za:3, z € R.

(b) Wir betrachten Py(D)y = Ry(z) := ze?®. Da Ay = 2 ebenfalls eine doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms ist, erzeugt die Inhomogenitéit R2(z) wiederum Doppelresonanz. Der folgende Resonanz-
ansatz ist erforderlich:

Ypo (T) = (Agz? + Ajz3)e?” 0
Upo () = 2(Aox® + Aja®)e® +  (24pz + 34,27)e*” 0
Yy, () 4(Aoz? + A123)e®™ + 4(2A0z + 3A12%)e*® + (240 + 6A17)e*” 4
ym(x) = 8(Aox® + Aja?)e™ + 12(24pz + 34,2%)e* + 6(240 + 64,2)e”® + 64,€* | -(—4)
y(x) = 16(Ag2? + A7) + 32(2407 + 3A4,27)e® + 24(24¢ + 64, 7)e?” + 484,e% | -1
re’® L 4240 + 6A,7)e2® + 24A4,€%".

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man die Losungen

A[):—g, Al:ﬂ

Hieraus resultiert eine Teillosung

1
Ypo () = 21 (:r3 - 3:132) e* reR.

Durch Superposition y,(z) := yp, (¢) + yp, (x) haben wir eine partikuléire Losung der inhomogenen DGI ge-
wonnen, und die allgemeine Lésung hat nun die folgende Form

2 3

3
y(m):yh(m)+yp(a:):C’1+C’2m+w2+%+(034-04:6—%4-%

)62””, z € R.

10.6 Die Eulersche Differentialgleichung

In einigen Spezialfillen gelingt es, die lineare gewohnliche Differentialgleichung mit nichtkon-
stanten Koeffizienten

L,y ::i:ak(x)D];y:f(a:), re€X, a,(r) #0Vz € X, (6.1)
k=0

durch eine bijektive Variablentransformation
r=p(t),tel & t=¢ '(z)=v(),zeX, (6.2)

in eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten in der neuen Variablen ¢ zu iiber-
fiihren. Dabei miissen die Ableitungen D¥y(z) umgerechnet werden auf die Ableitungen nach



der neuen Variablen ¢ = ¢(z). Fasst man in der folgenden Analyse die Funktion y(z) = y (gp(t))

als Funktion der Variablen ¢ auf (ohne das Funktionssymbol y zu &ndern), so kann diese
Umrechnung mit Hilfe der Kettenregel bewerkstelligt werden, zum Beispiel:

dy dy dt dy @

de dt dr dt dx’

Wir setzen voraus, dass ¢ € C"(I) gelte sowie (d/dt)p(t) #0V ¢t € I. Dann ist ¢ : I — X
streng monoton. Die Umkehrfunktion ¢ = () existiert, und es gilt 1) € C™(X) sowie dt/dz =

1/¢(t). Hier bezeichne ”-":= d/dt die Ableitung nach der Variablen ¢. Man erhilt nun unter
diesen Voraussetzungen durch wiederholte Anwendung der Kettenregel:
dy _ dy dr _ ~
dr ~ dt dx — Y
d?y d ;. dt dt\2 d*t
dx? dx (y da:) y(dx) +yda:2’ (6.3)
d3y d dt\2 d*t dt\3 d*t  dt d3t
ay _ @ (.0t . At _ (3) (&L g &L 4t . at
dx? dx (y (dx) yd:vZ) Y (dx) Y da? d:v+yd:v3’ /
usf. Wir betrachten jetzt die spezielle Variablentransformation
R — (0, +00), _ (0,400) = R,
Q: B o o t=1: - - (6.4)
t—x=p(t):=¢€, = t=1¢(x):=Inx.
Es ist nicht schwierig, die folgenden Ableitungen zu ermitteln:
@1 1P )
dv ' dx? 22 dxd a3 dzm "
Wir verwenden diese Identitéten in den Formeln (6.3) und bezeichnen dazu
d
D :=—.
dt
Dann folgt:
d
dz x
d?y 1. 1. .
352@ = xQ(Py—Py) = j—y=D(D - 1)y,
d3y 1 3. 2. . .
x3% = x?’(ﬁD?’ —ﬁy+ﬁy) = D% —3jj+2y=D(D—1)(D—2)y,
usf. Allgemein zeigt man durch vollstdndige Induktion nach n:
n Y DD 1) D -2)(D—nt1)y, nEN, D=2 (6.5)
da” v ’ dt
Wegen dieser Relation gelingt es, die Differentialgleichung mit nichtkonstanten Koeffizienten
L,y := Z akxky(k)
k=0 '
= a,2"y"™ + a2y o aay + agy = f(2), © >0, (6.6)
an 7& 07 ar € Ka

mit Hilfe der Transformation (6.4) in eine DGI mit konstanten Koeffizienten zu iiberfiihren.



Definition 10.8 Die lineare gewéhnliche DGI (6.6) heifit EULERsche Differentialgleichung
n—ter Ordnung. Mit Hilfe der Variablentransformation t := Inx, x > 0, transformiert man
die EULERsche Differentialgleichung (6.6)in eine lineare gewdéhnliche DGl mit konstanten Ko-
effizienten, ndamlich

Fy(D)y := Xn: axD(D — 1)+ (D = k+1)y(t) + aoy(t) = f(€'), t € R,

wobei D := d/dt zu setzen ist.
Nach erfolgter Transformation behandelt man die EuLERsche DGI mit den Methoden aus den

Abschnitten 10.4 und 10.5.

‘ BSP. (10.6.1) ‘ Es ist zweckmiifig, die Transformation einer gegebenen EULERschen DGI nach folgendem
Formalismus durchzufiihren, den wir am Beispiel der DGI

Lyy := 2%y"" — 2%y" + 62y’ — 10y = 22 + In2%, = >0,

vorfiihren:
DGIl: Lsy = 3y — 2% +6xy — 10y = 22+ Ina?,
\ \ \ d
Transf. z = ¢t: Py(D)y = (D(D ~1)(D—-2) - DD —1)+ 6D — 10)y = e 19t
- (D3 —  4D?> 4+ 9D - 10)y
\ \ \ d
charakt. Polynom: P3(\) = A3 — 43 4+ 9\ — 10 = 0.

Man kann die Nullstelle \; = 2 des charakteristischen Polynoms leicht erraten. Wir spalten den Linearfaktor
(A — 2) mit Hilfe des HORNER-Schemas ab:

1 —4 9 -10
A=2 * 2 —4 10

| 1 -2 5 o]

Wir erhalten nun die Linearfaktorzerlegung

PsA)=(A=2)(A? =22 +5) = (A —2)(A =1 — 2i)(A — 1 + 2i),

und aus ihr resultiert die allgemeine Lésung der homogenen DGI in der reellen Form

yn(t) = Cr et 4 ¢t (02 cos 2t + C5 sin 2t), teR.

Im néchsten Schritt berechnen wir eine partikulire Lésung der inhomogenen Differentialgleichung Ps(D)y =
€%t +2t. Da \; = 2 eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, erzeugt die Inhomogenitiit e
einfache Resonanz, wihrend die Inhomogenitit 2¢ resonanzfrei ist. Der folgende kombinierte Resonanz-
ansatz ist erforderlich:

yp(t) = Agtezt + Bo + Blt (—10)
Dyp(t) = A0(2t + 1)62t + B1 -9
D%y,(t) =  Ap(4t +4)e* (—4)
D3y,(t) = Ao(8t+12)e* 1

e2t 42t = 540 — 10By + Bi(9—10¢).




Durch Koeffizientenvergleich erhilt man

AO = 37
und hieraus resultiert die allgemeine Losung
1 1 9
y(t) = yn(t) +y,(t) = e* (01 + R t) + et (02 cos 2t + Cs sin2t) ~ (t + 1—0), teR.
Durch Riicktransformation ¢ = In z erhiilt man diese Losung in Abhéingigkeit von der Variablen z > 0:

y(z) = 2° (C’1 + % lna:) + :1:(02 cos(ln %) + O sin(lna:Q)) - %(lnx + %), x> 0.

‘BSP. (10.6.2) ‘ Wir berechnen hier die Losung der EULERschen DGI aus BSP. (10.3.1), Abschnitt 10.3,

namlich

Lyy = 23y" — 32%y" + Txy' — 8y =2z, = > 0.

Wir verfahren analog zum vorangegangenen Beispiel:

DGl: Lsy = 3y - 3z%y" 4+ Txy' — 8y = =,
3 \ \ 3
Transt. z=¢': Py(D)y = (D(D-1)(D =2 -3D(D 1)+ 7D — 8)y = .
= (p? — 6D +12D-38)y
3 \ \ 3
charakt. Polynom: P3(\) = A3 — 62 + 12\ — &8 = 0.

Man kann die Nullstelle A\; = 2 des charakteristischen Polynoms leicht erraten. Wir spalten den Linearfaktor
(A — 2) mit Hilfe des HORNER-Schemas ab:
1 —6 12 -8

1 -4 4 0]

Wir erhalten nun die Linearfaktorzerlegung
Ps(A) = (A =2)(A\% —4X +4) = (A — 2)%,

und aus ihr resultiert die allgemeine Losung der homogenen DGI

un(t) = (01 + Ot + 03t2) e, t€R.

Im n#chsten Schritt berechnen wir eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung P (D)y = et.
Da A = 1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, ist die Inhomogenitit e’ resonanzfrei. Der
folgende Direktansatz ist erforderlich:

w(t) = Age’ | -(-8)
Dy,(t) = Apet |12

D%y,(t) =  Aget | (—6)
D3y,(t) =  Aget |1

et ; —Ao@t = Ag = —1.

Hieraus resultiert die allgemeine Losung
y(t) = yn(t) + yp(t) = e (01 + Cot + 03t2) — ¢!, teR.

Durch Riicktransformation ¢ = In 2 erhélt man diese Losung in Abhéngigkeit von der Variablen x > 0:

y(z) = 2* (01 +Cylnz + C3(1na:)2) —xz, z>0.




Kapitel 11

Eigenwerte und Eigenvektoren von
Matrizen

11.1 Das Eigenwertproblem

Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten

(1.1)

kann in ein dquivalentes System von n gewohnlichen Differentialgleichungen 1.Ordnung iiber-
fithrt werden. Dazu fiihre man neue abhéingige Verédnderliche

(@) = y(@), (@) =y (2),...,yn(z) =y V()

ein. Aus dieser Zuordnung ergibt sich ganz offensichtlich das zu (1.1) dquivalente System

Loy = y™ + an1y™ ™V + -+ ary + agy =0

(1.2)

yi(x) = wpalz), ) o 1 0 0
yy(z) = ys(x), 0o 0 1 0
y3(x) = yalz) N 0 0 0 0 .
. . & jl'(z) = S . Jlx),
Y 1(x) = wnl(2), 0 0 0 1
yvlz(x) = RS(.Z‘), J L —Qpg —ap —as —Qp—1 ]
A

wobei wir die Bezeichnungen
- . T
RS(x) = = Y axagk(),  §(2) == (11(2), v2(2), - ya(2))
k=1

verwendet haben.
‘ BSP. (11.1.1) ‘ Es sei die Differentialgleichung

Lyy :=y" —4y" +5¢y' —y =0

vorgelegt. Wir setzen y;(z) := y(z), y2(z) := y'(z), ys(z) := y"(z). Nun kann die gegebene DGI 3.0rdnung
in der folgenden Form als System 1.0rdnung geschrieben werden:

Y () 0 1 0
7'(x) = [yé(l‘)] = [ 0 01 ] y(z) =: Ay(z).
ys(z) 1-5 4

=A

235



In Verallgemeinerung dieses Zusammenhangs konnen wir uns mit der folgenden Aufgabenstel-
lung auseinandersetzen. Gegeben sei eine Matrix A € K™ Man bestimme eine differenzier-

bare Vektorfunktion 7(z) := (y1 (z), y2(x), . .. ,yn(x))T so, dass gilt:

7'(z) = Aj(z), = €R. (1.3)

Der bei linearen gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten erprobte
?e*M—Ansatz” fiihrt auch hier zu einer Algebraisierung der Gleichung (1.3). Wird néimlich

j(x) = v, e Cn, (1.4)

in (1.3) eingesetzt, so resultiert
0 =eM(A— \Id)7.

Wegen e’ # 0 V ) € C hat man also folgendes Eigenwertproblem zu l5sen:

Finde A € C und 0 # @ € C" so, dass AT = \7.

Definition 11.1 Zu gegebener quadratischer Matriz A € K™™ heifie eine Zahl A € C Ei-
genwert (Fw) von A, wenn es ein ¥ € C", @ # 0, derart gibt, dass

AT = AT (1.5)

gilt. Der so definierte Vektor U heifse Eigenvektor (Ev) zum Eigenwert .

‘BSP. (11.1.2)‘ Die Diagonalmatrix A := diag(\i,As,...,\,) erfiillt offenbar A€; = X\ € V j =

1,...,n, worin & = (0,...,0, _1 ,0,...,0)T den j—ten Standardbasisvektor des K" bezeichnet. Das
j—te Stelle
heiflt, €; ist Eigenvektor zum Eigenwert A;. Ist A\; = A V j = 1,...,n, so zeigt dieses Beispiel insbesondere,

dass moglicherweise nur ein einziger Eigenwert A\ existiert und dazu mehrere Eigenvektoren.

Bemerkung 11.1 Aquivalent mit (1.5) ist die Losung des linearen homogenen Gleichungs-
systems

(A— \Id)7=0. (1.6)

Nach den aus der linearen Algebra bekannten Losbarkeitskriterien (vgl. Satz 5.34) ist das
Gleichungssystem (1.6) genau dann nichttrivial 16sbar, wenn die Determinante von A — A\ Id
verschwindet: det(A — A Id) = 0. Aus diesem Sachverhalt resultiert ein Kriterium zur Bestim-
mung der Eigenwerte. a

Satz 11.1 Gegeben sei die Matriz A € K™,

(a) Genau dann ist A € C ein Eigenwert von A, wenn gilt:

Pa(\) = det(A — A Id) = 0. (1.7)

(b) Wir haben

Py(A) = det(A — A 1d) = (=1)"A" +pu i A"+ -+ prd + det A, (1.8)

das heifit, det(A — X Id) ist ein Polynom in X\ vom Grade genau n.



Begriindung: Fiir die Spaltenvektoren a1, d>,...,d, der Matrix A gilt ja d; = Ae; Vj=1,2,...,n,
so dass aus den Rechenregeln iiber Determinanten Folgendes resultiert:

det(A = \Id) = det [(A— NI)éy, ..., (A — Nd)Z, ] )

= det(&’l - )\51,62 — )\éé, . ,(_]:n - Agn) = det(d’l,&’g, . ,(_]:n)

n
A det(@y, ..., djo1, —€j, @ity dn) + oo

j=1 (1.9)

n
H(=D)" AN " det (€1, - - vy €j—1, gy €1y - -5 En)
J=t =aj;
+(—=1)"A"det Id.
——"
1 )
Hieraus folgen schon die behaupteten Relationen. O

Bemerkung 11.2 (a) Die Formeln (1.9) liefern explizite Darstellungen fiir die Koeffizienten
pr. des Polynoms P, (). Insbesondere gilt

Po = detA, P1 :—Zdet(d’l,...,d’j_l,(%,&'jﬂ,...,an),
n = (1.10)

Py = (=1)"71 ) aj;.
j=1

(b) Der Fundamentalsatz der Algebra weist dem Polynom P, (\) genau n Nullstellen zu, und

diese sind geméfl Satz 11.1 genau die Eigenwerte der Matrix A. O

Definition 11.2 Gegeben sei die Matriz A € K™™.

(a) Das Polynom von Grade genau n :

Po()) = det(A — X Id)

heifie charakteristisches Polynom der Matriz A.
(b) Die Zahl

Sp(A4) == aj;
7=1

heifle Spur von A (manchmal auch "tr(A)” von trace).

(c) Ist \j eine kj—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P,(X), das heifst, gilt

Pa(A) = (A= 2)"Q(\) mit QX)) #0,

so heife k; die algebraische Dimension des Eigenwertes \;. Stets gilt 3 k; = n.
j

Bemerkung 11.3 Es seien A, Ao, ..., A\, m < n, die paarweise verschiedenen Nullstellen
des charakteristischen Polynoms P, (\) mit ihren Vielfachheiten ki, . .., k. Dann gilt offenbar
die Linearfaktorzerlegung

Pu(d) = (=1)"(A = M) (A = A)® - (A = Ag)™ = (=1)" [T(A = )" (1.11)



Wegen (1.10) folgt deshalb aus den ViETaschen Wurzelséitzen: O

P(0) = po=detA=T]] )\?j;

j=1

Sp(4) = (=1)"'pu1 =D _k;A;.
j=1

Satz 11.2 Gegeben sei die Matriz A € K™,

(n,n)

(a) Genau dann existiert die inverse Matriz A~ € K™  wenn alle Eigenwerte von A von

Null verschieden sind.

(b) Es gelten die Beziehungen

det A=T[ X wnd Sp(A) =3 a;;=73 N,
7j=1 7=1

j=1

wobei jeder Figenwert so oft zu zihlen ist, wie seine (algebraische) Vielfachheit angibt.

‘BSP. (11.1.3)‘ Die Matrix A := [ (1) 21)) } hat das charakteristische Polynom P»(\) = det(A — AId) =
‘ 1 6 A 1 E \ ‘ = (1 - \)2, und demzufolge einen doppelten Eigenwert A; = 1. Wir bestétigen Sp(4) =2 =

2\ sowie det A =1 = A2,

Hat man die Eigenwerte \; von A gefunden, so folgt aus (1.6), dass die jedem \; zugeordneten
Eigenvektoren ¢ den Kern der Abbildung A — \;Id : C* — C" aufspannen. Wegen der
Unterraumeigenschaft Kern (A — A; Id) C C" gilt natiirlich

1 < p();) :=dim Kern (A — \; Id) < n.

Definition 11.3 Gegeben sei die Matriz A € K™, Sei A; Eigenwert von A. Dann heifse
der von den zu \; gehérigen Eigenvektoren ¥ € C" aufgespannte Unterraum

Kern (A — \; Id) C C"

der Eigenraum von \;. Seine Dimension p()\;) := dim Kern (A — \; Id) heiffe die geometri-
sche Dimension des Eigenwertes \;.

Die Berechnung des Eigenraumes zum Eigenwert A lduft also auf die Losung des homogenen
linearen Gleichungssystems (A — A Id)7 = 0 hinaus. Die folgenden Beispiele zeigen, dass alge-
braische und geometrische Dimension eines Eigenwertes A im allgemeinen verschieden sind.

2 1 1]
‘ BSP. (11.1.4) ‘ Gegeben sei die Matrix A := { 2 3 4 | mit dem charakteristischen Polynom
L—l -1 -2 |
2—-A 1 1
P;(\) =det(A - \Id) = 2 3—-A 4 =—(A-=-3)(A-1)(A+1).
-1 -1 —-2-A
Es gibt drei verschiedene Eigenwerte A\; = 3, A2 =1, A3 = —1 mit algebraischer dim A; = 1. Die zugeordneten

Eigenvektoren @; sind die Losungen der homogenen Gleichungssysteme (A — \; Id)7; = 0. Man verifiziert ohne
Schwierigkeiten:

Kern (A — \; Id) = span{(2,3, —1)7’}; Kern (A — \; Id) = span{(l, —1,0)7’};



Kern (A — A3 Id) = span{(O, 1, —1)T}.
Demzufolge gilt hier p(\;) = dim Kern (A — X; Id) = 1 = algebr. dim J;.

Beachte: Die Eigenvektoren @;, j = 1,2,3, sind linear unabhdngig.

‘BSP. (11.1.5)‘ Wir betrachten

1-A 4 3
0 1-A 2
0 0 1-X

1 4 3
A::[O 1 2] mit P3(\) = det(A — A\ Id) = =—-(A-1)%
001

Es gibt nur einen einzigen Eigenwert A\; = 1 mit algebraischer dim A\; = 3. Die Bestimmung des Eigenraumes
Kern (A — A\ Id) lsuft auf die Losung des homogenen Gleichungssystems (1.6) hinaus, also

U1 1
vy | ©uvy=wv3=0, T=vi-| 0|, vy #0.
V3 0

hat nur einen einzigen Eigenvektor.

Wir haben allgemein:

Satz 11.3 Seien \; Eigenwerte der Matriz A € K™,

(a) Es gilt \y # Ay genau, wenn Kern (A — A\ Id) N Kern (A — A\, Id) = {0}.
(b)

(c) p(Aj) = geom. dim \; < algebr. dim \; = k;.
()

j
es in C™ eine Basis aus Figenvektoren der Matriz A gibt.

FEigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten sind linear unabhdingig (LU).
Genau dann gilt p(A;) = k; ¥ j, wenn n =3 p(A;) ist. Dies ist genau dann richtig, wenn

(e) Die Diagonalmatriz A := diag (A1, Ag, ..., \,) hat genau die Figenwerte A\, Ag, ..., \,, und
die Vektoren der Standardbasis €1, €, ..., €, sind die zugeordneten Figenvektoren.

Begriindungen: (a) Wire 0 # @ € Kern (A—\; Id)NKern (A— g Id), so wire AT—\ 7 = AT — @ = 0,
also (A\y — A1) = 0, und somit A, = Xy.
(b) Diese Aussage ist lediglich eine Interpretation der Aussage (a).

(c) Wir fixieren einen Eigenwert A von A mit p = geom. dim X\ und & = algebr. dim \. Gelte Kern (A—
AId) = span{¥),¥s,...,7,}. Nach dem Basiserginzungssatz (Satz 4.12) gibt es n — p weitere LU
Vektoren ¢; € C", j = p+1,...,n, so dass C" = span{ti, v, ...,0,} gilt. Fir die Matrix T :=
(01,2, ..., 7,) € C™M gilt RangT = n, und somit T € Inv (C") sowie T¢ = ¥; baw. & =
T-'%; Vj=1,2,...,n. Wir folgern

T 'ATe; =T 'A5; = T '5;=)¢&; Vi=12,....,p.
Also muss T~'AT die Gestalt

\Id,| B

—1 _
T AT—[ 0 o

] mit  Id, := diag (1,1,...,1) € K"

haben. Wir erschlieflen
Po(p) := det(T 'AT — pId) = det[T (A — pu Id)T)
= (det T ')[det(A — pId)](det T) = det(A — p Id) (1.12)
= (A—p)?-det(C — pId).



Das heifit, A ist mindestens eine p—fache NS von det(A — p Id). Also muss k > p gelten.
(d) Wegen p(A;) < kj und n = Z kj kann n = Ep( ;) nur dann gelten, wenn p(X;) = k; V j erfiillt
ist. Das heifit, die Eigenrdume Kern (A=) Id) von A spannen den Vektorraum C" auf.
(e) folgt aus BSP. (11.1.2). Da span{éy, é2,...,é,} = K" gilt, liegen alle Eigenvektoren vor. O
Bemerkung 11.4 (a) Aus der Rechnung (1.12) resultiert folgende Tatsache: Gegeben seien

A€ K™ und T € Tnv (K"). Dann haben A und B := T~'AT dasselbe charakteristische
Polynom P,()), also auch dieselben Eigenwerte:

Pu(\) = det(A — A Id) = det(T~" AT — ) Id). (1.13)

b) Gilt geom. dim A\; = algebr. dim A; V j, so bilden die zugeordneten Eigenvektoren vy, ..., 4,
j j
gemifl Satz 11.3 eine Basis des Vektorraumes C”. Die Matrix

T = (¥4, 0y, ...,0,) € Cn) (1.14)

hat RangT = n, so dass T' € Inv (C") resultiert. T heiffit Modalmatrix von A. Mit der

Diagonalmatrix A = diag (A1, Az, ..., A,) gilt dann O
AT - (A??l, AUQ, o ,Agn) - ()\1'171, )\2?72, ceey )\nﬁn) = TA (115)
3 0-1
‘BSP. (11.1.6) ‘ Die Matrix A:= | 0 3 4 | hat das charakteristische Polynom
0 0 2
3-A 0 -1
Ps(\)=det(A—XId)=| 0 3-X 4 |=(3-X%2-)).
0 0 2-X

Es liegen die Eigenwerte A; = 2 (einfach) und A; = 3 (doppelt) vor. Man erhilt mit leichter Rechnung
Kern (A — \Id) = span{(l, —4, I)T}. Zur Bestimmung des Eigenraumes Kern (A — s Id) l6sen wir das
homogene Gleichungssystem

0 0-1 U1
0=(A-X)i=(A-3Ld)i5=|0 0 4 vy | & v3=0; wvi,v2 beliebig.
0 0-1

U3

Es existieren zwei linear unabhiingige Eigenvektoren, ndmlich @ := v; (1,0,0)” und @ := v (0,1,0)7. Dem-

zufolge haben wir
1 0
Kern (A — s Id) = span { 0of, |1 },
0 0

d.h. algebr. dim Ay = geom. dim \y. Es trifft Satz 11.3.(d) zu. Die Eigenvektoren #; := (1,—4,1)T, @ :=
(1,0,0)T und 3 := (0,1,0)T bilden eine Basis des Vektorraumes C*. Die Modalmatrix von A lautet

ro| o] oo ]
00 0 1 4

[ IR

— s




11.2 Der Satz von Cayley—Hamilton

Zur Motivation greifen wir zunichst nochmals die Situation auf, in welcher der Raum C" eine
Basis aus Eigenvektoren einer Matrix A € K (") besitzt. Es seien Aj, 3 =1,2,...,m, die paarweise
verschiedenen Eigenwerte von A mit Vielfachheiten k;, und seien @y, ¥, . . ., U; die dem Eigenwert A;
zugeordneten Eigenvektoren. Dann folgt mit der Linearfaktorzerlegung (1.11) des charakteristischen
Polynoms fiir jeden Index [ = 1,2,...,k;:

Pn(A)ﬁl = (—l)n(A -\ Id)kl (A — Xy Id)k2 .. (A — A Id)kml_)}
= (—1)"(A—>\11d)’“--- Id "'(A—XmId)km (A—Ajfd)kif)’l
<~ S R

j—ter Faktor

(2.1)
[j—ter Faktor

= 0.
Hier haben wir die Kommutator—FEigenschaft
(A= N Id) (A =N Id) = A* — (\j + M)A+ M\ e Id = (A= N\ ) (A= N Id) (5 # k)

eingearbeitet. Da die Gesamtheit der Eigenvektoren den Vektorraum C” aufspannt, resultiert nun
aus (2.1) P,(A) = O. Das heifit, die Matrix A erfiillt ihre eigene charakteristische Gleichung. Die
Eigenschaft gilt auch im allgemeinen Fall:

Satz 11.4 (CAYLEY-HAMILTON)
Gegeben seien A € K™ und dazu die paarweise verschiedenen Eigenwerte Ay, Mo, ..., Ay € C
mit Vielfachheiten kq, ko, . .., k. Dann gilt:

Pu(A) = (=1)™(A — A\ T)* (A — Ny Id)*2 - - (A — Ay Id)Pm = O, (2.2)

das heif$t, die Matriz A erfillt ihre eigene charakteristische Gleichung.

Diesen (nicht vollstéindig) bewiesenen Satz belegen wir durch das folgende Beispiel.

1 3
0 1
Eigenwert A\ = 1. Man errechnet sofort, dass Kern (A — A\; Id) = span {(I,O)T} gilt. Das heifit, wir haben
p(A1) =1 <2 =k;. Esist aber P»(\) = (=1)(A — 1)? = (A — 1)2, und auch

‘ BSP. (11.2.1) ‘ Essei A := [ } die Matrix aus BSP. (11.1.3), Abschnitt 11.1. Diese hat den doppelten

wen—a-w =[5 3] [0 3]- [0 8]0

Die Beziehung (2.2) besagt insbesondere, dass die Eigenwerte \; der Matrix A vermoge P,
auf die Eigenwerte P,()\;) = 0 der Matrix P,(A) = O abgebildet werden. Diese Transforma-
tionseigenschaft gilt allgemeiner:

Satz 11.5 Gegeben seien ein Eigenwert \ der Matriz A € K™ und der zugeordnete Eigen-
vektor U.

(a) Fir ein beliebiges Polynom Q,(p) := g g’ hat die Matriz Q,,(A) € C™™) den Eigen-
j=0

vektor U zum Eigenwert Qun(\). Insbesondere besitzen q - A den FEigenwert q - X\ und A + p Id

den Figenwert A\ + pu.

(b) Die transponierte Matriz AT hat den Eigenwert \, und die adjungierte Matriz A* = ar

den Eigenwert \.



Begrdndungen (a) Klar, aus AT = M folgt sofort ATG = AT='\g = -.. = V& V j € Ny. Also gilt
Qm( )U = E QJAJU = Z QJAJU = Qm( )_"

(b) Die Determmantenregeln liefern:

det(A—XId) = det[(A—XId)"] = det(AT — X Id),

det(A* — XId) = det[(A— \Id)*] = det] (A — \Id)T | = det(A — A\ Id).
Hieraus folgen die Behauptungen. O

Die Relation (2.2) erméglicht es, die Potenz A" der Matrix A durch die niederen Potenzen
A=t An=2 A, Id auszudriicken. Allgemein kann somit jede Potenz von A als Linearkom-
bination des Systems Id, A, A%, ..., A"~! dargestellt werden. Auf diese Weise lassen sich zum
Beispiel matrixwertige Funktionen iiber Potenzreihen erkliren:

o0

) == Z:ak(tA)k, t€ D(fa).

|BSP. (11.2.2)| Bssei 4 := (1)?1’

Id)? = A% — 2A + Id gilt, also A2 = 2A — Id. Hieraus resultiert:
A =247 — A=3A-21d, A'=3A4%_-24=4A-310,... allgemein: A* = kA — (k—1)Id, k€ N.

] die Matrix aus BSP. (11.2.1). Wir hatten gezeigt, dass O = (A —

Nun ist die folgende Funktion sinnvoll definiert:

=tk = ktk = (k—1)tk
tA . _ k _
e : E k!A Id—l—AE o IdE o
k=0 k=1 k=2
N——
=tet =(t—1)et+1

t t
_ t . t _ e 3te ot 1 3t
= te'A+(1 t)eId—[O o }—e {0 E

‘ BSP. (11.2.3) ‘ Die Matrix A := {_? _; ] hat das charakteristische Polynom
. 1 2=A 2 2
Py(X) == det(A—AId)—‘ 1 9 ‘_)\ - 2.

Somit gilt hier Py(A) = O = A? — 2 Id. Daraus errechnet man sukzessive
A2 =21d, A% =24, A*=41Id,... allgemein: A%* =2F[d A%+ =2k A ke Ny,

und weiterhin

o0 2k o0

t t2k+1 § 00 (\/it)Qk \/_t 2k+1
— A2k A2k+1 — Id il
Zk' Z 20! 2_:0(21”1)! kg @y Z 2k + 1)

1 ) B cosh(v/2t) 4 v/2 sinh(v/2t) V/2 sinh(v/2t)
= - cosh(vat) + V2 Avsinh(v2) = —1 /2 sinh(v2t) cosh(v/2t) — v/2 sinh(v/2t)

Definition 11.4 Zu gegebener Matriz A € K™ heifle die matrizwertige Funktion

00 tk
=Y o AF teR, A= I, (2.3)
k=0 """

die Matrix—Exponentialfunktion von A.



Bemerkung 11.5 Ist ||-|| : K™ — R eine submultiplikative Matriznorm, so gilt ja || A%]| <
|AJ|?, und weiter durch Induktion ||A*|| < ||A||*. Hieraus erschliefen wir unter Verwendung
der Dreiecksungleichung:

I“‘II<Z

t
| | HA“k eltHIAl +ooVteR.

Dies begriindet die Existenz der Matrix—FExponentialfunktion fiir jedes t € R. O

Es sei 7 € K™ ein fester Vektor. Dann wird durch

1

o0
g(t) := Z AF, (0) = 7, (2.4)

eine vektorwertige Funktion i : R — K" erkldrt. Die Reihe (2.4) darf gliedweise differenziert
werden, und es folgt

d . 00 k.tkfl
E y(t) - Z k!

k=1

00 tk
kG =AY AR = Ag(r),
k=0 """

Satz 11.6 Gegeben sei die Matriz A € K™™ . Dann hat das Anfangswertproblem

y'(t) = Ay(t), ¥(to) = %o € K", (2.5)

t—to)A —

die eindeutig bestimmte Lisung §j(t) = el -

Begriindung: Offensichtlich ist die Funktion 7(¢) eine Losung, und wir brauchen nur ihre Eindeutigkeit
zu zeigen. Wire auch 7 (¢) eine Losung, so konnten wir fiir festes ¢ > ¢y setzen:

w(s) = eI (s), to<s <t

Durch Differentiation folgt nun

d "
- _ (t—=s)A( _ A~ —/ .
Tii(s) = el A (= A (s) + () =0,

und somit W(s) = const V ty < s < t. Das heifit,
W(to) = 104Gy (tg) = e~y = (1) = () = G () = G 8).

Wir haben also ¢(t) = #1(¢), und somit Eindeutigkeit vorliegen. 0

Die Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion ¢ kann im Fall n > 3 doch mit erheb-
lichem Rechenaufwand verbunden sein, da es am konkreten Beispiel A € K™ nicht einfach
ist, die Potenzen A* allgemein zu berechnen. Die Situation vereinfacht sich ganz betriichtlich,
wenn die Eigenvektoren v, ¥, ..., #, der Matrix A eine Basis des C" bilden. Sind ndmlich
A1, A2, ..., Ap die (nicht notwendig voneinander verschiedenen) Eigenwerte von A, so gilt:

" ootk ) tk)\k N

tA S t o

e U = E k’AUj E T U=€ev1v, j=1,2,....n
k=0 " k=0

Da nun jeder Vektor i, € C" in der Basis v}, t, . .., ¢, aufgespannt werden kann, resultiert
aus Satz 11.6 sofort:



Satz 11.7 Gegeben sei die Matriz A € K™ deren Eigenvektoren @y, vs, ...,7, eine Basis
des Vektorraumes C" bilden mdgen. Es bezeichne A\; den Eigenwert, der dem Eigenvektor v;
zugeordnet ist. Dann hat das Anfangswertproblem (2.5) die eindeutig bestimmte Ldsung

J(t) = CreMt=)g 4 Chetet=blg, ... 4 O ettt | (2.6)

Die Konstanten C; sind die Koeffizienten der Linearkombination o = C10,+Coty+- - -+ C, U,

3 0-1
‘BSP. (11.2.4) ‘ Essei A := { 0 3 4 } die Matrix aus BSP. (11.1.6), Abschnitt 11.1. Dort wurden bereit
0 0 2
die Eigenwerte A; = A = 3, A3 = 2 und die zugeordneten Eigenvektoren #; = (1,0,0)7, @ = (0,1,0)T, @5 =
(1,—4,1)T berechnet. Wir 16sen das Anfangswertproblem

g'(t) = Ag(t), §0)=go = (a,b,0)" € R".

Gemaif Satz 11.7 hat das DGI-System die allgemeine Losung

() = (01171 + 02172) 3 4 Cyet .

Nun gilt offensichtlich
Jo=(a—c)ty + (de+b) U + ¢ 3,
b= (a=)f+ (et h) B+ iy
:ZCl :ZCZ ::03
und aus dieser Zerlegung erhilt man die folgende Losung des Anfangswertproblems:

a—c c
() = (a — ¢)e3tTy + (dc+ b)e3tiy + ce®lis = e [ dc+b ] + €% [ —4c ] .
0 c

Sind nicht geniigend viele Eigenvektoren vorhanden, so gestaltet sich die Losung des An-
fangswertproblems (2.5) wesentlich schwieriger. Dieser Fall ist in Ing.—Math.IIT zu behandeln.

11.3 Ahnliche Matrizen

Offenbar konnen bei Diagonalmatrizen A = diag (A1, Ag, ..., A,) Eigenwerte und Eigenvekto-
ren direkt abgelesen werden. Wir untersuchen deshalb die Aufgabe, eine Matrix A € K"
mit Hilfe geeigneter Transformationen auf Diagonalgestalt zu bringen, und zwar unter Beibe-
haltung der Eigenwerte. Anlass dazu bietet die Relation (1.13), nach der die Matrizen A und
T~ AT fiir beliebiges T' € Inv (C") dasselbe charakteristische Polynom haben.

Definition 11.5 Zwei Matrizen A, B € KM™" heifen dhnlich, wenn es eine Transformati-
onsmatriz T € Inv (C") gibt mit

B =T-"AT. (3.1)

Die Beziehung (3.1) heifit Ahnlichkeitstransformation. Eine Matriv A € K™™ heifle dia-
gonaldhnlich (kurz: diagonalisierbar), falls A dhnlich mit einer Diagonalmatriz A ist.

Bemerkung 11.6 Die Matrix 7" in (3.1) ist nicht eindeutig bestimmt. Gibt es ein solches 7',
so leistet auch T := X\ - T fiir jedes A # 0 das in (3.1) Verlangte. O



Der folgende Satz gibt ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit einer Matrix an.

Satz 11.8 (a) Sind A, B € K™™ Ghnlich, so gilt

det(A — AId) = det(B — AId) V A € C;

das heifst, die Matrizen A und B haben dieselbe Determinante und dasselbe charakteristische
Polynom und somit dieselben Eigenwerte.

(b) Ist B =T ‘AT, und ist ¥ ein Figenvektor von B zum Figenwert \, so ist TV ein Eigen-
vektor von A zum selben Eigenwert ).

(c) Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn die Figenvektoren von A eine Basis des C™ bil-
den. Bezeichnet Uy, 0s, ..., 0, diese Basis, so gilt mit der Modalmatrix T := (¥}, 0s, ..., Up)
die Beziehung

T-'AT = A = diag (A, Ao, - -, An), (3.2)

sofern die Zuordnung Av; = \jv; ¥V j = 1,...,n, angenommen wird. Die Matriz A heifit die
Spektralmatrix von A.

Begrindungen: (a) ergibt sich unmittelbar aus (1.13).

(b) Aus 0 # @ und B% = A7 resultiert AT% = TB& = TA# = \T'0.

(c) Ist A diagonalisierbar, so existieren T := (£1, %3, ...,%,) € C™) und A := diag (A1, A2, ..., A\n) €
C(") mit der Beziehung (3.2). Gemif (a) hat A die Eigenwerte A, Ag, ..., Ay, und gemi$ (b) sind
Té, =t,...,Te€, = t, die zugeordneten Eigenvektoren. Wegen RangT = n spannen diese den C"
auf.

Es seien umgekehrt ¥y, s, ...,7, Eigenvektoren von A, die den C" aufspannen. Ist dann T :=

(U1, U2,...,0,) die Modalmatrix und A die Spektralmatrix von A, so gilt (1.15), oder dquivalent
T-'AT = A. O

Bemerkung 11.7 Sind alle n Eigenwerte der Matrix A € K™™ yoneinander verschieden, so
folgt aus Satz 11.3.(b), dass die Eigenvektoren eine Basis des C™ bilden. Also ist A diagona-
lisierbar. O

3 0-1
‘BSP. (11.3.1)‘ Zur Matrix A := | 0 4 | hatten wir bereits in Abschnitt 11.1, BSP. (11.1.6), die
0 2

0

3

0
Modalmatrix T und ihre Inverse berechnet. Es folgt

3

0

0

v R S O N B -
[014J[ 02J[100J [003J

Das Problem der Diagonalisierbarkeit kann weiter spezialisiert werden, indem von der Modal-
matrix 7" weitere Eigenschaften gefordert werden.

Definition 11.6 (a) Die Matriz Q € K™™ heifie orthogonal (K := R) bzw. unitir (K :=
C), wenn gilt

Q* — Q—l‘

(b) Die Matrizen A, B € K" heifien unitir shnlich, wenn es eine unitire Transformati-
onsmatriz @ € C™™ gibt mit

B = Q*AQ. (3.3)




(c) Die Matriz A heiffe unitéir diagonalisierbar oder normal, wenn eine Diagonalmatriz A
und eine unitire Matrix () existieren mit

A = Q*AQ. (3.4)

Eine Matrix Q = (q1, @, - - ., @) € C™™ ist gemiB Satz 5.22.(d) genau dann unitir, wenn die
Spaltenvektoren ¢, ¢, . .., ¢, eine Orthonormalbasis (ON-Basis) des C" bilden: Bezeichnet
(-,-) das Standardskalarprodukt des C", so gilt (¢j, k) = djx ¥V j,k = 1,2,...,n. Ist also A
normal, so sind die Vektoren ¢; = Q€; V j =1,2,...,n, geméf Satz 11.8.(b) die Eigenvektoren
von A. Bilden umgekehrt die Eigenvektoren o, ¥, ... 7, von A eine ON—Basis des C", so ist
die Modalmatrix Q := (¥, ¥, . . ., U,) unitéir, und es gilt (3.4). Zusammenfassend erhilt man
den ersten Teil des folgenden Satzes:

Satz 11.9 (a) Genau dann ist A € K™" normal, wenn die Eigenvektoren vy, s, ..., o, von

A eine ON-Basis des C" bilden.
(b) Ist A € K™™ normal, so gestattet die Matriz A die Spektralzerlegung

n

A=Y N (5 90).

k=0

Hierin bezeichnet A1, Aa, ..., \, die Eigenwerte der Matriz A und Uy, U, ..., U, das zugeordnete
ON-System der Eigenvektoren.

Begriindung: (b) Da jeder Vektor # € C™ in der ON-Basis die eindeutige Zerlegung & = C1v) +
Cotly + - -+ + Cp vy, hat, gilt einerseits AZ = C1\01 + Codotio + - - - + Cpy A\ ¥Uy- Andererseits gilt auch

n n
ZAj(ﬁj ®6j)6k =N (@ T) T = Ae bk, k=1,2,...,n,
j=1 j=1

n
und somit 3> A () ® )7 = Ci\ih + Codatly + -+ + Cudiiy. =
i=1

1 10
‘ BSP. (11.3.2) ‘ Die Matrix A := [ 1 21 ] hat das charakteristische Polynom
01 1

1-X 1 0
1 2-X 1
0 1 1-A

Py(N) = det(A — A Id) = = (1— A\ - 3).

Wir haben drei verschiedene Eigenwerte Ay = 0, Ay = 1, A3 = 3, und dazu gehoéren drei normierte Eigenvek-

toren
N U N O U I DU I I
U '= —F/= | — y U i= —= y U3 = —= 5
V3| V2|4 V6| 1

die offenbar eine ON-Basis des C? bilden. Man erhilt weiterhin mit @ := (@, 7>, ¥3) die behauptete Relation
SIS vt S I I B BB O R I B
6[ 1 2 1J[011J[\/§_\/§1J [003J

Wie das Beispiel zeigt, ist es recht miihsam, Normalitdt einer Matrix A iiber die Orthonor-
malitit der Eigenvektoren nachzupriifen. Ein einfaches Kriterium liefert der



Satz 11.10 Genau dann ist A € K™™ normal, wenn A*A = AA* gilt.

Begrindung: Wir zeigen, dass die Bedingung A*A = AA* notwendig fiir die Normalitit von A ist.
Auf den Nachweis der Hinlinglichkeit soll hier verzichtet werden. Wir verweisen auf die Literatur
(z.B.J. STOER/R. BuLIRscH, Einfithrung in die Numerische Mathematik II, dort Satz (6.4.3)). Sei
also A normal. Dann gilt (3.4), und somit auch

QAQ™ = 4; QA'Q™ = A7 AA" = QAQQAQ" = QAN Q™ AA = QATAQ".
Wegen AA* = A*A folgt AA* = A*A. O
‘BSP. (11.3.3) ‘ Fiir die Matrizen

29 0 i —2i 0 —i
A= 01 0], A = 01 0
i 0 24 —i 0-24
hat man ganz offensichtlich AA* = A* A, wie folgende Rechnung zeigt:
29 0 i —2i 0 —i 5 0 4 —2i 0 —i 29 0 i
AA* = 01 0 01 O0|=|010]= 01 0 0 1 0|=A4"A
i 0 24 —i 0—21¢ 4 0 5 —i 0-24 i 0 24
Gemif Satz 11.10 ist A normal. Tatséichlich hat A die Eigenwerte A\; = 1; A2 = i; A3 = 34, und dazu gehoren
die drei normierten Eigenvektoren

Diese bilden eine ON-Basis des C3.

| Sonderfall I.| Gelte A = A*, das heiBt, A € K™ sei symmetrisch (K := R) bzw. hermi-
tesch (K := C).

Satz 11.11 Es sei A = A* € K™ Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) A ist normal.

(b) Es gibt eine ON-Basis des C™ aus Eigenvektoren von A.

(c) Alle Eigenwerte von A sind reell.

Begriindungen: (a) Wegen A* = A gilt trivialerweise AA* = A*A. Man verwende nun Satz 11.10.
Aussage (b) ist eine Folgerung aus Satz 11.9. Zu (c¢): Fiir einen Eigenwert A = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also A # 0 Eigenwert von A, und sei 0 # ¥ zugeordneter Eigenvektor. Dann folgt

N, 7) = (A7, 9) = (7, A*0) = (0, AT) = X7, 9),

also A = . O
3 0-1

‘ BSP. (11.3.4) ‘ Gegeben sei die symmetrische Matrix A:= | 0 4 0 | = A*, deren charakteristisches

-1 0 3
Polynom wie folgt lautet:

3—-x 0 -1
Ps(A\) =det(A—Xd)=| 0 4—-X 0 |=—-(A-4)>*\-2).
-1 0 3-A

Es liegen die Eigenwerte A\; = 2 (einfach) und Ay = 4 (doppelt) vor. Man erhélt mit einfacher Rechnung

}.

1

1
K A—-\Id) = — 1 0
ern ( 1 Id) span{ﬁll




Zur Bestimmung von Kern (A4 — s Id) ist das homogene Gleichungssystem
1 0 1 i U1
0=A-XIdi=(A-4M)= 0 0 O va | =0
1 0-1

zu 16sen. Offensichtlich ist vo beliebig wéihlbar, wihrend v; = —w3 gelten muss. Mit vo = 0 und v; = 1 erhélt
man den Eigenvektor

1 1]
1 1
Uy = — 0| Lth:=—]0].

Da wir aus Satz 11.11 wissen, dass ein dritter Eigenvektor senkrecht auf #; und ¢ stehen muss, setzen wir

0
_'3:1_J'1X—’2: [ 1-| EKern(A—/\2Id).

o]

Die orthogonale Modalmatrix @ := (¥, U, U3) liefert jetzt die gewiinschte Diagonalisierung

Pt O B A I IS B A A B
Y R | R R F

Das obige Beispiel zeigt, dass die Eigenrdume symmetrischer Matrizen paarweise senkrecht
zueinander sind. Dies gilt allgemeiner fiir normale Matrizen.

Satz 11.12 Gegeben sei die normale Matriz A € K™™. Bezeichne ||v|y := \/(¥,7), © € C",
die Fuklidische Norm in C™. Dann gilt:

(a) ||Av]|y = ||A*¥|2 ¥V & € C™ und Kern (A — X\ Id) = Kern (A* — N Id) V \ € C.
(b) Fiir verschiedene Eigenwerte Ay # Xy von A gilt Kern (A — A\ Id) L Kern (A — Ay Id).
Begriindungen: (a) Fiir beliebiges © € C™ haben wir wegen A*A = AA*:
|A7||3 = (AT, AT) = (¥, A*AT) = (¥, AA*G) = (A*5, A*T) = | A* 5|3
Sei nun A € C, und sei Ay := A — A\ Id gesetzt. Dann gilt
AN(AN)" = (A — NH)(A* — NId) = AA* — (AA* + XA) + AN Id = (A,)* A,.

Da also Ay normal ist, folgt aus dem ersten Teil der Behauptung

I(A = XId)5]2 = [|(A" = X Id)T]|2 V¥ € C,

mithin Kern Ay = Kern (A4))*.
(b) Wir wihlen 7 € Kern (A — \; Id) = Kern (A* — X\; Id) und @ € Kern (A — Ay Id). Wir erhalten
(U2,71) = 0 aus folgender Rechnung:

Ao (U, V1) = (Ao, U1) = (Ua, A*01) = A1 (¥, U7).

|Sonderfall II.| A € K™ sei positiv definit, das heifit, es gelte A = A* und (AZ,Z) >
0V0+#7eKn"

Satz 11.13 Gegeben sei die Matriz A € K™ . Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) A positiv definit = A normal.

(b) A positiv definit genau, wenn A = A* gilt und alle Eigenwerte von A positiv sind.
(c) AecInv (K") = A*A positiv definit.



Begrindungen: (a) Wegen A = A* ist jede positiv definite Matrix trivialerweise normal.

(b) Geméf Satz 11.11.(b) gibt es eine ON-Basis des C" aus Eigenvektoren vy, ¥, . .., ¥, von A. Seien
AL, A2, ..., Ay die zugeordneten Eigenwerte. Fiir jeden Vektor £ € C", & # 0, gilt eine Zerlegung
n

n
F= Y a;v; mit Y |a;]? > 0. Wir folgern

(AZ,2) = (3 an@, > entie) = 3 Agley .
j=1 k=1 j=1
Man erkennt, (AZ,Z) >0V 0 # Z € C" gilt genau dann, wenn Aj >0V =1,...,n, erfiillt ist.
(c) Wegen A € Tnv (K") gilt AZ# 0V 0 # # € K", und somit (A*AZ, &) = || AZ|3 > 0. O

Bemerkung 11.8 Wenn A positiv definit ist, kann A = 0 kein Eigenwert sein. Das heif}t, es
gilt Kern A = {0}, und somit A € Inv (K"). O

2 01
‘BSP. (11.3.5) ‘ Die Matrix A := [ 0 20 ] mit dem charakteristischen Polynom
1 0 2

2-A 0 1
0 2-A 0
1 0 2—-X

Py(\) = det(A — A Id) = =(@2-N)A-1)(\-3)

hat die drei positiven Eigenwerte Ay = 1, Ay =2, A3 = 3. Da A symmetrisch ist, muss A auch positiv definit
sein. Tatséchlich gilt

(A (x17w27x3)T7 (x17x27x3)T> = ((2:1:1 + x3, T2, T1 + 2273)T7 (x17x27m3)T>

= |CE1 +CE3|2 + |.7J1|2 + |.7J2|2 + |CU3|2 > 0V67é 7 e K5

| Sonderfall IIL.| Es gelte A* = A~", das heiBt, A € K™ sei orthogonal (K := R) bzw.
unitir (K := C).

Satz 11.14 Gegeben sei die Matriz A € K™ . Dann gelten die folgenden Aussagen.:

(a) A* = A~ impliziert A normal.

(b) Genau dann gilt A* = A~', wenn AA* = Id erfillt ist.

(c) A* = A™Y impliziert, dass alle Eigenwerte X\ von A auf der Einheitskreislinie liegen:
|A| = 1.

Begriindungen: (a) Klar, es gilt AA* = AA ! = Id=A"1'A = A*A. Also ist A normal.

(b) Ist A* = A™!, so gilt trivialerweise AA* = Id, siehe (a). Ist andererseits AA* = Id, so erhalten
wir 1 = det(AA*) = | det A|?. Also gilt det A # 0, mithin A € Inv (K™). Wir folgern A~ = A1 Id =
AT (AA¥) = A%,

(c) Sei A Eigenwert von A und 0 # @ zugeordneter Eigenvektor. Dann gilt:

1713 = (A* AT, 7) = (A5, AT) = (A3, A7) = [A]* ||4]]3,

also |A| = 1. O

|BSP. (11.3.6)| Die Matrix 4 € R®?) mit

cosa —sina 0 cosa sina 0
A:=| sina cosa 0 |, A*=| —sina cosa 0 |, AA* = I,

0 0 1 0 0 1




ist fiir a € R offensichtlich orthogonal. Wegen

cosa —A —sina 0 ' '
Ps(\) =det (A —AId) = sin a cosa—A 0 =1-ANA—-e")YA—e"),
0 0 1—-A

—i

liegen die drei Eigenwerte \; = 1, Ay = €i®, \3 = e vor, und es gilt |[A;| = 1. Fiir @ = 0 haben wir
Al = X2 = A3 = 1, fiir @ = 7 resultiert \;y =1, Ay = A3 = —1.

Bemerkung 11.9 (a) Das charakteristische Polynom P,(\) = det (A — M Id) einer reellen
Matrix A € R™™ hat offenbar nur reelle Koeffizienten. Also kénnen kompleze Eigenwerte nur
als konjugierte Paare auftreten:

)\ ist Eigenwert von 4 € R(™™ und ¥ ist zugeordneter Eigenvektor
& )\ ist Eigenwert von A und (7) ist zugeordneter Eigenvektor.

Klar, wegen A = A gilt A (7)) = (A7) = (A7) = X (¥). Speziell hat eine orthogonale Matrix
A € RG3) entweder einen oder drei Eigenwerte mit den Werten 41.

(b) Ist A € K™™ diagonalisierbar: A = T~ AT, so ist jede Potenz A*, k € N, mit derselben
Transformationsmatrix 7" diagonalisierbar. Es gilt ndmlich

(THAT) = (TYATY T AT)(---) (T ' AT) = T *A*T.
=1Id Z/I; =1Id

Folglich gilt:

AF = diag (A, M, \E) = T=1ART V | € N, (3.5)

Ist A € Inv(K"), so bleibt (3.5) sogar fiir alle k¥ € Z richtig, also insbesondere auch fiir
negative Potenzen. Allgemein gilt auf Grund von Satz 11.5 sogar fiir jedes beliebige Polynom

Qm(p) == Tznj qji’ die Beziehung 0
/=0

Qm(A) = diag[Qmn (M), Qm(X2), -, Qm(An)] = T Qm(A)T. (3.6)

11.4 Die Schursche Normalform einer Matrix

Fiir nichtnormale Matrizen A € K" gelten einige Eigenschaften nicht mehr, die auf nor-
male Matrizen zutreffen, zum Beispiel:

e Zu verschiedenen Eigenwerten der Matrix A gehorende Eigenvektoren sind nicht not-
wendig orthogonal, wohl aber linear unabhéngig.

e Es existieren nicht notwendig n linear unabhéingige Eigenvektoren der Matrix A.

e Im allgemeinen hat man fiir die Eigenwerte A der Matrix A Ungleichheit von algebrai-
scher und geometrischer Dimension.

e Die Matrix A braucht nicht diagonalisierbar zu sein.



Insbesondere der letzte Punkt macht es im allgemeinen Fall unmoglich, den Vektorraum C"
durch eine Basis von Eigenvektoren der Matrix A aufzuspannen. An die Stelle der Diago-
nalisierbarkeit einer Matrix A tritt aber die folgende Transformationseigenschaft auf obere
Dreiecksgestalt.

Satz 11.15 Zu jeder gegebenen Matriz A € K™ existiert eine Matriz T € Inv (C™) mit

)\1 *
o e
T AT = Azt x| = Dy e Ug(Ch). (4.1)
- O An -
Dabei bezeichnen wir mit \;, j = 1,2,...,n, die nicht notwendig verschiedenen Eigenwerte

der Matriz A.

Bemerkung 11.10 (a) Die obere Dreiecksmatrix Dy heifft ScHURsche Normalform der Ma-
trix A. Die Matrizen T € Inv (C") und D, € Ug(C") sind nicht eindeutig festgelegt.

(b) Es kann sogar speziell eine unitire Matrix @ € C™™ mit Q*AQ = D, € Ur(C") be-
stimmt werden, vgl. J. STOER/R. BuLIRsCH, Einfiihrung in die Numerische Mathematik II,
Satz (6.4.1). O

Begriindung fiir Satz 11.15: Wir fithren vollstindige Induktion nach der Raumdimension n durch.
Hierbei ist n = 1 der triviale Fall. Der Satz gelte jetzt bereits fiir Matrizen A € K(—1n—1),

Vererbung: Es sei A, ein Eigenwert von A, und es sei 0 # # € C" ein zugeordneter Eigenvektor.
Wir ergianzen o durch Vektoren pa, ps, . .., oy, zu einer Basis des C™ und setzen P := (01, p2,...,Pn).
Wegen Rang P = n haben wir P € Inv (C") sowie

pe,=v, P 'oy=¢, P 'AP¢ =P 'Av, =\ P ' =)\ @
Hieraus ergibt sich die folgende Form der Matrix P~' AP, nimlich
M |aT
0| A4
mit 4; € C»=1n=D ynd @ € C* L. Nach Induktionsannahme existieren zu A; Matrizen T} €
Inv (C" 1) und Dy € Ug(C™ ') mit

PlAP =

)

Ay ok eee %
A3
TflAlTl = Ag ok = D;.
@] An
Wir setzen jetzt
1107 1|07
T:=P|— , T l=|— p1
0| T, 0|17"




Es gilt also offenbar T' € Inv (C™) sowie

(1] 07 1|07 L 07 T [ Aa” ][ 1]0"
T 'AT = P AP =
0|1t 0T G‘Tl_l _G‘All G‘Tl
B T S e 0 N L D
_6‘T;1A1H6‘TIJ [6‘T1—1A1T1_
Dies ist die behauptete obere Dreiecksgestalt. a

Bemerkung 11.11 (a) Der Beweis zum obigen Satz 11.15 enthélt ein konstruktives Verfah-
ren zur Berechnung der ScHUrschen Normalform. Dazu modifizieren wir den Beweis geméf
(b):

(b) Wir bestimmen zunéchst alle linear unabhéngigen Eigenvektoren @y, ¥, ..., ¥, m < n,
der Matrix A. Es seien Ay, Ao, ..., \,, ihre zugeordneten (nicht notwendig voneinander ver-
schiedenen) Eigenwerte. Wir wiihlen weitere n — m Vektoren pp,i1,...,p, derart, dass das
Vektorsystem vy, ..., Un, Pmat,---,Pn eine Basis des Vektorraumes C" bildet. Setzen wir
Py = (¥, ..., U, Pms1,---,Pn), S0 folgt nun ganz analog wie im Beweis zu Satz 11.3:

A | By
O | A

Mit der Restmatrix 4; € C~™n=m) yerfahren wir in derselben Weise. Wir bestimmen ihre

PflAPI = y Am = dlag ()\1, )\2, Ceey )\m)

linear unabhéngigen Eigenvektoren i, ws, ..., w, € C" ™ und die zugeordneten Eigenwerte
1, 2, - - -, [ SOWie eine Basisergénzung ¢.i1,...,Gn—m—r € C" ™. Mit der Matrix P, :=
(W, ..., Wy Gry1y- -y Gnm-_r) erhalten wir sodann:

P271A1P2 = ) AT = dla‘g (M17M27---aﬂr),

A, | By
O | Ay

usf. Nach £ < n Schritten haben wir mit P eine Reduzierung auf die 1 x 1-Matrix A; := A,
bewirkt, und an dieser Stelle kann das Verfahren abgebrochen werden. Wir setzen schliellich

[ I, | O -I { . | O '|
T1§:P1, T2 = 1 T3§: yeeey
L O | P, J [ O | B J
[ W, | O ldy,..| O
T;l = , T3*1: ey
O | Pt O |Pt
und erhalten mit 1" := 1175 - -- T} die gesuchte Transformationsmatrix, die tatséchlich das

Verlangte leistet:
TAT =T (Ty (T AT ) -+ Ty = Dy,

(c) Die Basisergiinzung zu den Eigenvektoren @y, ¢, ..., ¥, bestimmen wir mit dem in Ab-
schnitt 4.5 beschriebenen Verfahren. Wir setzen

T
e
T C) m,n
vie=| 7 | ecmn

=T
Um



und fithren V7 durch elementaren Zeilenumformungen in eine Staffelform iiber:

7 b
— k
T Ug Gauss—Schritte L SiSyStemv Typ (I)
Vi = : = x| fo
: oder Typ (II).
T * | f3
vm
Die Basisergénzungsvektoren € ,€j,,...,€j, , sind jetzt genau diejenigen Einheitsvektoren

é}{’ =(0,...,0,1,0,...,0) der Standardbasis, deren 1 an der Position f; des obigen Staffelsy-
stems steht, [ =1,2,...,n —m. O

‘ BSP. (11.4.1) ‘ Zu bestimmen ist die SCHURsche Normalform der folgenden Matrix

0O 0 0 —16
1 0 0o o0
A=l 1 0 s
o 0 1 0

Lisung: Wir bestimmen zunichst die Eigenwerte der Matrix A:

- 0 0 -16

A 0 0 0 0 —16
det(A — \Id) = (1) _’1\ _2 g — A 1 -x 8|-| 1 -x 8
0 1 -i 0 1 —A

0 0 1 =X

—/\((—/\)3 + 8/\) F16 =M —8X2 116 = (A2 — 4) = (A — 2)2(\ + 2)2.

Im néchsten Schritt bestimmen wir die Eigenvektoren und eine Basisergénzung:

) 0 0 —16 0
L= 1 =2 0 0 0
(A—Qld)vl—0<:> 0 1 _9 8 0
0 0 1 -2 0
1 0 0 8 0 s
0 1 0 4 0 Lo |
0 0 1 -2 0 o2
1
0 0 0 0 0
2 0 0 —16 0
Lo 1 2 0 0 0
(A+2I), =0 < 0 ) 5 g 0
0 0 1 2 0
1 0 0 -8 0 9
0 1 0 4 0 . 4
= Uy =
0 0 1 2 0 -2
0 0 0 0 0 1

Es liegen hier lediglich zwei linear unabhéngige Eigenvektoren vor, zu denen wir nun eine Basisergdnzung
bestimmen:

=T
[ 8 -4 2 1
V= [ o } R e
-8 —4 2 1 ﬁ3T = (070,]—70)T7
1 7 5 =1(0,0,0,1)7.

40‘—80




Im folgenden Schritt fiithren wir bereits die erste Reduktion der Matrix A durch:

-8 8 0 0 -1 -2 0 0
a4 o4 ooy |4 =4 0 O 1 1 -2 0 0
Pl -— Tl - (Ul,'[}2,p3,p4) - 2 _2 1 0 ) Tl - 16 4 0 16 0
1 1 0 1 0 4 0 16
Wir erhalten hieraus:
-1 =2 0 0 0 0 0 —16 -8 8 0 0
_ 1 1 -2 0 0 1 0 0 0 -4 -4 0 0
1 — -
LA = 514 o 16 of|lo 1 o 8||2 -2 1 o
0 4 0 16 0 0 1 0 1 1 0 1
2 0|0 1
0 -2 0 -1
o oo 4
0 o0 1 0
Die Restmatrix A4; := (? %) hat die folgenden Eigenwerte:
A 4 9
det(A; — A Id) = 1 =N -4)=A-2)(A+2),
also A\; = 2 und Ay = —2. Man bestimmt mit einfacher Rechnung die zugeordneten Eigenvektoren w; = (2,1)7

und @y = (—2,1)T. Wir haben nun bereits geniigend viele linear unabhingige Eigenvektoren bestimmt, so
dass eine Basiserginzung nicht erforderlich ist. Wir kénnen den zweiten Reduktionsschritt durchfiihren. Mit

- 2 -2 1] 1 2
P2::(“’1’“’2):{1 1}’ P21:Z[—1 2]

sowie
1 0 0 0 4 0 0 0
o 1 0 o _1l 0 4 0 0
L= g o 2 o Db T4 0o 0 1 2
0 0 1 1 0 0 -1 2
erhalten wir nun
4 0 0 0 2 0 0 1 1 0 0 O
i 1] 0 4 0 0 0 -2 0 -1 0 1 0 0
1 1 _ 1t
Iy (AT = 41 0 0o 1 2 0 0 0 4 0 0 2 -2
0 0 -1 2 0 0 1 0 0 0 1 1
2 0 1 1
_ 0 -2 -1 -1 ~ Ro.

0o 0 2 0
0O 0 0 =2

und dies ist die gesuchte SCHURsche Normalform. Die Transformation T ist gegeben durch

-8 8 0 0 1 0 0 0 -8 8 0 0

B | -4 -4 0 o0 0 1 0 0| _ | -4 -4 0 0
T=hT= 2 -2 1 0 0o 0 2 —-2|~ 2 -2 2 -2
1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1

Bemerkung 11.12 Neben der Scaurschen Normalform einer Matrix A € K" gibt es die weitaus
komplizierter strukturierte JorRbaAN—Normalform von A, die wir in Abschnitt 11.8.1 genauer studieren
werden. Wir teilen vorab den folgenden Satz ohne Beweis mit und verweisen beziiglich weiterer Details
zum Beispiel auf R. WALTER, Einfiihrung in die lineare Algebra. Friedr.Vieweg, Braunschweig 1982.
O



Satz 11.16 (JorDAN—Normalform einer Matrix)

Die Matriz A € K" habe die paarweise verschiedenen Eigenwerte A, A2, ..., A, m < n, mit den
Vielfachheiten ki, ko, ... kn, k1 + ko + -+ + kp, = n. Dann ezistiert eine Matriz T € Inv (C™) mit
T—YAT = J, wobei J die JorRDAN—Normalform der Matriz A heifle und in der Form

J0--- 0 0 Aj1 00

0 Jo 0 Ajl 0
Ji=] s Jje= oder Jj:= ()\j), (4.2)

0 Js—1 0 0 Ajol

00--- 0 Js 00 Aj
(7 =1,2,...,8) mit s > m eindeutig (bis auf die Reihenfolge der JorRDAN-Blocke J;) gegeben ist.
Dabei brauchen die Figenwerte \i, Ao, ..., \s nicht paarweise verschieden zu sein. Die Anzahl s der

JorDAN-Blicke entspricht genau der Anzahl der linear unabhdngigen Eigenvektoren der Matriz A.
Das heift, im Sonderfall geom.dim \; =1 V 5 = 1,2,...,m gilt s = m, die A1, Aa,..., \p, sind die
oben angegebenen paarweise verschiedenen Eigenwerte, und es gilt J; € Ckjoks),

11.5 Jacobi—Verfahren fiir reelle symmetrische Matri-
zen

Ist A € RM™" eine reelle symmetrische Matrix, so folgt aus Satz 11.11, dass alle Eigen-
werte A, Ag,..., A\, von A reell sind und dass es eine ON-Basis des R" aus Eigenvektoren
v, Vs, ..., U, der Matrix A gibt. In diesem Falle ist A mit Hilfe der orthogonalen Matrix
Q := (U, v, . .., U,) diagonalisierbar:

QUAQ = A = diag (M, Ao, .-, An); (5.1)

vgl. Satz 11.9. Ziel ist es, die Transformation (5.1) iterativ zu realisieren geméf folgender

Konstruktion:
AR = QTARDQ, keN; A®.=A (5.2)

Dabei soll die orthogonale Matrix () so bestimmt werden, dass im k—ten Schritt durch die
Transformation (5.2) das betragsgrofite Nichtdiagonalelement az(,'ffl) der Matrix A*~1, also

— k—1
a0 := max |afj™") (5.3)

annulliert wird. Um dies zu bewerkstelligen, filhren wir die | JacoBi-Rotationen | ein; das
sind spezielle orthogonale Matrizen mit nahezu Diagonalstruktur. Wir beginnen mit einem
motivierenden Beispiel.

cose 0 sing
‘BSP. (11.5.1) ‘ Gegeben sei die Matrix @) := 0 1 0 . Es gilt
—sing 0 cosep

cosp 0 singp 1 0 0

o 1 o0 |=|o0o10],
—sing 0 cosp 0 01
das heiBt, QT = Q', so dass die Matrix Q € R®33) orthogonal ist. Die Matrix Q
lineare Abbildung des R? auf sich:

Y1 cosp 0 sing 1 T1 oS+ T3sing
T:=| y2 | =QF = 0 1 0 T | = To .
Y3 —sing 0 cosyp T3 —x1sinp + T3 cosp

cosp 0 —sing
QRTQ = 0 1 0
sing 0 cosp

vermittelt eine bijektive



Die neuen Koordinatenachsen y; = 0 bzw. y3 = 0 sind durch die Gleichungen
r1 = —w3tany bzw. x3 =zitany

bestimmt. Das heifit, die Abbildung @ bewirkt eine Drehung der zweidimensionalen (x1,x3)-Ebene um den
Winkel —¢.

Drehung der (z1,z3)-Ebene
Die Matrizen A = (ajx), A' = (aj;,), A" = (aj;) mit
A'=QT4A und A" =A'Q

erfiillen offenbar die Relationen
a1 CoOSp —aggsinp , j=1,
a;-k = a2k i=2; k=1,2,3;
a1 sing 4+ aspcosp , j=3,
aj cosp —ajzsing k=1,
a;-'k = ajo , k=2; 7=1,23.

! H ! —
aj sing +ajzcosp , k=3,

Allgemein definieren wir:

Definition 11.7 FEine Matriz Q := Q(p, ¢; ¢) € R™" in der speziellen Form

M1
1
Upp Upq <—  p-te Zeile
: 1
Qp.q;p) =
: 1
Ugp Ugq < q-te Zeile
1
I I
) )
p-te Spalte q—te Spalte
mit
Upp 1= Ugq = COS P, Upg i=SINQ, Uy = —sing; ¢ € R,

heifie eine (p, q)-Rotationsmatrix oder kurz eine JAcOBI-Rotation.



In diesem allgemeinen Fall haben wir folgende Eigenschaften:

Satz 11.17 Fir 1 < p < ¢ < n sei Q := Q(p,q; ) € R™ eine (p, q)-Rotationsmatriz.
Dann gilt:

(a) Q st orthogonal. Das heifst, es gilt Q7 = Q~".
(b) Gegeben sei die Matriz A = (a;r) € K™ und es seien A' = (aly), A" = (aj,) gemdp

A =QTA, A" =AQ (5.4)

definiert. Dann gelten die folgenden Relationen:

(Al = Apk COS Q — gy SIN
Qgr, = Apk SN + ag, €OS @, k=1,2,...,n; (5.5)
a;’k; — ajk: fU/f‘ .] %paqa

n
Jp
n  __ !/ : !/ .

aj, = ajy,sing +aj cosp,  j=1,2,...,n. (5.6)

a;'lk:a;'k fur k%pa(b

_ ! Al
aj, = j, COS Y — g, Sin @,

(c) Ist A € R™™ symmetrisch: A = AT, s0 ist auch A" = QT AQ symmetrisch.

Begrindungen: Die Behauptungen (a) und (b) lassen sich leicht durch direkte Rechnung verifizieren,
wihrend (c) sich aus folgender Beziehung ergibt:

(AT = (QTAQ)T = (AQ)TQ = QTATQ = QTAQ = A".

Bemerkung 11.13 Durch die Transformation A” = Q7 AQ werden in der Matrix A nur die
Elemente in den p—ten und g—ten Zeilen und Spalten verdndert:

< p-te Zeile : (5.5)

— g-te Zeile (5.6)

T T
p-te Spalte ¢-te Spalte

Die Zeilentransformationen verlaufen nach den Formeln (5.5), die Spaltentransformationen
gemiB (5.6). Ist A symmetrisch, so erhdlt man aus (5.5) und (5.6) die Elemente in den vier
Kreuzungspunkten zu

"
pp
"
qq

no_ 0 _ : 2 s 02
e = Guy = (App — Ggq) COS P SIN P + ayy(cos® p — sin ).

_ 2 : -2
= Qpp COS” P — 20p, COS P SN @ + a4, 8In” @,

Q

Q

= @,y sin?  + 2a,, cos P sin @ + a,, cos? @, (5.7)
a

Aufwandsanalyse. Wegen der Symmetrie von A” braucht man A” nur in und unterhalb
der Diagonalen zu berechnen. Nach obiger Figur sind dazu 2(n — 2) Elemente gemifi den



Formeln (5.5) und (5.6) zu bestimmen sowie drei Elemente in den Kreuzungspunkten geméf
den Formeln (5.7). Wegen ag, = a,, + a4q — ay,, ist hierfiir der folgende Aufwand erforderlich:
O

Zan =4n+5 Multiplikationen. (5.8)

Im néchsten Schritt werden wir das betragsgréfite Nichtdiagonalelement a,, = a4, der
symmetrischen Matrix A unter Verwendung einer JacoBi-Rotation annullieren.

Satz 11.18 Gegeben sei die symmetrische Matriz A = AT € RM™™ und es seien Indizes
1 <p<q<nsogewdhlt, dass gilt:

|apg| = fglfbjﬂaiﬂ-

Wir setzen

1 f" 9 % O

_ ur ,
0 := 7%‘12 a”p; t:=tang =< 6 +sign(f) 1+ 6? (5.9)

Ggp 1 fir 0=
1 t (5.10)
CosS p := , sing:=t-cosp. X
v 1 +t2 i ’

Wird mit diesen Daten die JacoBI-Rotation Q@ = Q(p, q; p) definiert, so bewirkt die Transfor-
mation A" = QT AQ, dass gilt:

no__n no__ . no_
Uy = gy = 0,y = app — agptan p,  ag, = agq + agp tan p. (5.11)

Ferner lassen sich mit dem Parameter

Pt = (3)] (5.12)

die Formeln (5.5) und (5.6) in der folgenden Form darstellen:

A = Apk — [agr + 7 apy] - sin g, }k:l 2,....n (5.13)
a;k = ag, + [apk —r aqk] - sin ¢, o ’
a;'lp - a;'p - [a;'q + ra;-p] - sin g, j=1,2,...,n. (5.14)
al, = dl, + lal, —ra)] - sing, T

Begriindungen: Geméfl (5.7) und unter Verwendung von sin (2¢p) = 2sinp - cos ¢ sowie cos (2¢p) =
cos? ¢ — sin?  ist die Bedingung ap, = 0 dquivalent mit der folgenden Bedingungsgleichung fiir den
Drehwinkel ¢ :

cot (2¢) = % =:0. (5.15)
Pq

Setzt man ¢ := tan, so folgt hieraus die algebraische Gleichung (1 — #2)/2t = @ oder dquivalent
t? + 20t — 1 = 0 mit den beiden Wurzeln

1
tip=-0+V14+02= — .
1/2 0+ 1+ 062



Die Wahl der betragskleineren Losung fithrt auf den in (5.9) angegebenen Wert fiir ¢ = tan g,

und es wird —1 < tang < 1 erreicht, so dass der Drehwinkel ¢ auf das Intervall —7 < ¢ < %

beschriankt bleibt. In diesem Intervall gilt 0 < cos p = cos g / \/cos?p +sin? p =1 / v/1 + tan? p und

sinp = tan @ - cos @, also (5.10). Ferner resultiert aus (5.7):

Agg — Q (5.15)

L — . si _ 249 PP 142 = — .

Qp, = App aqp{2cos<p Sin a Sin 90} =" Qpp — Ggp * tan o,
qp

n _ n __ .
Qgq = Opp + Ggq — Gpy = Ggq + Qgp - tan g,

also (5.11). Schliellich verwenden wir die Identitét

cosgo(l—i—cosgo)_1+cos<,0—sin2<p_1 sin

oSy = 1+ cosep 1+4cosyp _1+cos<p

sing =1 —r siny,

um aus den Relationen (5.5) und (5.6) die Formeln (5.13) und (5.14) herzuleiten. O

Bemerkung 11.14 Man beachte, dass sich der Rechenaufwand in den Formeln (5.11) ge-
geniiber den Formeln (5.7) verringert. Dariiber hinaus sind die Darstellungen (5.11) unemp-
findlicher gegen Rundungsfehler. Die Anzahl der Multiplikationen in (5.13) und (5.14) hinge-
gen bleibt die gleiche wie in den Formeln (5.5) und (5.6). O

Wir kommen jetzt zuriick zur Ausgangsproblemstellung, ndmlich zum Iterationsprozess (5.2).
Im k—ten Schritt sei das betragsgroBte Nichtdiagonalelement a{é~ der Matrix A®*~ so be-
stimmt, dass (5.3) gilt. Dieses Element annullieren wir durch die JacoBr-Rotation @y :=
Q(p, ¢; ¢) nach der Vorschrift von Satz 11.18. Im (k + 1)-ten Schritt wiederholen wir dieses
Verfahren fiir die Matrix A®) aus (5.2). Obwohl das vorher annullierte Element im allgemeinen
wieder ungleich Null wird, hat man doch den folgenden Konvergenzsatz:

Satz 11.19 Fir die symmetrische Matriz A = AT € R™™ konvergiert die Folge (5.2) von
ihnlichen Matrizen A®) gegen eine Diagonalmatriz A = diag (A, Mg, ..., An).

Begrindung: Die Quadratsumme der Nichtdiagonalelemente von A®) bezeichnen wir mit

Xn:[ag?)r, E=1,2,...

1J=
J#

§(4®) =

n
1=

S

Zu zeigen ist nun, dass S(A®)), k € N, eine monoton fallende Nullfolge bildet. Dazu betrachten wir
die Differenz S(A") — S(A) unter einer Jacosr-Rotation A” = QT AQ zum Indexpaar (p,q). Es gilt

) - $E0T-§ £ bl £ (i) 14T}

=1 j=1 i=1 j=1
J#i 1#D,q JF£4,P,q i#D,q
n
2 [ o]} 2 [
j;ﬁzpl,q

Wir haben wegen (5.5) und (5.6) die Beziehungen agj =aj; Vi #p,qNj#i,p,q. Ferner iiberlegt
man sich, dass wegen der Orthogonalitit von () die Beziehungen

[“Zv]? + [“gq]z = aj,+ay, i#py,

[GZJ]QJF[“ZJF = oy T, JFAPG



gelten. Deshalb ergibt sich aus obiger Rechnung:

S(A") = S(QTAQ) = [S(A) — 20%,] +2 [al)]

Da nun die Transformation @) im k—ten Schritt gerade die Annullierung von a,gﬁfl) bewirkt, erhélt
man )
S(A(k)) = S(A(k_l)) —2 [ag’;—ﬂ . k=1,2,... (5.16)

Das heifit, die Folge 0 < S(A®*)) ist streng monoton fallend, und die Abnahme von S(A®*~1) ist
wegen (5.3) sogar optimal. Nach dem Hauptsatz iiber die monotone Konvergenz muss 0 < S :=
lim S(A®)) existieren. Wir miissen noch S = 0 zeigen. Wegen (5.3) gilt

k—00

S(A(k:—l)) < (n2 _ n) [ag];_l)}Q ’

und somit gemif (5.16):

s(a) < [1- 2] s(at) < [1- 2] s(a0), 5.17)

n?2—n n?2—n

Fiir n = 2 gilt x :== 1 — 2/(n? — n) = 0, im Einklang mit der Tatsache, dass eine einzige JACOBI-
Rotation zur Diagonalisierung der symmetrischen (2 x 2)-Matrix A ausreicht. In diesem Fall gilt
bereits S(A1)) = 0. Fiir n > 2 folgt x < 1, und dies fithrt wegen (5.17) zur Behauptung S =0. O

Bemerkung 11.15 (a) Das Produkt der JacoBr-Rotationen

%::Q1Q2"'Qk7 k:1727"'7

definiert eine orthogonale Matrix V;, € R(™™ mit A®) = VT AV,. GemiB Satz 11.19 appro-
ximiert A®) fiir hinreichend groBe Zahlen k die Spektralmatrix A = diag (A, A, ..., A,) von
A mit beliebiger Genauigkeit. Das heifit, die Diagonalelemente agl;) liefern Approximationen
der Eigenwerte \; von A, wihrend die Spaltenvektoren von Vi, Ndherungen der zugeordneten

orthonormierten Eigenvektoren sind.

(b) GemiB (5.17) konvergiert die Folge S(A®)) mindestens wie eine geometrische Folge mit
dem Quotienten x = 1 — 2/(n* — n). Um etwa die Bedingung

S(A®
Q < € (5.18)
S(AO)

zu erfiillen, muss also (1 — )% < € gelten, wobei N := $ (n? — n) gerade die Anzahl der

Nichtdiagonalelemente in der unteren Hélfte von A angibt. Fiir groeres N gilt In (1 — %) ~
—L 50 dass
N

21 1 1
k> L(e)l ~ 2N In(=) = (n* —n) In (=)
In(1— %) € €
die erforderliche Anzahl der JacoBr-Rotationen zur Erfiillung von (5.18) angibt. Bei Vorgabe
von € := 107% und bei einem Aufwand von ca. 4n Multiplikationen pro Jacosr-Rotation
benétigt man fiir das JAcoBi—Verfahren etwa
Zyacopt & d-(n* —n?)-41n10 =9.21-d (n* — n?) (5.19)

Multiplikationen.



(c¢) Die lineare Konvergenz (5.17) der Folge S(A(™) ist zu pessimistisch, denn man kann sogar
quadratische Konvergenz zeigen, sobald S(A™) geniigend klein geworden ist. Wir verweisen

auf die Literatur.
(k)

(d) Die Giite der Approximation der Eigenwerte A; durch die Diagonalelemente a;;’ wird

durch folgenden Satz charakterisiert:

Satz 11.20 Gegeben sei die symmetrische Matriz AT = A= A©® ¢ R | deren Eigenwerte
Aj in aufsteigender Folge Ay < Xy < --- < A, angeordnet seien. Bezeichne l§k) die der Grifse

nach geordneten Diagonalelemente der Matriz A® l§’“) < lgk) <o <UW). Dann gilt

19 = X[ <4 [S(AW) ¥ji=1,2,...,n; k=0,1,... (5.20)

Zur Begriindung verweisen wir wiederum auf die Literatur. Wegen S(A®) < (n? — n) [a(M)]?
ist es einfacher, anstelle von (5.20) die schlechtere Abschitzung

B =l <n-laP) Vi=1,2,00n, k=0,1,...,

zu verwenden, die auch als Abbruchkriterium dienen kann.

(e) Die Matrixfolge V} berechnet sich rekursiv gemésf
Vo= Id, Vi:=Vi Qp Yhk=1,2,...

Die Matrizenmultiplikation Vi ;@ kann geméf den Formeln (5.6) oder (5.14) bewerkstelligt
werden; sie erfordert 4n Multiplikationen. Damit verdoppelt sich der Gesamtaufwand des
JacoBr—Verfahrens, wenn die Eigenvektoren mitberechnet werden. O

Zyklisches JACOBI—VeI‘fahI‘en:‘ Die Suche nach dem betragsgrofiten Nichtdiagonalelement

erfordert geméB (5.3) in jedem Iterationsschritt N = 1 (n® — n) Vergleichsoperationen, was
in Relation zu den 4n Multiplikationen der JAcoBi-Rotation einen unverhéltnismifig groflen
Aufwand bedeutet. Man umgeht die Abfrage (5.3), wenn man jedes der N Nichtdiagonalele-
mente in der Linksdreiecksmatrix Ay in einem Zyklus von N Rotationen je einmal annulliert.
In diesem Falle erhélt man ein zyklisches JacoBi—Verfahren. Ein spezieller Zyklus besteht
zum Beispiel in dem spaltenweisen Abarbeiten der Linksdreiecksmatrix Ay ; das heift, die
Jacosr-RotationenQ(p, ¢; ¢) durchlaufen sequentiell die Indexfolge

(p,q) =(1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),(2,4),...,(2,n),(3,4),...,(n—1,n). (5.21)
Dabei soll Qk(p, q; ¢x) nicht ausgefiihrt werden, wenn das Element a,(]’;_l) verschwindet. Die

Werte von cos ¢ und sin ¢ werden wieder nach der Vorschrift (5.9) und (5.10) festgelegt.

Satz 11.21 Fir eine symmetrische Matriz A = AT € R™ konvergiert die Folge A% =
QFAFDQ,., ke N, AO® .= A gegen eine Diagonalmatriz A = diag (A1, Mo, ..., \,), wobei
die JAcoBI-Rotationen Qr = Q(p, q; pr) nach dem speziellen zyklischen JacoBi—Verfahren
(5.21) gebildet werden. O

Beziiglich eines Beweises verweisen wir auf die in H.R. ScHWARZ, Numerische Mathematik,
S.243 /244, angegebene Literatur. Wir haben dem Buch von H.R. ScHWARZ auch den folgenden
Algorithmus fiir das spezielle zyklische JacoBi-Verfahren entnommen.



Algorithmus fiir das spezielle zyklische JAcoBI—Verfahren.

Vorgabe: Die Elemente aj;, 1 < k < j < n, (linkes unteres Dreieck) der symmetrischen Matrix A = AT €
R(mn)

1: || INIT: fir ¢:=1,2,...,n:
2: fir j:=1,2,...,n:
3: vi; :=0; (Ende j)
4: vy = 1; (Ende 1)
5: || CYCL: wiederhole:
6: sum =0
7: fir ¢:=2,3,...,n:
8: fir j:=1,2,...,¢—1:
9: sum = sum+a?j; (Ende j, Ende i)
10: fir p:=1,2,...,n—1:
11: fir ¢q:=p+1,p+2,...,n:
12: falls |a,p| > € dann:
13: 0= (agq —app)/(2%agy);t :=1;
14: falls |f| > ¢ dann:
15: t:=1/(0 +sign(f)v1+6%); (Ende falls)
16: c:=1/V1+1t%s:=cxt;r:=s/(1+c); (5.22)
17: Qpp = App — L % Qgp; Qgq = Qgq + T x Qgp;agp 1= 0;
18: fir j:=1,2,...,p—1:
19: g:=aq; + 7 xap;;hi=ap; —r*ay;
20: Qpj = Qpj — 8% g;0qj 1= ag; + 5 * h; (Ende j)
21: fir i:=p+1,p+2,...,q—1:
22: g =g +T*ap; h = a;p — T *ag;
23: Qip 1= Qijp — 8 * §; Qg := Gg; + 5 x h; (Ende ¢)
24: fir i :=q+1,9+2,...,n:
25: g = Qg +T ¥ aip; h = a;p — T * Qig;
26: Qip = Gjp — S * G5 Qjq := Qi + S x h; (Ende 1)
27: fir +:=1,2,...,n:
28: g = Vi + T x Vi h = v — 1 xv;
29: Vip = Vjp — 8 * §; Vjq 1= Vg + S * h;
(Ende i, Ende falls, Ende ¢, Ende p)
30: || TEST: bis 2xsum < €2;STOP

Hierin bezeichnet € die absolute Toleranz, mit welcher die Eigenwerte berechnet werden sollen. Diese ste-
hen nach Ablauf des Verfahrens in der Diagonalen der Matrix A, wihrend die Matrix V' spaltenweise die
zugeordneten orthonormierten Niaherungen der Eigenvektoren enthiilt. Mit d wird die Maschinengenauigkeit
bezeichnet, also die kleinste positive Zahl, fiir die der Rechner 1 4+ § # 1 liefert. Eine JACOBI-Rotation wird

2 ausfillt. Obwohl der numerische Aufwand beim zyklischen JAcoBI-Verfahren

tibersprungen, falls |ag,| < €
relativ hoch ist, wird das Verfahren gekennzeichnet durch Einfachheit, hohe numerische Stabilitét und simple

Computer-Implementierung. Dies macht das JAcOBI-Verfahren in den Anwendungen sehr beliebt.

‘ BSP. (11.5.2) ‘ Wir berechnen die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrix mit dem zyklischen

JAcoBI-Verfahren fiir zwei verschiedene Genauigkeitsvorgaben e := 1072 und € := 10~5. Im ersten Fall werden
vier volle Zyklen bis zur Erreichung der geforderten Genauigkeit benétigt, im zweiten Fall fiinf Zyklen.

-1 1 2 3 5

1 -4 ) 9 14

A= 2 5 =T 12 19
3 9 12 =21 33

5 14 19 33 -52

Vorgegebene Toleranz: € := 107°2. Anzahl der durchlaufenen Zyklen: it := 4.



2.661 846E+01
0.000 000E+00
—6.997 978E~07
—3.316493E08
—2.709 262E 10

Spektralmatrix A von A

0.000 000E 00
—1.752892E+00
—1.542687E 7
—1.433845E 711

1.391400E~1°

—6.997 978E 07
—1.542687E 7
—9.817 706 E+00
0.000 000E+00
1.380238E%°

—3.316493E 8
—1.433845E 711

0.000 000E+00
—2.484 249E+01
—4.075662E 6

Eigenwerte von A

—2.709 262E 10
1.391 400E~1°
1.380238E9°

—4.075662E76

—7.520536E+01

A1

A2

A3

A4

As

2.661 846E 01

—1.752892E 100

—9.817 7T06E+00

—2.484 249E 101

—7.520 536 E+01

1.929423E01
4.525275E701
5.216 230E 01
5.370 T61E 01
4.443 542E701

2.661 846E101
2.962915E-15
6.115 309E 22
1.840409E 27

Modalmatrix V von A

—9.714106E~01
2.099 135E 01
8.747 452E 02
5.920 082E 2
3.378 063E 02

—1.140 296 E~01
—8.066 920E 01
5.637527E 0L
1.188 265E 01
6.563 728 E 02

—7.073 394E702
—3.011019E 701
—6.167 442E 0L
6.853 187E 0L
2.330216E~0L

Vorgegebene Toleranz: € := 1079, Anzahl der durchlaufenen Zyklen: it := 5.

Spektralmatrix A von A

2.962915E 15
—1.752892E+00
5.346 429E 25
0.000 000E 0

6.115 309E 22
5.346 429E 25
—9.817 706 E+00
—8.609 500E 13

1.840 409E 27
0.000 000E 100
—8.609 500E 13
—2.484 249E 101

—3.359 338E 702
—9.869 504E 02
—1.485495E 01
—4.735640E 01

8.618 589E 01

Diese Resultate werden durch Heraufsetzung der Genauigkeitsvorgabe nur unwesentlich verbessert.

0.000 00OE 00
3.395412E~1
—5.269 630E~18
—1.745097E1?

0.000000E+%°  3.395412E~'* —5.269630E~'® —1.745097E~!® —7.520536E+0!
Eigenwerte von A
>\1 >\2 )\3 )\4 )\5
2.661 846E101 | —1.752892E1%0 | —9.817 706 ET0 | —2.484 249E 0! | —7.520 536E 10!

1.929423E01
4.525276E0!
5.216 230E 01
5.370 761E~0!
4.443 542E701

Modalmatrix V von A

—9.714106E~01
2.099 135E 01
8.747451E 02
5.920 082E 02
3.378 062E 02

—1.140 296 E~01
—8.066 920E 01
5.637527E 0L
1.188 264E91
6.563 T48E 02

—7.073 394E702
—3.011019E
—6.167 442E
6.853 188E~""
2.330215E7!

—3.359 336E 02
—9.869 490E 02
—1.485497E 01
—4.735 640E~0!

8.618 589E 01




11.6 Anwendung: Die Flichen 2.0rdnung

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass Kegelschnitte in R? aus der Schulgeometrie
bekannt sind. Kegelschnitte werden in der Regel in kartesischen Koordinaten in ihrer Nor-

malform dargestellt:

e Normalform der Ellipsengleichung:

2 2
1,
a? b2

1,

a,b > 0.

Im Sonderfall ¢ = b erhilt man die Normalform der Kreisgleichung.

e Normalform der Hyperbelgleichung:

2 2
ry Ty
? — ﬁ = 1, a, b > 0.
e Normalform der Parabelgleichung:
2pr, — x5 =0, p > 0.

Eine geometrische Definition der Kegelschnitte kann auch in der folgenden Weise vorgenommen

werden:

Definition 11.8 Die Menge aller Punkte P, fiir die das Verhdltnis PF/PG der Abstinde zu ei-
nem gegebenen Punkt F' (dem Brennpunkt) und zu einer gegebenen Geraden G (der Leitlinie) eine
Konstante € ist, ist ein Kegelschnitt mit der numerischen Exzentrizitét €. Spezialfdlle sind:

(a) Der Kreis mit € := 0: F ist der Mittelpunkt, und G liegt im Unendlichen.

(b) Die Ellipse: Sind a > b > 0 und OF = Va?2 — b2 =: ¢, so gilt e :== e/a, 0 < ¢ < 1. Die Gerade
G liegt im Abstand d := a/e parallel zur kleinen Halbachse.

(c) Die Hyperbel: Sind nun a > b > 0 und OF = a2 +b? =: e, so gilt € :== e/a, € > 1. Die
Gerade G liegt im Abstand d := a/e parallel zur xo—Achse.

(d) Die Parabel: Es gelten € := 1, OF =: p/2, und G ist die Gerade parallel zur xo-Achse im

Abstand d := —p/2.

——d

Die Ellipse: r; + 72 = 2a = const

X
’A

¢ d »ie d »

Die Hyperbel: ro — ry = 2a = const



X v
e

d

Die Parabel: FP = KP
Bemerkung 11.16 Definiert man

p

:77 6>07
1—e€ecosp

r(p):

fitir solche ¢ € [0,2), fiir die r(p) > 0 gilt, so liefert die Relation = r(¢) eine Polardarstellung
der Kegelschnitte, bei der ein Brennpunkt stets im Ursprung liegt. Man erhélt im Einzelnen

e cinen Kreis, falls ¢ = 0 und p > 0 gelten

e cine Ellipse, falls 0 < € < 1 und p = b?/a = (1 — €2)a gelten; der Ursprung O liegt im linken
Brennpunkt

e cine Hyperbel, falls ¢ > 1 und p = b?/a = (¢? — 1)a gelten; der Ursprung O liegt im rechten
Brennpunkt

e eine Parabel, falls e = 1 und p > 0 gelten.

Eine Gleichung in der Form

CLHIL'% + 2&121’11‘2 + CLQQ!L’% + 2&11’1 + 2&21‘2 + b=0 (61)

heiflt allgemeine Kegelschnittgleichung. In ihr sind die oben eingefiihrten Normalformen als
Spezialfille enthalten. Im allgemeinen Fall kann die Gleichung (6.1) durch eine Hauptachsen-
transformation auf eine der Normalformen reduziert werden (man vergleiche z.B. I.N. BRON-
sTEIN/K.A. SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik, 22. Auflage, 1985; dort Abschnitt
2.6.6.1). Wir werden nachfolgend anstelle der zweidimensionalen Kegelschnittgleichung (6.1)
die allgemeinere dreidimensionale Gleichung studieren:

0 = UJH.CU% + 2&123]13)2 + Clggl’% + 2@133712()3 + 2&233]23)3 + Clggl'g ( )
6.2
+ 2a1x1 + 2a0x5 + 2a3x3 + b.

Definition 11.9 Es seien O # A € R®3) eine symmetrische Matriz, @ € R? ein fester
Vektor und b € R eine feste Zahl,

apn G2 013 ay T
A= o1 Q22 Q93 , a:= a9 , T = ) € R3.
a31 Q32 as3 as T3
Dann heifle die Menge aller Punkte P € R3, deren Ortsvektor OP =: T der Gleichung
(AZ, %) +2(d, %) +b=10 (6.3)

geniigt, eine Fliche 2.0rdnung oder eine Quadrik in R3. Die Gleichungen (6.2) und (6.3)
sind dquivalent — da A symmetrisch ist, gilt a;;, = ay;.



Unser Ziel ist es, die Quadriken (6.3) auf Normalformen zu transformieren, so dass eine Klassi-
fizierung ermoglicht wird. Dazu l6sen wir in einem 1.Schritt das Eigenwertproblem fiir die sym-
metrische Matrix A. Gemé&f} Satz 11.11 hat A drei reelle Eigenwerte A;, A9, A3, und es existiert
eine ON-Basis des R? aus den zugeordneten normierten Eigenvektoren i/, i, 73. Die orthogo-
nale Matrix Y := (v1, %5, ¥3) induziert eine Basistransformation {¢&}, &, €3} — {i1, 75, 3} der
natiirlichen Basis des R? auf eine ON-Basis. GemiB Satz 5.15 (mit A := Id = (€}, €5, €3) und
B :=Y = (i1,%»,%3)) ist Y die Matrix der Koordinatentransformation zum Basiswechsel

3 3
B — A; d.h. die Vektoren ¥ = Y zj€; und § = Y y;¥; stehen in der folgenden Beziehung
j=1 j=1

zueinander:
T Y1 Y1 T
T2 =Y Y2 y Y2 = YT T . (64)
T3 Ys Ys T3

Man beachte, dass wegen der Orthogonalitit von Y die Gleichung Y ! = YT gilt.

Satz 11.22 In der neuen Basis {U1, 2, Y3} hat die Gleichung (6.3) der Quadrik die Form

(A, ) + 2,7 +b=0, (6.5)

worin A = diag (A1, A2, A3), 7 := (y1, Y2, y3)T und b:=YTq= (b1, by, b3)T 2u setzen sind.

Begriindung: Wegen Satz 11.8(c) haben wir nimlich A = Y7 AY, und somit unter Beachtung von
(6.4) die Aquivalenz

(6.3) & (AYyY§) +2(@, Y +b=0 & YTAYyH+20Tad,5)+b=0
s (AP +2b,7) +b=0.

Dies ist die behauptete Gleichung (6.5); sie lautet in expliziter Form

Ayt + Aays + Asy3 + 2b1y1 + 2b2y2 + 2bsys + b = 0. (6.6)

Wegen A # O konnen nicht alle Eigenwerte gleichzeitig verschwinden. Wir nehmen o0.B.d.A.
A1 # 0 an. Dies ist stets durch geeignete Numerierung der neuen Basisvektoren i, i, 3
erreichbar. Wir unterscheiden nunmehr diverse Hauptfille gemifi dem Nichtverschwinden der
weiteren Eigenwerte.

Hauptfall I: Es gilt \; # 0 fiir j = 1,2, 3. Der Basiswechsel (O; %1, %, 75) — (O1; 21, %5, 25)
mit zugeordneter Koordinatentransformation

bi :
Zi = yz+)\_7 221,2,3, (67)
bewirkt eine Parallelverschiebung des Ursprungs (O; = (%, %2 )Ty Man erhilt nun anstelle

der Gleichung (6.6):




Fall I.1: a # 0.| Nach Division der obigen Gleichung durch —« und Einfiihrung neuer Para-

meter geméaf

)\1 1 )\2 1 )\3 1

Moy 2y — 4

« a?’  « v« 2
(mit a® > 0, b*> > 0, ¢ > 0) erhiilt man je nach Lage der Vorzeichen die folgenden Gleichungs-

formen:

I.1.1: Ellipsoid

I.1.2: einschaliges Hyperboloid

5,4 5
L2 oS
a b

c2

I.1.3: zweischaliges Hyperboloid

Bemerkung 11.17 (a) Weitere mogliche Vorzeichenkombinationen fiihren — nach Umnume-
rierung der Koordinaten — auf einen der Fille I.1.2 oder I.1.3.

(b) Das Ellipsoid 1.1.1 ist eine geschlossene, im Endlichen liegende Fléiche. Jede Ebene z; = h
mit h? < a? schneidet diese Fliiche in einer Ellipse. Dasselbe gilt fiir Schnitte senkrecht zu
den anderen Koordinatenachsen.

(c) Das einschalige Hyperboloid 1.1.2 wird von den Ebenen z3 = h, h € R, in Ellipsen ge-
schnitten, die fiir A = 0 am kleinsten sind. Ebenen 2; = h bzw. 29 = h schneiden diese Fliche
in Hyperbeln. Eine Ausnahme bilden die Schnittlinien mit den Ebenen z; = +a bzw. 2, = +b.
Diese bilden ein sich schneidendes Geradenpaar.

(d) Das zweischalige Hyperboloid 1.1.3 zerfillt in zwei getrennte Teilflichen. Ebenen z; = h
mit A2 < a? haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt mit der Fliche; Ebenen z; = h mit
h? > a? schneiden die Fliche in Ellipsen. Die Schnittlinien der Fliche mit den Ebenen 2z, = h
bzw. 23 = h sind stets Hyperbeln. O

Fall 1.2: o = 0.| Mit entsprechend modifizierten Bezeichnungen aus dem vorangegangenen
Fall 1.1 erhélt man hier:




I.2.1: komplexer Kegel mit reeller Spitze in (0, 0,0)7

2 2 2
1, R | A3
—2+—2—|——2—0
a b c

1.2.2: reeller Kegel

2 2 2
A% A ‘

a? b2 2

Bemerkung 11.18 (a) Alle weiteren Vorzeichenkombinationen sind durch den Fall 1.2.2 er-
fasst.

(b) Mit dem Punkt (21, 20, 23)T liegt auch jeder Punkt (Azy, Azp, Az3)T, A € R, auf dem reellen
Kegel; d.h. Geraden durch die Spitze (0,0,0)” und einen beliebigen Kegelpunkt (zy, 22, 23)"
liegen ganz auf dieser Fliche. Ebenen 23 = h schneiden den Kegel in Ellipsen; Ebenen 2, = h
oder z5 = h schneiden den Kegel in Hyperbeln. a

Hauptfall II: Es gilt \; # 0 # )y, aber A3 = 0. Wir wenden die Transformation (6.7) nur
noch auf die beiden ersten Koordinatenachsen an, was einer Translation der (y;,ys)-Ebene
entspricht. Man erhélt nun anstelle der Gleichung (6.6):

b bl
M22 4 X2 +2b3ys +a=0, a=b—(—=+-2).
1%1 279 3Y3 ()\1 )\2)

Wir unterscheiden Unterfille gemafl b3 # 0 und b3 = 0, a # 0 sowie b3 = 0 = «.

Fall I1.1: b3 # 0. | Die Translation z3 := y3 + % fiihrt mit p := +b3 # 0 auf folgende Glei-

chungsformen:

I1.1.1: elliptisches Paraboloid

2 2 y
z y4 '

a? b2

I1.1.2: hyperbolisches Paraboloid

i A, @

Bemerkung 11.19 (a) Falls p > 0 gilt, so besitzt das elliptische Paraboloid nur fiir z5 > 0
reelle Punkte. Ebenen z3 = h > 0 schneiden die Fliche in Ellipsen. Die Ebenen z; = h
bzw. z5 = h schneiden die Flache in Parabeln. Entsprechendes gilt fiir p < 0.

(b) Das hyperbolische Paraboloid wird von Ebenen z3 = h in Hyperbeln, und von Ebenen
z1 = h bzw. z; = h in Parabeln geschnitten. O



Fall I1.2: b3 = 0 und « # 0. | Nach Division durch —« erhilt man in Analogie zum Fall I.1:

I1.2.1: elliptischer Zylinder
2 2
A1 R
R ‘

I1.2.2: hyperbolischer Zylinder )

2 2
L2y . '
a’> b

I1.2.3: nullteiliger Zylinder (nicht reell)

2 2
4_a8_,
a? b

Bemerkung 11.20 (a) Der elliptische Zylinder 11.2.1 hat prismatische Form; die Schnitt-
linien mit Ebenen z3 = h sind Ellipsen. Ebenen z; = h bzw. 29 = h schneiden die Fldche in
zwei parallelen Geraden.

(b) Beim hyperbolischen Zylinder 11.2.2 sind die Schnittlinien mit den Ebenen z3 = h Hy-
perbeln. Ansonsten gilt das unter (a) Gesagte. O

Fall I1.3: b3 = 0 und « = 0. | Hier treten zwei mogliche Fille auf:

I1.3.1: zwei komplexe Ebenen, die sich in der reellen z3—Achse schneiden

5,4
—-+5=0
a b

I1.3.2: zwei reelle, sich schneidende Ebenen

2 2
4 _5_,
a? b2

Bemerkung 11.21 Wir schreiben I1.3.2 in der Form (2 + 2)(% — 22) = 0 und ersehen,
21

a

dass in der (21, 22)-Ebene die sich schneidenden Geraden 2 4 22 =0, 2 — 2 = () durch den
Ursprung (0,0)7 definiert werden. Durch Verschiebung dieser Geraden lings der z3—Achse
entstehen dann zwei sich schneidende Ebenen. O

Hauptfall III: Es gilt A\; # 0, aber Ay = 0 = \3. Wir erhalten hier die folgende Form der
Gleichung (6.6):

Aly% + 2by1y1 + 2boys + 2b3y3 + b = 0.




Durch Drehung des (ys, y3)-Koordinatensystems in ein (zs, z3)-System kann erreicht werden,
dass der Koeffizient von z3; verschwindet. Hierzu setzen wir

Y2 | | cosp —sing 29

ys | | singp  cosop 25 |’
Dann folgt bays + b3ys = (by cos ¢ + by sin @) zo + (—bs sin ¢ + bg cos ) z3. Mit

: b2 = 0,
7 arctang 2 : by # 0
H by 2
wird das Verlangte erreicht: man erhélt
Aly% +2b1y1 —|—2622—|—b = 0, B = b2 COS(,O—Fbg sin<p.

Nach einer weiteren Parallelverschiebung y; =: z; — f’\—ll resultiert schliellich die Normalform

B

b2
M22 4+ 2Bz +a =0, a::b—)\—l.
1

Fall IT1.1: 8 # 0. | Durch nochmalige Parallelverschiebung 2, := 25 + % gelangt man zu:

III.1.1: parabolischer Zylinder

=2k, pi= —Aﬁl #0

Bemerkung 11.22 Der parabolische Zylinder entsteht durch Verschiebung der Parabel

2? = 2p2, lings der z3—Achse. O

Fall I11.2: 8 =0 und « # 0. | Nach Division durch —« erhilt man die folgenden zwei Glei-

chungsformen:

II1.2.1: reelle parallele Ebenen z; = a,z; = —a

2
o d -
a

II1.2.2: Paar konjugiert komplexer Ebenen

Fall I11.3: =0 und a = 0.

I11.3.1: Doppelebene




Es tritt die doppelt zu zihlende (29, z3)-Ebene mit der Gleichung z; = 0 als (entartete)
Fliche 2.0rdnung auf.

Hiermit haben wir eine vollstindige Aufzihlung aller Flichen 2.0rdnung in R? erbracht,
welche durch die Gleichung (6.2) definiert werden. Die Hintereinanderausfithrung der beiden
Transformationen (6.4) und (6.7) heiflt Hauptachsentransformation; die in den einzelnen
Fillen angegebenen Koordinatenachsen 2, 25, Z3 heiflen Hauptachsen der Quadrik.

Eine analoge Betrachtung kann auch in R™ durchgefiihrt werden. Allgemein heift die Menge
aller Punkte P € R” eine Fliche 2.0rdnung oder eine Quadrik in R”, wenn der Ortsvektor
OP =: 7 = (21,79, ...,7,)T einer Gleichung

Z AQ;pTiTr + 22&11'1 +b=0

ik=1 i=1

geniigt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Matrix A := (a;) € R™™ symmetrisch ist.
Durch Bestimmung der Eigenvektoren von A erhilt man wieder die Hauptachsenrichtungen
der Quadrik, und durch anschlieflende Parallelverschiebung gewinnt man die Normalformen

n n—1
Z )\iz? 4+ a=0 oder Z )\Z-z? = 2pzp,
i=1 1=1

in der nicht alle A\; verschwinden. Den Sonderfall n = 2 der Kegelschnitte erhilt man sofort
aus dem behandelten Fall, wenn die dritte Koordinate (x3 bzw. y3 bzw. z3) Null gesetzt wird.

‘BSP. (11.6.1) ‘ Gegeben sei in R? eine Quadrik mit der Gleichung

—22 + 2V3x 03 + 202 + 22 — 4oy — 8V3z3 + 12 = 0.

Hier gilt

-1 0 V3 0

A= 02 0], a= -2 , b=12.

V3 001 —4V3
Wir berechnen die Eigenwerte von A und die zugeordneten Eigenvektoren. Aus der charakteristischen
Gleichung

-1-Xx 0 V3

det(A—AI)=| 0 2-X 0 |=C=NA=-2)A+2)=0
V3 0 1-2A

resultieren die Eigenwerte \; = Ay = 2 sowie A3 = —2. Die Eigenvektoren zu A\; /2 =2 berechnet

man aus dem homogenen linearen Gleichungssystem

—3 0 \/g y1 1 o
(A—2I)j=| 0 0 0|y |=0.
V3 0 -1 Y3

Es ergibt sich /3y, = y3, wihrend y, frei wihlbar ist. Hieraus rekrutieren sich zum Beispiel die zwei
orthonormierten Eigenvektoren



Einen Eigenvektor zu A3 = —2 erhélt man aus dem linearen Gleichungssystem

1 0 V3 |,
(A+21d)yj = 0 4 0 yo | =0,
V3 0 3 Y3
namlich )
/!73 - 5 (_\/ga Oal)T
Es resultiert die Koordinatentransformation
x1 0 1-—V3 Y1 0 2 0 0 -2
Ty :52 0 0 yg,b:Ya:§ 1 0 V3 -2 | =| -6
3 0 V3 1 Y3 —V/3 0 1 —4/3 —2v/3

~

Die transformierte Gleichung der Quadrik lautet jetzt
27 + 22 — 22 — dyy — 12y — 4V/3y3 + 12 = 0.

Nach Durchfithrung der Parallelverschiebung z; := y; — 1, 29 := ys — 3, 23 := ys + V3 ergibt sich
die Normalform 227 + 223 — 222 — 2 = 0 oder Aquivalent

22425 — 22 = 1.

Es liegt der Fall I.1.2 eines einschaligen (Rotations—)Hyperboloids vor mit der z3—Achse als Rotati-
onsachse. Um die Normalform der Quadrik zu erhalten, wurde hier insgesamt die Transformation

1 1 0 1-v3 21 3
72 | =3 2 0 0 2 |+ 1
I3 0 \/§ 1 Z3 \/5

durchgefiihrt.

11.7 Hauptvektoren

Wir bezeichnen hier wieder mit K entweder den Korper R der reellen Zahlen oder den Kérper
C der komplexen Zahlen. Eine Matrix A € K(™™ hat stets genau n Eigenwerte A€ G,
wenn jeder Eigenwert gemifl seiner Vielfachheit gezéhlt wird. Sind also Ay, Ag,..., A, € C
die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A mit Vielfachheiten ki, ks, ..., kp, 1 < m < n,
so gilt stets ky + ko + -+ + k,, = 0.

Wir hatten £; die algebraische Dimension des Eigenwertes \; genannt:

k; = algebr.dim A;.

Jedem Eigenwert \; der Matrix A ist (mindestens) ein Eigenvektor ¢; € C" zugeordnet; dieser
ist Losung des homogenen linearen Gleichungssystems (A — \; Id)¥; = 0, also ein Element des
Unterraumes Kern (A — \;Id) € C". Ist K = R, so muss dem Eigenwert ), einer Matrix
A € R(™™ im allgemeinen kein Eigenvektor U; € R" zugeordnet sein:



1-2
1-1
Py(\) = det(A — A Id) = A2 + 1 und somit das Paar konjugiert komplexer Eigenwerte Ay := =i.
Diesem Paar ist ein Paar konjugiert komplexer Eigenvektoren zugeordnet, nimlich

S 2 S
V4 1= 1—3 ) V- =

Reelle Eigenvektoren existieren nicht!

‘BSP. (11.7.1)‘ Die reelle Matrix A := l ] € R(®? hat das charakteristische Polynom

2
144

Wir betrachten im folgenden Kern (A — A; Id) stets als Unterraum des Vektorraumes C" und
nennen seine Dimension die geometrische Dimension des Eigenwertes \;:

p(A;) := geom.dim \; = dim Kern (A — \; Id).

Wir hatten in Satz 11.3(d) festgestellt, dass genau dann p()\;) = k; fir alle j = 1,2,...,m
gilt, wenn es in C” eine Basis von Eigenvektoren der Matrix A € K™ gibt. Das heifit, im
”schlimmen” Fall p();) < k; (fiir mindestens ein j) kann der Vektorraum C” nicht mehr
vollsténdig durch Eigenvektoren aufgespannt werden. In diesem Fall gelten die meisten Satze
aus Abschnitt 11.3 nicht mehr, und viele Eigenschaften aus Abschnitt 11.2 gelten ebenfalls
nicht. Der Begriff des Eigenvektors kann jedoch in der folgenden Weise verallgemeinert werden:

Definition 11.10 Ein Vektor 0 # @ € C" heifie Hauptvektor der Stufe k € N zum Eigen-
wert A der Matriz A € K™ wenn gilt

(A= XNId)w =0 und (A— XNId)* '@ # 0.

Aus dieser Definition resultieren einige einfache Folgerungen.

Folgerung 11.1 Die Hauptvektoren erster Stufe zum Figenwert A sind genau die Eigenvek-
toren zum Figenwert ).

Folgerung 11.2 Ist @ # 0 ein Hauptvektor der Stufe k > 2 zum Eigenwert \, so ist (A —
A 1d)wW ein Hauptvektor der Stufe k — 1 zum selben Eigenwert \.

Begriindung: Setzt man 7 := (A — M\ Id), so ist (A — AId)*~'% = 0, aber (A — A Id)*=2% # 0, und
somit auch @ # 0. O

Folgerung 11.3 Die Hauptvektoren der Stufe k > 2 zum Eigenwert \ sind von den Haupt-
vektoren der Stufen < k —1 zum selben Eigenwert X\ linear unabhdngig.

Begriindung: Sind ¥, s, ..., 0., r < n, die Hauptvektoren der Stufen < k£ — 1, so folgte aus dem
Ansatz der linearen Abhéngigkeit

T
W= B mit ||+ |+ 4 e £0
=1

die widerspriichliche Bedingung

(A= NI 1i =" (A— N1d)F 5 = 0.

-

=0



Folgerung 11.4 Die Gesamtheit aller Hauptvektoren der Stufe < k zum Eigenwert A spannt
den Unterraum Kern (A — X\ Id)* € C" auf.

Folgerung 11.5 Fiir jeden Eigenwert A\ der Matriz A € K™ und jede Zahl k € N gilt:

{0} € Kern (A — M\ 1d) C Kern (A — AId)®> C --- C Kern (A — A Id)*. (7.1)

Ist Kern (A — X Id)¥ = Kern (A — X\ Id)**! fiir ein k € N erfiillt, so folgt

Kern (A — A Id)" = Kern (A — AN Id)™™ Vr > k. (7.2)

Begriindung: Sicher gilt (7.1), und deswegen auch Kern (A — A Id)" C Kern (A — X Id)"*!. Wir zeigen
nun durch vollstéindige Induktion nach r die umgekehrte Inklusion Kern (A — X\ Id)"*! C Kern (4 —
A1d)", r > k. Fiir r = k folgt diese aus der Voraussetzung.

Vererbung: Gelte schon Kern (A— X Id)"™*! C Kern (A—\ Id)" fiir ein r > k. Sei ©' € Kern (A—\ Id)" 2,
also 0 = (A — X\ Id)" 25 = (A — A Id)"*' (A — X\ Id)¥. Somit ist (A — X\ Id)7 € Kern (A — X Id)"*!, und
nach Induktionsannahme auch (4 — A\ Id)7 € Kern (A — X Id)". Dies impliziert (4 — A Id)" % = 0,
also ¥ € Kern (A — X\ Id)"+1. 0

Sicher gilt dim Kern (A — X\ Id)* < n fiir jedes k¥ € N. Also kénnen wir aus den Folgerungen
11.3, 11.4 und 11.5 die Existenz eines kleinsten Index f = f(\) erschliefien, fiir den gilt:

{0} € Kern Ay C Kern A2 C --- C Kern A} = Kern A{*!, (7.3)

worin die ersten f Inklusionen echt sind. Hier und im folgenden gelte

A/\ = A—- )\

Definition 11.11 Die durch die Figenschaft (7.3) charakterisierte Zahl f = f(\) € N heifle
der Fittingindex oder kurz der Index des Figenwertes \ einer Matriz A € K™™) . Fir diesen
Index gilt stets f(A) < n. Der Unterraum Kern (A — A Id)/ C C" heifle der verallgemeinerte
Eigenraum oder der Hauptraum von A zum FEigenwert ).

Geméif Folgerung 11.4 wird der verallgemeinerte Eigenraum Kern (A— A Id)/ von der Gesamt-
heit der Hauptvektoren der Stufe < f zum Eigenwert A aufgespannt. Dabei ist eine Antwort
auf die folgenden Fragen zu finden:

(I) Wie groB ist dim Kern (4 — X Id)/?
(IT) Wie berechnet man die Hauptvektoren der Stufe < f zum Eigenwert A7

Die Antwort auf die Frage (I) wird in dem folgenden Satz gegeben, dessen Beweis wir hier nicht
fiithren kénnen (vgl. zum Beispiel R. WALTER, Einfiihrung in die Lineare Algebra. Vieweg—
Verlag, Braunschweig 1982).

Satz 11.23 Gegeben seien die Matriz A € K™™ und ein Eigenwert A\ von A mit geom. dim \
< algebr. dim A = k. Dann gibt es zum Eigenwert A genau k linear unabhdngige Hauptvektoren
von A und somit eine Zahl f < n mit

dimKern (A — A Id) < --- < dimKern (A — A Id)/ = dimKern (A — A Id)"*! = k.




Die Antwort auf Frage (II) finden wir in der obigen Folgerung 11.2. Die Hauptvektoren ;.
der Stufe 57 + 1 zum Eigenwert A l6sen das inhomogene lineare Gleichungssystem

Aty = by, (7.4)

worin l;j ein Hauptvektor (Hv) der Stufe j zum selben Eigenwert \ ist. Man beachte, dass wegen
det Ay = 0 notwendigerweise Losbarkeitsbedingungen an die rechte Seite l;j der Gleichung
(7.4) zu stellen sind. Und zwar folgt aus Satz 5.19, dass das lineare Gleichungssystem (7.4)
genau dann 16sbar ist, wenn gilt

b; L Kern A} = Kern (A* — \ Id). (7.5)

Die Erfiillbarkeit dieser Losbarkeitsbedingung setzt voraus, dass l;j ein allgemeiner Haupt-
vektor der Stufe j ist. Das heift, wird der Eigenraum Kern (A — A Id) zum Eigenwert \ von
den linear unabhingigen Eigenvektoren o}, W7, ..., w; aufgespannt, so ist b; eindeutig nur
bis auf eine Linearkombination ¥ p;w}.
i=1

Satz 11.24 Gegeben seien die Matriv A € K™ sowie ein Eigenwert A € C von A mit
algebr. dim A\ = k. Gilt dimKern A} < k und sind !, @}, ..., 0 die linear unabhingigen
FEigenvektoren zum Figenwert X von A sowie 117]-1, 117]-2, ..., W] die linear unabhingigen Haupt-
vektoren der Stufe j zum selben X, so erhdlt man alle Hauptvektoren ;. der Stufe j 41 zum
FEigenwert A durch Lisen des linearen Gleichungssystems (7.4). Dabei muss

"
Zuiu?jl cj=1 und r =s,
i=1

&

mit || + |pa| + -+ || # 0

ZpizﬁfﬂLZuﬂB} g >1
i=1 i=1

der Lasbarkeitsbedingung (7.5) unterworfen werden.

Begrindung: (a) Zunichst ist klar, dass Ej fiir jede Wahl von p; gemaf |pq| + |pe| + -+ + || # 0
ein Hauptvektor der Stufe j zum Eigenwert A ist. Sei nun @j;; ein Hv der Stufe j 4+ 1 zum selben
Eigenwert A. Dann gilt wegen Folgerung 11.2 die Gleichung (7.4). Wir erhalten gj € BildA), =
(Kern Af\)L, und somit die Losbarkeitsbedingung (7.5). Gilt umgekehrt die Losbarkeitsbedingung
(7.5), so ist das lineare Gleichungssystem (7.4) 16sbar. Fiir jede Losung ;11 gilt Aiﬂu'}jﬂ = Aigj =

— s r s - —

0 sowie Al = 21 uz-Af\_ld;’jl # 0. Dies ergibt sich aus der Folgerung 11.3 und der linearen
1=

Unabhéngigkeit der Vektoren u_)’; Also ist ;4 ein Hv der Stufe j + 1 zum Eigenwert \.

(b) Wegen Satz 11.23 gilt (Kern Aiﬂ) \ (Kern Af\) # (. Also muss es Hauptvektoren der Stufe j + 1
zum Eigenwert \ geben, d.h. das lineare Gleichungssystem (7.4) muss Losungen zulassen. a

Beginnend mit den Eigenvektoren w; (den Hv der Stufe 1, die das lineare Gleichungssystem
A, =0 16sen), konnen also alle Hauptvektoren zum Eigenwert A durch die Vorschrift
(7.4) sukzessive berechnet werden. Hat man insgesamt k& = algebr. dim A linear unabhéngige
Hauptvektoren berechnet, so bricht das Verfahren von selbst ab: Man erhélt aus (7.4) keine
weiteren linear unabhéngigen Hauptvektoren.

Wir zeigen nun, dass die verallgemeinerten Eigenrdume einer Matrix A € K(™™ den Vektor-
raum C" aufspannen.



Satz 11.25 Es sei A € K™ gegeben.
(a) Ist ¥ ein Hauptvektor der Stufe j+1 zum Eigenwert X, so ist das Vektorsystem U, AU, .. .,
AT linear unabhingig.

(b) Fiir je zwei Eigenwerte X\ # pu der Matriz A mit Indizes f bzw. g gilt Kern (A — X Id)/ N
Kern (A — p 1d)? = {0}.

Begriindungen: (a) Wir haben Aiﬂﬁ = 0. Test auf lineare Abhéingigkeit: Angenommen, es wiire
J
b= &AW =0.
=0

Dann erhielten wir sukzessive ( = A{\gj = ng{\ﬁ', also & = 0; weiter 0 = A{fll_)'j = flAg\i_f, also & =0; ..
und schlieBlich 0 = i)} = @Aiﬁ, also &; = 0. Somit muss das angegebene Vektorsystem linear unbhéngig sein.
(b) Sei zum Beispiel f > g. Wire 0 # @ € (Kern A{) N (Kern A7), so gibe es eine Zahl 0 < j < f — 1 mit
Ai“z'f =0 und Aiﬁ # 0. Dann wire

0= A55 = ((A )+ (A— Md)) =Y (f) M- idig= > &AL,
i=0 i=0
wobei & := (4) (A — p)9~¢ # 0 gilt. Dies stéinde im Widerspruch zum Ergebnis (a). i

Da also die Hauptvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A linear unabhéingig sind, er-
halten wir schlieflich:

Satz 11.26 Sind A\, As, ..., N\, die paarweise verschiedenen FEigenwerte der Matriz A €
K™ mit Vielfachheiten ki, ky, ..., ky und bezeichnen E()\;) := Kern (A — )\; Id)’™) die
verallgemeinerten Figenrdume von A, so gilt die direkte Zerlegung

C"=EMN)BEMX)®---®E\n),

d.h. der Vektorraum C" besitzt eine Basis aus Hauptvektoren von A.

Begriindung: Satz 11.25(b) stellt zuniichst sicher, dass die Summe E(A;) ® E(A2) =: U direkt ist. Wir zeigen,
dass auch U N E(\3) = {0} gilt. Daraus ergibt sich die Direktheit der Summe E()\;) & E(Xs) @ E()\3) und
somit durch Induktion die Behauptung, weil ja dim E(A\;) = k; und ki + k2 + -+ - + ky, = n gelten. Wiire
also U N E(\s) # {0}, so gibe es ein 0 # & € E()\3) sowie Vektoren @, € E(\;) und wy € E(\;) mit
T =1 + W € U. Sei g := max{f(A1), f(A2), f(A3)}. Dann wire

. g g g ) g .
0= A% 7= ((A1 —\s) I+ AM) @1+ ((A2 ~ ) I+ A,\z) @y = 3 GAL 1+ Y AL, @ =+ B
=0 =0

mit & == (9) (A —=2A3)? T £0# (9)(A2—A3)9 " =:my und 21 € E(\,) sowie 25 € E(X2). Wegen E(A1)NE(A2) =
{6} folgte 2) = 0= Z», im Widerspruch zu Satz 11.25(a). O

‘BSP. (11.7.2)‘ Wir betrachten die folgende Matrix A € R(%) und bestimmen ihr charakteristisches
Polynom P3(\) = det(A — A Id):

[—2 1 0 ] —(2+ ) 1 0
A= 0 -2 1}, P\)= 0 —(2+ ) 1 =—(24+ N>
[ 0 0 -2 J 0 0 (24N
Es resultiert der einzige Eigenwert A = —2 mit k& = algebr. dim A = 3. Die zugeordneten Eigenvektoren w; (=

Hv der Stufe 1) sind die Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems

01 0 wy 1
0O=A+2K)w, =0 0 1 we |, also w=1]0].
0 0 O w3 0



Es folgt geom. dim A = 1, so dass wir den verallgemeinerten Eigenraum von A berechnen miissen. Hierzu stellen
wir zunéchst fest, dass fiir A = —2 gilt:

o O O

s-loo ] a|V 0
00 0 [01 1

[ I
Ganz offensichtlich gilt w; L Kern A;, so dass das inhomogene lineare Gleichungssystem Ay, = f; 16sbar
ist, also Hauptvektoren der Stufe 2 liefert:

| Kemwa? = spaney, 7= | 0|
, ern Ay =span{v}, 0:=| 0 |.
| o 1)

wmme oo [ m]elo] wo me|i] cee
oo oflw] [o] o]’

Es gilt hier @y = ey + (0,1,0)7, wobei der Vektor @, — wie schon festgestellt — den Unterraum Kern Ay
aufspannt und die Bedingung @ L Kern AL erfiillt. Weil @, L Kern A fiir jedes ¢ € C gilt, kénnen wir ¢ = 0
wihlen. Die Vektoren ; und ), := (0,1,0)7 sind nun linear unabhingig. Die Losbarkeitsbedingung wy L
Kern Az: stellt sicher, dass das inhomogene lineare Gleichungssystem A3 = ws 16sbar ist, also Hauptvektoren
der Stufe 3 liefert:

0 1 0 w1 ' 0 c1
Az = & 0 0 1 Ws = 1|, also wi= 0 , ¢ € C.
0 0 O ws 0 1

Nun kann die Losbarkeitsbedingung ws L Kern AL fiir kein ¢; € C mehr erfiillt werden. Das Verfahren der
Hauptvektorberechnung bricht ab; allerdings haben wir bereits geniigend viele Hauptvektoren bestimmt. We-
gen W3 = c;w; +(0,0,1)7 kénnen wir ¢; = 0 wihlen, und wir erhalten so die folgende Basis von Hauptvektoren,
die den Vektorraum C? aufspannen:

W = (1,0,007, @y =(0,1,0)7, @ =(0,0,1)7.

Wir haben in dem vorliegenden Beispiel bereits einen wichtigen Sonderfall der Hauptvektor-
berechnung behandelt, ndmlich den

Sonderfall: 1 = geom. dim A < algebr. dim \ =: £.

In diesem Fall gilt dim Kern Ay, = 1, d.h. es existiert nur ein einziger linear unabhéngiger
Eigenvektor w; zum Eigenwert A. Dieser muss wegen Satz 11.24 automatisch die Losbar-
keitsbedingung w; L Kern A3 erfiillen, so dass das lineare Gleichungssystem A)w = w; stets
eine eindimensionale Losungsmenge @ = wy + span {w;} besitzt, wobei w, eine beliebige
partikulidre Losung des inhomogenen Gleichungssystems ist. Es existiert also genau ein von
wy linear unabhéngiger Hauptvektor @y der Stufe 2. Im Falle algebr.dim > 2 muss w, die
Losbarkeitsbedingung w, L Kern A5 wieder automatisch erfiillen, so dass das lineare Glei-
chungssystem Ay = Wy wiederum eine eindimensionale Losungsmenge @ = w3 + span {0 }
besitzt, usf. Die Analysis der Hauptvektorberechnung vereinfacht sich in diesem Sonderfall
also ganz erheblich:

e das Uberpriifen der Losbarkeitsbedingungen entfillt

e in jeder Stufe j, 2 < j < k, gibt es genau einen von den bereits bestimmten Hauptvek-
toren linear unabhéingigen Hauptvektor «; zum Eigenwert A. Dieser ist (eine beliebige)
partikuldre Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

(A — NIy, = ;1. (7.6)




‘BSP. (11.7.3)‘ Die folgende Matrix A € R®*% hat das charakteristische Polynom P;(\) =
det(A — A Id) = (3 — A\)*, und somit den vierfachen Eigenwert A\ = 3:

3 1-2 3 3—A 1 -2 3
10 3-11 _ 0 3-X -1 1 (e y\4
A=1g0 3 0| V=] 0 3-x o |[TBN
00 13 0 0 1 3—A
Wir bestimmen zunéchst die Eigenvektoren w; zum Eigenwert A = 3:
0 1-2 3 w1 c
L = 0 0-1 1 wy | ! = - 10
A =0& 00 0 0 ws | © 0, also w;= ol ¢ e C.
00 10 wy 0

Hier liegt offensichtlich der Sonderfall 1 = geom.dim A < algebr.dim A = 4 vor. Wir wéhlen nun
¢ = 1 und gehen wie oben beschrieben vor, d.h. wir bestimmen den Hauptvektor @y der Stufe 2
gemif

0 1-2 3 w1 1 0
4 o 0 0-11 we [ 1|0 - |1
ATz =< o g g 0 | L | T 0|0 O T2=
00 10 Wy 0 0
Hauptvektor w3 der Stufe 3:
0 1-2 3 w1 0 0
S 0 0-1 1 we | 1|1 L |3
Az = Wy & 00 00 ws |~ o] also w3 = 0
00 10 wy 0 1
Hauptvektor w4 der Stufe 4:
0 1-2 3 w1 0 0
. 0 0-1 1 we | | =3 L 8
Ay iy = W3 & 00 0 0 ws |~ ol also Wy = 1
0 0 10 wy 1 -2

Hiermit haben wir in C* eine Basis {11, s, 3,14} aus Hauptvektoren der Matrix A bestimmt.

11.7.1 Das Verfahren des Kernaustauschs

Im allgemeinen Fall 1 < geom. dim A < algebr. dim A =: k£ wird es unabdingbar sein, in jeder
Stufe die Losbarkeitsbedingung (7.5) nachzupriifen. Da wir jetzt auch den Kern der adjun-
gierten Matrix A} bestimmen miissen, wird das Verfahren zur Berechnung der Hauptvektoren
hoherer Stufe sehr aufwendig. Das folgende Beispiel soll einen Uberblick iiber den zu be-
treibenden Aufwand vermitteln. Die dargestellte Vorgehensweise hat zwar allgemeingiiltigen
Charakter, wir weisen aber schon jetzt vorsorglich daraufhin, dass wir mit dem sich anschlie-
B8enden Verfahren des Kernaustauschs zu einer wesentlichen Vereinfachung gelangen werden:
Die Berechnung von Kern A} wird sich vollstindig eriibrigen, und die Losbarkeitsbedingungen
(7.5) werden sich jeweils zwangsldufig aus dem Gauss—Algorithmus ergeben.

‘ BSP. (11.7.4) ‘ Wir betrachten die folgende Matrix A € R, deren charakteristisches Polynom
Ps(\) = det(A— X Id) = X’ ist und die somit genau einen Eigenwert A = 0 mit algebr.dim A = 5 =: k




besitzt:

-2 0 2 1 4 —2—-X 0 2 1 4
4 0-4-2 0 4 -2 -4 =2 0
A=| 00 0 0-4|, PMN=| 0 0 -A 0 —4
-4 0 4 2 0 —4 0 4 2—-X 0
00 0 0O 0 0 0 0 —-A
Mit Hilfe der Matrix Ay := (A — X Id) = A berechnen wir zunéchst alle zugeordneten Eigenvektoren
wy. Es gilt
-2 0 2 1 4]0 —2[0][2][1] 4] o ca+c3
L 4 0-4-2 0/0 o "0 0 0 0 8 0 ) ci
Ay =0 = 0 0 0 0-410 = 0 0 0 0 0] 0 = w = C2 ,
-4 0 4 2 0]0 0 0 0 0 0] O 2c3
00 0 0 00 0O 0 0 O 0| O 0

(c; € C). Es resultieren drei linear unabhiingige Eigenvektoren !, w2, W}, die wir zum Beispiel
durch die Parameterwahl (c1,co,c3) := (1,0,0), := (0,1,0), := (0,0, 1) spezifizieren kénnen:

@l =(0,1,0,0,0)7, @Z=(1,0,1,0,007, @} =(1,0,0,2,0)T.

Offenbar gilt 3 = geom.dim A < k = 5, so dass noch zwei weitere Hauptvektoren zum Eigenwert
A = 0 berechnet werden miissen. Wir haben Kern A? = span {1, ilo, @3} mit

-2 4 0-4 0 0 0 2
00 0 00 0 1 1
AT =AT=| 2—-4 0 4 0|, =01, Ga:=1]0], d3:=] 2
1-2 0 2 0 0 1 0
4 0-4 0 O 1 0 0
Geméf Satz 11.24 lautet die Losbarkeitsbedingung (7.5) hier

by == pay + paBf + psthy = (ua + pis, p1, o, 23, 0)7 L span {idy, s, s},
und sie fithrt wegen by L @ auf die beiden Gleichungen

0= (b1, d2) = pu1 + 2u3, 0= (b1, @) = p1 + 4o + 2u3

mit den Losungen po = 0 und p; = —2p3. Wahlen wir z.B. us := 1, so haben wir jetzt 51 =
(1,—2,0,2,0)7 L Kern AL, und somit die Lésbarkeit von
B +co + 63_
-2 0 2 1 4] 1 —2[0][2][1] 4|1 2
4 — _ c
. 4 0-4-2 0 Gayss 0 0 0 0] 8]0 o 1
Alp=bp= 0 0 0 0-4| 0 = 0 0 0 0 0] 0 «— W= 2 ,
-4 0 4 2 0| 2 0O 0 0 0 0O 2¢3
00 0 0 0 O 0O 0 0 0 0O 0

(¢; € C). Wegen Wy = 1] + e + e3P + (- 1,0,0,0, 0)” bekommen wir nur einen einzigen,

von den bereits berechneten Eigenvektoren linear unabhingigen Hauptvektor der Stufe 2, ndmlich
(wenn wir z.B. ¢; = ¢g = ¢3 = 0 wihlen)

@) = (—%,O,O,O,O)T.

Es ist erforderlich, noch einen weiteren Hauptvektor der Stufe 3 zu berechnen. Gemifl Satz 11.24
lautet die Losbarkeitsbedingung (7.5) nun:

. T
by := p1b} + potl + 3B} + pavy = (— 5+ p2 + p3, p1, P2, 2p3, 0) L span {1y, U, U3}



Da bereits 51 L 4y erfiillt ist, haben wir noch
0= (by, @) = p1 +2p3, 0= (by,i3) = —p+ p1 +4p> +2p3

mit den Losungen pp = & und p; = —2p3. Der Satz 11.24 verbietet es, i = 0 zu setzen. Hingegen ist es
erlaubt, p3 =0 zu wihlen. Fiir ps # 0 enthélt ndmlich d1e Losungsmenge des inhomogenen Systems
Ayiz = by den schon berechneten Losungsantell p3Ws, den wir hier weglassen diirfen. Setzen wir
also z.B. u =4 und p3 = 0, so haben wir jetzt by = (-1,0,1,0,0)T L KernA , und somit wiederum
die Losbarkeit von

20 2 1 4]-1 —2[0][2][1] 4]-1 e
) 4 0-4-2 0/ 0 o "0 0 0 0] 8|2 . “
Ayis=bp = 0 0 0 0-4| 1 = 0 0 0 0 0] 0 = wsg= Ca ,
—4 0 4 2 0] 0 00 0 0 0|0 2cs
0000 0] O 00 0 0 0|0 _1
L 4

(c; € C). Wegen W3 = 1w} + cof + ez + (0,0,0,0, —i)T konnen wir ¢; = cp = c3 = 0 setzen.

Die Vektoren 11711, wf, U_513, 71—521 und

@l = (0,0,0,0,—§)T

spannen nun den verallgemeinerten Eigenraum E(\) = Kern (4 — X Id)/™ auf, und es gilt f(\) =

Wir fassen die am BSP. (11.7.4) exemplarisch durchgefiihrten Rechenschritte zu folgender
Vorschrift fiir den allgemeinen Fall zusammen. Es bezeichne dabei {Hv;} die Menge der
Hauptvektoren j—ter Stufe zum festen Eigenwert A € C einer gegebenen Matrix A.

e 1. Schritt: Bestimme {Hv,} := {@}, w2, ..., @'} fiir r; := geom. dim ), also die Ge-
samtheit der linear unabhéngigen Ev zum Ew \. Bestimme eine Basis fiir Kern A3.

e 2. Schritt: Bestimme in
r1
b1 = Z /szlz
i=1

alle u; € C so, dass die Losbarkeitsbedingung gl 1 Kern Aj erfiillt ist. Lose zu diesen y;
mit dem Gauss—Algorithmus das lineare Gleichungssystem Ayws = b;. Man erhilt die
Losungsmenge {Hvo} = {iy, w7, ... w52}

e 3. Schritt: Bestimme in

r1 o
o —q —q
by = Z piwy + Z i Wo

alle p;, p; € C so, dass die Losbarkeitsbedingung b, L Kern A3 erfiillt ist. Lose zu
diesen p;, p; mit dem Gauss—Algorithmus das lineare Gleichungssystem Ayws = by und
bestimme somit die Losungsmenge {Hvs} = {w], @3, ... w05}

Im (7 4+ 1)-ten Schritt muss also ein

1 Tj
_ =1 =1
N ED W



bestimmt werden, welches die Losbarkeitsbedingung l; 1 Kern A} erfiillt. Danach ist die

P — — T
Losungsmenge {Hv; 1} = {@},,@},,...,4;]1"} des 1nh0m0genen linearen Gleichungssy-

stems Ay, = 67 zu ermitteln. Das Verfahren bricht automatisch ab, wenn k£ = algebr. dim A
linear unabhéngige Hauptvektoren bestimmt sind.

Verfahren des Kernaustauschs: | Charakteristisch fiir die oben erklarte Verfahrensvorschrift

ist das Auftreten der Eigenvektoren ', w7, ..., /" in jedem Schritt des Verfahrens. Deshalb
ist es unabdingbar, auch das Verfahren des Kernaustauschs mit dem folgenden Schritt zu
initialisieren:

e 1. Schritt: Bestimme Kern A, = span {w], w2, ..., @/}

Dazu fithren wir die erweiterte Matrix (Ay,0) durch elementare Zeilenumformungen in eine Staffel-
form iiber:

(4, ) S 15y

OO O OO

Die Spalten S; in den Positionen f; dieses Staffelsystems (und somit auch die Spalten S; der Ma-
trix Ay) bestimmen immer genau die gesuchten Eigenvektoren w/, 1 <1 < rj, also den Unterraum
Kern Ay. Ist dieser ein fiir allemal berechnet, so werden die Spalten S; zur Lésung der linearen Glei-
chungssysteme Ay = I;j fortan nicht mehr benotigt: Der Losungsraum Kern A, des homogenen
Systems liefert zu den bereits bekannten Hauptvektoren keine neuen linear unabhingigen hinzu. Das
heifit, die Spalten S; diirfen nach dem 1. Schritt ausgetauscht werden. Und zwar tauschen wir in
A, die Spalte S; in der Position i = f; gegen den Eigenvektor /!, 1 <1 < r; aus. (Kernaustausch!)

e 2. Schritt: Bezeichnet A, die durch Kernaustausch aus A, entstandene Matrix, so lésen
wir nun mit dem Gauss—Algorithmus das homogene System A, = 0. Die Hauptvekto-
ren wy der Stufe 2 erhéilt man aus den Losungsvektoren ¥y, indem man die Komponenten
des Zeilenvektors ¢} in den Positionen f; durch 0 ersetzt.

Durch den Kernaustausch wird bewirkt, dass das zu lésende inhomogene lineare Gleichungssystem

1
Aty — > ) =0
i=1
die dquivalente Form A)# = 0 erhilt, sofern von der bereits bekannten Lisungsmannigfaltig-
keit des homogenen Systems (nidmlich von Kern Ay) abgesehen wird. Die Losungsvektoren o, =
(...y—f1y..oy—firy,--.) enthalten in den Komponentenpositionen f; genau die Parameter j; der-

- r1 . o

jenigen Linearkombination by = ) p;wy, welche die Losbarkeitsbedingung b1 L Kern A} befriedigt.
i=1

Die Bedingungen (7.5) werden hier also automatisch mitkontrolliert, und man braucht Kern A3

iiberhaupt nicht zu berechnen. Da die y; nur von theoretischem Interesse sind, miissen ihre Zahlen-

werte gar nicht mitbestimmt werden. Die spezielle Wahl von p; = 0, 1 < ¢ < 7y in ¥ liefert die

Hauptvektoren wo der Stufe 2 mit i.a. ro > 1 freien Parametern.

e 3. Schritt: Bezeichnet fl,\ wie vorher die durch Kernaustausch aus Ay entstander}e Ma-
trix, so 16sen wir nun mit dem Gauss—Algorithmus das inhomogene System A)u3 =

T2 .
Wy := Y. p;wy. Die Hauptvektoren ws der Stufe 3 erhélt man aus den Losungsvektoren
i=1

i3, indem man die Komponenten des Zeilenvektors @ in den Positionen f; durch 0
ersetzt.



Hier bewirkt der Kernaustausch, dass das zu lésende inhomogene lineare Gleichungssystem

r1 r2
— -1 —1q
Ay = > ppii} = pi
i—1

=1

die dquivalente Form Ay@3 = s erhilt. Der Gauvss-Algorithmus fithrt auf Lésbarkeitsbedingungen
fiir die in Wy auftretenden Parameter p;. Fiir diese Parameter erhalten wir Losungsvektoren 3 =
(..., =P1,.-ry—Pry5...)". Werden die Parameter p; in den Positionen f; wiederum durch p; = 0
ersetzt, so resultieren aus 3 die Hauptvektoren ws dritter Stufe, usw.

Nach endlich vielen Schritten gelangt man zu einem unlésbaren System A AUp = Wp—1: Das Verfahren
terminiert genau mit der erforderlichen Anzahl k£ = algebr. dim A von Hauptvektoren. Man beachte,
dass die inhomogenen Systeme fi)\{)’p = wy_1 ab dem 2. Schritt stets dieselbe Systemmatrix Aj besit-
zen. Man merke sich deshalb die erforderlichen Zeilenumformungen zur Erstellung der Stufenform.
Diese miissen dann nur noch auf die wechselnden rechten Seiten ,_; iibertragen werden.

‘BSP. (11.7.5) ‘ Wir demonstrieren das Verfahren des Kernaustauschs an der Matrix A € R(%)
des vorangegangenen Beispiels BSP. (11.7.4). Das heifit, wir betrachten

-2 0 2 1 4
4 0-4-2 0
A= 00 0 0-4
-4 0 4 2 0
00 0 0 O
mit dem einzigen Eigenwert A = 0 der algebr. dim A = 5 =: k. Im 1. Schritt bestimmen wir wie
vorher die zugeordneten Eigenvektoren:
C1 C C3
-2 0 2 1 4]0 —2[0][2][1] 4| o
Ay =0 = 4 0—4-2 010 Gawss =757 5| g
00 0 0-4]|0 0O 0 0 0 0l 0
-4 0 4 2 0|0 0O 0 0 0 0 0
00 0 0 00 0O 0 0 0 0l 0

Aus der obigen Stufenform resultieren, etwa durch die spezielle Parameterwahl (¢q, ¢, ¢3) := (1,0,0),
=:(0,1,0), := (0,0,1), die drei linear unabhiingigen Eigenvektoren

=(0,1,0,0,0)T, @2 =(1,0,1,0,0)T, &} =(1,0,0,2,0)T.

2. Schritt: Kernaustausch. In Ay werden die Spalten So, S3, Sy (entsprechend den Spalten unter

c1, ¢, c3) gegen die Eigenvektoren @, @7, ] ausgetauscht. Danach Iosen wir unter Verwendung

der elementaren Zeilenumformungen

Zo + Zy = Zo, =221+ 2235+ Zy = Z4

das lineare Gleichungssystem

c1 Cc2 C3 C1 C2 C3 11721 _‘31

—2 0 1 1 4]0 -2 0 L Lodp o 170

- N 4 1 0 0 010 Gauss 0| 1 0 2 0 0 0 0
Aty =0 = = —

AT 00 1 0-40 0 0f 1 [o] —4fo0 | ofo0

4 0 0 2 0]0 0 0 0 O0]-16]0 | —2|0

1

0 0 0 0 00 o 0o o0 o0 o|lo] o M w!



Aus Griinden der Bezeichnungskonsistenz haben wir hier ¢; := —u; gesetzt. Wir ignorieren zunéchst
die beiden Spalten nach dem Doppelstrich.

Offenbar ist der Parameter cg frei wahlbar, und es resultiert
S 3 r
Vg = (57 —2cs, 0, c3, 0) .

- 3 .
Das heifit, die Linearkombination by = ) p;@w{ mit den Parametern p; := 2c¢3, pg := 0, ug := —c3
i=1

erfiillt die Losbarkeitbedingung by L Kern A3. Vorschriftsgemif ersetzen wir die Komponenten von
7" in den Spalten Sy, S3, Sy durch Null, und wir erhalten den einzigen Hauptvektor 2. Stufe, etwa
durch Wahl von c3 := 2

@y = (1,0,0,0,0)7.

Die Wahl von ¢3 := —1 fithrt wieder auf das Ergebnis aus BSP. (11.7.4).

3. Schritt: Wir fithren in @y die oben angegebenen Zeilenumformungen durch und tragen das Er-
gebnis in das obige Staffelsystem unter der Spalte ", ” ein. Das System A\#i3 = 4 liegt nun schon
in Stufenform vor und besitzt bei freier Wahl von c3 die Losung

N c3 1 I\NT

U3 = (Ea —2cs, Ea €3, g) .
Vorschriftsgemif ersetzen wir die Komponenten von 4§ in den Spalten Sy, S3, Sy wieder durch Null,
und wir erhalten den einzigen Hauptvektor 3. Stufe, etwa durch Wahl von ¢3 :=0

bi = (0,0,0,0, %)T

Man beachte, dass der Hauptvektor @, := (—2,0,0,0,0)” mit der gleichen Rechnung auf das in
BSP. (11.7.4) gefundene Resultat @3 = (0,0,0,0, —1)7 fiihrt.

4. Schritt: Wir fiihren in @4 die oben angegebenen Zeilenumformungen durch und tragen das Er-

gebnis in das Staffelsystem unter der Spalte 4" ein. Man erkennt sofort die Unlésbarkeit des

resultierenden Systems: Das Verfahren terminiert mit dem Ergebnis

{HVQ} = {u_)’Ql}’ {HV3} = {w?}}’ E()‘) = Kern (A - )‘Id)g = Span {@11,1512,11713, _’21a _’31}

11.7.2 Anfangswertaufgaben fiir Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten
Wir greifen hier nochmals das Anfangswertproblem (2.5) aus Abschnitt 11.2 auf. Dort hatten

wir Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten diskutiert.
In Satz 11.6 konnten wir zeigen, dass die Anfangswertaufgabe

g'(t) = Ag(t),  glto) = %o € K" (7.7)

fiir eine gegebene Matrix A € K™ und fiir jeden Anfangsvektor 7, € K" die eindeu-
tig bestimmte Losung §(t) = el"%)4g, besitzt. Falls der Vektorraum C" von einer Basis
{#, ¥,...,T,} aus Eigenvektoren der Matrix A aufgespannt wird, so kann die Berechnung
der Exponentialmatrix e(!=%)4 in sehr einfacher Weise durch die Eigenvektoren #; und die zu-
gehorigen Eigenwerte A; erfolgen. Wir hatten in Satz 11.7 die folgende Darstellung der Losung
/(t) hergeleitet:

?j(t) = CleAl(tftO)ﬁl + 026)‘2('57'50)172 + -+ Cne/\”(tfto)ﬁn. (78)




Darin sind die Konstanten C; die Koeffizienten der Linearkombination des Anfangsvektors:
Yo = C10) + Colly + « - - + Cp .

Wir interpretieren das hier Gesagte stets so, dass auch im reellen Fall K := R eine reelle
Losung der Anfangswertaufgabe (7.7) in der Form (7.8) gefunden werden kann, selbst wenn
die Matrix A € R(™™ komplexe Eigenwerte und somit auch komplexe Eigenvektoren besitzt.
Wie wir bereits in Bemerkung 11.9 festgestellt haben, ist mit \; := a; +if;, a;, 3; € R, auch
die konjugiert komplexe Zahl )\_] = «; — 1f3; ein Eigenwert der Matrix A. Ist dem Eigenwert
); der Eigenvektor @ := u; + i0;, i, W; € R", zugeordnet, so gehort zum Eigenwert \; der
konjugierte Eigenvektor (vTj) = u; — 1w;. DemgemfR gilt fiir jedes Zahlenpaar C, D:

Celilt=t)i, 4 DN 2 (t= ()
= eo‘j (t=to) COS Bj (t — to) (éﬁj + D’ll_jj) + €aj (t—to) sin 5]' (t — to) (Dﬁ] — é?ﬂj),

worin C':= C + D und D := i(C — D) zu setzen sind. Nun sind die reellen Zahlen C, D die
Koeffizienten der Linearkombination des (reellen) Anfangsvektors 7o in Richtung der beiden
reellen Basisvektoren 7}, ;.

Besitzt die Matrix A € K(™™ keine n linear unabhiingigen Eigenvektoren, so kann die Losung
7(t) der Anfangswertaufgabe (7.7) nicht mehr in der Form (7.8) dargestellt werden. Wir zeigen
im folgenden eine modifizierte Darstellung unter Heranziehung der Hauptvektoren von A. Es
sei also A € C ein Eigenwert der Vielfachheit £ > 2, und es sei @w; € C" ein Hauptvektor der
Stufe 7 > 1 zum Eigenwert A. Sicher gilt j < k£ und somit

e = > A= ANd + ) Id)"w Z Z())\”A A 1d)" i
1=0 !
tr tl 7‘)\7, T
= A= NI)"w; > ———
,Zor( Py (r.9)
tT‘
= e“ — (A= \1d)"
=0 '+

GeméB (7.6) vereinfacht sich die Darstellung (7.9) ganz erheblich, wenn wir wieder den

Sonderfall: 1 = geom. dim A < algebr. dim A =: &

betrachten. In diesem Fall gilt ndmlich wegen (7.6) die Relation (A — A Id)"W; = ;_,, und
aus (7.9) folgt:

Satz 11.27 Gegeben sei die Matriz A € K™, Sei A\ € C ein Figenwert von A mit 1 =
geom.dim A < algebr.dim A =: k. Sei W, W, ..., W) die gemaf (7.6) bestimmte Kette von
Hauptvektoren w; € C" der Stufen j =1,2,...,k zum Eigenwert X. Sind die Zahlen C; € C
die Koeffizienten des Anfangsvektors ijo € K™ in der Teilbasis 1y, W, . .., Wy des Vektorraumes
C", so ist dem Eigenwert X der folgende Losungsanteil der Anfangswertaufgabe (7.7) eindeutig
zugeordnet:

() =3 ¢ (27@_,). (7.10)

7=1 r=0




Begriindung: Es geniigt, den Fall ¢ = 0 zu betrachten. Klar, die Hauptvektoren @; spannen geméf
Satz 11.26 den k—dimensionalen Unterraum E(A) C C" auf. Die in E()) liegende Komponente %y
des Anfangsvektors gy besitzt eine eindeutige Linearkombination ¢y = Ciwy + Cotg + - - - + Cpy.
Dieser Komponenten ist der Losungsanteil 7y () = 'y, zugeordnet. Somit folgt aus (7.9)

k k G—1
i
- A — A ~
Ga(t) = Y Cettiy = M Y Ci( Y 5 djes ),
j=1 j=1 r=0""
und dies ist die behauptete Darstellung (7.10). O
Sind nun A, g, ..., A die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A € K™ mit

Vielfachheiten ki, ks, ..., k,, und ist jeweils die Bedingung

geom.dim\; =1, j=1,2,...,m,

erfiillt, so erhélt man durch Superposition der geméfl Satz 11.27 bestimmten Teillésungen ),
die eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe (7.7) in der Form

Bemerkung 11.23 Lisst man die Konstanten C; € C in (7.10) unbestimmt und setzt man
to = 0, so hat man mit (7.11) die allgemeine Lésung des Systems §'(t) = Ay(t) linearer
Differentialgleichungen 1.Ordnung vorliegen. O

|BSP. (11.7.6)| Es sei A € R die Matrix aus BSP. (11.7.3) mit dem vierfachen Eigenwert
A =3 der geom.dim A = 1 und den zugeordneten Hauptvektoren @; der Stufen 1 —4:

1 0 0 0
Wy = 0 Wy = 1 Wy = —3 Wy = 8
0’ 0]’ 0f’ 1
0 0 1 -2

Dann hat das lineare DGl-System

gemif Satz 11.27 die allgemeine Losung

N 3

— — — — — 2 — — 2 —
y(t):e3t (C1’LU1 + Co (W + twh) + Cs(ws + ts + %wl) + Cy(Wy + tws + %wg + %wl)). (7.12)

Die Anfangswertaufgabe (7.7) zum Anfangsvektor ijo = (1,6,1, —1)T wird durch (7.12) gelést, wenn
wir iiberall ¢ durch ¢ — #y ersetzen und wenn die Konstanten C; das folgende inhomogene lineare
Gleichungssystem losen:

Cr + Cowy + C3ws + Cyly = Fo.

Dieses hat die explizite Form

100 0][C 1
01-3 8||C| | 6
000 1|]cs| | 1
00 1-2]]c¢C -1



mit der eindeutig bestimmten Losung Cy = Cy = C3 = C4 = 1. Setzen wir zur Abkiirzung p;(t) :=

e3t=to) (1 + o 4 ('5_2%)2 +- 4 (tzﬁ), so erhalten wir die gesuchte Losung der Anfangswertaufgabe

(7.7) zum obigen Anfangsvektor ¢y in der Form

y(t) = p3(t)w + pa(t)wWa + p1(t)Ws + po(t)s.

‘BSP. (11.7.7) ‘ Es ist die Anfangswertaufgabe (7.7) fiir den Anfangsvektor 4y := (4, 1,2,1)7 und

die folgende Matrix A € R(*% zu l6sen, deren charakteristisches Polynom Py(\) = det(A — A Id) =
(2= X)2(1 — \)? ist:

2 05 —1-25 2-X 05 -1 —25
0 2 —2 —1 0 2—-Xx -2 -1

A=19 o 1 o DW= 4 0 1—-X 0
o o0 1 1 0 0 1 1-2)

Es liegen je ein doppelter Eigenwert Ay = 2 und Ay = 1 vor. Wir bestimmen zunéchst die Eigenvek-
toren w; zum Eigenwert \; = 2:

0.5 —1-25 w1y
0 -2 -1 w9
0 -1 0 w3
0 1 -1 Wy

0
o = 0 | = o
Ay u; =0 & 0 =0, also w; = ce C.
0

S OO0

Hier liegt offensichtlich der Sonderfall 1 = geom.dim A; < algebr.dim \; = 2 vor. Wir wihlen nun
¢ = 1 und bestimmen den Hauptvektor @y der Stufe 2 gemif

0 05 —-1-25 wy 1 0
Ay Wy = W & 8 8 :? _(1) Z; = 8 , also wy = (2)
0o 0 1 -1 wy 0 0
Wir bestimmen des weiteren die Eigenvektoren o] zum Eigenwert Ay = 1:
1 05 —-1-25 vy 2
Ay, U1 = 0 < 8 (1) _3 _(1) Zz L 0, also @ =c (1) , ceC.
0 1

0 1 0 Uy

Auch hier liegt der Sonderfall 1 = geom.dim Ay < algebr.dim Ay = 2 vor. Wir wahlen wiederum
¢ = 1 und bestimmen den Hauptvektor v5 der Stufe 2 geméify

1 05 —1-25 V1 2 1.5
L 0 1 -2 —1||w]|:]|1 L
A)\2’l)2 =0V & 0 0 0 0 V3 = BE also Vg =
0 0 1 0 vy 1 0

Hiermit haben wir in C* eine Basis {0}, Wy, 0,72} aus Hauptvektoren der Matrix A bestimmt. Das
lineare DGI-System

j'(t) = Aij(t)
hat folglich geméfl Satz 11.27 die allgemeine Losung

() = €2 (Cviby + Co(y + 15 ) + ! (Cy + C (B + 151) ). (7.13)




Die Anfangswertaufgabe (7.7) zum Anfangsvektor 4y = (4,1,2,1)7 wird durch (7.13) geldst, wenn
wir iiberall ¢ durch ¢ — ¢y ersetzen und wenn die Konstanten C; das folgende inhomogene lineare
Gleichungssystem lsen:

Ciwy + Cowy + C301 + Cy¥y = ¥o.

Dieses hat die explizite Form

1 0 2 15 C 4

021 3 Co | |1

000 1 Cs | |2

001 O Cy 1
mit der eindeutig bestimmten Losung C; = —1, Cy = =3, C3 = 1, Cy = 2. Hiermit erhalten wir die
gesuchte Losung der Anfangswertaufgabe (7.7) zum obigen Anfangsvektor ¢y in der Form

T
J(O) =0 (54 4t~ 1), T2t~ t0), 2 T+2(t— 1)) — ) (143(~ ), 6, 0, 0)

Der allgemeine Fall 2 < geom.dim A < algebr.dim A ldsst sich nicht mehr so einfach be-
handeln wie der oben diskutierte Sonderfall. Wir werden jedoch in Abschnitt 11.8.2 zeigen,
dass die Kenntnis speziell strukturierter Ketten von Hauptvektoren zum Eigenwert A € C
einer Matrix A € K™™ zu einer erheblichen Vereinfachung der Darstellung von Losungen
zur Anfangswertaufgabe (7.7) fiihren kann. Man erhélt aber auch in denjenigen Fillen aus
der Beziehung (7.9) eine — wenn auch kompliziertere — Darstellung, in denen nur irgendeine
(unstrukturierte) Basis des verallgemeinerten Eigenraumes E()) bekannt ist:

Satz 11.28 Gegeben sei die Matriz A € K™, Sei A € C ein Eigenwert von A mit der
Vielfachheit k = algebr. dim \. Sei Wy, Wo, . .., W, das System von Hauptvektoren zum FEigen-
wert A\, das den verallgemeinerten Eigenraum E()\) := Kern Afc\(/\) aufspannt. Dann st dem
FEigenwert X der folgende Lisungsanteil der Anfangswertaufgabe (7.7) eindeutig zugeordnet:

— A(t—t i = (t t ) A(t—t )ki1 (t — tO)r r i =
7j=1 r=0 ! r=0 . 7=1

Darin sind die Zahlen C; € C die Koeffizienten des Anfangsvektors i, € K™ in der Teilbasis
Wy, W, ..., W, des Vektorraumes C".

Bemerkung 11.24 Wie vorher gilt das Superpositionsprinzip: Sind A\, Ay, ..., A, die paar-
weise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A € K™ mit den Vielfachheiten ki, ko, . . ., km,
so erhélt man durch Superposition der geméfl Satz 11.28 bestimmten Teilldsungen 7, die
eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe (7.7) in der Form

Y(t) = 9, (1) + 9, (1) + -+ + 9, (1) (7.15)

Bleiben die Konstanten C; € C in (7.14) unbestimmt und setzt man ¢, = 0, so liegt mit (7.15)
die allgemeine Losung des DGl-Systems '(t) = Ag(t) vor. O

‘ BSP. (11.7.8) ‘ Wir betrachten die folgende Matrix A € R(*%), deren charakteristisches Polynom
Py(\) =det(A — A 1d) = (1 — \)3(4 — N) ist:

1030 1-Xx 0 3 0
01 2 0 0 1-X 2 0
A=1g0 10 D= g 0 1-X 0
000 4 0 0 0 4-—)\



Es liegen ein dreifacher Eigenwert A\; = 1 und ein einfacher Eigenwert Ay = 4 vor. Wir bestimmen
zunéchst die Eigenvektoren zum Eigenwert A\ = 1:

‘ C1 C2
L 003 0]0 _— [0] [o] 1 o0
Ay =0 = 00 2 010 ~ 0 00|1i
0 0 0 0f0 0O 0 0 010
0 0 0 3|0 0 0 0 010

Es resultieren die zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren
il = (1,0,0,0)T, @) :=(0,1,0,0)7,

so dass gilt: 2 = geom. dim \; < algebr. dim A\; = 3. Demzufolge muss ein weiterer Hauptvektor 5
der Stufe 2 zum Eigenwert A\; be stimmt werden, den wir mit dem Verfahren des Kernaustauschs
berechnen. Dazu tauschen wir in Ay, die Spalten S; und Sy (entsprechend den Spalten unter ¢, c2)
gegen die Eigenvektoren ;" und 1y aus und lésen danach das folgende lineare Gleichungssystem:

c1 Co ‘ C1 C2
) . 1 0 3 0|0 W 10300
Ay =0 = 0 1 20/0 = 0]1[2]0]0
0 0 00/0 00 0[1]0
0 0 0 3|0 000 0[0

Dieses Stufensystem wird gelost durch den Vektor & = (—3, —2, 1, 0)”". Vorschriftsgemif haben wir
die Komponenten des Zeilenvektors #7 in den Spalten S; und So durch Null zu ersetzen. Es resultiert
der einzige Hauptvektor 2.Stufe zum Eigenwert \; = 1:

ws = (0,0,1,0)T.

Die Vektoren !, 0, , w5 spannen nun den verallgemeinerten Eigenraum zum Eigenwert A\; = 1 auf,
und es gilt f(A\;) = 2. SchlieBlich bestimmen wir noch den Eigenvektor 1 ? zum Eigenwert Ay = 4:

, ceC.

o O OO

Mit der Wahl ¢ = 1 erhalten wir @? = (0,0,0,1)”, so dass letztendlich die Vektoren ', @, , w3 , w1
mit der Standardbasis des C* zusammenfallen. Geméf (7.14) berechnen wir

-1 ~ -1 -2 =1 —
AAlwl — 0 — A)\l 2 — A)\2w1 5 A)\lw?) — = bl,

O O N W

und erhalten daraus die allgemeine Losung des DG1-Systems ¢’(t) = Ay(t) in der Form

() = e (Crail + Oty + Cs (i} + thy) ) + et Cu?.

Zu 16sen sei nun die Anfangswertaufgabe (7.7) fiir den Anfangsvektor 7o := (1,2,3,4). Das lineare
Gleichungssystem ¢y = Cyw{ + Cow) + C3w3 + Cy hat offensichtlich die eindeutige Losung



Cy =1, Cy =2, C3 =3 sowie Cy = 4. Also resultiert aus (7.16) die Losung der Anfangswertaufgabe
(7.7) zum obigen Anfangsvektor in der Form

T
Jt) = eHO(l+9(t—t0),2+6(t—t0),3,0) + edt=10)(0,0,0,4)"

e~ 0 3(t—tg)et o 0

et~ 2(t — tg)el~to 0

0 el~to 0
0 0 ellt=to)

(7.16)
= Y(t - to)g().

o O O
=W N =

Bemerkung 11.25 Mit der in (7.16) angegebenen Matrixfunktion Y'(¢) verifiziert man durch di-
rekte Rechnung fiir das obige BSP. (11.7.8) die Beziehung

Y'(t)=AY (), teR, Y(0)= Id. (7.17)

Das heifit, die Vektorfunktion ¢(t) := Y (t — to)%o erfiillt i'(¢t) = Ay(¢) und 7(tg) = ¥o; sie 1ost somit
die Anfangswertaufgabe (7.7) O

Definition 11.12 Die so bestimmte Matrizfunktion Y (t) heifit die Fundamentalmatrix des DGI-
Systems §'(t) = Ag(t).

‘BSP. (11.7.9) ‘ Gesucht ist die Losung der Anfangswertaufgabe

20 2 1 4 9
4 0-4-2 0 1
git)=Agt):==| 0 0 0 0-4 | §t), F0)=4i:= |2
40 4 20 6
0000 0 5

Die Systemmatrix A € R(®>5) | die wir bereits in BSP. (11.7.5) behandelt haben, besitzt den Eigenwert
A = 0 der Vielfachheit k¥ = 5 = algebr. dim A > geom. dim A = 3. Wie in BSP. (11.7.5) gezeigt wurde,
spannen die folgenden fiinf Hauptvektoren den verallgemeinerten Eigenraum E()\) = Kern A3 = C°
auf:

0 1 1 1 0
1 0 0 0 L]0
wl=10|, @W:=|1|, @w:=]|0]|, @W:=|0]|, @W:==1]0
0 0 2 0 0
0 0 0 0 1

Aus der Tatsache, dass die Vektoren u‘i} Hauptvektoren der Stufen 5 = 1,2, 3 sind, erh&lt man sofort
0= A = Adif = Aiif = A3y = AJdi3.

Dariiber hinaus findet man mit einfacher Rechnung

-2 1 -2
4 0 4
1 - -
Ay =| 0 AUy == | =1 | =:by, A3wW4=| 0 |=:b3.
—4 0 —4
0 0 0

Die Losungsdarstellung (7.14) fithrt somit auf die allgemeine Lésung

2
J(t) = eOt{Clwl + Colb? + Caf + Cy(y + thy) + Cs (w3 +thy + — bg)}




Zur Losung der Anfangswertaufgabe §7(0) = 4§y = (9,1,2,6,5)” berechnen wir die Koeffizienten C;
aus dem linearen Gleichungssystem

0111 0]9 1000 01
100001 0100 02
§(0) = Cy} +Colf 24 CyiP+Cyii) +Csd =G = 0 1 0 0 0|2 = 00 1 0 03
0020 06 0001 04
0000 %|5 0000 £/5

Man ersieht hier unschwer das Lésungstupel (Cy, Co, Cs, Cy, Cs)T = (1,2,3,4,40)", und demgeméiB
resultiert als eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe:

7(t) = ((9 + 12t — 40t?), (1 + 16t + 80t%), (2 — 20t), (6 — 16t — 80t), 5)7.

Beachte: Die allgemeine Losung kann auch in einer Matrixform 7(t) = Y (£)C geschrieben werden
mit

V(1) = (@l @2, @, (@5 +15), (@ +1by + 5 85)) und 1= (C1,Cs,Cy, Cy, Cs)T.
Da ein linearer Zusammenhang C = By zwischen dem Anfangsvektor o und dem Koeffizientenvek-
tor C besteht, besitzt die Anfangswertaufgabe die Losungsdarstellung (t) = Y (¢) Bgo. Wir erhalten
hieraus Y (0)B = Id, also B = Y !(0). Die Matrixfunktion
Y (t) := Y(£)Y ~1(0)

ist genau die Fundamentalmatrix des DGl-Systems ¢’ (t) = Ay(t).

Die Losung der Anfangswertaufgabe (7.7) gestaltet sich nach der Vorschrift des Satzes 11.28 relativ
kompliziert. Um einen anderen Losungszugang aufzuzeigen, greifen wir nochmals das obige Beispiel
(11.7.8) auf, in welchem wir den speziellen Anfangspunkt ¢y = 0 betrachten.

‘BSP. (11.7.10) ‘ Zu losen ist die Anfangswertaufgabe

10 3 0 1

a0 2 0], L |2

PO =Af0 = o1 o |00, @0 == (7.18)
00 0 4 4

Da die Matrix A eine Rechtsdreiecksmatrix ist, kann das DGl-System (7.18), beginnend mit der
letzten Zeile, sukzessive von unten nach oben gelost werden. In expliziter Schreibweise lautet (7.18):

Y1 (1) y1(t) + 3ys(t) y1(0) 1
ya(t) | _ | w2(t) +2ys(t) y2(0) | _ | 2
y3(t) y3(t) ’ y3(0) 3
y4(t) 4ya(t) y4(0) 4

Wir 16sen gemif der Strategie 4.Zeile = 3.Zeile = 2.Zeile = 1.Zeile.
4.Zeile: Die DGI ¢}, — 4y, = 0 hat die allgemeine Losung y4(t) = Cye** mit dem Anfangswert

y4(0) = Cy = 4. Somit erhalten wir als Losungskomponente der Anfangswertaufgabe (7.18) die
Funktion

ya(t) = 4e*t.




3.Zeile: Die DGI y} — y3 = 0 hat die allgemeine Losung y3(t) = Cse! mit dem Anfangswert y3(0) =

Cs = 3. Hieraus resultiert als Losungskomponente der Anfangswertaufgabe (7.18) die Funktion

ys(t) = 3e'.

2.Zeile: Die DGI yh — y2 = 2y3 = 2C3e! hat den homogenen Losungsanteil yo(t) = Coe’. Da der
Resonanzfall vorliegt, gewinnt man eine partikulire Losung der inhomogenen DGI durch einen Ansatz
yop(t) = Ate', der zu A = 2Cs fijhrt. Man erhilt die allgemeine Losung ya(t) = yon(t) + yop(t) =

(Cy + 2C3t)e! mit dem Anfangswert y2(0) = Cy = 2. Hieraus resultiert als Losungskomponente der
Anfangswertaufgabe (7.18) die Funktion

yo(t) = (2 + 6t)e’.

1.Zeile: Die DGl ¢} —y; = 3ys = 3C — 3e! wird ganz analog wie in der 2.Zeile behandelt. Man erhélt

die allgemeine Losung 1 (t) = (C1 + 3C5t)e’ mit dem Anfangswert y;(0) = C} = 1, und es ergibt
sich als Losungskomponente der Anfangswertaufgabe (7.18) die Funktion

y1(t) = (1 + 9t)et.

Die allgemeine Losung des DGl-Systems (7.18) resultiert nun in der Form

1 0 3t 0
. 0 1 2t 0
g(t) = Cie 0 + Coet 0 + Cset 1 + Cyet 0
0 0 0 1

et 0 3t6t 0 Cl 01

0 et 2t€t 0 02 02

o 0 0 et 0 C3 o Y(t) 03

0 0 0 e* Cy Cy

Hierin ist Y'(¢) die bereits bekannte Fundamentalmatrix aus (7.16). Die spezielle Losung der An-
fangswertaufgabe (7.18) hingegen lautet

T
J(t) =Y ()50 = ((1+9t)e’, (2 + 6t)e’, 3¢, 4e™)

in Ubereinstimmung mit dem Resultat in BSP. (11.7.8), wenn wir dort ty = 0 setzen.

Im Hinblick auf das obige Beispiel erinnern wir hier nochmals an die durch Satz 11.15 begriindete
Transformation einer Matrix A € K" auf die ScHursche Normalform. Wir haben in Satz 11.15
die Existenz einer Matrix T € K (") begriindet mit

Al x % eee %
A2 * e *

T AT = Az oo x| = Dy, (7.19)
0 An

Durch eine Variablentransformation

J(t) = TZ(t) (7.20)




resultiert die mit (7.7) dquivalente Anfangswertaufgabe

Z'(t) = T YATZ(t) = DoZ(t), Z(to) = T Lo =: Zo. (7.21)

Da die Matrix Dy wiederum eine Rechtdreiecksmatrix ist, kénnen wir das DGl-System wie im voran-
gegangenen BSP. (11.7.10) sukzessive von unten nach oben auflosen. Die Berechnung der Scuurschen
Normalform einer Matrix A ist jedoch keineswegs trivial, so dass man diesen besonderen Losungs-
weg nur beschreiten wird, wenn aus anderen Problemstellungen die Transformationsmatrix T bereits
bekannt ist.

‘BSP. (11.7.11)‘ Wir betrachten die folgende Matrix A € R(3?), fiir die man die ScrURsche
Normalform und die Transformationsmatrix T ganz analog wie in BSP. (11.4.1) berechnen kann:

1-3 1 110 1-1 0
A=|2-4 1|, T:=| 01 0|, T7'=|0 1 0
2-3 0 -2 1 1 2-3 1
Man ermittelt hieraus
-1 0 0
Dy =T 'AT = 0 -1 1
0 0 -1

Die Anfangswertaufgabe (7.7) mit dem speziellen Anfangsvektor iy := (—1,1,6)” und dem Anfangs-
zeitpunkt tp := 0 wird nun durch die Transformation (7.20) in die folgende Form iibergefiihrt:

21 (t) —2z1(t) z1(0) -2
Zé(t) = —Zg(t) + Zg(t) , T71g0 = 2_,"(0) = 2’2(0) = 1
z3(t) —2z3(t) z3(0) 1

Wir 16sen dieses System gemifl der Strategie 3.Zeile = 2.Zeile = 1.Zeile.
3.Zeile: Die DGI 2} + 23 = 0 hat die allgemeine Losung z3(t) = Cze™" mit dem Anfangswert 23(0) =

Cs = 1. Somit erhalten wir als Losungskomponente der transformierten Anfangswertaufgabe die
Funktion

23(t) = e L.

2.Zeile: Die DGl 2 + 25 = 23 = C3e™! hat den homogenen Losungsanteil zop(t) = Coe™t. Da der
Resonanzfall vorliegt, gewinnt man eine partikulire Losung der inhomogenen DGI durch einen Ansatz
z9p(t) = Ate™', der zu A = Cj fithrt. Man erhélt die allgemeine Losung zo(t) = 295 (t) + 225(t) =
(Co + C3t)e™" mit dem Anfangswert z9(0) = Co = 1. Hieraus resultiert als Losungskomponente der
transformierten Anfangswertaufgabe die Funktion

29(t) = (1 +t)e .

1.Zeile: Die DGI 2} + 21 = 0 wird ganz analog wie in der 3.Zeile behandelt. Man erhilt die allgemeine

Losung 21 (t) = Cre™! mit dem Anfangswert z1(0) = C} = —2, und es ergibt sich als Lésungskompo-
nente der transformierten Anfangswertaufgabe die Funktion

z1(t) = —2e7L.

Die allgemeine Losung des transformierten DGIl-Systems resultiert nun in der Form
1 0 0 et 0 0 C, C,

Zt)=Ce | 0 | +Coe ' | 1 |+Cse’ |t | =] 0 et tet Cy | =2 Z(t)| Co
0 0 1 0 0 et Cs Cs



Die spezielle Losung der transformierten Anfangswertaufgabe lautet
T
2(t) = 217 = (— 27, (1 + e~ e7!)

Nach Riicktransformation 4(¢t) = T'Z(t) hat man ¥(¢) = Y (¢)9p mit der Fundamentalmatrix

(1+2t)e ! —3te ! te™!
Y(t) =TZ(H)T™ = 2te™t (1 —3t)e? tet
2te ! —3te”t (1+t)e?

Die spezielle Losung der Anfangswertaufgabe ist somit

Jit) =Y ()jo = e t(t —1,t + 1,6 +6)T.

11.8 Ketten von Hauptvektoren

11.8.1 Die Berechnung der Jordan—Normalform einer Matrix

Wir haben in Satz 11.16 behauptet, dass jeder Matrix A € K™ eindeutig (bis auf die
Reihenfolge der JorpAN-Blécke) eine Matrix J € C™™ in der Form (4.2) zugeordnet werden
kann, welche vermoge einer (nicht eindeutig bestimmten) Transformation 7' € Inv (C") durch

J =T~ AT (8.1)

aus A hervorgeht. J heifit eine JoRDAN—Normalform der Matrix A. Jede der in der Relation
(4.2) auftretenden Matrizen in der Form

N1 0 0
N1 0
J] — . bZW. J] = ()\])7 ] = ]_,27 ,S, (8 2)
0 Aol
[0 0 A

heifie ein JorDAN—Block oder ein JorRDAN—Kasten.

|BSP. (11.8.1)| Mit

2 05 —-1-25 1 0 215 1 0-15 =2
10 2 =2 -1 |10 2 13 1. | 0 05-15-05
A= 0 0 1 0|’ T= 0 00 1 |° = 0 0 0 1
0 0 1 1 0 010 0 O 1 0
folgt durch einfache Rechnung
2 1100
0 2|00 J 0
J=T7"AT = = :
0 0 11 0 J
0 0|01




Bei der Konstruktion dieses Demonstrationsbeispiels sind wir von der Vorgabe der Matrix
J ausgegangen. Danach haben wir mit einer invertierbaren Matrix 7" das Matrizenprodukt
A := T JT~! berechnet. In der Praxis ist die Aufgabe aber in umgekehrter Richtung zu 16sen:
Zu vorgegebenem A sollen J und T berechnet werden! Satz 11.16 sichert zunéchst die Exi-
stenz und die Eindeutigkeit (bis auf die oben erwihnte Reihenfolge der JorDAN—Kisten) einer
JorpAN—Normalform J der Matrix A sowie die Existenz einer zugehorigen Transformations-
matrix 7. Die Gleichung (8.1) liefert einen Ansatz, wie J und 7" berechnet werden konnen:
Die zu (8.1) dquivalente Gleichung AT = T'J ist dabei niitzlich. Wir behandeln vorab zum
besseren Verstidndnis zwei Sonderfille.

1. Sonderfall: | Im ersten Sonderfall nehmen wir an, die Eigenvektoren o}, 0, ..., ¥, der Ma-
trix A bilden eine Basis des C".

Satz 11.29 Bilden die Eigenvektoren @y, s, ..., 0, der Matric A € K™ eine Basis des
C" mit der Zuordnung Av; = \jv; V 1 < j < n, so leistet die Modalmatrix T :=
(U1, Uay ..., U,) € Inv(C™) die in Satz 11.16 behauptete Transformation auf eine JORDAN-
Normalform, namlich

T7'AT = J = diag (\1, Mg, -+ -, An). (8.3)

Begriindung: Diese ergibt sich unmittelbar aus Satz 11.8(c). O

‘ BSP. (11.8.2) ‘ Die folgende Matrix A € R(*% hat das charakteristische Polynom Py ()\) = det(A—\Id) =
(2-N)?2(-2-N)%

2 0 0 O 2-A 0 0 0
0 2 00 0 2-A 0 0
A=l g0 0| PN=1 4 T 2n 0
0 4 0-2 0 4 0 -2-A
Es liegt somit je ein doppelter Eigenwert Ay = 2 und Ay = —2 vor. Wir bestimmen zuné&chst die Eigenvektoren
¥ zum Eigenwert \; = 2:
00 0 077 v | [ 1 0
L = 0 0 0 O vy | ! =2 L 0 L |1
AT=0& 4 0-4 0 vs =0, also 7 = 1] 2=
0 4 0-4 | | vy | | 0 1
Wir bestimmen des weiteren die Eigenvektoren ¥ zum Eigenwert Ao = —2:
4 0 0 077 v | [0 0
L = 0 4 00 vy | = . |0 . |0
A)\2U =0& 4 0 0 0 Vs =0, also ¥3= 1 , Ug = 0
0 4 0 0| va | | O 1

Hiermit haben wir in C* eine Basis {#,, ¥, ¥, %} aus Eigenvektoren der Matrix A bestimmt, so dass die in
Satz 11.29 geschilderte Situation vorliegt. Mit Hilfe der Modalmatrix

10 0 0 1 0 0 0

S o g 01 00 _ 01 00
T:= (U13U23U37U4): -1 0 1 0 ) T t= 1 01 0
01 01 0-1 0 1

zeigt man nun mit elementarer Rechnung die behauptete Relation (8.3), namlich

T AT =J = = diag (2,2, -2, —2).




2.Sonderfall: | Die Konstruktion einer JorDAN-Normalform wird erheblich komplizierter,

wenn die Matrix A Eigenwerte A € C besitzt mit geom. dim A < algebr. dim . Relativ einfach
iiberschaubar in dieser Klasse von Eigenwerten ist wiederum der folgende

Sonderfall: 1 = geom. dim A < algebr. dim A =: k.

In diesem Fall gilt ndmlich die Relation (7.6). Das heifit, neben dem Eigenvektor o/, zum
Eigenwert A gibt es in jeder Stufe j, 2 < j < k, genau einen von den bereits bestimmten
Hauptvektoren linear unabhéngigen Hauptvektor w; zum Eigenwert A. Diesen erhilt man
als (beliebige) partikuldre Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

A)\wj = (A — A [d)’LU] = U_)‘jfl, éiquivalent ij = U?};l + )\’LU]', j = 2, 3, Ceey k. (84)

Die Rekursionsformel (8.4), némlich Ayu; = ;_, fiihrt durch wiederholte Anwendung zur
expliziten Darstellung o; = A)\ Wy, 7 =1,2,...,k — 1. Das heift, das hler vorliegende Sy-
stem von Hauptvektoren ), s, ..., W, konnen wir auch in der Form A LB, A'; 20y, . .., Wy
schreiben. Wir sind fiir die folgende Definition motiviert:

Definition 11.13 FEine endliche Folge von Hauptvektoren wy,Ws, ..., Wy der Stufen 1 bis k
(zum selben Eigenwert A € C der Matriz A € K™™) heifie eine Kette von Hauptvektoren
zum Eigenwert \, wenn gilt:

0 = AfWy, Wy = Ay Wy, Wy = AY "W, ..., We_y = A\ty. (8.5)

—

Dabei fordern wir zusdtzlich, dass die endliche Folge nicht verlingerbar ist, d.h. dass AywW = Wy,
keine Losung w besitzt. In diesem Fall heiffe W, ein Hauptvektor héchster Stufe.

Wie wir in Satz 11.25(a) gezeigt haben, ist eine Kette von Hauptvektoren zum Eigenwert
X stets linear unabhingig. Der verallgemeinerte Eigenraum FE()\) := Kern Af besitzt dann
geméf Satz 11.26 eine Basis aus solchen Ketten von Hauptvektoren zum selben Eigenwert.

Im vorliegenden Sonderfall 1 = geom. dim A < algebr. dim A = k wird F()) durch genau
eine Kette von Hauptvektoren aufgespannt, nimlich von der durch (8.4) bestimmten Kette
Wy, Wa, . . ., Wg. Bilden wir mit dieser Kette die Matrix T" := (W, W, . .., W) € C™F) 50 ergibt
sich aus (8.4) mit einigen elementaren Rechnungen die Beziehung

AT = (Adh, Atbs, ..., Ady) = (NG, @1 + Ao, - . ., Wy + N

(A 1 0 0]
= (w17w27 7“716) - = TJ/\
0 Al
[0 0 A

Aus dieser Relation leiten wir die folgende Aussage ab.

Satz 11.30 Gegeben sei die Matriz A € K™, Sei A € C ein Eigenwert von A, welcher der
Bedingung 1 = geom. dim A < algebr. dim A\ = k geniigt. Sei Wy, Ws, ..., die gemafs (8.4)



bestimmte Kette von Hauptvektoren w; € C" der Stufen j = 1,2,...,k zum Eigenwert .
Dann 1st dem FEigenwert A eindeutig der JORDAN-Kasten

B! 0 0
Al 0
Jy = e k)
0 Al
100 A
zugeordnet, und die aus den Hauptvektoren gebildete Matriz T = (W, Wy, ..., W) € C(k)

leistet die Transformation AT = TJy. Ist T := T invertierbar, so resultiert aus T'AT =
Jy =: J bereits die JORDAN—Normalform der Matriz A.

|BSP. (11.8.3)| Wir betrachten die Matrix A € R("") aus BSP. (11.7.3), namlich

A=

coow
oo w =
—_w =N
WO W

Wie dort bereits gezeigt wurde, besitzt A den vierfachen Eigenwert A = 3, fiir den der Sonderfall 1 =
geom. dim A < algebr. dim A = 4 vorliegt. Mit der zugeordneten Kette von Hauptvektoren i, ws, Ws, Wy
(vgl. BSP. (11.7.3)) bilden wir die Matrizen

1 0 0 O 1 0 0 0

a4 0 1-3 8 _ 0 1-2 3

T := (W, W, W3, Wy) = 00 0 1 € Inv (R4), 71 = 00 2 1
0 0 1-2 0 0 1 O

Es ergibt sich nun mit einfacher Rechnung die JORDAN—Normalform
3 1 00
J=T'AT =

o OO
OO W
O W =
W= o

Sind A1, \» € C zwei verschiedene Eigenwerte der Matrix A € K™™ mit 1 = geom. dim Aj <
algebr. dim \; = k;, so bilden wir in Analogie zu (8.2) die beiden JorDAN-Kisten J; €
Ckiki) | j =1,2 sowie die Matrix T := (@],..., @}, Wl ..., 02) € CFitk) wobei 7, 1iff,
o ,u?,gj die dem Eigenwert \; geméf (8.4) zugeordnete Kette von Hauptvektoren ist. Nun ist
es leicht, die folgende Identitét zu verifizieren:
= = Ji 0
werf3 0]
Ji 0
0 J

Normalform der Matrix A. Eine Verallgemeinerung dieser Situation auf endlich viele solcher
Eigenwerte Ai, Ao, ..., A\, liegt nun auf der Hand.

Das heifit, ist T := T invertierbar, so resultiert aus T AT = =:.J eine JORDAN—

‘ BSP. (11.8.4)| Die Matrix A € R(** aus BSP. (11.8.1) ist identisch mit der in BSP. (11.7.7) untersuchten

Matrix A. Wir hatten dort gezeigt, dass A die beiden Eigenwerte A = 2 und Ay = 1 mit 1 = geom. dim A; <
algebr. dim A; = 2 besitzt. Die zugeordneten Hauptvektor-Ketten lauten (vgl. BSP. (11.7.6)):

1 0 2 1.5
4 0 ~ 2 ~ 1 ~ 3
wl1 = 0 ’ w21 = 0 ) w12 = 0 ’ w22 = 1
0 0 1 0



Die Matrix T := (W, @3, @2, w3) ist genau die in BSP. (11.8.1) angegebene Matrix 7. Dort hatten wir bereits

die Transformation auf JORDAN-Normalform vorgenommen:

B0
0o J |

J=T"TAT =

O = o O
— = o O

o O O N
o O N =

Es bedarf keiner grofien Einsicht, dass auch eine Kombination des Satzes 11.29 mit dem hier
diskutierten Sonderfall 1 = geom. dim A\; < algebr. dim A\; = k; mdéglich ist. Haben wir einen
weiteren Eigenwert Ay € C mit geom. dim Ay = algebr. dim \y = ks > 1 vorliegen und bezeich-
nen 02,3, ..., v die dem Eigenwert \; zugeordneten linear unabhéngigen Eigenvektoren, so
bilden wir jetzt die Matrix T := (@}, ..., &L, 02,...,72) € CF+k2) sowie die Diagonalma-
trix Dy := diag (Az, A2, ..., \2) € C*2%2) Dann iiberzeugt man sich leicht von der folgenden
Identitét

- - J; 0
AT =T | .
0 D,
Das heifit wiederum, falls T := T invertierbar ist, so resultiert aus T AT = {)l DO =:.J
2
eine JorpDAN—Normalform der Matrix A. Eine Verallgemeinerung dieser Situation auf endlich

viele solcher Eigenwerte Aj, Ao, ..., A\, liegt abermals auf der Hand.

‘ BSP. (11.8.5) ‘ Die folgende Matrix A € R(*% hat das charakteristische Polynom P,(\) = det(A—\Id) =
- N2 —2)%

25 0 05 0 25—\ 0 0.5 0
01 00 0 1—A 0 0
A= 05 0 15 0| Pi(A) = -0.5 0 15-X 0
00 01 0 0 0 1—2X

Es liegen je ein doppelter Eigenwert A\; = 2 und A\, = 1 vor. Wir bestimmen zunéchst die Eigenvektoren
zum Eigenwert \; = 2:

05 0 05 07w 1
S = 0 -1 0 O wy | 1 = S
DB =08 o5 0-05 0| |w |TO A =4

0 0 0 —1]]| w 0

Hier liegt offensichtlich der Sonderfall 1 = geom. dim A\; < algebr. dim A; = 2 vor. Wir bestimmen nun den
Hauptvektor ws der Stufe 2 geméf

05 0 05 0 wy 1 2
Ay =i o | 0 TF 00w b O g, = | O
AT -05 0-05 0 ws | -1 1o
0 0 0 -1 wy 0 0
Wir bestimmen des weiteren die Eigenvektoren ¥ zum Eigenwert Ay = 1:
1.5 0 05 0 U1 0 0
L = 00 00 vy | ! = L |1 . |0
AT=08 1 55 0 05 0| | =0 80 O=|g|, 0=\,
00 00 U4 0 1

Wir haben hier geom. dim A2 = algebr. dim As = 2. Nun bilden wir mit den Vektoren ), ws, U1, s die Matrizen

1200 0 0-10
Lo 0010 _ 05 005 0
To= (@, 0,3 = | 1 g g o> T7=1 01 0 0
0001 00 01



Die behauptete JORDAN-Normalform ergibt sich geméf

J=T"TAT =

|0
o Dy |

O = o O
= O o O

1
2
0
0

o O O N

In der Zusammenfassung haben wir gezeigt:

Satz 11.31 Die Matriz A € K™™ habe die paarweise verschiedenen komplezen Eigenwerte
Ay Ao, ooy Ay mit algebraischen Vielfachheiten ki, ko, ... ky; kv + ko + -+ - + kp, = n. Jeder
FEigenwert \; erfiille entweder 1 = geom. dim \; < k; oder 1 < geom. dim\; = k;. Dann
besitzt die JORDAN—Normalform der Matriz A die Gestalt

[ Ji 0 - 00
0 Jo 0
J=1: : : (8.7)
0 Jn-1 0
0 0 0 Jn |
mit den JORDAN-Kdsten
R 0 0
SIS 0
: e Ciki) : falls 1 = geom. dim Aj < kj,
Jj = 0 Ajo 1
0 0 \j
( diag (A, \j, -+, ;) € ClRiki) : falls 1 < geom. dim \; = k;.

Eine Matriz T € Inv (C"), welche die Transformation J = T 'AT bewerkstelligt, ist wie
folgt bestimmt: Die Sequenz der kj Spaltenvektoren T = (..., to1,tege, o togr;,--.), £ =

ki + ko 4 -+ -+ kj_1, besteht entweder aus der Kette der Hauptvektoren wf', Wy, ..., u?,fj, die
im Falle 1 = geom.dim A\; < k; dem Figenwert \; zugeordnet ist, oder aus den k; linear
unabhdngigen Eigenvektoren 07,03, ..., U,gj, die im Falle geom. dim \; = k; zum Eigenwert \;
gehoren.

‘BSP. (11.8.6) ‘ Die folgende Matrix A € R(®?) besitzt das charakteristisches Polynom Ps()\) = det(A —
M) = (3= X)2(2 = N)?(=)\):

5 1 1 1-1 25-X 05 0.5 05 —05
Lo 1o 0 25—\ 05 05 —05
A=-10150-5]|, PO)=| o0 05 25-X 0  —25
21111 521 0.5 0.5 05 25—\ —05
0000 O 0 0 0 0 “A

Es liegen somit je ein doppelter Eigenwert \; = 3 und Ay = 2 sowie ein einfacher Eigenwert A3 = 0 vor. Wir
bestimmen zunéchst die Eigenvektoren w; zum Eigenwert A\; = 3:

1 1 1 -1 w1
-1 1 0 -1 W2
1 -1 0 -5 w3
1 1 -1 -1 Wy
0 0 0 0 Ws

1

. o 1= .
Ay =0 & =0, also W, =

N | =
O = O O =
O = OO =



Hier liegt offensichtlich der Sonderfall 1 = geom. dim A\; < algebr. dim Ay = 2 vor. Wir miissen deshalb den

1

Hauptvektor oy der Stufe 2 bestimmen:

-1 1 1 1 -1 w1y 1 0
1 0 -1 1 0 -1 wy | |0 1
Ay By = W} & 510 1 -1 05 ws | =| 0|, also @=]|1
1 1 1 -1 -1 Wy 1 0
0 0 0 0 © wbH 0 0

Wir bestimmen des weiteren die Eigenvektoren ¥ zum Eigenwert Ay = 2:
111 1-1 vy 1 0
o101 1 0-1 vy | 0 1
,4&17:0@5 01 1 0-5 v3 | =0, also #2=1| 0|, #f=|-1
111 1-1 U4 -1 0
0 00 0O U5 0 0

Wir haben hier 2 = geom. dim A\, = algebr. dim A». Nun berechnen wir schliellich den Eigenvektor ¢ zum

Eigenwert A3 = 0:

5 1 1 1-1 vy 0
4]0 5 1 0-1 v2 | 0
AMU:O@i 01 5 0-5 v3 | =0, also =11
1 11 5-1 vy 0

000O0TUDO s 1

-1 =9 -9 -3

Wir bilden mit den Vektoren i}, ., #2, 77,7 die Transformationsmatrizen

10100 10010
010 10 Lo 1 0=t
By, T2 E2, ) =10 1 0-1 1 ,T*1:§ 10 0-1 0
1 0-1 0 0 0 1-1 0 1
00001 000 0 2

Die der Matrix A zugeordnete JORDAN—Normalform ergibt sich im Einklang mit Satz 11.31 zu

3 1{0 0 O
0 3{0 0 O
J=T'AT=1| 0 0[2 0|0
0 0]0 2|0
| 00 0 0]0]]
Allgemeiner Fall: | Im allgemeinen Fall 1 < geom. dim A < algebr. dim A =: £ bestimmen
wir zunéchst eine Basis 51, gg, ceey Ek des verallgemeinerten Eigenraumes F()) zum Eigenwert

A € C, zum Beispiel mit dem Verfahren des Kernaustauschs. Diese Basis muss nicht mehr
notwendig aus einer einzigen Kette von Hauptvektoren bestehen; sie enthélt jedoch minde-
stens einen Hauptvektor g,ﬂ hochster Stufe k; := f < k, wobei f = f()\) den Fittingindex von
A bezeichnet. Wir gehen vorldufig nach folgender Vorschrift vor:

e Step 1: Wihle aus der Basis 51,52,...,gk des verallgemeinerten Eigenraumes F()) einen
Hauptvektor b, hochster Stufe und bilde die Kette von Hauptvektoren

=1 .y =1 — =1 =1 — =1 -1, _ =1
Wy, = by, Wy, ¢ 1= A\, We, o:= ANy, 1, ..., Wy := Ayl (8.8)
— 21 =1 =1 N
Setze Ey, () 1= span {wl_: Wy, ..., W, }. Wegen des Austauschsatzes 4.9 konnen genau r; der
Basisvektoren by, bs, ..., b gestrichen werden, und zwar so, dass das Restsystem den Ergin-

zungsraum Ej_ . (A) mit E(A) = Ey, (A) ® Ex_g, (A) aufspannt.



e Step 2: Wihle aus dem Restsystem der Basisvektoren einen zweiten Hauptvektor EM (k2 < K1)
hochster Stufe und bilde ebenfalls die Kette von Hauptvektoren

-2 . 7 -2 o -2 -2 L -2 =2 . -2
Wy, 1= byy, Wy, | = A\, W, o= A\, 1, ..., W] = Ay (8.9)
Setze Ej,(\) := span {@f, @3, ..., 42} und streiche diejenigen ko Basisvektoren des Restsy-

stems, die nicht den Erginzungsraum von Ej, (\) & E,,()\) aufspannen, usf.

Das Verfahren endet nach s < k solchen Schritten, ndmlich wenn 1 + ko + - -- + kg = k gilt, oder
dquivalent, wenn wir

E"ﬁl (A) ® Elﬁz()‘) DD Ens (>‘) = E(A)
erreicht haben. Das ist genau dann der Fall, wenn das Restsystem keine Basisvektoren mehr enthilt.

e Step 3: Bilde mit diesen s Ketten von Hauptvektoren die Matrix

T = (W,..., @, b2, ..., 02, ... 05,452 ) € Cmh),
1. IZette 2. I;fette s—te‘Ir(ette
Dann ergibt sich in Analogie zu (8.6) die Beziehung

JL0 - 0 Al 00

Al 0

. -1 0 Jp -~ 0 .
AT =T | . 7 . | =TJ mit J;:= e ClriRi) - (8.10)

Do .o 0 \ 1
0 0 - J, 00 \

fuirj=1,2,...,s.

Ist die Matrix T := T schon invertierbar, so haben wir mit der Matrix J := .J bereits eine
JorpAN-Normalform von A vorliegen.

|BSP. (11.8.7)| Wir betrachten hier nochmals die Matrix A € R®:*) aus BSP. (11.7.5) mit dem fiiffachen

Eigenwert A = 0, fiir den die Relation 3 = geom. dim A < algebr.dim A = 5 =: k erfiillt ist (vgl. auch
BSP.(11.7.4)). Gem# BSP. (11.7.5) wird der verallgemeinerte Eigenraum E()\) = Kern (4 — X Id)/™ von den
folgenden Vektoren aufgespannt;:

0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
bie=|0|,b2:=|1]|,8:=|0]|,bl:=]0],bi:=]0
0 0 2 0 0
0 0 0 0 1

Es gilt ferner f(\) = 3 =: k1, und ein Hauptvektor der hochsten Stufe k; ist durch 531 gegeben. Also setzen
wir vorschriftsgem#l oy := b4 . Die Matrix

-2 0 2 1 4

4 0-4-2 0

Ay =A= 0 0 0 04

-4 0 4 2 0

000 0O

gestattet die unmittelbare Uberpriifung der Relationen

1 -2
1 0 4
Ay =y == | =1|, Ay =& := 0
2| o 4



Somit haben wir eine erste Kette von Hauptvektoren, die den Teilraum E,, (\) := {w, @}, w3} aufspannen.
Wegen by = Lb2 + @) und b = 26! — 1@} spannen die beiden Vektoren @ := b} und @} := b2 den
Ergiinzungsraum von E,, (\) auf. Hierin sind die beiden Eigenvektoren @2 und @} jeweils Hauptvektoren
hochster Stufe, so dass nun mit {@}, w4, W, W2, W2} eine Basis des verallgemeinerten Eigenraumes E(\)

aus Ketten von Hauptvektoren vorliegt. Wir bilden mit dieser Basis die Transformationsmatrizen

2 1 001 00 0-10
4 0 0 1 O 1 4 0-4-2 0
T := (&) ,dy,ds, 9], d)=| 0-%+ 0 0 1 [, T—lzZ 0 0 0 032
4 0 0 0 O 0 4 0 40
00 § 00 2 0 2-10
Die der Matrix A zugeordnete JORDAN—Normalform ergibt sich im Einklang mit (8.10) zu
01 0]0 O
0 0 1710 O Ju 0 0
J=T"YAT = 0 0 0|0 O = 0 J, 0
0 0 0|00 0 0 Js
000 0[0]

Das obige BSP. (11.8.7) zeigt, dass die Uberpriifung der linearen Abhingigkeiten zwischen der
Basis {by, bo, . . ., by} des verallgemeinerten Eigenraumes E()) und den Teilriumen E,;(\) sehr
miihevoll sein kann. Deshalb ist es sinnvoll, bereits bei der Berechnung der Hauptvektorbasis
{51,52, e l;k} die Bildung von Hauptvektor-Ketten vorzunehmen. Entscheidend dabei ist,
dass nur diejenigen Eigenvektoren nicht schon Hauptvektoren héchster Stufe sind, die in der
Schnittmenge Kern Ay N (Kern A%)* liegen. Durch das Verfahren des Kernaustauschs werden
aber genau diese Eigenvektoren festgelegt. Im 2. Schritt des Kernaustauschverfahrens werden

— T1 .
ndmlich die Parameter p; € C derjenigen Linearkombination by = Y~ p;w; von Eigenvektoren
i=1

@1, @2, .., @* berechnet, welche die Losbarkeitsbedingung b, L Kern A3 befriedigen. Fiir

— 1 . —
die Dimension s; des Unterraums {b1 = > ww; : by L Kern A’;} gilt stets 1 < s; < ry.
i=1

Das heifit, es gibt s; Eigenvektoren @l € BildA, = (Kern A%)+, 1 < j < s, sowie einen
Rest Eigenvektoren wi ¢ Bild Ay, s; +1 < j < r1. Wegen dieses Sachverhalts geben wir das
folgende revidierte Verfahren zur Berechnung der Hauptvektorketten zum Eigenwert A € C
an:

e Step 1: Bestimme zum Eigenwert A € C eine Eigenvektor-Basis o}, @2, ..., @]" fiir

7"1
den Eigenraum Kern A, = span {@}, w2, ... @ "}.

e Step 2: Es bezeichne A, die durch Kernaustausch aus A, entstandene Matrix. Bestimme
mit dem Verfahren des Kernaustauschs wie vorher partikulire Losungen ¢, der (in)ho-
mogenen Systeme A,\Up = wWy_; und die zugeordneten Hauptvektoren w,. Bestimme
dazu insbesondere diejenigen Parameter 12!, 51, ..., u{?l_l der Linearkombination gp,l

E p2 1l die die Losbarkeitsbedingung b, € Bild Ay = (Kern A%)* liegen. Das

Verfahren des Kernaustauschs liefert diese Parameter ohne Mehraufwand.

e Step 3: Beginnend mit den Hauptvektoren h('jchster Stufe @, := w, bilde man die

zugeordnete Hauptvektorkette @,_; := w,_; + Z PTG = 1,2,...,p — 2 sowie

Uy : Z pil, worin die Koeffizienten p? ™~ genau die in Step 2 bestimmten Parameter
1=

sind. D1e von i linear unabhiingigen Eigenvektoren ! sind bereits Hauptvektoren
héchster Stufe.



‘BSP. (11.8.8)‘ Wir berechnen erneut die Hauptvektorketten der Matrix A € R(>® aus BSP. (11.7.5),

und zwar nach dem revidierten Verfahren. Die Matrix A hat den fiinffachen Eigenwert A = 0. Wie wir bereits
gezeigt haben, gelten Ay = A, Kern Ay = span {w,, w7, @} mit

1

g
==
Il
cooro
&,

Il
OO = O =
g
w
Il
CNO O -

Step 2: Kernaustausch. In BSP. (11.7.5) wurden die partikuliren Losungen
@) = (1,0,0,0,0)7  zum Parametersatz  (ul,pud, ul) := (4,0, -2),
73 :=(0,0,0,0,5)"  zum Parametersatz  (u?, u, pi3) := (0,—3,0)

berechnet.

Step 3: Es ist w3 := w3 = (0,0,0,0, %)T ein Hauptvektor hichster Stufe. Dazu konstruieren wir die Kette

T | 2 =i _ =1 1,22 __ 1 1 T
u2_w2+§ piw, = Wy — 5 1_(5707_55070)7
i=1
3
y GR— 1,2 — =1 =3 _ T
U = E ; Wy = 4] —2d7 = (-2,4,0,—4,0)".

i=1

Da die drei Vektoren @, ,w? linear unabhingige Eigenvektoren sind, haben wir dasselbe Resultat wie in
BSP. (11.8.8) vorliegen: Die drei Hauptvektorketten

-2 1 0 0 1

4 1 0 1 0 1 0

ﬁl = 0 , '[/:2 = 5 -1 5 _'3 = g 0 , u711 = 0 5 1173 = 1
—4 0 0 0 0

0 0 1 0 0

spannen den verallgemeinerten Eigenraum E()) := Kern 43 auf.

‘BSP. (11.8.9) ‘ Die folgende Matrix A € R(®?) besitzt das charakteristisches Polynom Ps()\) = det(A —
AId) = (2 — )\)® und somit genau einen Eigenwert A\ = 2 mit algebr. dim A = 5 =: k:

411 0-1 2-A 05 05 0 —05
a0 2 05 2—-A 0 —05 1
A=-|104-1-2|, B(W=| 05 0 2-XA -05 -1
210 11 4-1 0 05 05 2—-XA —05
000 0 4 0 0 0 0 2-A

Step 1: Mit Hilfe der Matrix Ay := (A — 2 Id) berechnen wir zunichst den Eigenraum Kern A . Es gilt

01 1 0-1

Ll 10 o0-1 2

Ay==110 0-1-2

21011 0-1

000 00

und somit
(S ]

0 1 1 0-1]0 1 0 0 -1 2|0
L.~ . 1.0 0-1 2|0 Gaus g 1[1 -1] 0
2B =0"=" 1 g o120 T o|0@0—4 0
01 1 0-1]0 0 0 0 O OO0
0 00 0 00 0 0 0O 0 0] O




Wir erhalten 2 = geom. dim A < algebr.dim A = 5 =: k. Die Parameterwahl (c;,¢2) := (1,0), := (0, 1) fiihrt
auf die beiden Eigenvektoren

w! = (0, -1,1,0,0)7, @2:=(1,0,0,1,0)7.
Step 2: Kernaustausch. Wir ersetzen in Ay die Spalten Sz und Sy (entsprechend den Spalten unter c;,cz)

durch die Eigenvektoren @', @ und erhalten die Matrix Ay. Danach reduzieren wir das homogene System
Ay durch die elementaren Zeilenumformungen

7y & Zs, Z3 — Z = Zs, Ly — Zy = Zy,

auf eine Stufenform, wobei wir zur Vereinfachung wieder ¢; := —pu; setzen:
e a3 Py + p2iis

00 1-%fo0 i 0 -1 0 1[0 —2p1 + p2

Ao —§ = $ 0-1 0 1|0 Gags O] 5 0 1 —3|0 0

AU2 — ~ ~—

101 0-1]0 0 ol 2 [o][=2]| 0| 20n-p
0 % 0 1 —% 0 0 0 0 0 0] O 0
0 0 0 0 00 0 0 0 0 0] 0

Die Losungsmenge des Stufensystems vor dem Doppelstrich ist zweidimensional: Die Parameterwahl (¢, c3) :=
(1,0), :=(0,1) fithrt auf die beiden Vektoren

# = (0,-2,0,1,07, @#}:=(0,1,1,0, 1)T.

Wir ersetzen in den Zeilenvektoren (#7{)7 die beiden Spalten S3, Sy vorschriftsgemif8 durch 0 und erhalten so
zwei Hauptvektoren der Stufe 2, ndmlich

wy = (0, =2,0,0,0)7  zum Parametersatz  (ul,,ud,) = (0,-1),
wf = (0,1,0,0, 1) zum Parametersatz (i, pdy) := (—1,0).

Wir fiihren in py @, 4+ p2w5 die obigen Zeilenvertauschungen durch und tragen das Resultat in das Stufensystem
unter der Spalte ” 1@y + p2ws” ein. Wir erkennen sofort, dass das inhomogene System Ayl = p11ify + patily
fiir po # 0 unldsbar ist. Das heift, 5 ist bereits ein Hauptvektor hochster Stufe. Fiir p, = 0 und bei Wahl
von p; := 1 hat das System A,#3 = 4 eine Losung

173 = (_27 07 ]-> 0> O)T)

die aus der Spezifikation c; = c3 = 0 resultiert. Wir ersetzen in dem Zeilenvektor @] die Spalten Sz, Sy
vorschriftsgemifl durch 0 und erhalten den Hauptvektor 3. Stufe

U4 = (=2,0,0,0,0)7 zum Parametersatz (u3,u2) = (—1,0).

Step 3: Hauptvektorkette der Linge 3 ist

—1 0 -2
0 -1 0

if = —wli=| 0|, =y —djf=1|-11, d3:=wi=] 0
—1 0 0

0 0 0

1
o
4
—
|
—_
1
o
1
[
O O = O



Somit liegt mit den Vektoren @, 5,4, @7, @3 bereits eine Basis von Hauptvektorketten des verallgemeinerten
Eigenraumes E(X) vor. Wir bilden mit diesen beiden Ketten die Transformationsmatrizen

-1 0-2 0 0 00 0-2 0
0-1 0 1 1 1] 0-1-1 0 1
T := (i@} ,idy,idy,d7,d43)=| 0-1 0-1 0|, T7'=-]|-1 0 0 1 0
100 0 0 21 0 1-1 0-1
0 00 01 000 0 2

Die der Matrix A zugeordnete JORDAN-Normalform ergibt sich im Einklang mit (8.10) zu

2 100 0
02 1[0 0
J=rtar—|[0 0 20 0 [_ | 0}
0 Jb
00021
00 00 2

Es bedarf sicher keiner groflen Einsicht, dass beliebige Kombinationen der beiden vorab disku-
tierten Sonderfélle mit dem hier vorliegenden allgemeinen Fall jederzeit ohne Einschrinkung
moglich sind. Generell ldsst sich die folgende Kasten—Regel iiber die Struktur der JORDAN—
Normalform J einer Matrix A € K™ aussprechen:

e Die Anzahl der JoRDAN—-Kdsten in der Matriz J entspricht genau der Gesamtzahl der
linear unabhdngigen Eigenvektoren, die die Matrixz A besitzt

o Gehért zu einem Eigenvektor kein weiterer Hauptvektor, d.h. steht der Eigenvektor am
Anfang einer Kette von Hauptvektoren der Lange 1, so bildet der zugeordnete Eigenwert

A € C den JorRDAN-Kasten

e Steht der Figenvektor am Anfang einer Kette von Hauptvektoren der Lange 2, so bildet

Al
0 A

der zugeordnete Figenwert A € C den JORDAN-Kasten

e Steht der Eigenvektor am Anfang einer Kette von Hauptvektoren der Lange k, so bildet
der zugeordnete Eigenwert A € C den JORDAN-Kasten

Al 0 0
Al 0

c C(k’k).
0 Al
0 0 A

‘BSP. (11.8.10)‘ Eine Matrix A € K010 habe vier linear unabhingige Eigenvektoren, und
zwar zwel Figenvektoren zum Eigenwert A\; := 3, wobei einer der Eigenvektoren am Anfang einer
Kette von Hauptvektoren der Liange 4 stehe und der andere Eigenvektor am Anfang einer Kette von
Hauptvektoren der Léinge 2. Ein weiterer Eigenwert mit Vielfachheit 1 sei Ay := 5 und ein dritter
Eigenwert A3 := 2, dem nun zwangsliufig eine Kette von Hauptvektoren der Lange 3 zugeordnet sein




muss. Eine JorpaAN-Normalform der Matrix A ist dann wie folgt gegeben:

3100
0310
003 1 0
000 3
3 1
J = 0 3
15 ]
29 1 0
0 02 1
00 2

11.8.2 Anfangswertaufgaben: Der allgemeine Fall revidiert

Wir kommen in diesem Unterabschnitt noch einmal auf die Losung der Anfangswertaufgabe
(7.7) zuriick, ndmlich auf

y'(t) = Ayl(t), y(to) = 9o € K" (7.7)

fiir eine gegebene Matrix A € K(™™ und fiir einen gegebenen Anfangsvektor i, € K. Und
zwar wollen wir hier den allgemeinen Fall eines Eigenwertes A € C mit 1 < geom. dim A <
algebr. dim A =: £ < n unter Einbezug der Hauptvektorketten studieren. Wir haben in Ab-
schnitt 11.8.1 gesehen, dass dem Eigenwert A in diesem Fall s := geom. dim A Ketten von
Hauptvektoren der Matrix A zugeordnet sind:

j=1,2,...,s; K1+ ke + -+ Ky = k. (8.11)

. .
) 27"'7wn]-7

Aus der Definition 11.10 sowie aus (8.8) und (8.9) folgern wir die Relationen

A = (A= XKW =@, r=0,1,...,i—1;  Aw/ =0, i=12,...,5

Bringen wir diesen Zusammenhang in die Beziehung (7.9) ein, so erkennen wir die folgende
Darstellung der Matrix—Exponentialfunktion:

el =M ST W, i=1,2, .k j=1,2,.. s (8.12)

Deshalb gilt in Analogie zum Satz 11.27 die folgende Aussage:

Satz 11.32 Gegeben sei die Matriz A € K™, Sei A € C ein Eigenwert von A mit 1 < s :=
geom. dim A < algebr. dim A =: k. Seien

=] 7 = - . _
wl,wQ,...,w,;Zj, j=1,2,...,s; Ki+ ko +-+rs=k

die gemdf$ Abschnitt 11.8.1 bestimmten Ketten von Hauptvektoren zum Eigenwert . Sind die
Zahlen C! € C die Koeffizienten des Anfangsvektors i, € K™ in der Teilbasis

~1 =1 =2 —2 —s —s
Wy ooy W, Wy ey W cey Wy, Wy



des Vektorraumes C", so ist dem Figenwert \ der folgende Losungsanteil der Anfangswert-
aufgabe (7.7) eindeutig zugeordnet:

. B s Kj ] i—1 t—t r L
() =X S o3 ) (8.13)

Begriindung: Diese ergibt sich véllig analog zur Begriindung des Satzes 11.27.

Bemerkung 11.26 (a) Lisst man die Koeffizienten C/ € C in (8.13) unbestimmt, und setzt
man ty = 0, so liegt mit ) (¢) aus (8.13) der dem Eigenwert A entsprechende Losungsanteil in
der allgemeinen Losung des Systems ¢ () = Ay(t) vor.

(b) Sind Ay, Ag, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A € K™ mit
Vielfachheiten ki, kg, . . ., ky, denen geméf den Sétzen 11.7, 11.27 oder 11.32 Teillésungen ¢,

der Anfangswertaufgabe (7.7) zugeordnet sind, so erhilt man wieder durch Superposition
dieser Teillosungen die eindeutig bestimmte Gesamtlosung a

‘ BSP. (11.8.11) ‘ Essei A € R(®% die Matrix aus BSP. (11.8.9), welche den fiinffachen Eigenwert A\ = 2 der

geom. dim A = 2 besitzt. Diesem Eigenwert sind die beiden folgenden Ketten von Hauptvektoren zugeordnet
(vgl. BSP. (11.8.9)):

-1 0 -2 0 0

0 -1 0 1 1

,u—}»ll — 01|, 11721 =|-11, 1];'31 = 0 1; 1[]'12 =|-1]1, ’117; =10
-1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

Das lineare DGl-System ¢’ (t) = Ag(t) hat somit gemif Satz 11.31 die allgemeine Losung

mwmﬂqw+@whmm+@w@m@+$®+@W+@w%mﬁ» (8.14)

Die Anfangswertaufgabe (7.7) zum Anfangsvektor o = (=3, 1, —2, —1, 1) wird durch (8.14) geldst, wenn wir
t iiberall durch ¢ —t ersetzen und wenn die Konstanten C} das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem
16sen:

Clid) + Cywy + C3wy + CHiy + C3b5 = gy,

Dieses hat die explizite Form

-1 0-2 0 0] cl -3
0-1 01 1]]cl 1
0-1 0-1 0 || cCl|=]-2
100 0 0[] c? -1
0000 1]|]|c? 1

mit der eindeutig bestimmten Losung C} = C) = Ci = C? = C3 = 1. Setzen wir zur Abkiirzung p;(t) :=

e2(tto)(1 4 Lo 4 (t;ﬁ +-- 4 (t;#), so erhalten wir die gesuchte Losung der Anfangswertaufgabe (7.7)
zum obigen Anfangsvektor iy in der Form

g(t) = p2 ()] + p1(8) (W + W) + po(t) (W5 + 05).

‘ BSP. (11.8.12) ‘ Die folgende Matrix A € R(55) besitzt das charakteristische Polynom Ps(\) = det(A —
AId) = (2 — X\)3(4 — X\)? und somit die beiden Eigenwerte \; = 2, Ay = 4 mit algebr. dim A\; = 3 =: k; und




algebr. dim Ay = 2 =: ky:

0 0.5 05 2-X -0.5
0 0 0 0 4—-A

41 0-1 2-A 05 05 0 —05
|06 0 4 0 3-X -1 0 2
A=g | 0-2 00|, BP(N=| 0 -1 3-x 0 0
0 1 4-1
00 0 8

1
—2
6
1
0
= (

Mit Hilfe der Matrizen Ay, := (A — \;j Id), j = 1,2 berechnen wir die Eigenrdume Kern Ay, und Kern Ay,
sowie gegebenenfalls zugeordnete Hauptvektorketten. Es gelten zunéchst fiir Ay = 2:

0 1 1 0-1
1 0 2-2 0 4
A>\1:§ 0-2 2 0 O
01 1 0-1
0 0 0 0 4
sowie
C1 C2
0 1 1 0-1]0 [0]1 1 0 —1] 0
Lo_s . 02-20 40 Gass o o|4[0]-2]0
2An0n =0 = 4 5 9 9 0o T 0 0 0 0] 4]0
0O 1 1 0-1]0 0O 0 0 0 0l 0
0 0 0 0 4]0 0O 0 0 0 0l 0o
Wir erhalten s; := 2 = geom.dim A, < 3 = k;, d.h. der Eigenraum Kern A), ist zweidimensional. Die

Parameterwahl (c1,¢2) := (1,0), := (0, 1) fiihrt auf die beiden Eigenvektoren
@iy = (1,0,0,0,07, @ :=(0,0,0,1,0)7".

Kernaustausch: Einen Hauptvektor der Stufe 2 ermitteln wir iiber die Losung des homogenen Systems
Az T2; = 0, wobei die Matrix Ay, aus Ay, entsteht, indem wir die Spalten S; und S; (entsprechend den
Spalten unter ¢;,c2) durch die Eigenvektoren i, w7 ersetzen:

c1 C2 C1 C2
R L}y 040
Ay =0 0 1-1 0 2|0 Ga;\uss T|_1—1 0 0 0-
0-1 1 0 00 0 0| 1[1] ofo
0 3 53 1-5]0 0 07 0 0] 1] o0
000 0 20 00 0 0 0|0

Fiir ¢; := —1 resultiert die Losung
By := (=1, 1,1, =1, 0)7.
Im Zeilenvektor @] ersetzen wir die Spalten Sy, Sy durch 0, und wir erhalten einen Hauptvektor der (hochsten)
Stufe 2, ndmlich
Wy, :=(0,1,1,0,0)7 zum Parametersatz (ui,u,) = (1,1).
Somit sind dem Eigenwert A; = 2 die beiden folgenden Hauptvektorketten der Liange 2 bzw. der Léinge 1
zugeordnet:

1 0 1
0 1 0
@y =Wy B = | 0|, dye= | 1|, @ =adh = | 0|,
1 0 0
0 0 0
und der verallgemeinerte Eigenraum E(\;) wird von @i,4,,%? aufgespannt. Nun verfahren wir mit dem

Eigenwert A\, = 4 ganz analog. Es gelten



sowie

-4 1 1 0-1]0 -4 1 1 0-1]0 0

. S 0-2-2 0 410 G OI_2- 0010 = 1
245,12 =0 = 0-2-2 0 0|0 = 00 0]-4-1|0 = dh=|-1
0 1 1-4-110 0 0 0 0] 4|0 0

0000 O0]0 0 0 0 0 0]0 0

Hier liegt der Sonderfall s, := 1 = geom. dim A, < algebr. dim Ay = 2 vor. Die Berechnung eines Hauptvektors
der Stufe 2 erfordert keine Losbarkeitsbedingungen:

L
1
—
= o O = O

4 1 1
0-2-2
2A0,Way = 2, = 0-2-2
01 1
00 0

Dem Eigenwert A2 = 4 ist also genau die folgende Kette von Hauptvektoren zugeordnet:
6112 = (07 ]-’ _]-7 07 0)T7 w212 = (0, ]-, 0, 07 ]-)T

Das lineare DGl-System ¢’ (t) = Ag(t) hat nun gemif Satz 11.32 die folgende allgemeine Losung

§t) = e (Claly + Cy (@, + taly) + CFid ) + e (DIl + Dy (i, + titly) ). (8.15)
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