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Kapitel 12

Differentialgeometrie von Kurven
z:R — K"

12.1 Parameterdarstellung wund Parametertransfor-
mation

Parameterdarstellungen ebener und rdumlicher Kurven hatten wir bereits in Abschnitt 6.5
diskutiert. Wir wollen hier nochmals an diese Diskussion ankniipfen und dazu einige Erwei-
terungen und Ergénzungen bringen. Wir erinnern an die Tatsache, dass es fiir ebene Kurven
verschiedene Formen der Darstellung gibt:

e die explizite Darstellung
e die implizite Darstellung

e die Parameterdarstellung

‘ BSP. (12.1.1) ‘ Im Vektorraum R? seien kartesische Koordinaten (z,y) eingefiihrt. Wir betrach-
ten eine Kreislinie S, (0) vom Radius r > 0 mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung O.

Ya
(x,y)

Xy

S.(0)

Kreislinie S,(0) vom Radius r > 0

(I) Ezplizite Darstellung:

S.(0) = {(z,y) € R? : y(z) =+Vr2 —22, z€[-rr]}

(IT) Implizite Darstellung:

S:(0) = {(x,y) e R? : f(z,y) =22 +1y?>—r?2=0}




(ITII) Parameterdarstellung:

S:(0) = {(x,y) € R? : x =x(t) =rcost, y=y(t) =rsint, te[0,2n]}

Die Darstellung (I) hat den Nachteil, dass S, (0) nicht durch eine einzige Funktionsbeziehung y = f(z)
beschrieben werden kann. Als eine der Konsequenzen ergibt sich, dass eine Ableitung 4'(z) in den
Punkten mit vertikaler Tangente im eigentlichen Sinn nicht existiert. In der Darstellung (II) sind
die Variablen z und y gleichberechtigt. Als Nachteil gilt die Tatsache, dass Ableitungen nicht di-
rekt berechnet werden konnen. Ausgerdumt werden die hier geschilderten Nachteile im allgemeinen
durch die Parameterdarstellung (III). Diese ist immer dann von Vorteil, wenn eine geschlossene Kur-
ve vorliegt. Wie wir aulerdem in Abschnitt 7.3 gesehen haben, wird der Parameter ¢ hiufig als
Zeitvariable interpretiert. In diesem Fall entspricht die Darstellung = = z(t), y = y(t) der Beschrei-
bung der (ebenen) Bahn eines Massepunktes in Abhéingigkeit von der Zeit. Als weiteren Vorteil der
Parameterdarstellung wertet man ihre Ubertragbarkeit auf Kurven im Vektorraum K™.

Wir gehen nachfolgend davon aus, dass der Vektorraum K™ die Standardbasis €, és, ..., €,
und das Standardskalarprodukt (7, %) triagt sowie die durch das Skalarprodukt induzierte

Norm ||Z]| := \/(Z, Z). Es sei ferner () # I C R stets ein Intervall.

Definition 12.1 Im Vektorraum K" heifie eine Punktmenge I .= {¥ € K" : & = #(t),t € I}
eine Parameterkurve, wenn es Funktionen

x1 = 21(t), xo = T2(t), ..., 2y = 2u(t), x;: 1 =K, (1.1)

qibt, so dass gilt:

L3 #(t) = (a1(t), 22(t), .. 2alt) ViEET. (1.2)

Die Darstellung (1.2) heiffe Parameterdarstellung von I'. Die Kurve I' heifle stetige (stetig
differenzierbare, ...) Parameterkurve, wenn ¥ € C(I;K") (£ € CY(;K"), ...) gilt. Ist
I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, so heiffe ¥(a) Anfangspunkt und #(b) Endpunkt
der Parameterkurve T'. Eine stetige Parameterkurve T’ heiffe geschlossen, wenn T(a) = Z(b)
gilt. Durch die Festlequng von Anfangs— und Endpunkt erhdlt T' einen Durchlaufungssinn:
Parameterkurven mit Anfangs— und Endpunkt heiflen orientiert.

Fiir ebene Kurven I' C R? erweist sich hiiufig die Polardarstellung

T
Z(t) = (r(t) cos t, r(t) sint) , r=r(t)>0, tel,

als vorteilhaft. Wir verweisen auf Abschnitt 6.5, in welchem auch geometrische Beispiele ebener Pa-
rameterkurven gebracht wurden (Kreis, Ellipse, Zykloide, Kardioide, archimedische Spirale). Nach-
folgend bringen wir weitere geometrische Beispiele von Parameterkurven.

-1

Die Gerade Die Astroide (b=1)



|BSP. (12.1.2)]

Die Gerade

Zit)=p+tic K", teR, (d#0)

Die Astroide

#(t) = (beos® t,bsin® ), b>0, tel0,2n]

Die Astroide ist ein Sonderfall der Hypozykloiden: Auf der Innenseite eines Kreises vom Radius

b rollt ein zweiter Kreis vom Radius a < b. Fiir m := g = 4 beschreibt ein Punkt auf Peripherie
des Innenkreises eine Astroide.
h ylk

Y,
IR
1

D

[EnY
Xv
—
Xv

Die logarithmische Spirale Die archimedische Spirale

Die logarithmische Spirale

#(1) = (r(t)cost,r(f)sint) | r(t) == ac, a>0, te0,2n]

Die Parameterkurve kann auf ganz R fortgesetzt werden. Der Sonderfall b = 0 liefert wieder
die Kreislinie.

Die archimedische Spirale

T
() = (r(t)cost,r(t)sint) , r(t):=at, a>0, t€[0,2n]

Die Parameterkurve kann auf das Intervall [0, +00) fortgesetzt werden.

Die hyperbolische Spirale

T
Z(t) = (r(t) cos t, r(t) sint) , r(t):=9% a>0, te(0,27]

Die Parameterkurve kann auf das Intervall (0, +o00) fortgesetzt werden.

Die Strophoide Die Lemniskate



e Die Strophoide

Z(t)

(r(t) cost,r(t) sin t)T, r(t) :=

acos 2t
cost ?

a>0, te[-I,IU (5,

JUE, %)

47 2

e Die Lemniskate

T
(r(t) cost, r(t) sint) , r(t):=av2cos2t, a>0, te[-Z U,

e Die Kettenlinie

Ein schwerer, nicht dehnbarer aber biegsamer Faden, der in zwei Punkten aufgehingt ist,

Z(t) = (t,cosht)”,

t€[0,T]

nimmt die Form einer Kettenlinie an.

e Die Traktrix (Schleppkurve)

Ein Massepunkt an einem nicht dehnbaren Faden fester Linge durchliuft eine Traktrix, wenn
das andere Ende des Fadens lings der z—Achse gezogen wird und wenn die Bewegung aus

#(t) = (

cosht

1
t — tanht, —— t>0

geeigneter Ausgangslage beginnt.

Ya

1

t=0

t=x

v

><V

Die Kettenlinie

Fir die Diskussion weiterer ebener Kurven verweisen wir auf die Standardliteratur, man vgl. auch
I.N. BRONSTEIN/K.A. SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathematik. Als Beispiel einer rdumlichen

Parameterkurve erwidhnen wir schliefflich:

e Die Schraubenlinie

Ist T eine (stetig) differenzierbare Parameterkurve, so ist in jedem Punkt ¢ € I die Ableitung

8

ht\T
(t):(acost,asint,—) , a>0,h>0, teR
27

(also der Tangentenvektor) erklért:

zum Beispiel fiir die Astroide (b = 1):

#(t) = [

cos3 t
sin® ¢

|

—3cos®tsint
3sin®tcost

] , telo0,2n].

Die Traktrix oder Schleppkurve




Bemerkung 12.1 Anders als bei skalarwertigen Funktionen kann bei Parameterkurven nicht
aus der stetigen Differenzierbarkeit auf die ”Knickfreiheit” des Graphen geschlossen werden.
Die Astroide hat Knicke, obwohl die Ableitung (t) stetig ist. Geméfl Definition 7.4 ist in
jedem Punkt t € I mit #(t) # 0 eine Tangente

T:={feK" : §=2{t) +\2t), IecK}

an die Parameterkurve I' definiert. Also kénnen Knicke im Falle von # € C'(1; K™) hochstens
in Punkten ¢ € I mit Z(¢) = 0 auftreten. O

Definition 12.2 Die Parameterdarstellung (1.2) einer Kurve I' C K" heifie reguldr (oder
die Parameterkurve T heife glatt oder knickfrei), wenn ¥ € C'(I; K™) und ||Z(t)|| # 0 fiir
allet € I gelten.

X3A Ya
| t:% =0
’Q‘z Ganghdhe h
" t=m[T=+00 t=0 |t=-©
; a X
]
Die Schraubenlinie Ellipsenhalbbogen mit verschiedenen

Parameterdarstellungen
Wir betrachten fiir a > 0,b > 0 die beiden Parameterkurven

S\ | acost
T(t) = [ bsint

Beide Parameterkurven haben denselben Graphen — den oberen Ellipsenhalbbogen— und die-
selbe Orientierung, denn es gilt y(7) = Z(§ + arctany 7). Wir sind also motiviert fiir die
folgende

—asin(arctang 7)

, te [0,71’], y(T) = bcos(arctanH T)

, —oo <71 < Ho0.

Definition 12.3 FEine Abbildung t(1) mit t : I' — I heifle eine zuléissige Parametertrans-
formation, wenn t € CY(I') sowie t(I') = I und (d/dr)t() > 0 fir alle 7 € I' gelten.
In diesem Falle heiffen Z(t) und §(7) := Z(t(7)) Parameterkurven derselben (orientierten)
Kurve I'.

Bemerkung 12.2 (a) Aus der obigen Definition folgt offenbar, dass eine Kurve I' als Aqui-
valenzklasse von Parameterkurven interpretiert werden kann.

(b) Die Bedingungen t € C*(I') und (d/d7)t(7) > 0 stellen sicher, dass die Abbildung ¢ : I' —
I bijektiv und orientierungserhaltend ist. Die Umkehrabbildung 7 = 7(¢) : I — I’ existiert,
und diese ist wieder zuléssig. O

Ist Z(t) eine differenzierbare Parameterkurve, so kann man unter allen zuldssigen Parameter-
transformationen ¢ = ¢(s) diejenigen auszeichnen, die die Bedingung |4 #(s)|| = 1 erfiillen.



Definition 12.4 FEine Parameterkurve Z(s) heifie natiirliche Parametrisierung einer diffe-
renzierbaren Kurve I', wenn die Bedingung || 3 Z(s)|| = 1 fir alle s € I erfiillt ist. Existiert
eine solche Parametrisierung, so heiffe s natiirlicher oder Bogenlingen—Parameter. Fs ist
tiblich, die Bezeichnung

i _.nrn
ds
zu verwenden; also gilt fiir einen natiirlichen Parameter s stets || - Z(s)|| = [|Z'(s)|| = 1.
‘BSP. (12.1.3)‘ Die Parameterkurve
o s . \T o .8 s\T
= — — = — — — 2
Z(s) (rcosr,rsmr) , Z'(s) ( s1nr,cosr) , s €0,2mnr],

ist eine natiirliche Parametrisierung der Kreislinie S, (0). In der Tat, es gilt die Bedingung ||7'(s)|| =
1.

Die Frage, welche Kurven eine natiirliche Parametrisierung besitzen, beantworten wir in dem
folgenden Satz.

Satz 12.1 Gegeben sei eine requlire Parameterkurve @ = Z(t), t € I := [a,b]. Dann gilt:

(a) Durch die Vorschrift

s(t) = [ 7]l de (1)

wird ein natirlicher Parameter s zuldssig eingefiihrt.

mnd s und s zuldssige natirliiche Parameter der Parameterkurve x, so folgt stets s — s =
b) Sind d s zulissig tirliche P ter der P terk T lgt stet S
const.

Begriindungen: (a) Da ||Z(-)|| : I — R eine stetige Abbildung ist, erhalten wir s € C''(I) fiir den in

1.3) definierten Parameter s(t). Es ist ferner % = ||Z(¢)|| > 0, so dass s(t) und die Umkehrabbildung
dt

t = t(s) beide zulissig sind. Dariiber hinaus gilt:

d dt . 1
Z'(s :H—ft-—H:g}‘t - =1.
I = | g 700 | = 1O =
(b) Es gilt
d ds ds
=~ e = | I
1= 1#@) = | 4360 5| = |

und somit s = £5 + const. Da aber nur ds/ds > 0 zuléssig ist, erhalten wir die behauptete Relation
s — S = const. O

‘BSP. (12.1.4) ‘ Wir betrachten die Kettenlinie %(t) := (¢,cosht), ¢ > 0. Wegen

Z(t) = (1,sinh t)T,  ||Z(t)] = \/1 + sinh?®¢ = cosh ¢t > 0,

haben wir eine regulére Parameterkurve vorliegen. Geméf Satz 12.1 haben alle natiirlichen Parameter
die Form § + const mit

t
5(t) = /coshfdf = sinh .
0



Es ergibt sich ¢ = Ar sinh(s —c¢), womit jede natiirliche Parametrisierung der Kettenlinie die folgende
Form haben muss:
Ar sinh(s — ¢)
Z(s) = , ¢ = const.
1+ (s—c¢)?

An dem vorletzten Beispiel (12.1.3) der Kreislinie S,(0) ersehen wir, dass der natiirliche Para-
meter s genau die Linge des Kreisbogens angibt. Dieser Zusammenhang besteht allgemein fiir
Parameterkurven mit natiirlichem Parameter, wodurch sich die Bezeichnung ” Bogenlédngen—
Parameter” fiir s erklirt. Zur Erlduterung dieses Zusammenhangs sei eine orientierte stetige
Parameterkurve ¥ = #(t) € K" fiir ¢t € [a,b] vorgegeben. Sei Z,, eine endliche Zerlegung
des Intervalls [a,b] mit den Stiitzstellen a =: ¢y < t; < ty < --- < t,, := b, und bezeich-
ne |Zn| = max. |t; — tj—1| das Feinheitsmaf} dieser Zerlegung. Die Menge aller endlichen

Zerlegungen Z,, von [a, b] bezeichnen wir mit Z.

Zum Begriff der Bogenlinge

Werden die Kurvenpunkte #(a), Z(t1), ..., Z(b) durch einen Polygonzug verbunden, so ist des-
sen Lénge die Zahl
L(Zp) = Y_ 1Z(t;) — Z(t;-1)ll.
j=1

Diese Zahl ist sicher eine N#herung fiir die Lénge des Kurvenbogens zwischen Z(a) und Z(b).
Offenbar wéchst L(Z,,) monoton mit m. Ist L(Z,,) nach oben beschrinkt, so existiert ein
Supremum, welches gleichzeitig Limes der Folge (L(Z,,)) ist.

Definition 12.5 Es sei eine stetige Parameterkurve Z(t), t € [a,b], gegeben. Es bezeichne
L(Z,,) die Linge des Polygonzugs mit den Ecken Z(a), Z(ty), ..., Z(b) beziglich einer endlichen
Zerlequng Z,, des Intervalls [a,b]. Ezistiert die Zahl

L:= sup L(Zp),

Zm€Z

so heife L die Bogenlinge der Parameterkurve Z(t), und Z(t) heife rektifizierbar.

Um eine explizite Berechnungsvorschrift fiir die Bogenldnge herzuleiten, setzen wir h; :=
t; —tj_1 und schreiben L(Z,,) in der Form

m

L(Zm) =3

i=1

Z(tj_1 + hy) — 2(t;_1)
h;

-



Ist Z(t) auf [a,b] fast iiberall stetig differenzierbar und ist ||Z(¢)|| beschrinkt, so folgt fiir
| Zm| — 0 fast iiberall die Konvergenz

(] 1+h) (] 1)
h;

— [[7(t;-1) ],

und die Folge der RIEMANN—Summen L(Z,,) konvergiert nach dem Integrabilitéitskriterium
von LEBESGUE (Satz 8.17) gegen das RIEMANN-Integral

b

L= sup L(Zy) :/||:}?‘(t)||dt.

Zm€Z p

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 12.2 Die Parameterkurve 7 : [a,b] — K" sei fast iberall stetig differenzierbar, und es
gelte || Z(t)|| < M fir alle t € [a,b]. Dann ist Z(t) rektifizierbar mit der Bogenlinge

L= [llFwl

Die Bogenlinge L ist invariant gegentiber zuldssigen Parametertransformationen.

Begriindung: Um die behauptete Invarianz zu zeigen, betrachten wir eine zuldssige Parametertrans-
formation t = ¢(7) : [a, ] — [a,b]. Es sei 4(7) = Z(¢(7)) die zugeordnete Parameterkurve. Diese hat
die Bogenldnge

b

8 8
= [l ar = [ gaeen g [ [iswna -
" o ~—

a
>0

Bemerkung 12.3 (a) Wegen s(t) = [/ ||Z(¢)|| d¢ haben wir s(b) = L. Dies rechtfertigt nun
endgiiltig die Bezeichnung ”Bogenlingen—Parameter” fiir s. In der Tat misst s(¢), beginnend
beim Anfangspunkt #(a) einer Parameterkurve #(t), die Lénge des auf der Kurve zuriickge-
legten Weges, wenn man mit ¢ > a voranschreitet.

(b) Die Grofie

ds := ||Z(t)]| dt = (i”x] )1/2

wird héufig das Bogenelement oder das Bogendifferential genannt. a

Folgerung 12.1 Reeller Fall K := R:
(a) Fiir ebene Parameterkurven Z(t) := (x(t),y(t))", t € [a,b], gilt

ds = \/@%(t) + y?(t)dt, L= /als—/\/x2 + 72( (1.4)




(b) Bei expliziter Darstellung y = y(z) kann t := x gesetzt werden:

d Ty Ty
ds =4/1+ (%)de, L:/ds:/\/l—i-y’?(x)da:. (1.5)

(c) Liegt die ebene Parameterkurve Z(t) speziell in Polarkoordinaten = = r(t)cost,y =
r(t) sint vor, so gelten &(t) = r(t) cost — r(t)sint, y(t) = r(t) sint + r(t) cost, und somit

ds = [r2(t) + (%)th, L= /ds - /\/TQ(t) (1) dt. (1.6)

‘ BSP. (12.1.5) ‘ Bogenléinge einer Schraubenlinie der Ganghthe h > 0 fiir einen Schraubengang.
Wir haben

acost ‘ —asint ‘ 2
Z(t)= | asint |, #(t)=| acost |, ds:||§:‘(t)||dt:\/a2+(2—) dt, te[0,2n].
ht/2m h/2m T

Somit folgt

2
L= ds =/ (2ma)? + h2.

0

Dies ist aber nach dem Satz von PYTHAGORAS auch elementargeometrisch klar.

‘BSP. (12.1.6) ‘ Bogenlinge der Kettenlinie. Wir haben

y(z) = coshz, ds=1/1+y2(z)de =\/1+sinh? zdx = coshzdz, z €[0,T].

Somit folgt

T T
L= / ds = / coshzdr = sinhT.
0 0

‘BSP. (12.1.7) ‘ Bogenlénge der Kardioide. Wir haben

r(t) = a(l +cost), 7(t) =—asint, ds=/r(t)+72(t)dt = 2a|cos §|dt, ¢ € [0,2n].

Somit folgt

™ ™
L:2/ ds:4a/ cos £ dt = 8a.
0 0

‘BSP. (12.1.8) ‘ Bogenlinge der Ellipse. Wir haben

acost ] , g‘:’(t) _ l —asint ] ’

z(t) = bsint bcost

und somit

ds = ||Z(t)|| dt = \/a2 sin?t + b2 cos? tdt = a\/1 — e2cos? tdt, t € [0,2m].



Hier ist e = ¥ aza*bz die numerische Exzentrizitit, wobei a > b vorausgesetzt wird. Wegen der Sym-

metrie der Ellipse braucht man nur die Bogenlinge der Viertelellipse (7/2) < ¢ < 7 zu berechnen.
Die Gesamtlinge betrigt dann:

™ E=t—m/2 /2 5
L:4a/ V1—€cos?tdt” = 4a/ \/1—€%sin® £ d¢ =: 4aE(e).
w/2 0

Das Integral
w/2

B(k) = /\/1—k2sin2£d£, 0<k<l,
0

ist nicht mehr elementar darstellbar. Es heifit vollstiindiges elliptisches Integtral 2.Gattung. Tabel-
len der Funktionswerte von E(k) findet man zum Beispiel in M. ABramowITz/I. STEGUN, Handbook
of Mathematical Functions. In BSP. (9.2.15) hatten wir fiir 0 < ¢ < 1 — das heifit fiir "runde”

Ellipsen a = b — die folgende Niherungsformel begriindet, die in der Geodésie Verwendung findet:

L~ 7r(3a—2i_b — \/%) + O(®).

‘BSP. (12.1.9) ‘ Bogenlinge eines Zykloidenbogens. Wir haben

S | t—sint 5 | 1—cost T . _—
w(t)—ll_costl, w(t)—[ sint ], ds = ||Z(t)| dt = 2|sing5|dt, t € [0,2n].

Somit folgt

™ ™
L:2/ ds:4/ sin L dt = 8.
0 0

‘BSP. (12.1.10) ‘ Bogenlinge einer Windung der logarithmischen Spirale. Wir haben

r(t) = ae b, #(t) = —abe " = —br(t), ds = \/r2(t) +72(t)dt =1+ b2r(t)dt, a>0,b>0.
Somit folgt

t t
s(t):/ ds:a\/1+b2/ eibgdfz%\/l—FbZ(l—efbt)
0 0

sowie

Lo, := 8(27r) = % \/l—i‘—bZ(l - e—27rb)‘

Die gesamte ”Innenspirale” 0 <t < oo ist rektifizierbar:

Leo = lim s(t) :%\/1+b2.

t——+o0

Wir erhalten ferner fiir b — 0+ den Grenzfall des Kreises vom Radius a:

Ly = lim Loy = lim = 1402 (1— e 2) "% 000 lim e 2™ = 274,
b—0+ b—0+ b b—0—+

Das Beispiel der Ellipse zeigt, dass die Berechnung des Bogenldngen—Parameters s im allgemei-
nen nicht explizit durchfiihrbar ist. Somit scheint auch die natiirliche Parametrisierung einer



Kurve in Frage gestellt zu sein. Man kann jedoch Differentiation nach dem Bogenléngen—
Parameter s auch ohne erplizite Kenntnis von s durchfithren. Wegen ds/dt = [|Z(t)|| gilt
nimlich dt/ds = ||Z()||~", und somit

2. (1.7)

‘BSP. (12.1.11) ‘ Wir betrachten die logarithmische Spirale 7(t) := ae™" mit a,b > 0, vgl. das
vorangegangene BSP. (12.1.10). Wir haben ||Z(t)|| = VI + 62 r(t), und somit fiir s = s(t):

Z(s) = ae™™ cost f’(s)—# —sint —bcost 7"(s) = e’ —cost + bsint
B sint |’ RV cost —bsint |’ " a(1+62) | —sint —bcost |

Man berechnet das Skalarprodukt (Z'(s),Z"(s)) = 0; das heiit #'(s) L Z"(s). Dies ist kein Zufall,
denn weil s ein natiirlicher Parameter ist, gilt ja ||Z'(s)|| = 1. Aus der Ableitungsregel (3.1(d)) in
Abschnitt 7.3 folgt somit stets

d

0= —[l7'(s)II* = 2Re (7(s), #"(5))-

Eine genauere Untersuchung dieses Zusammenhangs werden wir im néchsten Abschnitt vornehmen.

12.2 Tangente, Kriimmungsvektor

Die folgenden Ausfiihrungen sind nur im Reellen von praktischem Belang. Wir verlassen des-
halb den allgemeinen Fall und setzen stets K := R voraus.

Zur Kriimmung einer Parameterkurve

Gegeben sei eine Kurve I' C R" mit regulérer Parameterdarstellung & = &(¢) fiir ¢ € I. Dann
gilt Z(t) # 0 fiir alle ¢t € I, und in dieser Situation ist gemafl Abschnitt 7.3 die Tangente

T={7eR" : §=2(t)+ \(t), \eR}

an die Kurve T in jedem Kurvenpunkt #(t) erklirt. Der Vektor () heifit der Tangentenvektor
im Punkte #(¢) an T'. Betrachten wir den Tangenteneinheitsvektor t := i(t)/||Z()||, so finden
wir wegen (1.7): ‘

7 (t 1 d d

) (1) = — 7(s) = 7'(s). (2.1)

lFol - [Fe) d”




Definition 12.6 (a) Sei I' eine requlire Parameterkurve und sei Z(s) ihre natirliche Para-
metrisierung. Dann heifle

t:=x'(s), |t]] =1, (2.2)

der Tangenteneinheitsvektor im Punkte Z(s) an I’ oder die Tangente schlechthin.

(b) Fir # € C*(I;R") ezistiert die Ableitung t' = F". Wegen 0 = L ||£||? = 2(£,") folgt
stets t' L t. Der Vektor t' = #"(s) heiffe Kriimmungsvektor im Punkte Z(s) an T. In allen
Punkten #(s) mit t' # 0 wird durch die Beziehung

th=: ki, ||| =1, (2.3)

die Kriimmung k und die Normale 7. der Kurve I" bis auf einen Faktor £1 eindeutiqg festgelegt.
Firt' =0 setzt man k = 0.

‘BSP. (12.2.1)‘ Wir betrachten die logarithmische Spirale r(t) := ae™® mit a,b > 0,

vgl. BSP. (12.1.11). Wie wir dort bereits gezeigt haben, gilt [|Z()]| = V1 + b2r(¢) und somit fiir
s =s(t):

. _pt | cost Sy 1 —sint — bcost >
= . = = . — 1‘
#(s) = ae l sint l  E=38) V1402 cost — bsint |’ 11
Es gelten ferner
= 2 (s) = et —cost + bsint 17| = et
a(l +b2) | —sint —bcost |’ a(l + b2)1/2’

und hieraus resultieren

+ebt . +1
’]’L =

T a1+ ) VIt

K

—cost+ bsint
—sint —bcost |

‘BSP. (12.2.2) ‘ Der Fall x = 0 liegt genau fiir ¢ = ¢y = const = Z'(s) vor. Integration fithrt auf
die Gerade Z(s) = Z + stg, s € R.

‘BSP. (12.2.3)‘ Ist ¢ der physikalische Zeitparameter, und ist durch #(¢) die Bewegung eines
Massepunktes auf einer Bahnkurve I' vorgegeben, so sind geméfl Abschnitt 7.3 die folgenden physi-
kalischen Groflen bestimmt:

e der Geschwindigkeitsvektor

F(t) := 2(t) = v(t)F,

worin v(t) := ||t(t)|| die Absolutgeschwindigkeit der Bahnbewegung ist

e der Beschleunigungsvektor

B(t) = () = (% o(®))7 + v(t)% F= o) + o) 2 = o) + v2 ().

Hierbei heiflen die Komponenten

o O(t)t: die Tangentialkomponente der Beschleunigung



e v2(t)kii: die Normalkomponente der Beschleunigung

Im Falle einer gleichférmigen Bewegung © = 0 hat man also ||b(t)|| = v2(t)|x|.

In der Definition von Kriimmung und Normale sind die Gréflen x und 7 nur bis auf das Vorzei-
chen eindeutig festgelegt. Um zu einer eindeutigen Definition zu gelangen, hat man die Wahl,
entweder das Voreichen von & zu fixieren, oder eine Orientierung der Normalen 7 vorzugeben.
Es hat sich in der Literatur eingebiirgert, bei ebenen Kurven und bei rdumlichen Kurven
jeweils auf verschiedene Weise vorzugehen, wobei wohl historische Griinde ausschlaggebend
sind. Wir betrachten deshalb zunéichst

(I) Kurven in R? (ebene Kurven)

Die ebene Kurve I' C R? habe eine regulire Parameterdarstellung (¢), wobei fiir das Folgende
hinreichende Differenzierbarkeit von & vorausgesetzt sei. Eine Orientierung der Normalen 77
sei so festgelegt, dass 7i stets durch eine Drehung um +7 aus der Tangente ¢ hervorgehe:

x>0 k<0
Normale 77 und Kriimmung x Normale 77 und Kriimmung s
sind orientierungsabhingig sind orientierungsabhingig

Definition 12.7 Fiir ebene requlire Parameterkurven ¥ = Z(t) mit Tangente t=12'(s) =
Z(t)/||Z(t)|| sind die Normale 7i und die Kriimmung ~ der Kurve wie folgt definiert:

1 0

= l 0 _115, k= (t' 7).

Das heifit, i geht aus t durch eine Drehung um +5 hervor.

Bemerkung 12.4 (a) In dieser Definition sind 77 und x orientierungsabhingig: dndert sich
die Orientierung der Kurve I', so d&ndern sich auch die Orientierung von 77 und das Vorzeichen
von K.

(b) Die Normale 7 ist auch dann wohldefiniert, wenn #' = 0 gilt.

(c) Bs gilt natiirlich wieder ' = sii. Die Vektoren £ und # bilden eine ON-Basis des R?, so
dass jeder Vektor ¢ € R? die Darstellung

g=(gt)t +(g,m) i

gestattet. Speziell fiir 77 := " gilt ja (t',#) = 0 und somit ' = (", i) 7. 0



Um zu expliziten Formeln fiir die Kriimmung x zu gelangen, sei Z(t) = (z(£),y(t))" die regulire
Parameterdarstellung der ebenen Kurve I'. Nachfolgend unterdriicken wir jeweils das Argument
t, und ein """ bezeichne stets die Ableitung nach t. Fiir £ € C2%(I;R?) existieren die folgenden

Ausdriicke:
S S I I S e DR SN ek L
ViZ+g? | v |’ vzt | |’ Vi? + g2 dt (2 +92)2 | % |’

Hieraus resultiert e
w=(0'7) = 3t
’ (¢2 + y'2)3/2 ’

Analoge Formeln erhiilt man fiir Kurven I' in expliziter Darstellung oder in Polarkoordinaten.

Folgerung 12.2 Die Kriimmung k einer requliren ebenen Kurve I' C R2? ist wie folgt gegeben:

a) bei Parameterdarstellung Z(t) = (z(t), y(¢))" durch
(a)

@ —yE
o (x'2+y2)3/2

(b) bei expliziter Darstellung y = f(x) durch

"

¥y
(1 + y/2)3/2

(c) bei Polardarstellung r = r(¢p) durch

r? 4 272 — i

k= (r2 + 72)3/2

‘BSP. (12.2.4) ‘ Wir betrachten eine Ellipse mit Parameterdarstellung #(£) = (acost,bsint)’ .
Es gelten hier

T = —asint, &= —acost, Yy =bcost, ¢ = —bsint.
Somit folgen #jj — y& = ab, &> + 9? = a?sin®t + b% cos? t =: A(t), und daraus resultieren:

P 1 —asint a 1 —bcost o — ab
A(t) bcost |’ A(t) —asint |’ (A(t))3/2

‘BSP. (12.2.5) ‘ Wir betrachten eine Kettenlinie mit expliziter Darstellung y = f(z) = coshz,

die auch als spezielle Parameterdarstellung Z(z) = (z,y(z))" gedeutet werden kann. Es gelten hier
Y (z) =sinhz, y"(z) =coshz, 1+ y?(z)=cosh’z:=A(z),

und daraus resultieren

P 1 1y 1 1 . 1 -y | 1 —sginhz o — 1
- A(x) y' | coshz |sinhz |7 7 A(x) 1 | coshz 1 T coshl




‘ BSP. (12.2.6) ‘ Wir betrachten eine Kardioide mit Polardarstellung r = r(¢) = a(l+cos¢), 0 <
@ < 27. Es gelten hier

7= —asinp, T = —acosyp, T =7rCcoSy —rsinp, Yy =1sine + rcosyp.

Somit folgen r2 4272 — 7 = 3a?(1 +cos @) = 3ar, 2 +9% = r? +7% = 2a%(1 +cos ) = 2ar =: A(p),
und daraus resultieren:

-1 T | 1 —sing —sin2p PR 1 COS  + €08 2¢
 VA(p) [ 9] 2lcosE| | cosptcos2p |’ T 2fcos§| | sing +sin2p
sowie
3 1
k== )
2 \2ar

‘BSP. (12.2.7)‘ Wir betrachten einen Kreis vom Radius p mit Polardarstellung r = r(p) =
p, 0 < ¢ < 27. Es gelten hier

Z(p) = (—psing, pcos )™, |Z(@)| = p,

und daraus resultieren

- — si - 1d- 1] — —
t:l s1n<p]’ t':——t:—[ C?S@]:ﬁﬁ’ ﬁ:l oS
P

) K=

cos —sing P

Die Kriimmung des Kreises ist der reziproke Radius. Dieser Zusammenhang wird in der folgenden
Definition verwendet.

Definition 12.8 Fiir eine ebene requlire Kurve T C R? mit Parameterdarstellung ¥ = Z(t)
heifle die Zahl

Bt

der Kriitmmungsradius von [ im Punkte Z(t), sofern k = k(t) # 0 gilt. Die Zahl p ist der Ra-
dius desjenigen Kreises, der die Kurve I im Punkte Z(t) berihrt und der dieselbe Krimmung
k besitzt wie die Kurve. Dieser Kreis heiffit der Kriimmungskreis oder Schmiegkreis von I’
im Punkte Z(t). Er liegt auf der konkaven Seite von T, und sein Mittelpunkt ist gegeben durch

m(t) = Z(t) + % (t). (2.4)

x>0 K <0




Definition 12.9 Diejenige ebene Kurve

S S - L
= {mt) : m() =2Z(t)+ POl ii(t), te I},

die von den Krimmungsmittelpunkten einer gegebenen ebenen Kurve I' mit Parameterdarstel-
lung T = Z(t), t € I, beschrieben wird, heifie die Evolute von I'. Die Ausgangskurve T' selbst
nennt man auch die Evolvente von I';.

Folgerung 12.3 Die Evolute einer requliren ebenen Kurve I' C R? mit nichtverschwindender
Krimmung k # 0 st wie folgt gegeben:

a) bei Parameterdarstellung 7'(t) = (x(t), y(t T durch
(a) g y

X(t) =x(t) —ylt) ——— Y(t) =ylt r(t) ————
(b) bei expliziter Darstellung y = f(x) durch
1+ 1+ 1y
X(l‘) =T — y’(gj) y” , Y(gj) = y(;p) + y”

(c) bei Polardarstellung r = r(¢p) durch

(r? + 72)(r sin ¢ + 1 cos )
r2 4+ 272 — pf

(r? + 72) (7 cos ¢ — rsin )
r2 4 272 —ry

Xlp) ==~

, Y(p)=y+

‘BSP. (12.2.8) ‘ Wir bestimmen die Evolute der Ellipse aus BSP. (12.2.4). Wir setzen wie dort
wieder 22(t) + §2(t) = a®sin?t + b cos? t =: A(t). GemiB Definition 12.9 erhalten wir die Evolute

—Log 12— 12) cosd
mw:fm+——ﬁm:[“m“]+Am[ a t]:lﬁ b%) t]:le]'
b

1
K(t) bsint —Fsint (b? — a?)sin® ¢

Die Evolute einer Ellipse

Das heifit, die Evolute einer Ellipse ist eine Astroide.

‘ BSP. (12.2.9) ‘ Wir bestimmen die Evolute der Traktrix

S 1 \T
#(t) = (t—tanht, m) >0,



aus BSP. (12.1.2). Wir haben hier #(t) = 1 — cosh™¢ = tanh?t, #(t) = 2sinht/cosh®¢, ¢(t) =
—sinht/ cosh? ¢, §j(t) = (sinh? ¢ — 1)/ cosh® ¢, und somit

sinh?t 2 4 ¢?
y - = cosht.

2 +9? = tanh?t, if —gF = T
cosh” ¢ TY — YT

Wir erhalten aus Folgerung 12.3(a) die Evolute

/| t—tanht
m(t) = [ 1/ cosht

: 2
+ cosh# [ sinh ¢/ cosh” ¢ ]

tanh? ¢

I
—
Q
R, o
=
~
—
i
—

Das heif3t, die Evolute der Traktrix ist die Kettenlinie.

Bemerkung 12.5 (a) Die beiden Vektoren £ und # bilden in jedem Punkt #(t) einer re-
guliiren ebenen Kurve I" eine ON-Basis des R?. Man nennt die Einheitsvektoren ¢ und 7 auch
das begleitende Zweibein von I'.

(b) Hat die reguliire ebene Kurve I' eine Parameterdarstellung # € C?(I; R?), so ist die Ab-
leitung 77’ wohldefiniert. Mit @) := (q 73) folgern wir wegen 77 = Qt und wegen Q% = — Id:

i'=Qt" = Qkrit = kKQ* = —kt .

Insgesamt liegt das folgende Paar von Ableitungsgleichungen vor:

t = Kil,

(2.5)

n' = —kt.

Die Gleichungen (2.5) heiflen die FRENETschen Formeln der ebenen Kurventheorie. Sie bilden
die Grundlage der gesamten Theorie ebener Kurven. O

(II) Kurven in R? (Raumkurven)

Sei I' C R? eine rdumliche Kurve mit einer reguléren Parameterdarstellung Z = Z(t). Dann ist
in jedem Kurvenpunkt der Tangenteneinheitsvektor ¢ = Z(t)/||#(t)|| eindeutig erklirt. Da eine
Drehung von ¢ um +Z im Vektorraum R? unendlich vieldeutig ist, muss die Normale 7 hier
anders als im ebenen Fall erkléirt werden. Nachfolgend sei Z(¢) hinreichend oft differenzierbar
vorausgesetzt. Anders als im R? definieren wir nun die Kriimmung einer riumlichen Kurve
stets als nichtnegative Grofle:

Definition 12.10 Fiir requlire rdumliche Kurven T mit einer Parameterdarstellung ¥ €
C?(I;R?) heife die Linge ||t"|| =: & > 0 des Kriimmungsvektors die Kriimmung der Kurve
I'. Gilt kK > 0, so heiffe der Einheitsvektor in Richtung des Kriimmungsvektors

die Hauptnormale von T'. Der auf t und @i senkrecht stehende Einheitsvektor

b:=1% %7

heiffe die Binormale von I'. Fiir k = 0 sind 1 und b nicht erklirt. Das in jedem Kurvenpunkt
Z(t) mit k > 0 existierende Vektortripel t,,b heiffe begleitendes Dreibein der Kurve I'; es
bildet eine ON-Basis des Vektorraums R3.



Bemerkung 12.6 (a) Wir haben hier wie im ebenen Fall die Beziehung

t' = kil. (2.6)

(b) Die Einheitsvektoren 1, b spannen paarweise je eine Ebene in R? auf, und zwar

e i und 7 die Schmiegebene ¥ mit der HNF (7 — #(¢),0) = 0
e i und b die Normalebene N mit der HNF (7 —Z(t),t)y =0
e b und # die Streckebene P mit der HNF (7 — Z(t),7) = 0

Ist Z(t) die Bewegung eines Massepunktes auf der Bahn I' und # der physikalische Zeitpara-
meter, so hatten wir bereits in Abschnitt 7.3 festgestellt, dass der Beschleunigungsvektor #(t)
in der Schmiegebene ¥ liegt. O

‘BSP. (12.2.10) ‘ Wir betrachten die gemeine Schraubenlinie Z(t) := (acost,asint,bt)’, t > 0,
worin a,b > 0 fest gewéhlt sind. Es gelten hier

Z(t) = (—asint,acost,b)’, ||Z(#)| = Va2 + b2,

und somit
A N ol IR N N e C =l #0
Ealiaay=— a COS ) = 0 — = — —@a SIn , K= —w—5 = .
Vi bR |y O AR B I

Die Vektoren 7 und b sind also erkliirt:

—cost 1 bsint
= | —sint b=t xi=———"| —bcost
0 ’ va? + b? a

Fiir eine reguliire riiumliche Kurve I' C R? mit der Parameterdarstellung 7 = Z(t) € C3(I; R?)
konnen die Vektoren i’,7’ und b’ in jedem Punkt #(f) mit £ > 0 berechnet werden. Da in
jedem solchen Punkt das begleitende Dreibein ¢, 17, b eine ON-Basis des R3 bildet, miissen
sich 77,7’ und b’ in dieser Basis aufspannen lassen. Gleichung (2.6) belegt diese Tatsache
bereits fiir den Vektor ¢’. Dariiber hinaus gilt:

-,

Satz 12.3 Unter den oben genannten Voraussetzungen sei T := (i’ b) gesetzt. Dann gelten
die drei folgenden Ableitungsformel von FRENET (1847):

—

t' = K,
"= —kt +70, (2.7)

!

ST

—

Die Zahl T = (ii',b), die in jedem Punkt Z(t) mit & > 0 definiert ist, heiffe die Windung oder
Torsion der Kurve L.



Begriindung: (i) Es gilt die FouriER—Entwicklung
b' = (b, D) + (b, @) + (b, b)b.

Aus 1 = ||b||? ergibt sich durch Differentiation 0 = %HEHQ = 2(b’, b). Ferner folgt aus & L b L i und
aus (2.6):

— - —

0=(bt) = 0=(b" )+ (b,t") = (b',1) + r(b

Sy
~
I
—~
S
\.H.l
~

In gleicher Weise erhalten wir aus b L i
=

0= (b,7) 0=1(b",7)+ (b,i") = (b',7) + .

Hieraus folgt die behauptete Relation b = —7i.

(ii) Die zweite FRENETsche Formel leitet man unter Beriicksichtung von 0 = (7', 77) und der folgenden
Relation her:

g

0= (A1) = 0= (@) + (@) = (@) + s

‘BSP. (12.2.11) ‘ Im Falle der gemeinen Schraubenlinie aus BSP. (12.2.10) erhalten wir

1 d 1 sint b
i = — — = ————| —cost |, T={(i'b)=——>.
Z(t t va?+b a® +
1Z(t)]| d 2+ b 0 240

Wir verifizieren mit diesen Groflen unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus BSP. (12.2.10) die
FrRENETschen Formeln (2.7):

cost
1 d -
bl = T —_— b = ﬁ Sint = —’Tﬁ,
()| dt  a®+b 0
1 +a?sint + b%sint 1 sint
—/{f—l—ﬂg = — | —a?cost—Dbcost | = —— | —cost | =7
2 213/2 2 2
(a? +62)% —ab+ ab va?+b 0

‘BSP. (12.2.12)‘ Aus der dritten FRENETschen Formel folgt, dass 7 = 0 genau fiir b’ = 0 gilt,

also fiir b = by = const. Wegen 0 = (b, %) = (b, #'(s)) tritt dieser Fall genau dann ein, wenn
(bo, Z(t)) = d = const gilt, wenn also die rdumliche Kurve Z(¢) ganz in einer Ebene E L by liegt.

Wir erschlief3en hieraus:

—

Folgerung 12.4 (a) Die Torsion T = (ii',b) ist ein Maf fiir die Abweichung einer rdumlichen
Kurve & = Z(t) vom ebenen Verlauf. Eine glatte raumliche Kurve ist genau dann eben, wenn
thre Torsion tberall verschwindet.

(b) Die Krimmung r = ||t"||ist ein Mag fiir die Abweichung einer raumlichen Kurve ¥ = i(t)
von der geraden Richtung der Tangente t. Eine glatte rdumliche Kurve ist genau dann eine
Gerade, wenn ihre Kriimmung tberall verschwindet.

Bemerkung 12.7 (a) Die wiederholt verwendete Ableitungsregel 4 ||Z(t)||> = 2(Z(t), Z(t))
= 2||Z(t)|| & ||Z(¢)|| fiihrt auf

d 1

S F0) =




(b) Es sei # = Z(t) die Parameterdarstellung einer reguliren Raumkurve mit & € C*(I; R?).
Dann gilt zungichst #'(s) = &(t)/||Z(t)|]. Differenziert man mit Hilfe der Regel (1.7) nochmals
nach s, so erhilt man mittels (2.8) unter Fortlassung der Argumente:

o L odFes Loon (T E) R ()
= ( = ) -*3(” H 2 ) 2 '—'3t' (2.9)

1] dt )| 1] 111 Iz (1]

(c) Nun gilt ja £"(s) = k. Unter Verwendung von (2.9) ergibt sich daraus:

1 . . —
— (X ¥) = —kb
1Z]*

k(Axt)=3"xt =

Werden in der letzten Gleichung die Normen gebildet, so resultiert die folgende Berechnungs-
formel fiir die Kriimmung k:

_llExd

||17||3 (2.10)

Mit dhnlicher — aber geringfiigig aufwendiger — Rechnung findet man auch die folgende Be-
rechnungsvorschrift fiir die Torsion 7: a

det(#,7,7)  det(7, 7, 7)

IZxZ2 K22

(2.11)

‘BSP. (12.2.13) ‘ Man zeige, dass die rdumliche Kurve I" mit der Parameterdarstellung

202 +1+1
Z(t) = t2—2t |, t>0,
t? -3

eben ist, und man gebe die Gleichung derjenigen Ebene E C R? an, in der I' verliuft.

Zur Losung dieser Aufgabe berechnen wir zunéchst die Torsion 7 von I' geméfl der Vorschrift (2.11):

. 4t+1 e 4 -.- . . n‘u . .
By=|20-2 |, Be)=|2]|, Ft)=0, det(# 7 =det (% ,0) =0.
4t 4

Es folgt 7 = 0 fiir alle ¢ > 0. Also ist die Kurve I' eben, und sie muss in der Ebene E | b liegen, wie
in BSP. (12.2.12) gezeigt wurde. Wir bestimmen drei Punkte auf I' durch Wahl von ¢t = 0,1, 2:

1 4 11
F=20)=| 0|, Hi=21)=]| 1|, &#==22)=] 0
-3 -1 5

Nun gelten p, Z1, Z2 € E. Setzen wir also

3 10
=7 —p=| 1|, Ti=da—p=] 0 |,
p 8

so erhalten wir, da die Vektoren # und ¢ offenbar linear unabhéngig sind, die folgende Parameter-
darstellung der gesuchten Ebene E:

E={jJeR?: §=p+\i+uv, \pucR}.



Da der Vektor @ x @ = (8,4,—10)" in Richtung der Normalen von E weist, erhalten wir gemif
BSP. (12.2.12) durch Normierung die Binormale b = ﬁ (4,2,—5)T. Bs resultiert die Hessksche

Normalform von F,

E

{FeR : @0 = 6ih) = 52}

Das heifit, £ hat den Abstand d(ﬁ, E) = % vom Ursprung, und in der allgemeinen Form gestattet
E die Darstellung
E: 4z + 2y —5z=19.

12.3 Erginzungen

Ist = Z(s) die natirliche Parametrisierung einer reguliren ebenen Kurve I' C R?, und gilt
T € C?(I; R?), so resultiert aus den Beziehungen

mro= 2] eera=[70] ne[ 2]

—

Der Tangenteneinheitsvektor £ = #(s) kann offenbar in der Form

i(s) = l cos a(s) ] - [ v (s) ] " als) = arctany L) (3.2)

sin a(s) 2'(s)’

geschrieben werden. Wir erhalten durch Differentiation

dov B 1 SU,y” _ y’a:”

N W
ds 1+ (y'/a')” 2 DA
Gemif (3.1) gilt also die Beziehung
do
- = K(s). (3.3)

Man leitet aus dieser Gleichung ab, dass eine regulére ebene Kurve bereits durch die Vorgabe
ihrer Kriimmung als Funktion des Bogenldngen—Parameters s bis auf ihre Lage in der Ebene
eindeutig festgelegt ist:

Satz 12.4 Die Krimmung k = k(s) sei als stetige Funktion des Bogenlingen—Parameters s
vorgegeben. Dann kann die zugeordnete ebene Kurve ¥ = T(s) € C*(I;R?) aus k und den
Anfangsvorgaben %y := Z(0), t := #'(0) eindeutig rekonstruiert werden.

Begriindung: Es seien

o ! IO /
tozlx?]::[x() , ao::arctangz—?
0



gesetzt. Durch Integration von Gleichung (3.3) resultiert
s
ofs) = ag + /H(t) dt.
0
Wird dies in (3.2) eingesetzt, so fiihrt abermalige Integration mit #p = (wo,y0)? auf die Relationen
5 s
z(s) = zo + /cos a(t)dt, y(s)=1yo+ /sina(t) dt,
0 0

die bereits eine natiirliche Parameterdarstellung der gesuchten Kurve liefern. O

‘BSP. (12.3.1)‘ Es ist diejenige ebene Kurve I' zu bestimmen, die zu gegebener Kriimmung

k= K(S) = a # 0, die folgenden Anfangsbedingungen erfiillt:

PEEwLR
f(O) = fo = (O,CL)T, fl(o) = t_E) = (170)T

Lésung: Wegen oy = 0 erhilt man durch eine erste Integration

S

(s) / ¢ tany ¢
als) = &5 = arctang — S = atan .
a? + t2 oy
Somit gelten
/ S a ’ ) S
z'(s) = cosa = cos (arctany —) = ———— s) =sina = ———.
(=) ( = Ve YO Vi

Integriert man diese beiden Gleichungen unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung, so erhélt
man

s S
adt . S tdt
z(s) = W = a Arsinh o y(s) =a+ m = Va2 + s2.
0 0o

Die erste der zwei Gleichungen fiihrt auf s = ¢ sinh 7, und aus der zweiten Gleichung folgt

y(ac):a,ll—l—sinhZE:acoshE.
a a

Das heifit, die gesuchte ebene Kurve I' ist eine Kettenlinie.

Ein Analogon zu Satz 12.4 gilt auch fiir riumliche Kurven I' C R3. Dort reichen die Kenntnis
von Kriimmung x(s) und Torsion 7(s) aus, um eine Raumkurve bis auf Bewegungen eindeutig
festzulegen. Wir zitieren hier:

Satz 12.5 Die Krimmung k = k(s) und die Torsion T = 7(s) seien als stetige Funktionen
des Bogenlingen—Parameters s vorgegeben. Dann kann die zugeordnete rdaumliche Kurve ¥ =
i(s) € C3*(I;R?) aus k, T und den Anfangsvorgaben %, := #(0), &y := Z'(0) und 7y L
eindeutig rekonstruiert werden.

Der Beweis ist nicht elementar. Er verwendet Sétze aus der Theorie nichtlinearer Differentialglei-
chungen. Wir verweisen auf die Literatur am Ende dieses Abschnitts.

‘ BSP. (12.3.2) ‘ Wir wollen diskutieren, welche geometrische Figur I' C R? durch die Parameter-
kurve

1 T
#(t) := 2 (1 —,0V/1 -, Jarcsing t) . —l<t<l,



dargestellt wird. Dazu berechnen wir ihre Kriimmung und ihre Torsion. Aus den Relationen

—2t —2tV/1 — 2
. . V1T - 4
Zt)=2| 1=2)/V1I—- |, |20 = —, = — 1 —2t? ,
(0)=2] Q—2)VI=P |, i)l = g =
1/4v1 — 2 1/4
resultieren der Kriimmungsvektor und die Kriimmung geméif
—2(1 — 2t?)
f’zﬁ —4ty/1 — 2 /f:||t_"||:E:const.
17 ’ 17
0
Wir bestimmen die Normale und die Binormale gemif
—(1 —2t?) 2t\/1 — 12 2(1 — 2t?)
p=—t =| —2ty/1—12 b=t xit=—=| —(1 —2t? b= | 4112
" ’ " V17 ( )| 17
0 4 0
Wir erhalten die Torsion
- 4
— B AN
T=—(b',7) T const

Wir wir bereits in den Beispielen (12.2.10) und (12.2.11) gesehen haben, hat die gemeine Schrau-
benlinie ebenfalls eine konstante Kriimmung und eine konstante Torsion. Wir kénnen deshalb aus
Satz 12.5 folgern, dass I' Teil einer Schraubenlinie sein muss. In der Tat, durch die Parametertrans-
formation ¢t = sin{, —§ < { < 7, gewinnen wir die Darstellung

2cos? & 1 cos 2
Z(€)) = | 2sinfcos¢ | =| 0 | + | sin2¢ |, —g << g
3¢ 0 12

Dies ist ein Gang der Schraubenlinie um die Achse (1,0, z)7.

Wir diskutieren abschlieflend ein weiteres Umkehrproblem der Differentialgeometrie. In Ab-
schnitt 12.2 wurde gezeigt, dass der geometrische Ort der Kriimmungsmittelpunkte

1
n(t) =2(t) + —=n(t 3.4
(E) = F(0) + g 1) (34)
einer reguliiren ebenen Kurve I' C R? mit der Parameterdarstellung #(¢) und mit nichtver-
schwindender Kriimmung «(t) # 0 die Evolute von I' beschreibt. Wir fragen uns, ob aus der
Vorgabe der Evolute 7i(t) die ebene Kurve I" selbst rekonstruiert werden kann. Dazu stellen
wir eine Voriiberlegung an.

Die Fadenkonstruktion der Evolvente



Um eine gegebene ebene Kurve I'y werde ein im Punkt S € I'y befestigter Faden gelegt, der
stets in Richtung der Tangente ¢, gespannt sei. Das Fadenende beschreibt dann, wenn der
Faden auf der Kurve I'y abgewickelt wird, eine ebene Kurve T'.

Definition 12.11 Die so konstruierte Kurve I' heifie die Filarevolvente der gegebenen Kurve
[y (lat. filum = Faden).

Nach obiger Skizze gilt fiir den Ortsvektor Z(t), der die Kurve I' beschreibt, die Relation

Z(t) = To(t) — (c+ so(t)) fo. (3.5)

Dabei liegt der Ortsvektor Zy(¢) auf der vorgegebenen Kurve I'. Nach dieser Vorbetrachtung
kénnen wir das oben angesprochene Umkehrproblem in der folgenden Weise 16sen:

Satz 12.6 Die Evolute der Filarevolvente I' ist die ebene Kurve 'y selbst. Das heifst, die
Kurve T' kann aus ihrer Evolute durch die Vorschrift (3.5) rekonstruiert werden, wenn ein
einziger Punkt von T bekannt ist. Mit diesem Punkt wird der Parameter ¢ in (3.5) festgelegt.

Begriindung: Es darf ohne Beschriankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass ¢ ein natiirli-
cher Parameter der Ausgangskurve Iy ist. Sei also #y(t) deren natiirliche Parameterdarstellung.
Anstelle von (3.5) gilt nun

E(t) = Zo(t) — (c+ 1) fo(t), (3-6)
und hieraus gewinnt man durch Differentiation

F(t) = #h(t) — (c+ )T — Fy = —(c+ t)roio.

Es folgen ||Z(t)|| = |(c + t)ro| sowie £ = Z(t)/||Z(t)|| = —sign ((c + t)ro) 7Ho. Unter Verwendung der
FrENETschen Formeln (2.5) ergibt sich nun

L, (25

%f: —sign ((c+ t)ko) 7 28 sign (¢ + t)|kolty, = ||:;tt)]| = i = kil
Also gilt )
W =" = o
Gemif (3.4) hat die Filarevolvente I' die Evolute
(t) = E(t) + — = F(t) + — wil = F(t) + (¢ + P —— Ty = F(t) + (c+ 1) By = Fot).
K K c+t
Das heif3t, die Evolute von I' ist, wie behauptet, die Kurve I'y. O

‘ BSP. (12.3.3) ‘ Zu bestimmen sind die Evolventen der Zykloide

To(t) = a(t —sint,1 — cost)’, 0<t<2m,

gemif der Formel (3.5). Es gelten hier

IR 1 —cost R Lt S i’g t 1 2sin? L sin L
B =a| 'L i@ =2asinl = O L BN s
|Zo(¢)|] 2sing | 2singcos g COS 5

Die Bogenlénge auf I'y ergibt sich nun zu

R o .t _ t
dso = ||Zo(t)]| dt = 2a sin 3 dt, so(t) = 4a(1 — cos 5)



Werden diese Groflen in (3.5) eingesetzt, so resultieren die Evolventen der Zykloide mit den Para-

meterdarstellungen
t —sint t sin t+sint sin &
Z(t) =a —4a(c—cos—) % =a — 4ac % .
1—cost 2 Cos 3 3+ cost Cos 3
Fiir ¢ = 0 erhélt man wiederum eine Zykloide mit der Parameterdarstellung
t +sint
Z(t)=a .
3 +cost

Fiir diese berechnen wir zur Probe die Evolute mi(t) = Z(t) + ﬁ 7i(t). Es gelten nun

. t] - 1 2 cos? L t [ cost
, Z@) :2a‘cos—, t= ; .y 2 ;| = sign[cos 7] ,Qt .
2 2| cos 5| | —2sin 5 cos 5 2" | —sing

1+ cost
—sint

Z(t) =a

Des weiteren haben wir

ot . t ot ¢
t. | sing ~, sign(coss —sin 1 | tang
7 = sign [ cos =] 1, t'zig( t2) 2= 2 |,
2" | cosg al cos 5| —cos 5

Somit resultieren

B _4a|cos%|’

t+sint t[ sini t —sint
—4acos = | =a ,
3+ cost 2| cosg 1 —cost

und schlief3lich
m(t) =a

wie vorgegeben.

Literatur zur Differentialgeometrie:
e K. STRUBECKER, Differentialgeometrie I. Sammlung Géschen, Band 1113/1113a.

e K. HaBETHA, Hohere Mathematik fiir Ingenieure und Physiker, Band 3. Klett Stu-
dienbiicher.

e D. Lauvcawirz, Differentialgeometrie. Teubner Verlag, Stuttgart.




Kapitel 13

Funktionen von mehreren reellen
Veranderlichen

13.1 Vorbetrachtungen

Der allgemeine Funktionsbegriff wurde bereits in Abschnitt 6.1 eingefiihrt, und zwar als Ab-
bildung f von einer Menge X in eine Menge Y mit der Symbolik f : X — Y. Dabei heiflen
die Mengen

e X = D(f) der Definitionsbereich von f
e f(X):={yeY :y=f(x), x€ X} der Bildbereich oder Wertebereich von f.

Nachfolgend untersuchen wir Funktionen, bei denen X und Y Teilmengen euklidischer Vek-
torrdume sind. Hier werden wir uns insbesondere mit dem Fall X C R", n > 1, auseinander-
setzen, denn die Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen X C R wurde ja bereits
in den vorangegangenen Kapiteln erschépfend behandelt. Wir beschréinken uns zunéchst auf
die Untersuchung skalarwertiger Funktionen, also auf den Fall Y C R.

Definition 13.1 Funktionen uw = f(Z) mit £ € D(f) C R" und u € R heiffen reelle
Funktionen von n (unabhingigen) Verdnderlichen. Dabei bezeichne & das geordnete n—Tupel
T=(x1,T9...,2,). Wir schreiben auch dquivalent

w= f(x1,72,...,2,), (T1,22,...,2,) € D(f) CR",

oder u= f(xz,y) bzw. u= f(x,y, z), wenn nur wenige unabhingige Verdinderliche auftreten.

BSP. (13.1.1) ‘ Physikalische Gesetze, bei denen mehrere physikalische Gréen miteinander ver-

kniipft werden, sind typische Vertreter von Funktionen mehrerer Verdnderlicher, zum Beispiel die
Zustandsgleichung fiir ideale Gase (das BoYLE-MARIOTTE-Gesetz). Hier werden der Druck p eines
idealen Gases, die Stoffmenge n, die Temperatur T und das Volumen V geméifl der Relation

RT
p= nT’ R: ideale Gaskonstante,

miteinander verkniipft. Da sich die Stoffmenge n in der Regel nicht #ndert, resultiert eine Funktion
p =p(V,T), bei der aus physikalischen Griinden 7' > 0 und V' > 0 gelten muss.

Mit dem Onwmschen Gesetz liegt ein weiteres physikalisches Beispiel vor. In einem elektrischen Leiter
sind Stromstdrke I, Widerstand R und Spannung U durch die folgende Relation verkniipft:

U=UR,I):=R-1I.
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Wir fithren als letztes Beispiel die Parallelschaltung von n Widerstinden Ri, Ro, ..., R, an, deren
Gasamtwiderstand R sich nach den Kircunorrschen Gesetzen wie folgt ergibt:

R=R(R,Ry,...,R,) = (Xn:i)_l.

Auch hier gilt aus physikalischen Griinden stets R; > 0.

__I____ 4 f(x.y) A

I '

Parallelschaltung von n Widerstidnden Der Graph der Funktion u = f(z,y) ist
eine Fliche in R?

‘BSP. (13.1.2)‘ Die Beschreibung von orts— und zeitabhéingigen physikalischen Grofien fiihrt
auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Zum Beispiel ist die Temperatur T eines wérmeleitenden

Mediums bei Abkiihlungs— bzw. Aufheizungsprozessen eine Funktion von Ort (x,y,z) und Zeit t:
T = T($7 y? Z, t)'

Ein weiteres Beispiel ist die transversale Auslenkung u einer an beiden Enden eingespannten Saite.
Die Auslenkung ist eine Funktion des (eindimensionalen) Ortes x und der Zeit t: v = u(x,t).

Gilt D(f) C R?, so kann die funktionale Beziehung

U/:f(x7y)7 (x,y) ED(f)a (1'1)

auch geometrisch gedeutet werden: Der Graph von f ist eine Teilmenge des dreidimensionalen
Anschauungsraumes R? und somit unserer Anschauung zugiinglich.

Definition 13.2 Der Graph G(f) := {(z,y,u) € R® : u = f(z,y), (z,y) € D(f)} einer
Funktion f von zwei unabhéingigen Verdnderlichen heifie eine Flache in R3.

|BSP. (13.1.8)| Die Kegelfiiiche in R® mit der Gleichung

u=f(z,y) =22 +y% (z,y) € D(f) = {(z,y) ER® : 0<2” +y> < R?}.

Die Halbsphire in R? mit der Gleichung

u=f(z,y) == VR>— (22 +¢?), (z,y) € D(f):={(z,y) e R? : 0 <z?+y* < R?}.




4 fORy) 4 f(xy)

D) R

<V

X R X

Kegelfliche Halbsphire

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit der funktionalen Beziehung (1.1) eréffnet sich fiir D(f)
C R? wenn der Graph G(f) mit Ebenen u = const geschnitten wird. Die entstehenden
Schnittlinien werden orthogonal auf die (z,y)-Ebene projiziert: Man erhilt ein Hohenlinien—
Portrait der Funktion f.

Definition 13.3 Fir u = f(x,y) mit (x,y) € D(f) C R? heifen die implizit definierten
Kurven

Lp:={(z,y) € D(f) : f(z,y)=h}, heR,

die Héhenlinien oder Niveaulinien oder Aquipotentiallinien von f. Das graphische Gebilde,
das durch Darstellung einer Funktion mattels threr Hohenlinien entsteht, heiffe Karte von f.

‘BSP. (13.1.4) ‘ Die Hohenlinien der Kegelfliche u = f(z,y) := /22 + y? sind die Linien

\/x2 +y%2 =h =const, h>0.

Diese bilden eine Schar konzentrischer Kreise vom Radius A um den Mittelpunkt O.

Xv

R

Hohenlinien der Kegelfliche

Funktionen f : R® — R mit n > 2 sind einer Veranschaulichung nicht mehr unmittelbar zugénglich;
ihr Graph ist eine Teilmenge des R"T!. Im Fall n = 3 definiert man das folgende Analogon zu den
Hoéhenlinien:

Definition 13.4 Fiir u = f(z,y,2) mit (z,y,2) € D(f) C R? heifen die implizit definierten
Flichen

Fh::{(xayaz)ED(f) :f(I,y,Z):h}, h € R,

die Niveaufliichen oder Aquipotentialfliichen von f.



Niveaufliichen sind nun wieder einer graphischen Darstellung in R3 zuginglich.

‘BSP. (13.1.5) ‘ Die Niveauflichen der Funktion f(z,y,z) := 22 + y?> — 2z sind die Rotationspa-

raboloide 2z + h = 22 + y2, h = const. Deren Rotationsachse ist die z—Achse.

In den obigen Definitionen der Niveaulinien bzw. —flichen haben wir bereits apostrophiert, dass
diese Gebilde in impliziter Darstellung durch Gleichungen vom Typ f(Z) = h vorliegen. Solche
Gleichungen sind im allgemeinen nicht mehr eindeutig explizit auflosbar. Die damit verbundene
Problematik werden wir in einem der folgenden Abschnitte erértern, und zwar mit dem Satz iiber
implizite Funktionen.

Réaumliche Koordinatensysteme

Das kartesische Koordinatensystem in R? haben wir bereits zur geometrischen Veranschauli-
chung von Funktionszusammenhéngen benutzt. Fiir spezielle Probleme ist es oft vorteilhaft,
andere Koordinatensysteme zu verwenden. In der Ebene R? konnten wir zum Beispiel Polar-
koordinaten sinnvoll einsetzen. Rdumliche Polarkoordinaten sind in zwei Varianten bekannt:

(I) Zylinderkoordinaten (7, ¢, z): Es sei (O;x1, 2, x3) ein kartesisches Koordinatensystem
in R?. Dann kann die Lage eines Punktes O # P € R? auch durch die drei Groflen r, ¢, 2
eindeutig beschrieben werden, vgl. folgende Skizze.

Die Zylinderkoordinaten in R? Koordinatenflichen r = const,
¢ = const, z = const

Beide Koordinatensysteme stehen in folgender Relation zueinander:

Ty =rcose, xy=rsinp, z3=2, 0<7r, 0< p <27

sowie

x
r=/x? + 23, tangpz—Q, z=ux3, 0<r 0<p<2m.

o

Fiir r = 0 ist ¢ nicht erklért; alle Tripel (0, ¢, z) identifiziert man mit (0, 0, z). Die Koordina-~
tenflichen r = const, ¢ = const, z = const sind paarweise orthogonal.

‘BSP. (13.1.6)‘ Durch die Gleichung f(x1,22,73) := 22 + 2% — 2x3 = 0, z3 > 0, wird ein
nach oben getffnetes Rotationsparaboloid beschrieben. In Zylinderkoordinaten gelangen wir zur
expliziten Darstellung




Das Fehlen der Verdnderlichen ¢ bedeutet Rotationssymmetrie.

(II) Kugelkoordinaten (r, v, ¢): Es sei (O; x1, 23, x3) wieder ein kartesisches Koordinatensy-
stem in R3. Die Lage eines Punktes O # P € R? lift sich nun auch durch die drei Grofien
r, 1, ¢ eindeutig beschreiben, vgl. folgende Skizze.

9=const
XZ
r=const
Die Kugelkoordinaten in R? Koordinatenflichen r = const,

¥ = const, p = const

Beide Koordinatensysteme stehen in folgender Relation zueinander:

r1 =rcosesiny, wxy=rsinpsiny, xz3=rcosty, 0<r, 0<vd<m 0<¢p<271

sowie

T3 T
r=/2?+ 23+ 13, cosd= , tanp = .
V&l + a3 + 23 T

Fiir r = 0 sind ¥ und ¢ nicht erklirt; alle Tripel (0, 9, ) identifiziert man mit (0,0, 0). Anderen
Punkten der z3—Achse wird ein Winkel ¢ = 0 oder ¥ = 7 zugeordnet, wiahrend ¢ unbestimmt
bleibt. Die Koordinatenflichen r = const, 9 = const, ¢ = const sind paarweise orthogonal.
‘BSP. (13.1.7) ‘ Das durch die Gleichung f(z1, 72, 23) := 73 + 2% — 213 = 0, 73 > 0, beschriebene
Rotationsparaboloid gestattet in Kugelkoordinaten die explizite Darstellung

2 cos v T
Y) = —— 9 < —.
r) =g 0<V=3

Das Fehlen der Verdnderlichen ¢ bedeutet auch hier Rotationssymmetrie.

13.2 Metrische Rdume, Stetigkeit

Viele Begriffe der Analysis wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit etc. sind untrennbar verbunden
mit dem Begriff der Konvergenz von Folgen. Dies hatten wir fiir Funktionen einer reellen
Verénderlichen in den Abschnitten 6.3 — 6.5 und 7.1 begriindet. Dariiber hinaus hatten wir
in Abschnitt 3.1 die Feststellung getroffen, dass ein Konvergenzbegriff auf einer nichtleeren
Menge M immer dann erkldrt werden kann, wenn M eine Metrik trigt, das heifit, wenn eine
Abbildung d(-,-) : M x M — R existiert mit den folgenden Eigenschaften

(M1)  d(z,y) >0 & x#y, (Definitheit)
(M2)  d(z,y) =d(y,z) Vz,y € M, (Symmetrie)
(M3)  d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) Yx,y,z € M, (Dreiecksungleichung)




Wir nennen eine nichtleere Menge M mit einer Metrik d(-, ) einen metrischen Raum.

‘BSP. (13.2.1) ‘ Beispiele metrischer Rdume sind

e der Korper R der reellen Zahlen mit der folgenden Metrik (vgl. Satz 1.15)

(D1) d(z,y) :==|z—y| Vz,y €R

e der Korper C der komplexen Zahlen mit der folgenden Metrik (vgl. Bemerkung 2.2)

(D2) d(z1,22) 1= |z1 — 22| = V/(z1 —22)? + (Y1 —y2)? V zj :=z; +iy; € C

e der Vektorraum R”™ mit einer der drei folgenden Metriken (vgl. Bemerkung 4.11)

oo S < vz
(D3) d(@, ) = & -7l = (Xl —wel’) " V&7 R,
k=1

D4 “(£,7) == — T n
(D4) d*(Z,7) lr;lggnlxk yk| V7 € R",

n
(D5) d™(Z,9) = Y ok — yi| V7,5 € R™.

k=1

Man iiberzeugt sich durch Nachrechnen sehr einfach von der Giiltigkeit der Relationen
d*(z,§) < 4,y < Vnd(@.y) Vi,jeR", (2.1)

d(z,g) < d(Z,9) < nd'(Z,9) Vi,jeR" (2.2)

Das Beispiel belegt, dass eine Menge M auch mehrere verschiedene Metriken tragen kann.
Man definiert jedoch:

Definition 13.5 Zwei Metriken d;(-,-) und do(-,-) auf derselben Menge M heiffen dquiva-
lent, wenn es Zahlen o, 8 > 0 gibt mit

ady(z,y) < dy(z,y) < Bdy(z,y) V o,y € M. (2.3)

In diesem Sinne sind die obigen Metriken (D3), (D4) und (D5) auf dem Vektorraum M := R"
paarweise dquivalent, wie man aus den Ungleichungen (2.1) und (2.2) ersieht.

‘BSP. (13.2.2)‘ Auf dem Funktionenraum M := C([a,b];R"™) der iiber dem abgeschlossenen

Intervall [a,b] C R stetigen vektorwertigen Funktionen Z(t),#(t),... sind in der folgenden Weise
Metriken erklért:

(D6) A(F.) 1= e 1) — G(0)] ¥ 5.7 € M.
b

(D7) a(@q) = [ 150 - g0l de v .5 e M.
a

Zwar gilt stets d*(Z,y) < (b — a)d(Z,7), aber eine Ungleichung in der Form d(Z,¥) < cd*(Z,y) mit
einer von &,y € M unabhingigen Konstanten ¢ > 0 gilt im allgemeinen nicht. Deshalb sind die
beiden Metriken d(-,-) und d*(-,-) nicht dquivalent.



Ist M ein metrischer Raum, so heift eine Folge (a,),en € M geméf Definition 3.3 konvergent
zum Grenzwert a € M: 7}1&1{’)10 a, = a, wenn gilt:

VEEeNINER : d(ay,a) <10F ¥Vn>N. (2.4)

Bemerkung 13.1 (a) Sind auf der Menge M #quivalente Metriken vorgelegt, so hingt der
Konvergenzbegriff nicht von der speziellen Wahl der Metrik ab. Dies folgt aus (2.3) und (2.4).

(b) Die Aussage (a) ist im allgemeinen falsch, wenn Metriken nicht dquivalent sind. Wir
belegen diese Aussage durch das folgende a

‘BSP. (13.2.3) ‘ Der Funktionenraum M := C([0,1]) der iiber [0, 1] stetigen Funktionen sei mit

den zwei Metriken (D6) und (D7) versehen, wobei wir dort n = 1 zu setzen haben. Wir betrachten
in M die Funktion z(¢) := 0 sowie die Folge

Man verifiziert sofort die Konvergenzeigenschaft
1/n 1
&* (@n, ) = /(1 —nt)dt = — =0 (n = o0).
n
0
Das heifit, es gilt nlggo Zn = x in der Metrik d*(-,-). Hingegen gilt nll)rgo Zn # x in der Metrik d(-,-):

d(zp,z) = tren[aa)f] |zn(t) =0 =1 — 1 (n — 00).

4 %) X,(t) &

1

—~V

1/n 1 -1 1/n 1

Die Funktion z,(t) aus BSP. (13.2.3) Die Funktion z,(t) aus BSP. (13.2.4)

Die Konvergenzbedingung (2.4) setzt die Kenntnis des Grenzwertes a € M voraus. Dieses
Faktum ist immer dann von Nachteil, wenn man darauf angewiesen ist, Konvergenz ohne
explizite Kenntnis des Grenzwertes nachpriifen zu miissen. Einen Ausweg aus diesem Dilemma
haben wir fiir Zahlenfolgen in dem Konvergenzkriterium von Caucny (Satz 3.6) aufgezeigt
und dabei den Begriff der Caucuy—Folge geprigt. Gemafl Definition 3.9 heifit eine Folge
(an)nen C M eine Caucuy-Folge, wenn gilt:

VEEeN3INeR : dlay,an) <107% ¥V n,m > N. (2.5)

Jede konvergente Folge (an)nen C M ist eine CaucHY—Folge, denn es gilt unter Verwendung
der Dreiecksungleichung

(M3) (2.4) L
d(an, ) < d(ap,a) +d(a,a,) < 2-107" ¥ n,m > N.



In Satz 3.6 hatten wir gezeigt, dass fiir Zahlenfolgen auch die Umkehrung dieser Aussage gilt:
Jede CaucnHy-Folge in K := R oder K := C konvergiert gegen einen Grenzwert aus K. In
allgemeinen metrischen Ridumen ist diese Aussage falsch, wie das folgende Beispiel belegt.

‘BSP. (13.2.4)‘ Der Funktionenraum M := C([—1,1]) der iiber [—1,1] stetigen Funktionen sei
mit der Metrik (D7) versehen (man setze dort n = 1). Wir betrachten in M die Funktionenfolge

1 . 1<t<0,
zp(t):=¢ 1—nt : 0<t <L n € N.
0 :t>%,

Dann folgt fiir & € N und n > m > 10*

1 1/m 1/n
oo — [ 1on®) — ol — | (L —mtydt— [0ty — L (2 1) <108
&* (£, ) —/1|:1:n(t) Em()] dt = 0/(1 mt) dt 0/(1 ntydi =5 (=~} <107

Also ist (zp)nen C M eine Caucuy—Folge. Setzen wir

so kann wie in BSP. (13.2.3) die Konvergenz nll)rgo Zn = x in der Metrik d*(-,-) gezeigt werden. Da

z(t) aber unstetig ist, gilt ¢ M. Die Caucny-Folge (x,)nen konvergiert nicht in M.

Metrische Rdume M, in denen jede Caucuy-Folge ihren Grenzwert in M annimmt, wurden
durch die Definition 3.10 ausgezeichnet: Es sind die vollstindigen metrischen Rdume.

Definition 13.6 FEin metrischer Raum M heiffe vollstindig genau dann, wenn jede CAUCHY -
Folge (ap)nen C M ihren Grenzwert a in M annimmid.

Die Vollstindigkeit von M bleibt bei Ubergang zu dquivalenten Metriken stets erhalten.

‘BSP. (13.2.5) ‘ Beispiele vollstdndiger metrischer Rdume sind

e der Korper R der reellen Zahlen mit der Metrik (D1); dies folgt aus Satz 3.6
e der Korper C der komplexen Zahlen mit der Metrik (D2); dies folgt ebenfalls aus Satz 3.6
e der Vektorraum R" mit jeder der Metriken (D3), (D4) oder (D5)

e der Funktionenraum C([a, b]; R"™) mit der Metrik (D6), nicht aber mit der Metrik (D7). Die
Konvergenz in der Metrik (D6) ist im Falle n = 1 genau die gleichméflige Konvergenz von
Funktionenfolgen auf dem Intervall [a,b], man vgl. Definition 9.4. Die Vollstindigkeit erhélt
man nun aus Satz 9.4

e der Funktionenraum L(a,b) der iiber dem (nicht notwendig beschrinkten) Intervall (a,b)
LEBESGUE-integrierbaren Funktionen mit der Metrik (D7) (n = 1). Das dortige Integral ist
als LEBEsGUE—Integral zu interpretieren. Eine Begriindung fiir die Vollsténdigkeit kénnen wir
hier nicht geben.

Stetigkeit in metrischen Radumen
Es seien zwei metrische Rdume (M, d;) und (M,,dy) gegeben sowie eine Abbildung T €
Abb (My, M,). Insbesondere kénnen M; = My =: M und dy = dy := d gelten. Ist T : D(T) —
K mit D(T) C R eine skalarwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen, so sind sicher
M, := D(T) und M, := K zwei solche metrische Rdume. Die in Abschnitt 6.5 getroffene
Stetigkeitsdefinition 6.17 iibertragen wir nun auf den hier vorliegenden allgemeinen Fall.



Definition 13.7 FEine Abbildung T € Abb (M, M) heifie stetig im Punkte xq € M;, wenn
fir jede Folge (x,)nen C My mit nlg& T, = To gilt:

lim Tz, = Tx. (2.6)

n—o0

Ist T in jedem Punkte zq € M; stetig, so heifle T stetig (auf My).

In Satz 6.8 wurde fiir T € Abb (R, K) die Aquivalenz der obigen Definition mit der ¢ — §—
Definition der Stetigkeit gezeigt. Diese gilt auch im allgemeinen Fall uneingeschrankt:

Satz 13.1 (e — —Definition der Stetigkeit)
FEine Abbildung T € Abb (M, Ms) ist genau dann im Punkt xy € M, stetig, wenn gilt:

Ve>03d=0(e,x9) >0 : do(Tx,Txp) <€ Yo € My mit 0<dy(z,zy) <9. (2.7)

Begrindung: (a) Gelte zunichst die Relation (2.7). Man wéhle zu € > 0 ein 0 = (€, z9) geméaf
der Vorschrift (2.7), wobei ohne Einschrinkung ¢ < 1 angenommen werden darf. Zu jeder Folge
(Zn)nen C My \ {zo} mit le T, = zp existieren nun Zahlen k, N € N mit

n o0

0 < di(zn,x0) <d<107F V> N.

Gemif (2.7) muss dann do(T'zy,, Txo) < € Vn > N gelten und somit auch nll)nolo Tz, = Txy.
(b) Gelte nun die Relation (2.6). Wire (2.7) nicht erfiillt, so hitten wir im Gegenteil

1
deg >0VEkeN : dQ(T(IIk,TZE()) > ¢p fiir ein 2, € My mit 0 < dl((L‘k,xo) < %
Es wire somit (x)ren C M7\ {zo} eine konvergente Folge mit Grenzwert x¢, aber mit da(Tzg, Txzo)
> €9 > 0, was im Widerspruch zur Konvergenzbedingung (2.6) steht. ad

Der Bedingung (2.7) entnehmen wir, dass der allgemeinen Stetigkeitsdefinition wiederum das Prinzip
der Abstandsmessung durch eine Metrik zugrunde liegt. Bei den Funktionen f € Abb (R, K) wurden
die Metriken (D1) und (D2) verwendet. Es ist nun klar, dass diejenigen Begriffe, in denen es nur auf
Abstandsmessungen ankommt, sofort von dem skalaren Fall f € Abb (R, K) auf den allgemeinen Fall
T € Abb (M, M) iibertragen werden konnen. Dazu miissen nur die Metriken in R und K durch
die entsprechenden Metriken in M; und M; ersetzt werden. Insbesondere iibertragen sich somit
Begriffe wie gleichmiflige Stetigkeit, (gleichméfige) LipscHiTz—Stetigkeit, Kontraktion, usw. sowie
alle daraus abgeleiteten Eigenschaften. Als eine der bedeutendsten Verallgemeinerungen in dieser
Richtung gilt das folgende Pendant zum Fixpunktsatz 6.25.

Satz 13.2 (Banacuscher Fixpunktsatz)
Sei M ein vollstandiger metrischer Raum mit einer Metrik d(-,-). Ist die Abbildung T : M —
M kontrahierend:

dq€10,1) : d(Tx,Ty) < qd(z,y) Yx,y € M, (2.8)

so hat T in M genau einen Fixpunkt x = Tx € M. Dieser ist der Grenzwert der Folge der
Iterationen

Tpi1:=Tx,, n €Ny, wz9€ M beliebig, (2.9)




und es gelten fir alle n € N die Fehlerabschditzungen (FA):

n
d(zq,x0) : a—priori FA,
l—gq
d(z,z,) < ¢ (2.10)
l—q

d(xp,xn_1) : a—posteriori FA,

mit der Kontraktionskonstanten q aus (2.8).

Eine Begriindung erhilt man durch wortliche Ubertragung des Beweises von Satz 6.25, wenn man
dort das Intervall [a,b] durch den metrischen Raum M und die Metrik (D1) durch d(-,-) ersetzt.

Als Anwendung des BaNacHschen Fixpunktsatzes betrachten wir fiir feste reelle Zahlen a < b den
Streifen My := [a,b] x R" € R™"!, den wir mit der Metrik (D3) versehen. Wir betrachten ferner f €
Abb (M1,R"™), also eine Vektorfunktion von n + 1 reellen Verdnderlichen f = fq(t,i’), t € [a,b], ¥ €
R™. Nach den obigen Ausfithrungen ist ein Stetigkeitsbegriff fiir f# wohldefiniert. Weiterhin sind
Komposita stetiger Funktionen wieder stetige Funktionen. Das heift, ist Z : [a,b] — R™ stetig, so
folgt aus der Stetigkeit von f auch die Stetigkeit der Abbildung

f(af()) : [aa b] — R".
Somit wird der folgende Satz sinnvoll.

Satz 13.3 Der Funktionenraum M := C([a,b]; R™) sei mit der Metrik (D6) versehen. Gegeben seien
ferner ein @ € M und eine stetige Vektorfunktion f : [a, )] xR™ — R", die einer LipscHITZ—Bedingung

— —

AL>0: [If(6,2) = fGOI S LIZ—g| Vi€ [a,b] VI,§eR" (2.11)

gentigt. Dann wird durch die Vorschrift

(TZ)() = a(t) + | fls,2(s))ds, #e€M, t€la,b], (2.12)

eine Abbildung T : M — M erkldrt, die fiir jedes Teilintervall [ty,t1] C [a,b] mit der Lingenbe-
schrankung L(ty — tg) < 1 kontrahierend ist.

Begriindung: Auf Grund der Vorbemerkung ist T'Z stetig. Das heifit, T bildet den metrischen Raum
M in sich ab. Um die Kontraktionseigenschaft zu zeigen, seien Z,§ € M und ¢ € [tg, 1] fixiert:

t

Ira® - Trpol = | /t:(f?s,f(s))—”(s,y*(s»)dsHs ||| Ftss s ~ Fs, s | as

to
(2.11) t t
< L[ 2(s) = g(s)llds < Ld(Z,5) | ds = L(t1 —to) d(Z, 7).
to to
Demnach hat 7" auf dem Intervall [ty, 1] die Kontraktionskonstante q := L(t; — t9) < 1. O

Der Banachsche Fixpunktsatz 13.2 trifft also auf die Abbildung T : C([a, b]; R") — C([a, b]; R™) aus
(2.12) zu, sofern die einschrinkende Bedingung L(b — a) < 1 erfiillt ist. Wir befreien uns von dieser
unerwiinschten Langenbeschrinkung des Intervalls [a, b] durch einen einfachen Trick.

Trick mit der gewichteten Metrik




Anstelle der Metrik (D6) erkliren wir auf dem Funktionenraum M := C([a,b]; R") die ge-
wichtete Metrik

(D8) 4:(7,9) = max e~ () —0)l, 7€ M.
€la,

Hierin ist r > 0 eine noch zu wihlende Konstante. Es gilt offenbar
d(7,9) < d(#,7) < e’V (, ), T5E M,
so dass die Metriken (D6) und (D8) dquivalent sind.

Satz 13.4 (Existenzsatz von PICARD)

Der Funktionenraum M :=C'([a, b]; R™) sei mit der gewichteten Metrik (D8) versehen. Gegeben
seien ferner ein @ € M und eine stetige Funktion f: la,b] x R — R", die der LiPSCHITZ-
Bedingung (2.11) gendigt. Dann wird durch die Vorschrift

—

@m@y:mw+/f@f@ym e M, telab) (2.13)

eine Abbildung T : M — M erkldirt, die genau einen Fizpunkt ¥ = TZ € M besitzt.

Begriindung: Da M ein vollstandiger metrischer Raum ist, konnen wir den BANacHschen Fixpunktsatz
anwenden, sofern wir die Kontraktionseigenschaft (2.8) fiir T' gezeigt haben. Dazu verfiigen wir in
geeigneter Weise iiber den Parameter r > 0. Zunichst gilt fir alle Z,4 € M und ¢ € [a,b] die
Abschitzung

DR @) — P = e [ (Flo,760) ~ Flo,7060) s

(2.11) t
< L/ e "= |1 F(s) — gi(s)|| ds

< Ld(Z,7) /t e ds = % (1—e ") d,(&,§) < % (1—e™"=%) d,(7,7)
a
Wir koénnen nun > 0 so grofl wihlen, dass die Bedingung
% (1—et-9) =g <1 (2.14)
erfiillt ist. Dann ist T eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten g¢. O

Bemerkung 13.2 Gemif (2.9) kann der Fixpunkt # der Abbildung 7" durch die Iterations-
vorschrift

@H@y:ammn:mn+/ﬂ&@@»@,n:aLz”.

(n&herungsweise) berechnet werden. Man wéhlt dabei zweckméBigerweise den Startwert ()
= w(t). O

‘BSP. (13.2.6)‘ Wir betrachten den skalaren Fall n = 1 und spezifizieren dazu in (2.13) die
Groflen geméif

ft,z) =z, wu(t):=1, a:=0,b>0.



Es ist offenbar L = 1. Der eindeutig bestimmte Fixpunkt 2 € C([a,b]) der Gleichung

z(t) =1+ /x(s)ds
0

ist Losung der Anfangswertaufgabe
z(t) —xz(t) =0, t>0; z(0) =1,

und man verifiziert mit Standardargumenten x(¢) = e!. Hingegen liefert die obige Iterationsvorschrift
die folgenden Néherungen

zo(t) = 1,
t
z1(t) = 14+ [ds=1+1,
0
t
zo(t) = 1+ [(1+s)ds=1+t+ 412,
0
t
z3(t) = 1+f(1+3+%32)d5:1+t+%t2—{—%t3,
0

Offenbar liegt der Folge (z,)n>0 das Bildungsgesetz

_ 1, 1o, = tF
ma(t) = 14t4 5804+ _I;OH, n >0,

zugrunde, und dieses liefert im Limes n — oo ebenfalls die oben behauptete Losung z(t) = e’.

13.3 Eigenschaften stetiger Funktionen f € Abb(R", R)

Der Vektorraum R™ mit der Metrik (D3) ist ein metrischer Raum, und dies trifft in gleicher
Weise fiir jede nichtleere Teilmenge M C R™ zu. Ebenso ist der Kérper R mit der Metrik (D1)
ein metrischer Raum. Demzufolge ist ein Stetigkeitsbegriff fiir Funktionen f € Abb (R" R)
mit D(f) =: M C R" wohldefiniert: f ist gem&f Definition 13.7 genau dann in ¥, € D(f)
stetig, wenn fiir jede Folge (Z,,)nen C D(f) mit Jim T, = ¥ gilt:

lim |£(7,) — f(#)| = 0. (3.1)

n—00

Geméf Satz 13.1 gilt dquivalent

Ve>036=0d(ed) : |f(T)— f(@o) <eVTeD(f)mit0<||7—7l <4 (32

n 1/2
Hierin bezeichnet ||Z]| := ( > |a;j|2) % wieder die euklidische Norm des Vektors & € R", durch
j=1

die die Metrik (D3) nach der Vorschrift d(Z, ) = ||Z — ]| induziert wird. Die Funktion f heif}t
stetig (schlechthin), wenn Stetigkeit in jedem Punkt @y € D(f) vorliegt.



Fiir je zwei stetige Funktionen f,g € Abb(R" R) sind wiederum die folgenden Funktionen auf
D(f) N D(g) stetig:

AMApugVApeR, f-g, / in allen Punkten Z mit g(Z) # 0.
g

In gleicher Weise sind fiir stetige Funktionen f € Abb (R",R), g € Abb (R,R) und i € Abb(R,R")
die folgenden Komposita dort stetig, wo sie definiert sind:
(g0 f)(@) :=g(f(Z),  (foi)t):= f(HE))

Funktionen f(#) mit einer Unbestimmtheitsstelle Zy € D(f) von der Form

bediirfen einer gesonderten Stetigkeitsbetrachtung. Wir erérten in den folgenden Beispielen die auf-
tretenden Probleme.

|BSP. (13.3.1)|  Wir betrachten f € Abb(R?, R) mit

2

f(z,y) = IQL-?—yQ 2 (w,y) # (0,0),

0 2 (z,y) = (0,0).
Nach dem oben Gesagten iiber die Stetigkeit von Komposita ist f sicher in allen Punkten (z,y) #
(0,0) stetig. Im Punkt (zo,yo) := (0,0) erhalten wir

2

Y o o
£(0) = 70,00 = A fal < 1-Jal < \fo? 42 = 3] <€ VO < 1] < 5=
Somit gilt (3.2), das heifit, f ist auch in (0,0) stetig.

|BSP. (13.3.2)|  Wir betrachten f € Abb(R? R) mit
Ty
) _:{ PRl (z,y) # (0,0),
0 : (z,y) = (0,0).

Es seien [a], @, die unten skizzierten Wege, lings deren wir die Limites (z,y) — (0, 0) vollziehen
werden. Es gelten

(0] lim f(2,0) =0 =[b]— lim £(0,),
hingegen aber fiir a # j- 5, 7 =0,1,2,3:
—%ir%f(tcosa,tsina) = — sin2a # 0 = f(0,0).
5

Das heifit, f ist unstetig in (0,0), denn die Relation

—~ DN =

3.1) gilt nicht.

Ya Y,

a
v
< @ ,
X X
Zur Stetigkeit der Funktion f aus Zur Stetigkeit der Funktion f aus

BSP. (13.3.2) in (0,0) BSP. (13.3.3) in (0,0)



Durch dieses Beispiel wird das folgende Unstetigkeitskriterium motiviert: Ergeben sich fiir verschie-
dene Folgen (Z,)nen C D(f) mit nlggo T, = o verschiedene Grenzwerte nlggo f(#,), so ist f sicher

unstetig in Zp € D(f).
|BSP. (13.3.8)| Wir betrachten f € Abb(R? R) mit

Es seien [a], @ die oben skizzierten Wege, lings deren wir die Limites (z,y) — (0,0) vollziehen
werden. Es gilt zunéchst fiir jedes feste « € [0, 27]

@—%l_r)%f(tcosa,tsma) =0,

hingegen aber

@— lim f(y/y,y) = lim l:—l—oo.

y—0+ y—0+ y

Die Funktion f ist wiederum unstetig in (0,0), jedoch geniigt es nicht, Stetigkeit in Zj entlang
strahlenformiger Wege durch den Punkt #j zu iiberpriifen. Insbesondere gilt folgende Feststellung:

Stetigkeit in jeder Variablen einzeln impliziert keinesfalls bereits die Stetigkeit
in allen Variablen zusammen.

Aufler dem Grenzwert (3.1) konnen auch iterierte Grenzwerte gebildet werden.

|BSP. (13.3.4)| Wir betrachten f € Abb(R?, R) mit

z? —y? 4+ 23+ 98
z2 + 12

f(z,y) = ,  (z,y) #(0,0).

Offenbar berechnet man hier

lim (lim f(z.9)) =1, aber lim (lim f(z.y)) = ~1

Diese Beobachtung fiihrt auf ein weiteres Unstetigkeitskriterium:

Hat f(#) in einem Punkt Z; verschiedene iterierte Grenzwerte, so ist f in
Zp stets unstetig. Ist jedoch f stetig in Zg, so sind alle iterierten Grenzwerte
gleich, sofern diese existieren.

‘BSP. (13.3.5) ‘ Weitere Beispiele stetiger Funktionen f € Abb (R",R) sind:

e Die konstante Funktion f(Z) := const, & € R".

e Die affine Funktion f(7) := (@,Z) +b, # € R", mit festem Vektor 0 # @ € R" und
fester Zahl b € R. Die Aquipotentialflichen f(Z) = h dieser Funktion sind offensichtlich die
Hyperebenen H : (d,#) = « := h — b. Diese haben die Normalenrichtung @ und den Abstand
d(H,0) = |a|/||@|| vom Ursprung.

e Die quadratische Funktion f(Z) := £ A% = (£, AZ), ¥ € R", mit symmetrischer Matrix

A= AT ¢ R, Zum Beispiel fiir n = 2

ain a
A= ( b an ) . flz,y) = anz® + 2a27y + any®,  (7,y) € R
ayz a2

Hier sind die Aquipotentialflichen offenbar Kegelschnitte. Im Fall n = 3 sind die Aquipotenti-
alflichen die in Abschnitt 11.6 diskutierten Quadriken.



e Die homogenen Polynome vom Grade k. Man vergegenwértige sich zunfchst, dass ein n—
dimensionaler Multiindex p ein geordnetes n—Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen ist: p :=
(p1,p2,---,pn) € Nj. Wir werden im néchsten Abschnitt, Definition 13.12, detaillierter auf
Multiindizes eingehen. Die Ordnung |p| von p = (p1, p2, ..., pp) ist definiert durch

n
ol =" pj-
7j=1

In diesem Sinne ist nun ein homogenes Polynom vom Grade k£ in den Variablen ¥ =

(z1,x9,...,%,) eine Funktion
f(@) = Z Api poeepn T TH - TP =t Z a,’, ¥ €R".
lol=k lp|=k

Zum Beispiel ist f(xz,y, z) := 42223 4+ 3xy%2% — 2y*z ein homogenes Polynom vom Grade 5 in
den Variablen (z,y, z). Offenbar gilt fiir homogene Polynome f(Z) vom Grade k die Relation

FOZ) =X f(¥) VAER VieR™ (3.3)

e Die Polynome vom Grade m:

m

f(@) = Z Z Ui popn TN TH - T = Z a, 2, ¥ = (r1,22,...,2,) € R".
k=0 |p|=k lo|<m

Das sind gerade die Summen von homogenen Polynomen k—ten Grades mit 0 < k < m. Zum
Beispiel ist f(z,y, z) := 42223 + 3zy%2% + 22 + y — 2 — 7 ein Polynom vom Grade 5.
e Die rationalen Funktionen:
f(&)
9()’

worin f und g Polynome vom Grade m; bzw. m, sind.

R(%) := 7€ R" und ¢(%) #0,

Héngen Eigenschaften stetiger Funktionen f € Abb(R,R) in einer reellen Veréinderlichen
nur von einer Abstandsmessung ab, so konnen solche Eigenschaften unmittelbar auf den
allgemeinen Fall einer stetigen Funktion f € Abb(R™ R) iibertragen werden. Ein solches
Beispiel ist der Satz 6.17 {iber die Erhaltung von Ungleichungen:

Satz 13.5 Es sei f € Abb (R", R) eine im Punkte ¥y € D(f) stetige Funktion, und es gelte
f(Zy) > g € R. Dann folgt

3650 f(7)>gVTeD(f) mit 0<||7— | <. (3.4)

FEine analoge Aussage gilt natirlich auch in der Form f(Z) < g.

Wir sehen, dass auf der Bildmenge von f € Abb(R™, R) Ungleichungsrelationen uneingeschrinkt
verwendet werden diirfen, nicht aber auf dem Definitionsbereich D(f) C R"™. Der Vektorraum
R™ n > 1, ist ja kein Korper, und insbesondere nicht geordnet. Deshalb kann der Begriff der mo-
notonen Funktionen aus Abschnitt 6.7 nicht auf den allgemeinen Fall f € Abb (R",R) iibertragen
werden. Probleme mit dem Prinzip der Ubertragung von Eigenschaften aus dem Eindimensionalen
auf f € Abb(R",R) miissen auch dort auftreten, wo der Auswahlsatz von BoLZANO—WEIERSTRASS
verwendet wurde. Als Beispiel nennen wir den Satz 6.15 iiber die Beschrénktheit einer stetigen Funk-
tion. Dort hatten wir die Tatsache benutzt, dass jede (unendliche) beschrinkte Folge mindestens
einen Haufungspunkt besitzt — eine Aussage des Satzes von BoLZANO—WEIERSTRASS. Im Vektorraum
R"™ schaffen wir eine vergleichbare Situation durch Einfithrung eines neuen Begriffes:



Definition 13.8 FEine Teilmenge K C R™ heiffe kompakt, wenn jede unendliche Folge
(Zn)nen C K mindestens einen Haufungspunkt ¥y € K besitzt.

Nun gilt die wortliche Ubertragung des Satzes 6.15.

Satz 13.6 Es sei f € Abb (R™, R) eine auf der kompakten Teilmenge K C R™ stetige Funk-
tion. Dann ist f beschrinkt:

AM>0: |[f(X) <M ViekK. (3.5)

Da also das Bild f(K) C R einer kompakten Teilmenge K C R™ unter einer stetigen Funk-
tion f beschriankt ist, gilt das Supremumsprinzip: Es existieren sup f(K) und inf f(K). In
Analogie zu Satz 6.16 erhalten wir deshalb:

Satz 13.7 (Extremalsatz)
Gegeben sei eine stetige Funktion f : K — R dber einer kompakten Teilmenge K C R™. Dann

nimmt die Funktion f das Maximum und das Minimum ihrer Funktionswerte jeweils in einem
Punkt der Menge K an:

17,7 € K : f(#,)=min f(Z), [f(&)=max f(Z). (3.6)

TeEK TeK

Demgemap gilt f(7,) < f(Z) < f(@*) VIeK.

‘BSP. (13.3.6)‘ Wir betrachten bei festem 0 < R; < Ry die Menge K := {(r,y) € R? : R; <
Vz? + 3% < Ry}, und darauf die Funktion

f(m,y) = ((I,‘,y) € K.

x
z? 4+ y?’
In ebenen Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢ resultiert die Darstellung

1
f(r,p) = f(rcosp,rsing) = - Cos ¢, r € [R1, Ra], ¢ €]0,2n],

und somit

1 1
< <
7 < flre) < R

wobei Minimum —RLI und Maximum R% in den Punkten (74, p.) := (Ry,m) baw. (r*,¢*) := (Ry,0)
angenommen werden. Beide Punkte liegen auf dem inneren Kreisrand r = R; des Kreisrings K.
Entfernt man diesen Rand, das heiBt, betrachtet man K := {(z,y) € R? : R; < /22 + 42 < Ry},
so nimmt f weder Maximum noch Minimum auf K an: Satz 13.7 trifft nicht mehr zu. Da aber f auf
K stetig ist, darf die Menge K nicht mehr kompakt sein!

Das obige Beispiel wirft die Frage auf, welches genau die kompakten Teilmengen von R” sind.
Zur Kliarung dieser Frage fithren wir Begriffe ein, die in allgemeinen metrischen Rdumen M
die Begriffe offenes Intervall, abgeschlossenes Intervall, Randpunkt ersetzen.

Definition 13.9 Es sei M ein metrischer Raum mit einer Metrik d(-,-), und es sei x € M
fest.

(a) Die Menge

B(z):={ye M : d(z,y) <e}, €>0,




heiffe offene e—Kugel um den Punkt x, und entsprechend heifle

B(x) ={ye M :d(x,y)<e}, €>0,

abgeschlossene e—Kugel um den Punkt x.
(b) Es heiffe x € M

e cin innerer Punkt einer Teilmenge Q2 C M, wenn Q eine offene e-Kugel B (x) C §
um den Punkt x enthdlt. In diesem Fall heiffe Q0 eine Umgebung von x,

e cin duferer Punkt von 2 C M, wenn x innerer Punkt der Komplementdrmenge M \ §2
15t,

e cin Randpunkt von Q C M, wenn fir jedes € > 0 sowohl Be(x) ¢ Q als auch B.(x) ¢
M\ Q gelten.

Die Menge

Q°:={x € M : x ist innerer Punkt von Q}

heiffe offener Kern oder Inneres von (); die Menge

0Q :={x € M : x ist Randpunkt von Q}

heiffe der Rand von §2; schlieflich heiffe die Menge

Q:=00UQ

die abgeschlossene Hiille von €2.

(c) Eine Teilmenge Q@ C M heifle offen, wenn Q = Q° gilt. Gilt Q = Q, so heiffe Q abge-
schlossen.

(d) Eine Teilmenge Q@ C M heifle beschrénkt, wenn es Elemente R > 0 und xy € M gibt mit
QC BR(IL'O).

Randpunkt

Rand 0Q o
innerer Punkt ¥\ auRerer
Punkt

Randpunkt, duflerer Punkt,

Offene und abgeschlossene e~ Kugeln .
innerer Punkt

Bemerkung 13.3 (a) Randpunkte einer Teilmenge {2 C M miissen nicht zu Q gehoren.



(b) Ist M :=R", so kann als Metrik die euklidische Metrik (D3) verwendet werden:

1/2

(@, §) =7 -7 = (3 lz; — yP)
7j=1

(c) Samtliche Begriffe aus der Definition 13.9 sind invariant gegeniiber Wechsel zu fquivalenten
Metriken: Ist zum Beispiel eine Menge 2 offen in der einen Metrik, so ist sie offen in jeder
dazu dquivalenten Metrik.

(d) In metrischen Rdumen M wird der Begriff der Kompaktheit einer Teilmenge K C M
in gleicher Weise erklirt wie in M := R™: Genau dann ist K kompakt, wenn jede M -Folge
(Zn)nen C K mindestens einen Hiufungspunkt zy € K hat. O

Es gilt jetzt:

Satz 13.8 Es seien M ein metrischer Raum mit einer Metrik d(-,-) und K C M eine kom-
pakte Teilmenge. Dann ist K abgeschlossen und beschrinkt.

Begriindung: (a) Wire K nicht abgeschlossen, so géibe es einen Punkt 2y € K mit zo ¢ K, und
dazu eine Folge (zp)nen C K mit nlggo Zn = xo. Da x einziger Hiufungspunkt der Folge (z,)nen

ist, ergibe sich ein Widerspruch zur Kompaktheit von K.

(b) Wére K unbeschrinkt, so gébe es in jeder Kugel Bj(z¢), j € N, zg € K fest, einen Punkt z; € K
mit j — 1 < d(zj,29) < j. Die Folge (z)jcn kann aber keine konvergente Teilfolge besitzen, also
auch keinen Haufungspunkt z € K. a

Liegt der Sonderfall des metrischen Raumes M := R" vor, so gilt sogar die Umkehrung des
obigen Satzes 13.8.

Satz 13.9 (von HEINE-BOREL)
Eine Teilmenge K C R" st genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrinkt ist.

Auf eine Begrindung konnen wir hier nicht eingehen. Dieser Satz liefert die gewiinschte Verallge-
meinerung des Satzes von BoLzANO-WEIERSTRASS, und somit die gesuchte Charakterisierung der
kompakten Teilmengen des R™.

‘BSP. (13.3.7)‘ Die abgeschlossene e-Kugel B.(¢) um einen festen Punkt ¢ € R" ist fiir jedes

e > 0 kompakt. Bezeichnet d(Z,y) wieder die euklidische Metrik (D3) in R”, so ist die Funktion
f(&) :=d(#,Zy), o € R" fest, auf ganz R" stetig. Denn es gilt ja wegen der Dreiecksungleichung

|f(Z1) — f(Z2)] = |d(Z1, To) — d(F2,70)| < d(T1,72) < € VT, T2 mit d(T1,72) <0 :=e.

Folglich ist f auf der kompakten Menge Bc(i) beschrinkt und nimmt dort Maximum und Minimum
der Funktionswerte an.

‘BSP. (13.3.8)‘ Der offene positive Kegel in R” ist die Menge Q := {# € R" : z; >0, j =

1,2,...,n}. Wir betrachten das homogene Polynom vom Grade n — 1
n
9(%) := ZIENEQ T 1Tj41 0 T, 7= (z1,72,...,2,) € R",
j=1
worin vereinbarungsgeméif z := x,1 := 1 gelte. Es folgt nun ¢(Z) > 0 fiir alle Z € Q, und da g

stetig ist, muss auch ﬁ in jedem Punkt Z € ) stetig sein. Fixiert man ein solches Z, so gibt es



wegen der Offenheit von (2 eine abgeschlossene R-Kugel Br(Z) C Q. Diese Kugel ist kompakt. Wir
betrachten auf Br(%) die stetigen Funktionen

n
1/2
A 2 2 2 2 2 — —
h(Z) :== (Zzlzz 25254 zn) , 20 1= Zp41 =1,
=1

wobei wir speziell 7 := (z1y1,Z2Y2,...,Znyn) € R™ bei festem ¥ € R™ und beliebigem § =
(y1,Y2,...,Yn) € R™ annehmen. Da die Funktion
— h(g) — T /=
R(y) = § € Br(%),

l9(@)[1g(P)]’

stetig ist, folgt aus der Kompaktheit von Br (&) die Existenz von

C:= max R(Y).
JEBR(T)
Nach diesen Vorbetrachtungen untersuchen wir die Stetigkeit der Funktion
. S
1@ = (> —)
j=1"7

auf der Menge . (Man vergleiche dazu BSP. (13.1.1) iiber den Gesamtwiderstand einer Parallel-
schaltung von n Widerstinden.) Dazu seien # € Q und Br(#) wie oben angegeben. Es folgt fiir
4 € Br(7):

‘ Z Yi—Tj
. . D1\ L o1y iy
r-r@ = [(X=) - (X)) |-
=1 =1 " P
==
n 2\ 1/2
= 2
< L (T w-al) " = R dG.2)
Zll gzl
< Cd(§,7) < e Vi€ Br(F) mit d(§,7) < 6 = g

Somit ist f: 2 — R stetig.

Stetige Funktionen f : [a,b] — R sind sogar gleichmiBig stetig. Dies wurde in Satz 6.20
gezeigt. Der dort gefilhrte Beweis bleibt fiir Funktionen f € Abb(R™ R) richtig, wenn
D(f) =: K eine kompakte Teilmenge ist.

Satz 13.10 FEine stetige Funktion f : K — R ist auf der kompakten Teilmenge K C R"
sogar gleichmdfsig stetig.

Wir verallgemeinern schlieflich den Zwischenwertsatz 6.19 von BorzANo. Die Aussage dieses
Satzes lautet kurzgefasst, dass eine stetige Funktion f : [a,b] — R das Intervall D(f) := [a, b]
wieder in ein Intervall abbildet. Ist D(f) kein Intervall, so wird diese Aussage falsch.

Wir betrachten zum Beispiel auf D(f) := [—1,1]\ {0} die stetige Funktion f(z) := 1. Die Bildmenge

zerfillt in zwei getrennte Intervalle

F(D(f)) = (=00, 1] U [1, +00).

Das Sperzifische am Intervallbegriff ist die Tatsache, dass alle Punkte zwischen Intervallanfang
und Intervallende zum Intervall gehdren. Diese Eigenschaft konnen wir auch in R™ modellieren:



Zusammenhingende Teilmenge Nicht zusammenhingende Teilmenge

Definition 13.10 FEine Teilmenge Q@ C R™ heifle (weg—)zusammenhiingend, wenn je zwei
ihrer Punkte %oy, %1 € Q0 durch einen stetigen Weg Z(-) : [0, 1] — Q verbunden werden kénnen,
der ganz in Q verliuft: Es gelten Zy = £(0) und &1 = £(1) sowie Z(t) € Q fir alle t € [0, 1].
FEine nichtleere, offene und zusammenhdngende Menge 2 C R™ heiffe ein Gebiet.

Satz 13.11 (Zwischenwertsatz)

Sind Zo, 71 € Q zwei Punkte einer zusammenhingenden Teilmenge €2 C R", und ist eine
stetige Funktion f : Q — R gegeben, so nimmt f jeden Wert des Intervalls zwischen f(Zy)
und f(Z1) mindestens einmal an.

Begrindung: Ist Z(t) mit Z(0) = Zy und Z(1) = Z; sowie Z(t) € Q V t € [0,1] der stetige Weg, der
die Punkte %y, 1 € Q verbindet, so ist die Funktion

h(t) == f(Z(¢)), te][0,1],

eine stetige Funktion, auf die der Satz 6.19 zutrifft: A nimmt jeden Wert des Intervalls zwischen
h(0) = f(#y) und h(1) = f(#) mindestens einmal an. O

‘BSP. (13.3.9)‘ Die Kugelfliche S;(0) := {# € R? : ||#]| = 1} ¢ R? ist kompakt und zusam-

menhiingend. Hat man auf S;(0) eine stetige Temperaturverteilung T'(Z) vorgegeben, so muss es
gemif Satz 13.7 Punkte Z,,Z* € S1(0) mit minimaler bzw. maximaler Temperatur geben. Wegen
Satz 13.11 wird auch jede Zwischentemperatur im Intervall zwischen T'(#,) und 7'(Z*) angenommen.

Aus den Sdtzen 13.7 und 13.11 resultieren einige einfache Folgerungen.

Folgerung 13.1 Es sei f: Q2 — R auf der Teilmenge (2 C R stetig.
(a) Ist Q zusammenhdingend, so ist f(€2) ein Intervall (also selbst zusammenhingend).
(b) Ist Q kompakt, so ist auch f(Q2) kompakt.

(c) Ist Q kompakt und zusammenhingend, so ist f(Q2) ein abgeschlossenes Intervall:

FO) =[F(@), F@)],  f(@) = min f(7), f(7") = max f(7).

zeN e




13.4 Partielle Ableitungen

Da eine Division durch Vektoren im allgemeinen nicht erkldrt ist, kann der Ableitungs-
begriff fiir Funktionen f € Abb(R™ R), n > 1, nicht wie im eindimensionalen Fall als
Grenzwert der Folge der Differenzenquotienten definiert werden. Hingegen kénnen n — 1
der n vorhandenen Variablen ¥ = (z1,2s,...,2,) festgehalten werden, zum Beispiel ¥ =
(a1,...,aj_1,%j,a541,...,0,), und es kann f(Z) =: g(x;) als Funktion der eindimensionalen
Verénderlichen z; aufgefasst werden. Auf diesem Wege gelangt man zur folgenden

Definition 13.11 Gegeben seien eine Funktion f € Abb(R™ R) und ein innerer Punkt
T € D(f). Ezistiert der Grenzwert

of . I
8—%_( ) —,lllgl—(f(ﬁJrhej)—f(ﬁ))a e; := (0, ,0,. t\lé:ll,(), ,0),
j—te Stelle

so heiffe dieser partielle Ableitung von f im Punkte & € D(f) nach der j-ten Komponenten.
Die Funktion f heifle in & € D(f) partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen
g—fj (Z) nach allen Komponenten j = 1,2,...,n existieren. Die Funktion f heifle in D(f)
partiell differenzierbar, wenn f in allen inneren Punkten ¥ € D(f) partiell differenzierbar
15t.

Bemerkung 13.4 (a) Andere Bezeichnungen fiir partielle Ableitungen sind

0 of
w. = — f =0, f =D;f = f;, = —.
(b) Die partielle Ableitung aan]— der Funktion f ist genau die gewohnliche Ableitung der Funk-
tion g(z;) = f(Z) bei ¥ = (a1,...,aj-1,%j, Gjs1, .., An).
z

A

Zur geometrischen Bedeutung der
partiellen Ableitungen

(c) Im Falle n = 2 gilt die folgende geometrische Deutung der partiellen Ableitungen: Die
Schnittkurve der Bildfliche von z = f(x,y) mit der Ebene y = 7, ist der Graph der Funktion
fi(x) == f(x,yo). Nun ist f{(zo) := fz(@o,yo) die Steigung dieser Kurve im Punkte (x, yo),
also tan 7y = f{(xo) = fu(xo, yo). Ganz entsprechend gilt tan 7, = f, (x9, yo), siehe obige Skizze.
a

|BSP. (13.4.1)|  Wir betrachten die Funktion

flx,y) = arctanH%, D(f) := RQ\{(O,y)}.




Da D(f) C R? eine offene Teilmenge ist, ist jeder Punkt (z,y) € D(f) ein innerer Punkt, und es
existieren die partiellen Ableitungen

_ 1 Yy Y . 1 I T
fx(ﬁay)—m(—ﬁ)——ma fy(xay)—l_i_(y/x)QE—wQ_i_yQa z # 0.

Die bekannten Rechenregeln fiir Ableitungen von Funktionen f € Abb(R,R) iibertragen
sich sinngemif auf Funktionen f € Abb (R", R), zum Beispiel

e die Produktregel

_,.9f . 9
(f-9)=g9 ax]&f o,

9
ij

e die Kettenregel: Fiir eine differenzierbare Funktion h € Abb (R, R) gilt

0 - ey O
oz, h(f(F)) = W' (f(Z)) - o1, ().

Diese Regel wurde in BSP. (13.4.1) mit h(t) := arctang ¢ und f(z,y) := £ benutzt.

‘BSP. (13.4.2) ‘ Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas:

— n BT op _ _RT Op _ R
p=nty = v = ThvE ar =NV
N /I oV _ _, RT L |%p oV OoT BT _ |
— 'y or =" N av or op  pv
T=08 - o _ V oT _ p_
" nR op — nR’ oV T nR

Beachte: Die formale Behandlung der partiellen Ableitungen wie gewthnliche Quotienten ist un-
zuléssig! Sonst ergidbe das obige Produkt den Wert 1.

‘BSP. (13.4.3)‘ Wir betrachten die Funktion f(z,y) aus BSP. (13.3.2), ndmlich

f(zy) :={ 352%2 + (m,y) # (0,0),
0 : _

Wie wir bereits gezeigt haben, ist f im Punkt (0,0) unstetig. Hingegen existieren partielle Ablei-
tungen in diesem Punkt:

£0,0) = Jim 1 (F(5,0) ~ £(0,0)) = Jim -0 =0,
£,(0,0) = Jim = (F(0,h) ~ £(0,0)) = Jim 10 =

Beachte: Anders als bei der gewohnlichen Ableitung folgt aus der partiellen Differenzierbarkeit
einer Funktionen f € Abb(R™ R) in einem Punkt #; nicht schon die Stetigkeit von f in
diesem Punkt:

partielle Differenzierbarkeit impliziert keinesfalls Stetigkeit!

Insofern ist der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit unbefriedigend, und wir werden des-
halb im n#chsten Abschnitt 13.5 einen besseren Begriff einfiihren. In diesem Zusammenhang
werden wir auch den folgenden Satz beweisen:



Satz 13.12 Gegeben seien f € Abb (R", R) und ein innerer Punkt o € D(f). Ist die Funk-
tion f in einer Umgebung von Ty partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen
in Ty stetig, so ist auch f in Ty stetig.

‘BSP. (13.4.4)‘ Es sei f(z,y) die Funktion aus dem vorangegangenen BSP. (13.4.3). Dann gilt
fiir (z,y) # (0,0):

z(z® — y?)

2_$2
flo) =P o) = Ty

(2 + y2)2’
Wird nun fiir || # 1 die Gerade y = az betrachtet, so ergeben sich die folgenden Limites lings
dieser Geraden:
a(a? —1) 1—a?

= doo, il_r%fy(x,ax) = lim ———— = +o0,

%1_1% fz(z,ax) = lim 20 z(1 + a?)?

=0 z(1 4 a?)?

wahrend f,(0,0) = 0 = f,(0,0) gelten. Die partiellen Ableitungen in (0, 0) sind unstetig; somit kann
auch keine Stetigkeit von f im Punkte (0,0) erwartet werden.

Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Die partiellen Ableitungen E?_Jj einer Funktion f € Abb (R",R) sind im allgemeinen wieder
Funktionen der Variablen ¥ = (xy, z3, ..., x,), und sie kénnen somit ebenfalls partielle Ablei-
tungen nach den Verdnderlichen x besitzen. Man wird zwangsldufig zum Begriff der zweiten
(und hoheren) partiellen Ableitung einer Funktion f gefiihrt, zum Beispiel

?f .. 0 ,0f ) o ) .
Ox;0xy, (To) = 8—% (a—xk (SU)) gy = a—xj Fur () = fora; (o), Gk =1,2,...,m,
03 f L )
m (7o) = farajmi(T0), usw.

|BSP. (13.4.5)|  Wir hatten in BSP. (13.4.1) bereits die partiellen Ableitungen fo(z,y) = — 2%
und fi(z,y) = ﬁ der Funktion f(z,y) := arctang £, x # 0, betrachtet. Es gilt des weiteren:

2 2

f:vy(xvy) = (y _$)2 :fy:v(xay)'

2xy
fm(%?/) = ( W

—2xy
m, fyy(xay) = (

22 + y2)2’

Die Gleichheit der gemischten partiellen Ableitungen f,, = f,, ist keinesfalls zufillig. Es gilt
ndmlich allgemein:

Satz 13.13 (von H.A. SCHWARZ)
Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R™ R) und ein innerer Punkt ¥y € D(f), in welchem

f stetig partiell differenzierbar sei. Existieren in Xy die zweiten partiellen Ableitungen aaizaka
sowie %gmj, und sind diese stetig in Ty, so gilt stets
o0 f o0 f

Ty) = Tp). 4.1

ax]@xk ( 0) 8xk8x] ( 0) ( )




Begriindung: Da hier nur die beiden Variablen z;, z; auftreten, geniigt es, sich auf den Sonderfall
einer Funktion f(z,y) von zwei Verdnderlichen zu beschrinken. Es sei also Zy = (z,y) € D(f)
ein innerer Punkt, und es sei € > 0 so bestimmt, dass die e-Kugel B(Zy) C D(f) erfillt. Fiir
(h,k) # (0,0) mit Zy + (h, k) € B(Zo) setzen wir

und bestimmen nach dem Mittelwertsatz Zahlen ¥, J2 € (0, 1) mit

u(y +k) —uly) = kuy(y +91k) = k(fy(z + h,y + 01k) — fy(z,y + 01k))

(4.2)
= kh- fyx((II + 192h,y + 791k)
Setzen wir hingegen
’U(ZE) = f(xay + k) - f(xay)a
so konnen wir in gleicher Weise Zahlen #¢3, 94 € (0,1) bestimmen mit
v(z+h)—v(z) = hvy(z+J3h) =h(felz +I3h,y + k) — fulz +I3h,y)) (4.3)

= b fuy (5 + O3h,y + 94K).
Nun ist
wly +k) —uly) = fle+hy+k) = flz,y+ k) = fle+hy)+ flz,y) =ve+h) —v),
so dass aus (4.2) und (4.3) resultieren:
fya(x + 2h,y + 01k) = fou(x + I3h,y + U4k).

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit erhilt man im Limes h, k — 0 die behauptete Gleichheit. O

|BSP. (13.4.6)| Wir betrachten hier die Funktion

x?
f(z,y) ::{ Wyyg : (z,y) #(0,0),
0 : (xay) = (0,0)

Wie in BSP. (13.4.3) zeigt man f,(0,0) =0 = f,(0,0). Aulerhalb des Punktes (0,0) gelten:

2:L‘y3 I2($2 _ y2)

fo(z,y) = ma fy(z,y) = m

Hieraus erschlieflen wir
.1 1

aber ) )

h—0

Das heifit, die Ableitung fy.(0,0) existiert iiberhaupt nicht. Die Schwarzsche Vertauschungsregel
(4.1) gilt hier nicht, da die Voraussetzungen des Satzes 13.13 nicht erfiillt sind.

‘BSP. (13.4.7)‘ Fiir einen festen Vektor 0 # @ € R"™ betrachten wir unter Verwendung des
Standardskalarproduktes (a@, ) die Funktion

f(@) =sin{a, ), Fe€R", d=(ay,a9,...,a,).




Wir bilden die partiellen Ableitungen

[z, (%) = ajcos{d,x),
f:L‘i:L‘]‘ (f) = _aia‘j Sin<67 j’> = fiEjiEi (,’f),
fflriflfjflfk (f) = Taa5af COS<67 f> = fmjl‘il‘k (f) = fﬁvkl‘jmi (f) = fﬁvkﬁvﬂj (f) = fmjl‘kfl?i (f)v

Das heifit, die ScHwaRrzsche Vertauschungsregel gilt unter entsprechenden Stetigkeitsvoraussetzungen
auch fiir héhere Ableitungen.

Multiindizes

Multiindizes waren uns bereits in BSP. (13.3.5) begegnet. Wir formalisieren hier ihre Defini-
tion und erweitern ihren Anwendungsbereich. Denn wie das obige BSP. (13.4.7) zeigt, kann
das Hinschreiben der hoheren Ableitungen einer Funktion von der Schreibtechnik her sehr
aufwendig sein. Die Verwendung von Multiindizes fiihrt zu erheblichen Vereinfachungen.

Definition 13.12 (a) Ein geordnetes n—Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen

p= (plap?a"'apn) GN()L

heifse n—dimensionaler Multiindex. Die Zahlen p; € N heiffen die Komponenten von p.

(b) Die Zahl

ol == Z Pj
7=1

heifie die Ordnung oder Liange des Multiindex p = (p1, pay- -, Pn)-

(c) Ist p ein Multiindex und a eine Zahl (ein Koeffizient oder eine Funktion), so heifle a, eine
mehrfach indizierte Grofle. Ist {a, : |p| = k} eine Familie mehrfach indizierter Grifen,
deren Multiindizes p alle dieselbe Linge k haben, so bedeute

Z a, := Summe aller a, mit Multiindex der Linge k,
lol=k

zum Beispiel fiir n = 3:

Z ap = G200 + Qo20 + Qo2 + A110 + Q101 + Qo11-
lp|=2

Analog setzt man fir festes m € Ny:

S a=3 Y a

lpl<m k=0 |p|=k

(d) Ist p = (p1,p2s---,pn) ein n—-dimensionaler Multiindex, so bezeichne @ fir & = (1, xo,
.., xp) € R™ das Polynom vom Grade |p|

fﬂ = ‘/L‘TI . 1‘52 .. .‘/L‘fln;




zum Beispiel gilt in R? fiir p:=(0,3,2) und & = (z,y,2): 3 =2° - y> - 22 = 9%22.

(e) In R™ bezeichne D; = %, j =1,2,...,n, den partiellen Differentialoperator nach der
j-ten Variablen, zum Beispiel
of of 0% f
Ds;f (%) = =— (¥ D, f(¥) = — (¥ D;D.f(Z) := 7).
Ist p = (p1,p2, ..., pn) €in n—dimensionaler Multiindez, so bezeichne DP den partiellen Dif-

ferentialoperator der Ordnung |p|:

olel
Df .= DD ... D = .
L2 " or Oxh? - Ol

Zum Beispiel gilt in R> mit p := (0,3,2):

= fzzyyy(xﬂyaz)-

Partielle Ableitungen einer Funktion f € Abb(R™ R) haben wir nur in inneren Punkten
von D(f) erklirt. Deshalb wird in der folgenden Definition eine offene Teilmenge 2 C R"
bevorzugt, die nur aus inneren Punkten besteht.

Definition 13.13 FEs seien () C R" eine offene Teilmenge und m € Ny fest. Dann setzt man

cC™Q) = {f: Q=R : Drf:Q — R stetig fir alle Multiindizes p, |p| < m},
C>®(Q) == N C™Q).
mENp

Insbesondere schreibt man C(Q) anstelle von C°(€2).

Bemerkung 13.5 (a) Der Funktionenraum C™(() ist ein Vektorraum iiber dem Korper R
unter der iiblichen punktweisen Addition und der A-Multiplikation.

(b) Fiir Funktionen f € C™() gilt die ScHwARzsche Vertauschungsregel fiir alle partiellen
Ableitungen D?f der Ordnung |p| < m: Es kommt somit auf die Reihenfolge D{' D5* - -+ Dfn
nicht an: O

Dfl---D;’j---D,’;’“---DZ”f(f):Dfl---D,ﬁ’“---ij---Dznf(f), Ip| < m.

Da eine Funktion f € C™(f2) in beliebiger Reihenfolge mehrfach partiell abgeleitet werden kann, ist
die ”Multiplikation” D?D° kommutativ:

DPD7f(Z) = DTDPf(£) ¥ f € C™(Q), |p| + o] <m.

Allgemeiner kann man lineare Differentialoperatoren der Ordnung m betrachten; das sind Aus-
driicke in der Form

Pn(D):= ) ap(¥)D",  Pu(D)f(Z) = ) ap(@)(D*f)(&) V f € C™(Q). (4.4)

lp|<m lp|<m

Einen Sonderfall bilden lineare Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten a,(%) = a, =
const. Fiir sie gelten dhnliche Rechenregeln wie fiir Polynome, zum Beispiel:



e Quadratformeln:
Py(D) := D? —2D1Dy+ D32 = (D1 — D3)%. Angewendet auf f(z,y) := z3y* ergibt P,(D)f(z,v)
= 6ay* — 242293 + 1223y,

e binomische Formeln:

m

(a1D1+a2D2 Z( >a1a2 kaD;n k,
k=0

e LaprLAacE—Operator:

A= D2, Za—{ L)
j=1 =1 9%;

Neben skalaren Differentialoperatoren (4.4) kénnen formal auch vektorielle Differentialoperatoren
betrachtet werden, zum Beispiel

Vi=(Dy,Dy,.... 00", V(@) = (fur (@), fur (@), ., fa, (@) ¥ f € CHQ).

Definition 13.14 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R",R) und ein innerer Punkt Ty €
D(f), in welchem f partiell differenzierbar ist. Dann heifse der Vektor

grad (7o) := (D, f(Zy), Daf (%), - - ., Duf (i) € R (4.5)

der Gradient von f im Punkte Zy. Es gilt 6]”(50) = grad f(%y), und der formale Differen-
tialoperator

V= (Dy,Ds,...,Dy)T

heiffe der Nabla—Operator.

‘BSP. (13.4.8) ‘ Der Gradient von f ist fiir folgende Funktionen zu berechnen

filz,y,z) =z~ arctanH o x #0, f2(Z) :==cos(@, ), d= (ar,a2,...,ay) fest.

Lisung: Man erhélt mit einfacher Rechnung

~y/(a + ) “
2
gad fi(mp,7) = | w5/ +y?) |, grad @) = (—sin@a) - | 7 | = —asin(a, 2.
arctang 4 a.
n

Man rechnet mit dem Nabla—Operator V formal wie mit einem Vektor; es gelten zum Beispiel

n

f = Zaijf fiir jedes feste @ € R",
7=1
n

(V,.V)f = Y. D}f=Af, also (V,V)=A.

v

~

L

(d,




Im Vektorraum R? gilt dariiber hinaus fiir jedes feste @ € R3:

. ér a1 D, a?fz - a3fy
(C_i X V)f =|é€ ax Do | f=| a3fz —arf,
€3 az D3 aify —asfz

Bemerkung 13.6 Die Abhéngigkeit der obigen Definition 13.14 des Gradienten grad f(7)
von der Willkiir der Koordinatenwahl ist untypisch fiir Vektoren in R™. In der formalen Defi-
nition (4.5) erhélt man bei Basis— und Koordinatenwechsel andere partielle Ableitungen. Es
erhebt sich die Frage, ob dadurch auch der Vektor grad f(Z) verdndert wird. Eine Antwort
werden wir in Abschnitt 13.5 geben. O

Man befreit sich durch die folgende Definition von der Willkiir, partielle Ableitungen nur in
Richtung der Standardbasisvektoren zu betrachten:

Definition 13.15 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R",R) und ein innerer Punkt &, €
D(f). Ferner sei h € R", |h|| =1, ein Einheitsvektor. Eristiert der Grenzwert

0 1 - d -
oL () s= tim g (70 + 08) = F(0) = 5 £+ 1)

so heifle % (%y) die Richtungsableitung von f im Punkte Z; in Richtung .

Bemerkung 13.7 (a) Wir werden im n#chsten Abschnitt, Satz 13.14, mit Hilfe des Gradi-
enten eine einfachere Darstellung der Richtungsableitung beweisen, ndmlich

of
oh

(7o) = (grad f (&), h). (4.6)

(b) Im Vektorraum R? gestattet die Richtungsableitung % (Zy) die folgende geometrische
Deutung. Wird die Fliche F der Funktion z = f(z,y) mit der Parallelebene v zur z—Achse
durch den Punkt (zg,yo), die den Vektor h enthélt, zum Schnitt gebracht, so erhélt man eine

Schnittkurve C. Die Richtungsableitung %% (%) ist dann gerade die Steigung dieser Schnitt-
kurve im Punkt (zo, yo): O
0
tan 7 = —]: (Zo)-
h
Zy
7
f(X0,Yo)
)
X Y
h

X

Zur geometrischen Deutung der
Richtungsableitung



‘BSP. (13.4.9) ‘ Ist = €; der j-te Einheitsvektor der Standardbasis, so folgt offenbar

af

(96]'

_or

7o) = 7 ) =1,2,...,n.
(xO) 815] ((I;O)? J 5y 4y » 1

‘BSP. (13.4.10)‘ Es seien in R? die Funktion f(z,y) := 2? + xcosy sowie der Einheitsvektor

h = (hi,h2)T, \/h? + h3 = 1, vorgelegt. Wir berechnen die Richtungsableitung von f in Richtung
h:

% (z,y) = %((:1: + thy)? + (z + thy) cos(y + tha))|;—o

= (2(z + thi)hi + hi cos(y + tha) — (x + thy)ho sin(y + th))|,_,
= 2xhi + hicosy — zhosiny.
Andererseits gelangen wir mit
grad f(z,y) = (2¢ + cosy, —z sin y)T
und mit der Relation (4.6) wesentlich einfacher zum gleichen Resultat:

L (5,1 = (grad f(0,),F) = (20 + cosy)hs — ahysing.

13.5 Differenzierbarkeit, Ableitungen

Die bisherigen Betrachtungen iiber die partiellen Ableitungen einer Funktion f € Abb (R", R)
in einem inneren Punkt 7, € D(f) sind mit dem Begriff der Richtungsableitung in 7, in
Richtung h erschopft. Da in jedem Punkt #; € R" oo-viele Richtungen vorgegeben werden
konnen, ist die Situation vollig unbefriedigend, zumal aus der Richtungsdifferenzierbarkeit
nicht einmal die Stetigkeit der Funktion f im Punkte %y folgt. Wir suchen einen Ableitungs-
begriff, der alle Richtungsableitungen enthélt, und der wie im Falle einer skalaren Funktion

f € Abb (R, R) die Stetigkeit von f in ¥y impliziert. Es sei daran erinnert, dass im skalaren
Fall f € Abb (R, R) die Tangente

T(x) = f(wo) + f'(xo0) - (¥ — o) (5.1)

die einzige Losung des LEiBNiZschen Tangentenproblems ist: Gesucht ist diejenige affine
Funktion T'(x) := ax + b, die den Graphen G(f) in einem Punkte (zo, f(z0)), o € D(f),
mdoglichst gut approzimiert:

R(x; x0)

Tr — X

f(x) =T(x) + R(z;xp) mit — 0 fiir 0 < |z — x9| — 0, (5.2)

man vergleiche Abschnitt 7.1. Unter Verwendung des LANDAU-Symbols O (klein oh) kann
(5.2) auch in der folgenden Form geschrieben werden:

fx) =T(x) + O(|z — xp|) fiir = — x. (5.3)




Auf dem Vektorraum R™ haben alle affinen Funktionen 7'(#) durch einen Punkt (7o, f(%)) €
D(f) x R die Form

T (%) = f(&y) + (d, T — Ty), Te€R" deR"fest. (5.4)

Der Sonderfall n = 1 fiihrt mit a := f'(xo) wieder auf (5.1). Durch diesen Zusammenhang wird
es nahegelegt, den in (5.3) geprigten Ableitungsbegriff des Sonderfalls skalarer Funktionen auf
Funktionen f € Abb (R",R) zu iibertragen:

Definition 13.16 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R™, R) und ein innerer Punkt &, €
D(f). Genau dann heifle f in ¥y differenzierbar, wenn es einen Vektor @ € R™ gibt mit

[(Z) = f(&) + (@, 7 — To) + O(||& — &]|) fir & — . (5.5)

Hierbei bezeichnet |7 — Zy|| = d(¥, %) die euklidische Metrik (D3).

Da %y € D(f) ein innerer Punkt ist, gibt es eine e-Kugel B, (%), die ganz in D(f) liegt. Die Relation
(5.5) macht also fiir alle & € B¢(Zy) einen Sinn.

‘BSP. (13.5.1) ‘ Fiir einen festen Vektor 0 # b € R" betrachten wir f(Z) := sin(b, #), & € R". Wir
zeigen die Differenzierbarkeit der Funktion f in jedem Punkt Zp; € R™. Dazu sei ¥ := Zj +l_i, he R™,
gesetzt. Es gilt nun unter Verwendung des Additionstheorems der Sinus—Funktion:

F(&) = f(Zo + h) = sin(b, o) - cos(b, h) + cos(b, Zy) - sin(b, k). (5.6)

Beachten wir |(b, k)| < ||| |k]| = O(1) fiir b — 0 sowie |sin---| < 1,|cos---| < 1, so folgt aus den
asymptotischen Entwicklungen

sine = € + O(e), cose=1+0(e) fir e—0
zusammen mit (5.6) die Beziehung
F(&) = sin(b, Zo) + (b - cos(b, Zo), ) + O(||k||) fiix h — 0.
Das heifit, die Funktion f ist in Z( differenzierbar, und es gilt @ = b- cos(g, Zo).

In BSP. (13.4.7) hatten wir bereits die Richtungsableitungen der Funktion f in Richtung der Stan-
dardbasisvektoren des Vektorraums R” berechnet: f,. (%) = b; cos(b, ). Hieraus ergibt sich

grad f(Zy) = b - cos(b, Zo) = @,

und dieser Zusammenhang ist nicht zuféllig, wie wir gleich in Satz 13.14 zeigen werden. Er motiviert
auch die folgende Definition.

Definition 13.17 Der in der Beziehung (5.5) auftretende Vektor d heifie der Gradient der
Funktion f im Punkte ¥y € D(f) oder die Ableitung von [ in Zy. Wir verwenden dafir die
bereits eingefiihrte Bezeichnung

@ = grad f(#) = V f(i0).

Der Vektor grad f(#y) € R" ist offenbar vollstéindig bestimmt, wenn seine Komponenten

gradjf(fO) = <gradf(50)7€j>7 ] = 17 27 - 1,

in der Standardbasis €}, €, ..., €, bekannt sind. Eine Berechnungsvorschrift fiir diese Kom-
ponenten geben wir im folgenden Satz an.



Satz 13.14 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R™, R) und ein innerer Punkt %y € D(f).

(a) Ist f in Xy differenzierbar, so existieren die Richtungsableitungen von f im Punkte T
in jeder Richtung h € R™, und es gilt

a 5 5 —
O () = (grad £(3). ). (5.7)
Oh
Speziell fiir h = €; existieren also die partiellen Ableitungen 3%% (%), und es gilt
aof o o . .
£ (Zo) = (grad f(7), €;) = grad, f(¥H), 1<j<n. (5.8)
j

Das heifit, die Ableitung grad f(Zy) hat in der Standardbasis des Vektorraumes R™ die Dar-
stellung

grad f(Zy) = (D1 f(To), Dof (Zo), - .., Duf (%)) (5.9)

(b) Ist die Funktion f im Punkte %y differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.
(

Zo auch differenzierbar.

c) Besitzt f im Punkte &, stetige partielle Ableitungen 3% (%), 7 =1,2,...,m, soist f in

Begriindungen: (a) Es sei h € R™, ||| = 1, ein Einheitsvektor. Wir wiihlen e > 0 so, dass die e-Kugel
Be(Zy) ganz in D(f) liegt. Fiir 0 < |t| < € setzen wir £ := Zy + th in (5.5) ein:

F(Zo +th) — f(Zo) = t (grad f(&), k) + O(|t|) firr ¢ — 0.
Daraus folgt schon (5.7), und der Rest ist ohnehin klar.
(b) Wegen (5.5) haben wir
|f(Z) = f(Zo)| < |lgrad f(Zo)|| |Z — Zo|| + O(||Z — Zo[]) = 0 fir & — Zo,

und somit die Stetigkeit von f in Zy.

(c) Setzen wir ¥ := Zy + h, so konnen wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung (in einer
Verénderlichen) jeweils komponentenweise anwenden: Es existiert eine Zahl ¢ € (0,1) mit

f(zo1 + h1,z02 + ho, ..., zon + hp) — f(zo1, o2 + b2, ..., Ton + hn)

0
= hl—f (2701 + ﬂhl,aiog + hQ, ey TOn + hn)
8ac1

Da f,, nach Voraussetzung in Zy stetig ist, gilt sicher
hifa, (o1 + h1, Toz + ha, ..., Zon + hn) = hifo, (Fo) + O(|R]) fiir h— 0,

und somit
[(Zo + h) = hi fo (Z0) + f(zo1, zo2 + ha, ..., zon + hy) + O(||R]]).

Behandelt man die anderen Variablen in entsprechender Weise, so erhilt man nach n — 1 weiteren
Schritten

f(@o +R) = f(Zo) + D hjfu,(@0) + O(IR]) = f (&) + (grad f(Zo), h) + O([|R])).
j=1

Also ist f in #y differenzierbar. O



Bemerkung 13.8 Die Teile (b) und (c¢) des soeben bewiesenen Satzes liefern die in Satz 13.12
behauptete Stetigkeitsaussage. Gleichzeitig liefert die Aussage (c) ein einfaches Kriterium fiir
die Differenzierbarkeit einer Funktion f in einem Punkte Z,. Mit Hilfe der Relationen (5.7)
und (5.9) kénnen nun alle Ableitungen von f in einfacher Weise berechnet werden. O

n=2 grad f(x,)

Die Aquipotentialflichen der
Funktion f(Z) := In||Z]|

‘BSP (13.5.2) ‘ Es seir:= |7 = ( E || ) fiir # € R™ gesetzt. Wir betrachten die Funktion

f(@) :==1nr, r > 0. Es gilt:

190 3
Al %,r>0.

D;f(z) = L V1<j<m, gradf(:i’)zr

r 0xj r2
Die Richtungsableitung von f in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors h € R ist dann

of
oh

1
2

(7)) = (7o, ).

Beachte: Die Aquipotentialflichen f(#) = ¢ sind die konzentrischen Sphiren r = ||Z|| = e > 0
mit Mittelpunkt 0. Da der Vektor grad f(&) die Richtung Z hat, steht grad f(Z;) senkrecht auf
der Aquipotentialfliche durch den Punkt #y. Dass dies kein Zufall ist, werden wir weiter unten
begriinden. Es gilt ferner . .
(Zo, h) = [|Zo]| cos X (%o, h),

so dass das Skalarprodukt seinen grofiten Wert anmmmt wenn der Vektor 7 in die Richtung von
2o fallt. Mit anderen Worten, die Rlchtungsableltung (mo) in Zy wird am gré8ten, wenn h in die
Richtung des Gradienten grad f (o) fallt.

‘BSP (13.5.3) ‘ Wir betrachten fiir festes 0 # b € R™ die Funktion f(Z) := etb, 7) # e R". Es gilt
hier:

Dif(@) =b;e®® V1<j<n,  gradf(@) =bel?),

Hieraus resultiert die Richtungsableitung in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors heR"

of 57y olBido)
ah( 0) = (b,h)e

Die Aqulpotentlalﬂachen f(Z) = ¢ > 0 sind offenbar die Hyperebenen (b, &) = Inc. Hier steht der
Normalenvektor b senkrecht auf der Hyperebene. Da der Vektor b wieder die Richtung des Gradienten
grad f (%) hat, gilt wie im vorangegangenen Beispiel, dass grad f (%) senkrecht auf der Aqulpotentl—
alfliche von f durch den Punkt #, steht. Ebenso erkennt man, dass die Rlchtungsableltung (mo)

am grofiten wird, wenn h in Richtung des Vektors b und somit in Richtung von grad f (%) fallt.



Satz 13.15 Gegeben seien eine Funktion f € Abb(R™ R) sowie ein innerer Punkt Iy €
D(f). Ist f in &y differenzierbar und gilt grad f(Zy) # 0, so ist im Punkte &, die Richtung
des steilsten Anstiegs von f durch den Vektor grad f(Zy) bestimmit.

Begriindung: Fiir eine beliebige Richtung i € R", ||k = 1, gilt

of

o7 (70) = (grad F(Zo), h) = |lgrad f(Zo)| cos J (grad f (%), k).

Hieraus folgt

. of . .
~llgrad f(Zo) | < =% (7o) < llgrad f(#o)]l
und fiir A := % gilt genan 2L (7p) = [lgrad f(%o)||- O

‘BSP. (13.5.4) ‘ Es seien ein raumliches Temperaturfeld T(z,vy,z) := zz — ? + 1 und dazu ein

Punkt Py mit Ortsvektor & := (—1,—1,1)7 € R? gegeben. Gesucht ist diejenige Richtung h, in
welcher sich die Temperatur am stirksten dndert, wenn man von Py ausgeht. Sodann ist der maximale
Temperaturanstieg in Py zu bestimmen.

Lisung: Gemif Satz 13.15 gilt

5 z 1
- grad T'(Zy) S
h = —— grad T(Zp) = | —2y = 2|,
lerad T(@0)] : .
|
und hiermit
1
- 1 oT
h=— 2 sowie — (Zo) = |lerad T(Z)|| = V6
5l = () = lgrad T(d0)|

fir die maximale Temperaturzunahme.

Der Ableitungsoperator ”"grad” ist den Rechenregeln der gewshnlichen Differentiation un-
terworfen. Er geniigt also der Summen—, Produkt— und Kettenregel, sofern dafiir geeignete
Funktionen vorgelegt sind. Die folgenden Beziehungen kénnen sehr einfach komponentenweise
nachgepriift werden:

Satz 13.16 Gegeben seien Funktionen f,g € Abb(R™ R) sowie ein innerer Punkt &, €
D(f) N D(g). Es seien f und g in Ty differenzierbar. Ferner seien & € Abb(R,R™) und
h € Abb (R, R) differenzierbar in den Punkten ty bzw. f(Zy), und es gelte Z(ty) = Zy. Dann
sind die folgenden Funktionen in Iy bzw. in toy differenzierbar:

)\f+MQV)\,/LER, fga hOf, fof

Es gelten die folgenden

Ableitungsregeln
(a) | grad (A\f + png) (@) = Agrad f(Zy) + pgrad g(Zp) Linearitét
(b) | grad (f - 9)(Zo) = g(Zo) grad f (%) + f (%) grad g(Zo) | Produktregel (5.10)
(c) | grad h(f (7)) = H'(£(Z)) - grad (&) 1 Kettenregel
(d) | 5 F(E(10)) = {arad £(70), 7(t0) 2 Kettenregel




‘BSP. (13.5.5)‘ Eine im Ursprung O des R? angebrachte punktformige elektrische Ladung Q
erzeugt das elektrische Potential

o) = 1,

r:=||Z|| > 0.

Hierin sind @ und ¢ Konstanten. Die durch @) erzeugte elektrische Feldstirke E ist fiir # % 0 wie
folgt erklart:

(5.10(c))

E = —grad () =" —¢/(r) - gradr = @ 7_ @ z

Amer? v Amerd T

Hier ist die Vektorfunktion E ganz offensichtlich eine Funktion von mehreren reellen Verdnderlichen
#: E € Abb (R?,R3).

Definition 13.18 (a) Physikalisch relevante Abbildungen ¢ € Abb(R™,R) heiffen Skalarfelder;
physikalisch relevante Abbildungen E € Abb (R"™,R™), m > 1, heiffen Vektorfelder.

(b) Gibt es zu einem Vektorfeld E ein Skalarfeld ¢ mit

E= —grad ¢,

so heiffe ¢ ein Potential von E.

Die Frage, welche Vektorfelder E ein Potential ¢ besitzen, soll hier nicht erértert werden. Dies ist
ein Thema der Vektoranalysis.

‘BSP. (13.5.6)‘ Es sei f € Abb(R? R) die Funktion f(z,y) := 23 — zy + ¢, und es sei Z €
Abb (R,R?) die Einheitskreislinie #(¢) := (cost,sint)”, t € R. Dann gelten

d
f(#(t)) = cos®t — costsint + sin® ¢, pn f(#(t)) = (3cos?t — sint)(—sint) + (3sin® ¢t — cost) cost.

Unter Verwendung der Ableitungsregel (5.10(d)) gelangt man zum gleichen Resultat:

%f(a‘c’(t)) = (gradf(f),:?(t)>=<l3x2—y]| ,[—sint]>

3y —x cost
#(t)
= (3cos?t —sint)(—sint) + (3sin®t — cost) cost.

Bemerkung 13.9 (a) Unter Verwendung des Nabla-Operators V kénnen die Ableitungsre-
geln (5.10) in der folgenden Weise formalisiert werden:

VAf+pug) = AVf+uVg,
Vif-9) = gVf+fVy,
R dh =
V(hof) = pr V7.
Wegen % = ( ‘%1 h,ij)f folgt noch
]:
o (5, f




(b) Man nennt hiufig den Ausdruck

1) = (grad f(7(0)) 50)

die Wegableitung von f entlang des Weges #(t). Offensichtlich ist die Wegableitung nichts
anderes als die Richtungsableitung von f im Punkte Z(¢) in Richtung #(¢), sofern ||Z(¢)|| =1
angenommen wird. Umgekehrt ist eine Richtungsableitung von f im Punkte 7 in Richtung h
eine spezielle Wegableitung entlang des (geradlinigen) Weges #(t) := % +th. Das Konzept der
Wegableitungen ist jedoch allgemeiner: Zum Beispiel muss eine gekrimmte Fliche F' neben
dem Punkt #, € F keine weiteren Punkte der Geraden Z(t) = #, + th enthalten. Gilt D(f) =
F', so kann in diesem Fall die Richtungsableitung % (Zy) nicht gebildet werden. Hingegen
existieren — unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen — die Wegableitungen der
Funktion f fiir jeden Weg Z(t) € F. O

Wir zeigen nun unter Verwendung dieser Bemerkung;:

Satz 13.17 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R",R) und ein innerer Punkt &y € D(f).
Ist f differenzierbar in Ty, so steht der Vektor grad f () senkrecht auf der Aquipotentialfiiche
von f durch den Punkt Z,.

Begriindung: Die AP der Funktion f durch den Punkt Zy sei implizit durch die Gleichung f(Z) =
cop = const gegeben. Wir betrachten einen beliebigen differenzierbaren Weg #(¢) auf dieser AP mit
Z(to) = #o. Wegen ¢g = f(#(t)) erhalten wir aus (5.10(d)):

0= (@) = (grad (30). E(1).

Der Vektor grad f(Z,) steht also senkrecht auf dem Tangentenvektor Z(ty) und somit senkrecht auf
der AP durch den Punkt Z. |

‘BSP. (13.5.7) ‘ Die Funktion f € Abb (R3 R) sei fiir Konstanten a, b, c > 0 wie folgt definiert:

RO
Die Aquipotentialfliche f(x,y, z) = 0 ist ein Ellipsoid E, und es gilt #y = (29, Y0, 20) € E genau fiir
() () (2 =

Geméf Satz 13.17 ist der Normalenvektor 7i in einem Punkt Zy an die Fliache E gerade der Gradient
grad f(Zo):

fz,y,2) :

o . 2x0 2yg 2z9\T

n = grad f(%y) = (?, 52 0—2)
Die Normale 7 legt genau eine Ebene T'E durch den Punkt #, fest. In dieser Ebene liegen alle
Vektoren senkrecht zu 7, die in Zy angeheftet sind. Insbesondere liegt der Tangentenvektor f(tg)
eines beliebigen differenzierbaren Weges #(t) € E in der Ebene TE, sofern #(tg) = # gilt. Die
Hesse-Normalform von T'FE lautet (grad f(%y),Z — Zp) = 0, wobei natiirlich die Nebenbedingung
f(Zy) = 0 erfiillt sei muss. Dies fiihrt auf die allgemeine Ebenengleichung fiir TE, nimlich

2x9 2y 2z 273 2y2 223

Rttt et et ta T



by

Normale und Tangentialebene in
einem Punkt des Ellipsoids

Wegen der oben erklirten Eigenschaften der Ebene T'E definiert man:

Definition 13.19 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R™, R) und ein innerer Punkt &, €
D(f). Ist f differenzierbar in Ty und gilt grad f(Zy) # 0, so heifle die Hyperebene

TE:= {7 eR" : (grad f(), 7 — 7o) = 0} (5.11)

die Tangentialhyperebene an die Aquipotentialfiiche von f durch den Punkt Zy. In den
Fillen f € Abb(R?* R) und f € Abb (R3 R) spricht man einfacher von der Tangentenge-
rade bzw. der Tangentialebene im Punkte I,.

Ist die Fliche G C R? in der expliziten Darstellung z = f(x,y) gegeben, so ist G die
Aquipotentialfliche der Funktion g(z,y,z2) := f(z,y) — z mit der Gleichung ¢ = 0. Die
Tangentialebene an G in einem Punkt %y := (xg, yo, 20) mit zo := f(20,yo) hat gemif (5.11)
die Form

TE: z— 2= fe(zo, %) (x — 20) + fy(20,90) - (¥ — v0), 20 = [ (%0, Y0).- (5.12)

Demgemiif ist der Normalenvektor 7i | G im Punkte Z, an die AP 0 = g(x,y,2) := f(z,9)—2
der Vektor

fe (0, Y0)
= grad g(%o) = | fy(zo,%) |- (5.13)
-1

‘BSP. (13.5.8) ‘ Gegeben seien die Funktion f € Abb (R?, R) und der Punkt (z9,y0) € D(f) :=
R? gemifl

. (TX
f(@,y) = (a” = 3w) cos(my) + (y = 5)sin (), (w0,0) = (3,5).

Man bestimme die Hesse-Normalform der Tangentialebene an f in (zq, yo).

Lésung: Die durch den Graph G(f) C R? definierte raumliche Fliche G ist die Aquipotentialfiiche

g9(z,y,z) = 0 der Funktion g(z,y, 2) := f(z,y) — 2. Wird zg := f(z0,y0) = [(3,5) = 0 gesetzt, so ist

Zy := (x0, 10, 20) = (3,5,0) ein Punkt dieser AP, und der Normalenvektor 7 der Tangentialebene an
die AP in diesem Punkt &y ist geméf (5.13) der Vektor 7 = (fz(xo,y0), fy(Z0,y0), —1)" mit

) = (2 =By costmy) + T oo (T0), fy(a,1) = —m(a? = 3a)sin(my) + s (2.



Hieraus resultieren f;(3,5) = —3, f,(3,5) = —1, und somit bei richtiger Vorzeichenwahl der Ein-
heitsnormalenvektor

= (3,1,1)".

1
V11
Die gesuchte HNF der Tangentialebene lautet nun

- 5 N 14 ~

(%, 1) = (%o, M) = Vvl d(0,7TE).
Bemerkung 13.10 Offenbar haben Flichen G C R? mit expliziter Darstellung z = f(z, y)
unter hinreichenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen in jedem Flichenpunkt (z, yo, 20) =
Ty € G einen Normalenvektor 7i, da der Vektor grad (f(zo,%o) — 20) nirgends verschwinden
kann. Im allgemeinen sind aber Flichen G C R? als Aquipotentialflichen einer Funktion
g € Abb (R? R) in impliziter Darstellung g(z,vy, z) = c vorgelegt. Die Frage, ob aus dieser
Gleichung eine explizite Darstellung z = f(x,y) gewonnen werden kann, wird uns noch im
Zusammenhang mit dem Problem der impliziten Funktionen beschéftigen. O

13.6 Das vollstindige oder totale Differential

Fiir eine gegebene Funktion f € Abb(R",R), die in einem inneren Punkt 7y € D(f) dif-
ferenzierbar sei, sollen Aussagen iiber die Verinderung der Funktionswerte von f in einer
Umgebung des Punktes % getroffen werden.

Bei skalaren Funktionen f € Abb (R, R) wird hiufig mit den Differentialen % = f'(xy) wie
mit Zahlen des Korpers R gerechnet. Das Differential

df = f'(xo) dx (6.1)

gestattet die folgende geometrische Interpretation. Wird die Tangente 7T'(x) im Punkt zy €
D(f) betrachtet,
T(x) = f(xo) + f,(xo) (x —xy), z€R,

so ist der Tangentenzuwachs bei Anderung von = um den Wert & relativ zu h eine Konstante:

Tx+h)-T(x) _df
h = Flwo) =g
Wir schreiben diese Relation in der folgenden Form:
T(x+h)—T(x)=Adf und h= \dz. (6.2)

Bei Funktionen f € Abb(R" R) gilt als Analogon zur Tangente im Punkte #, die affine
Funktion

T(Z) = f(Zo) + (grad f(Zy), T — Zo),
und in Anlehnung an (6.2) setzen wir

Ndf :=T(Z+ h) — T(Z) = (grad f(Zy), k),  h#0. (6.3)

Um die Konsistenz der Bezeichnungen zu gewéhrleisten, muss der Spezialfall f(Z) 1= z;, j =
1,2,...,n, wiederum auf das Differential df = dz; fithren. Da in diesem Fall grad f(7) =



€; = const gilt, erhalten wir aus dem Ansatz (6.3) die Beziehung Adz; = h;, 1 < j < n, und
somit nach Kiirzung durch A den Ausdruck

df = (grad f(%y),dZ), dT:= (dzy,dzs,...,dz,)" € R™ (6.4)

Definition 13.20 Der durch die Relation (6.4) definierte Ausdruck df heifle das zum Zu-
wachs d7 € R" gehdrende vollstindige oder totale Differential der Funktion f im Punkte
Zy. Es ist ein Map fir die Anderung des Funktionswertes der affinen Funktion T (Z) bei Uber-
gang von einem Punkte ¥ € R™ zum Punkt T + dZ.

Mit dieser Erklirung kann eine Angabe dariiber gemacht werden, wie sich T'(Z) in einer
Umgebung des Punktes &y € D(f) verhilt, wenn wir von &y auf T'(Z) nach Zy + dZ schreiten.
Verwenden wir andererseits die Definition (5.5) der Ableitung von f in &, so resultiert

Af = f(& +d7) — f(#0) = (grad f(Zo), d2) + O(|dT]) fir dF =0,

und somit die Beziehung

Af =df +o(||dz||) fir di — 0.

Das totale Differential df ist eine lineare N#herung fiir die Anderung des Funktionswertes der
Funktion f in einer Umgebung des Punktes #y € D(f). Deshalb wird die Naherung Af = df
fiir Fehlerrechnungen verwendet:

— — " a —
Af = (grad f(Zo), AZ) = % (Zo) - Ax;. (6.5)
j=19%j
Ist also eine abgeleitete GroBe f = f(z1,22,...,2,) gegeben, deren Daten xy, s, ..., z, mit

moglichen Messfehlern Axz; behaftet sind, so ist eine Schranke des Messfehlers an f durch die
Relation (6.5) bestimmt:

T
Af] < z \a—% (7o) |A;|- (6.6)

Man nennt die Groen |Af| und ‘%‘ den absoluten bzw. den relativen Fehler von f. Die

Ausdriicke "o o K
S . .
]Zl‘a—xj(xo)‘mxﬂ und ]2:1‘6—33](%)”7]‘

heiflen Schranken fiir den maximalen absoluten bzw. den maximalen relativen Fehler.

Hiufig treten Funktionen in der speziellen Form f(Z) := ax{'z5?--- 2z auf. Diese haben die fol-

n
gende Schranke fiir den maximalen relativen Fehler:

Af &
< S

Az

Lj

‘ BSP. (13.6.1) ‘ Der Wert der idealen Gaskonstanten R ist aus der Zustandsgleichung eines idealen
Gases der Masse 1 durch Messung von Druck p, Volumen V und Temperatur T zu berechnen. Gemes-

sen werden die Werte pg, Vp, Ty, die aber infolge von Messungenauigkeiten mit Fehlern Ap, AV, AT
behaftet sind:

p=potAp, V=VyxAV, T=T,+AT.



Man finde Schranken fiir den maximalen absoluten bzw. den maximalen relativen Fehler von R.

Lésung: Aus der Zustandsgleichung eines idealen Gases erhalten wir R = f(p,V,T) = V , und somit
gemif (6.5)

\% 1% VoA AV Vo AT
AR~ 2 Ap+ 28 AV—MAT |AR|<‘0P‘+‘p0 |+ 25— |
To To 15
Eine Schranke fiir den maximalen relativen Fehler erhalten wir mit der Spezifikation =1 := p, z9 :=
V,zg: =T, a1 : =1, ag := 1, ag := —1 aus obiger Formel:
<25+ 1 F
< T

‘BSP. (13.6.2) ‘ Die Hintereinanderschaltung zweier Kondensatoren mit den Kapazititen C1, Cs

hat eine Gesamtkapazitéit

1 1y-1 C.C
o= (G = 0
Ci Oy Cy + Cs
Es seien die Werte C; := (200+1)uF und Cs := (300+1.5)uF' vorgegeben. Man bestimme Schranken
fiir die beiden maximalen Fehler von C.

Lésung: Mit den Werten C{ = 200uF, C§ = 300uF, |AC)| = 1uF, |ACs| = 1.5uF erhalten wir aus
(6.5):

(C9)? (C7)? 312 2\2
AC~ ——=—=A ——— A AC| < (=) -1 =) - 1.5|uF =0.6uF.
= v o A0t G o A0 180 [(5) 1+ (5) - vefur =06

Ganz analog folgt fiir den relativen Fehler:

AC G o, CF

1
PR S 1 A
c = CpCY 1 CY) eI Ca,

= 0.5%.

AC 3 2-1.5 )
CIRE. VR

C 2-500  3-500 1000
Schlieflich resultiert aus

CoCg 200300
Co+C3 500
als Ergebnis der Rechnung die Gesamtkapazitit C' = (120 &+ 0.6)uF'.

Co = F = 120uF

13.7 Mittelwertsatz und TAYLORsche Formel

Der TayLoRsche Satz 7.19 fiir Funktionen einer reellen Verdnderlichen f € Abb (R, R) besagt,
dass sich die Funktion f und das Polynom

To(2) =3 — B (@) - (v — w)¥, r € R, (7.1)

in einem inneren Punkt zy € D(f) von der Ordnung m € N beriihren, sofern f in x
stetige Ableitungen bis zur Ordnung m + 1 besitzt. Das heif}t, es gilt in einer Umgebung des
Punktes zy die Gleichung f(z) = T),,(x) + Ry (z;x0), worin R,, das LAGRANGEsche Restglied
bezeichnet:

=y e C=m i —a), DE(01).  (T2)



Der Sonderfall m = 0 fithrt auf den Mittelwertsatz:
f(z) = f(zo) = f'(€) - (x — o), £ =m0+ 0(r —x), Ue(0,1). (7.3)

Nachfolgend zeigen wir, in welcher Weise diese Aussagen auf Funktionen f € Abb(R™ R)
tibertragbar sind. Wir beginnen mit einem Mittelwertsatz (MWS) fiir Funktionen mehrerer
Verédnderlicher.

Satz 13.18 (Mehrdimensionaler MWS)

Gegeben seien ein Gebiet @ C R™ und eine Funktion f € CY(Q)) sowie zwei Punkte &, % €
mit der Eigenschaft: Die Verbindungsstrecke () := &y + V(% — o), ¥ € [0, 1], liegt ganz in
Q. Dann gilt fiir einen Zwischenwert £ = &y + T — Ty), ¥ € (0,1), die Gleichung

—

f(Z) = f(To) = (grad f(£), 7 — o). (7.4)

Begriindung: Wir betrachten die durch g(t) := f(Zo + t(¥ — o)) definierte Funktion g € C*(]0, 1]).
Wegen (7.3) gilt nun fir ein 9 € (0, 1)

Zum Mittelwertsatz 13.18 fiir Skizze zum Beweis von Satz 13.19
Funktionen mehrerer Verinderlicher

Wie bei Funktionen einer reellen Verdnderlichen f € Abb (R, R) kénnen aus dem Mittelwert-
satz Kriterien fiir die Konstanz von Funktionen f € Abb (R™ R) hergeleitet werden.

Satz 13.19 Gegeben seien ein Gebiet Q C R"™ und eine Funktion f € C'(Q). Dann gilt

grad f(#) =0 VZ€Q < f=constinQ. (7.5)

Begriindung: Da die Implikation ” <" trivial ist, beweisen wir nur die Richtung " =". Gelte also
grad f(Z) =0 V Z € Q. Je zwei Punkte Zj, Z € Q kénnen in Q wegen der Gebietseigenschaft durch
einen Polygonzug mit Eckpunkten Zy, #1,..., %, = ¥ stetig verbunden werden. Es gilt wegen (7.4)
auf jeder Kante des Polygonzugs:

F(@)) — f(@j-1) = (grad f(§}),7; — Tj_1) =0, 1<j<k

Also folgt f(Z) = f(#y) = const fir alle Punkte Z € (. O



‘BSP. (13.7.1)‘ Auf dem positiven Quadranten Q := {(x,y) : = >0, y > 0} C R? betrachten
wir die Funktion

f(z,y) := arctany Yy arc tan g E, (x,y) € Q.
z Yy

Man berechnet auf der Menge 2 die partiellen Ableitungen

1 y 11 11 1 Ty
e =T () Trr = MO T s T e )

und somit grad f(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € Q. Aus Satz 13.19 erschlieBen wir deshalb f(z,y) =
const = f(1,1) = 2arctany 1 = 7.

Wird in (7.4) 7 := T + I gesetzt, so ergibt sich im Fall n = 2 als einfachste Verallgemeinerung
der TAYLOR-Formel fiir ein geeignetes o € (0,1) und fiir b := (h, k)T der Ausdruck

f(l‘() + h,yo + k) = f(l‘(),y()) + fx(!L'() + ﬁh,yo + ’l9k) . h + fy(])o + 19]7,, Yo + ’l9k) . k‘

Es lésst sich hier bereits erahnen, dass der schreibtechnische Aufwand sehr grofl wird, wenn
weitere Variable und héhere Ableitungen hinzukommen. Man gewinnt mehr Okonomie in
der Bezeichnungsweise, wenn Multiindizes verwendet werden. Im weiteren Verlauf unserer
Uberlegungen wird es erforderlich sein, die k—fache Ableitung einer Funktion f € C*(Q) in
Richtung eines Vektors h #* 0 zu bilden, worin h € R™ nicht notwendig ein Einheitsvektor ist.

Wir bedienen uns dabei des formalen Differentialoperators (ﬁ, V- E

(h,V - f(&) := (h,grad f(Z Zth = Y hPDrf(7)

lp|=1

fiir den wir das folgende Hilfsresultat herleiten:

Satz 13.20 Gegeben seien ein Gebiet @ C R™ und eine Funktion f € C™(Q). Dann gilt fir jede
Zahl k € Ng mit 0 < k < m:

FY @ = Y <k>ﬁ”D”f(:E), eq. (7.6)

ol=k \P

Hierin ist im Fall |p| = k der Polynomialkoeffizient ( ) gemap folgender Vorschrift zu bilden:

k k!
=—— =k, =(p1,p2, - € Nj.
Begriindung: Wir beweisen die Formel (7.6) fiir ¥ > 1 durch vollstindige Induktion nach der Raum-
dimension n und beginnen mit der

Induktionsverankerung n = 2: Es gilt fiir jedes feste k¥ € N unter Verwendung des binomischen

Lehrsatzes: .

(h,V \¥ = (h Dy + hoDo)* Z( )h]hk ipiphk=i.
7=0

= (’;) sowie

Mit p; := j und py := k — j gelten nun |p| = k und ( = o p2

= Y ’“) 7.7

o=k \P



Vererbung: Es gelte (7.6) nun bereits fiir alle Raumdimensionen
duktionsschluss auf die Raumdimension n und setzen dazu p’
hiDi+-+-+ hp—1D,,—1. Dann folgt aus der Gleichung (7.7)

A

(h,V ) = (S +h,Dp)f = Y H [ S7hi Dfr,
J+pn *kj #Pn

wahrend die Induktionsannahme schon

S] = Z (il>}_i,p,D,p,’ }_i, = (h17h27"'7hn71)7 D’Pl = Dle§2 Dzn 117
lo'|=J
liefert. Setzt man dies ein, so resultiert die behauptete Relation (7.6):

(V= 3 > - j | R R D" D =S <k> hPDP.

Jtpn=k|p'| ]]p piipal--- i o=k \P

n — 1. Wir vollziehen den In-
(p1, 025+ Pn—1) sowie S :=

Nach diesen Vorbetrachtungen sind wir jetzt in der Lage, die TAvyLORsche Formel fiir Funk-

tionen mehrerer Variabler zu beweisen.

Satz 13.21 (von der TavyrLorschen Formel)

Gegeben seien ein Gebiet Q C R"™ und eine Funktion f € C™(Q) sowie zwei Punkte T, Ty €
mit der Eigenschaft: Die Verbindungsstrecke () := &y + V(% — o), ¥ € [0, 1], liegt ganz in

Q. Dann gilt mit h:= % — &, die TAYLOR-Formel

F@) = F(@o) + 30 5, ¥ Vo[ (7o) + R 70),

worin Ry, (Z; %) das LAGRANGEsche Restglied bezeichnet:

NN 1 7 m - T
R, (%5 %) := 1 (h,V " f(# +0h), 0 € (0,1).

(7.8)

(7.9)

Begriindung: Wir betrachten fiir ¢ € [0,1] die Funktion ¢(t) := f(Z + th). Dann ist auf o(t) der

TavLORsche Satz 7.19 anwendbar. Mit den Spezifikationen ¢ := 1 und ¢y := 0 gilt also

m_ (k) (m+1)
e(1) =p(0) + d k!(o) 1% + @(mi 1(;9!), 9 € (0,1).

Unter Verwendung der 2.Kettenregel (5.10(d)) berechnet man nun:

Doty = (grad f(@ -+ 1), 7 = (.V ) f (s + 1B)

Tz et) = (V) (@ +th) = (b, V) f(Zo + th),

d* e e
ﬁ@(t) = (h, V)" f(Zo + th).

Werden hier ¢ = 0 bzw. t = ¢ eingesetzt, so gewinnt man aus der obigen TAYLOR—Formel die

behauptete Form

m 1 - o oL . .
f(&@ +h) = Zk— (h,V ) £ (&) + 7 (B, V )" f (% + 9h).



Sonderfall: Funktionen in 2 Verianderlichen

Fiir Funktionen f = f(z,y) in zwei Verénderlichen hat das TAyLor-Polynom vom Grade
m € N im Entwicklungspunkt (xg, ) gemafl (7.8) die Form

To(z,y) = f(z0,10) + —, h,V -} f(xo, yo).
Jj=1 J:

Dabei ist & € R? der Vektor

ho=(h,k)T mit h:=xz—z9, k:=1y— .

—

Die Koeffizienten (h,V - Y f(z0,10), 1 < j < m, des TAYLOR-Polynoms gestatten nun die
Darstellung

R o 0 2 (3 :
(h, V) f(zo, y0) = (h% + ka ) f(xo,50) =D (i) WK™ DDy f (w0, yo)-

r=0

Wir schreiben diese fiir j = 1, 2, 3 in expliziten Formeln auf:

(h,V - ) f(zo,90) = h fe(zo,v0) + K fy(zo, yo),
(h,V -V f(z0,50) = h? fual(zo,90) + 20k fry (%0, 90) + k2 fyy (z0, Y0),
(h,V Y f(z0,y0) = h® fuwa(x0,90) + 3h2k fray (20, Yo) + 3hK? fuyy (2o, o) + k3 fyyy (%0, v0)-

‘ BSP. (13.7.2) ‘ Man bestimme das TAYLOR-Polynom 3.Grades der Funktion f(z,y) := 23 +zy?+
y? im Entwicklungspunkt (zo,y0) := (1,2).

Lisung: Wir setzen h :=z — 1 und k := y — 2. Es gelten hier

f(@o,y0) = 13,

fa(wo,90) =325 +y5 =7, fy(20,90) = 2zoyo + 3y§ = 16,

foz(20,y0) = 629 = 6, fay(T0,90) = 2yo = 4, fyy(®0,90) = 220 + 6yo = 14,
fzx(T0,90) = 6, fuay(T0,y0) = 0, fayy(20,90) =2, fyyy(w0,90) = 6.

Es resultiert nun aus den obigen Formeln:

(h,V -) f(zo,50) = b falxo,90) + kfy(20,50) = Th + 16k,
(h,V ) f(x0,90) = h? fuu(0,90) + 2hE fuy (20, y0) + k2 fyy (0, y0) = 6h? + 8hk + 14k2,
(7, VY f(z0,90) = B> fuaw(@o,90) + 302K fauy (20, Y0) + 312 fayy (0, y0) + K2 fyyy (20, y0)

= 6h3 + 6hk? + 6K3,

und somit das gesuchte TavyLor-Polynom

1
Ty(w,y) =13+ 5 (7h +16k) + o (6h2 + 8hk + 14k%) + 3 (6h> + 6hk? + 6K°).



Bemerkung 13.11 (a) Unter Verwendung der CaucHYy-ScHWARZ-Ungleichung erhilt man
aus der Darstellung (7.6) die folgende Abschitzung fiir die Koeffizienten des TAyLOR-Poly-
noms:

RV @) = | 2 ( )h"D”f Hl< (X (';>|Dﬂf(f>|2)”2( 5 (’“) )

o=k o=k o=k \P
k 5
< (% <p>|D”f(f)|2)l/2||h||’“-
lo|=k

Dabei haben wir die folgende Identitéit benutzt: Wird in (7.6) an die Stelle des Vektors V f ()
der Vektor h gesetzt, so ergibt sich

.o . AN k\ -
(h, )" = [[R|I** = < )hphp: > ( )th.
o=k \P o=k \P

Mit der obigen Ungleichung kénnen wir nun das LAGRANGE-Restglied (7.9) in der folgenden
Weise abschétzen.

172 ||R

T (7.10)

@< g ( T (")) s obi)
lpl=m+1

Liegt die Vollkugel Br(Zy) noch ganz in dem Gebiet ©, so existiert die Konstante

o= gy s (5 (" iep@r)

(m + 1)! zeBr(@o) p|l=m—+1
und es gilt also die Restgliedabschitzung
| R (%5 70)| < Gl |B]™ ¥ ||R] < R.
Das heif3t, das TAyLOrR-Polynom vom Grade m

m 1 - - .
Tm( Z—hv (0), hI:l_"—.'fO,
i K
approximiert in einer Umgebung des Entwicklungspunktes Zy den Funktionswert f(Z) von
der Ordnung ||h|/™*:
|£(@) = Tu(@)] = O(|RI™*)  fiir [|A]] — 0.

(b) Hat die Funktion f die Regularitéit f € C*°(Q) und gilt lim R,,(%; %) in einer Umgebung
des Entwicklungspunktes 7y, so besitzt f im Punkte &y die TAyLOR-Reihe

@) = 1) + 3 5 6,9 )1 (7.11)

Ganz analog zu Satz 9.12 gilt als hinreichendes Kriterium fiir die Existenz der TAYLOR-Reihe
(7.11) in der Vollkugel Br(%,) die gleichmiBige Beschriinktheit der Ableitungen: O

IM: max (Y <k>|D/’f(f)|2)1/2§M V k€ Ny

ZEBR(Z0) * |y =k \P



‘BSP. (13.7.3)‘ Fiir reelle Zahlen o # 0 # (3 betrachten wir die Funktion f(z,y) := cos(ax) -
sin(fBy). Gesucht ist ihre TaAyLor-Reihe im Entwicklungspunkt (zo,yo) := (0,0).

Lisung: Natiirlich wird man hier nicht die TayLorsche Formel anwenden, sondern das CaucHy—
Produkt von Cosinus— und Sinus—Reihe bilden:

) (2 DM (S COREEH S (e (3
Fen =8 = NE e )= E X @ ee-ae

Dabei ist die absolute Konvergenz fiir alle z,y € R gewéhrleistet.

13.8 Extremwertaufgaben fiir Funktionen in mehreren
Ver dnderlichen

In Abschnitt 7.7 wurde die TAYLOR-Formel dazu verwendet, um Aussagen iiber die Extrem-
werte von Funktionen einer reellen Verdnderlichen f € Abb (R, R) herzuleiten. Es liegt jetzt
nahe, auch im Fall von Funktionen mehrerer Veridnderlicher f € Abb (R™ R) Kriterien fiir
Extremwerte unter Zuhilfenahme der TAyLorR—Formel zu gewinnen.

‘BSP. (13.8.1) ‘ Das Ellipsoid in R? ist implizit durch die Gleichung

g(z,y,2) = (2)24—(%)24- (5)2—1:0, a>0,b>0,c>0,

definiert. Diese Gleichung lisst sich iiber dem Definitionsbereich

D(f)i={(x,y) eR* : 5+ (5)° <1}

explizit nach z auflosen: Man erhélt fiir das obere und das untere Halbellipsoid jeweils eine lokale
Darstellung

2= ) = 21— (G2 +2P), @y eDy),

Offensichtlich sind die Scheitelpunkte (0,0, 4c) Extremalpunkte von f*:
z=fY(z,y) < f(0,0) =c V (z,y) € D(f) = (0,0) ist ein Maximum fiir f¥,
z=f"(z,y) > f7(0,0) = —c V (z,y) € D(f) = (0,0) ist ein Minimum fiir f~.

In den Extremalpunkten liegen die Tangentialebenen an die Flichen z = f*(x,y) parallel zur (z,y)-
Ebene, was aus der Anschauung folgt. Der Normalenvektor 7 der Tangentialebenen fillt also in
Richtung des Standardbasisvektors €,:

ii=| fX0,0) [=-&=| o0
-1

Wir haben somit in den Extremalpunkten der Funktionen f* die Bedingung grad f*(0,0) = 0
vorliegen. Dass dies kein Zufall ist, werden wir im folgenden aufzeigen.

Definition 13.21 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R™ R) und ein Punkt Zy € D(f).
Gibt es zu &y eine offene e-Kugel B.(Zy) derart, dass die Bedingung

f(@) = f(Z) <0 (bzw. >0) V& € Be(Z) N D(f) (8.1)

erfillt ist, so besitze f im Punkte Ty ein relatives Maximum (bzw. ein relatives Minimum).
Man fasst beide Begriffe zusammen zum Begriff des relativen Extremums.



Die Erkenntnis iiber das Verschwinden des Gradienten grad f(%) in Extremalpunkten 7, €
D(f) wird durch folgenden Satz bestitigt:

Satz 13.22 Gegeben seien eine Funktion f € Abb (R™ R) und ein innerer Punkt Zy € D(f).
Ist f in Zy differenzierbar und besitzt die Funktion f dort ein relatives Extremum, so gilt
notwendig grad f(Zy) = 0.

Begriindung: In #, existiert die Richtungsableitung % (Zo) = (grad f (i), h) fiir alle Richtungen

h € R™, ||h| = 1. Liegt die e-Kugel B.(Z;) noch ganz in D(f), so setzen wir & := Zy + th mit [t| < e.
Dann folgt aus der Definition der Ableitung

J(@) — f(#) = t{grad f(#0).h) + O(|t])  fiir £ —0.
Wiire grad f(Zy) # 0, so konnten wir h := grad f(i)/||grad f (Z)|| wihlen und erhielten
f(Z) = f(Zo) = tllgrad f(Zo)l| + O(¢]).

Die rechte Seite hat aber je nach Wahl von ¢t < 0 positive und negative Werte, was der Definition
eines relativen Extremums bei Zy widerspricht. O

|BSP. (13.8.2)| Es sei f € Abb(R?,R) die durch f(z,y) := zy definierte Funktion. (Die Fliche
z = f(x,y) ist ein sogenannter Affensattel.) Ganz offensichtlich gilt

1 -
grad f(£0) = (yo,20)" =0 & (z0,50) = (0,0).
Das heifit, ein relatives Extremum von f kann hochstens bei Zy = 0 liegen. Tatséchlich liefert aber
eine Skizze der Fliche die Einsicht, dass im Punkt 0 kein Extremum liegt, sondern ein Sattelpunkt.
Die Bedingung grad f(Zy) = 0 ist in der Tat nur notwendig, nicht aber hinreichend fiir die Existenz
relativer Extremal

Die Fliche der Funktion f(z,y) := zy

Definition 13.22 Jeder Punkt @y € D(f) einer Funktion f € Abb (R"™ R) mit grad f(Z) =
0 heifie ein kritischer Punkt von f. Jeder kritische Punkt von f, der nicht gleichzeitig ein
relatives Extremum ist, heifle ein Sattelpunkt von f.

‘BSP. (13.8.3)‘ Es sei f € Abb(R2,R) die durch f(z,y) := —2* + 2%y? + 4> + y? definierte
Funktion. Wir berechnen ihre kritischen Punkte.

—42° + 2xy?

[,
=0.
222y + 3y? + 2y

2z (y? — 22?)
= 4,

grad f(z,y) = l (2 + 1+ 1.5y)

Aus der ersten Gleichung resultiert als Losung 2o = 0 und/oder y3 = 223. Setzen wir diese Werte in
die zweite Gleichung ein, so sind die folgenden Fallunterscheidungen zu treffen:



e 1o = 0 liefert die zwei kritischen Punkte

. 10 . |0
xl_ 07 2 = _g’

o o # 0 und yy = +£v2 g liefert vier weitere kritische Punkte, nimlich

S B B B D O ey
-1 -2

Um herauszufinden, welche der kritischen Punkte relative Extrema bzw. Sattelpunkte sind,
untersuchen wir wie bei Funktionen einer Verdnderlichen die zweiten Ableitungen. Dazu
nehmen wir an, f sei in einem kritischen Punkt hinreichend oft differenzierbar. Gelte nun
grad f(Z) = 0 in einem inneren Punkt &, € D(f). Aus dem Satz 13.21 von der TAYLORschen
Formel erhalten wir

f(Fo +h) — (@) = % (h, V- ) f(Zo) + O(||A]|*) i [|2]] — 0. (8.2)
Es gilt hier
(R 9 )2 £ () = 323 hyhiDy Def (30) =: (H ()R, B,
j=1k=1

worin die Matrix H (%) € R™™ wie folgt definiert ist:

H = H(@) = (Hp() = (n2d— (7).

8:vj8xk 0

Fiir Funktionen f € C?%(Q) gilt in jedem Punkt 7 € Q die ScawaRrzsche Vertauschungsregel

H;.(@y) = Hyj(Zo); in diesem Fall ist H eine symmetrische Matrix: H = H”.

Definition 13.23 Fiir eine gegebene Funktion f € C*(Q) heifie die symmetrische Matrix

*f
6xj8xk (l’o))

H = H(#) = (

die HESSE-Matrix von f im Punkte Ty € D(f) = Q.

Wir setzen jetzt

in (8.2) ein. Dann resultiert

L 7 S . > . >
[ (@ +h) = [ (&) = 5 Q(h) +O(||1]*)  fiir ||} = 0. (8.3)
Das heifit, der Ausdruck Q(ﬁ) ist ein Indikator fiir die Existenz eines relativen Extremums in
Zo.
Definition 13.24 Fir eine gegebene symmetrische Matriz A € R™™ heifle die Funktion
@ € Abb (R™",R) mit

Q(h) :== (Ah,h), heR",

die zu A gehorige quadratische Form . Beide Grofien A und @ heiflen



e positiv (negativ) semidefinit < Q(h) >0 (bzw. <0) VheR",
e positiv (negativ) definit <= Q(h) >0 (bzw. <0) V0#heR",
e indefinit :& @ ist nicht semidefinit.

Bemerkung 13.12 Die hier gegebene Definition der positiven Definitheit einer Matrix A €
R (™" ist konsistent mit der bereits friiher formulierten Definition 5.26; man vergleiche auch
Satz 11.13. 0

|BSP. (13.8.4)| Es sei f(z,y) := =y die Funktion aus BSP. (13.8.2). Hier gilt

— fmc(anyO) fﬂﬂ (IIIO,?/O) — 0 1
H(IEO) B [ fmy(x[]ayO) fyZ($0’y0) ] a [ 10 ] ’

und somit

QR) = (H(@)h, ) = { l Zi ] , l Z; ] ) = 2h1hy 2 0.

Der im Punkt Z) := 0 vorhandene Sattelpunkt zeichnet sich offenbar durch eine indefinite HESSE—
Matrix H (%) aus.

Auf Grund der Beziehung (8.3) und der obigen Definition 13.24 erhilt man nun die folgende
Charakterisierung eines kritischen Punktes durch die HEsse-Matrix.

Satz 13.23 Gegeben seien ein Gebiet Q C R" und darauf eine skalare Funktion f € C*().
Es sei ferner Ty € Q ein kritischer Punkt von f und H (%) die zugeordnete HESSE-Matriz von
f in Zy. Dann gelten die folgenden Implikationen:

H(Z%y) ist positiv definit = [ hat in @y ein relatives Minimum,
H(%) ist negativ definit = [ hat in @y ein relatives Maximum,
H(Z%y) ist indefinit = f hat in &, einen Sattelpunkt.

Ist H(Z)) semidefinit oder Null, nicht aber definit, so ist eine Charakterisierung nur mit
Hilfe hioherer Ableitungen mdoglich.

Eine Aussage dariiber, wann eine symmetrische Matrix H = H” € R™" positiv definit
ist, wurde bereits in Satz 11.13 mit Hilfe der Eigenwerte A; der Matrix H getroffen: Eine
symmetrische Matrix ist stets normal, und sie besitzt daher ein vollstindiges System von Ei-
genvektoren v, j = 1,2,...,n, die eine ON-Basis des R" aufspannen. Die Matrix H gestattet
die Spektralzerlegung

H =7 (1, ® 1),
7j=1

und aus dieser Spektralzerlegung resultiert die folgende Darstellung der zu H gehorigen qua-
dratischen Form ;
Qi) = (HE.Fy =X (@, B)P,  FeR™
7j=1

Man liest an dieser Darstellung die folgenden Definitheitseigenschaften direkt ab:

Satz 13.24 FEs sei eine symmetrische Matric H = HT € R™™ yorgelegt. Dann gelten die
folgenden Aquivalenzen:



H ist positiv (negativ) definit & alle Ew \j von H sind positiv (negativ),
H ist positiv (negativ) semidefinit < alle Ew \; von H sind nichtnegativ (nichtpositiv),
H ist indefinit & es treten Bw A\; > 0 und Ew A\, < 0 auf.

|BSP. (13.8.5)| Es sei f(z,y) := —2! + 222 + y* + ¢ die Funktion aus BSP. (13.8.3). Wir

untersuchen die Hesse-Matrix H(Zp) in dem kritischen Punkt &y := (v/2, —2)”. Zunichst bestimmen
wir H(Z) in einem beliebigen Punkt:

H() = [ fra(2,y)  fay(z,y) ] _ [ —1222 + 2y dzy

foy(@,y)  fyy(z,y) dry 222 + 6y + 2
Hieraus resultieren

—16 —8v2 —16—)\ —8vV2
-8vV2 —6 —8v2 —6-—2A\

mit den zwei Eigenwerten AL = —11 ++/153. Da nun Ay > 0 und A_ < 0 gelten, liegt der indefinite
Fall vor: Zj ist ein Sattelpunkt.

H(fo)ZZHZl ] det(H—AId)z‘ = A% 422\ — 32,

Bemerkung 13.13 Es wird wegen der Kompliziertheit davon abgeraten, im unentschiedenen Fall
der semidefiniten Hesse-Matrix H (Z) die Diskussion mit héheren Ableitungen durchzufithren. In
der Regel kann man durch eine Analyse der Umgebung des kritischen Punktes Zy auf direktem Wege
eine Aussage iiber den Charakter von Z treffen. ad

Sonderfall: Funktionen in 2 Verianderlichen

Im praktisch wichtigen Fall einer Funktion f = f(z,y) in zwei Verénderlichen kann das
Definitheitsproblem fiir die HEsse-Matrix H = H (%) ohne Berechnung der Eigenwerte durch
Inspektion der Koeffizienten von H direkt geldst werden. Im Sinne einer Analyse setzen wir

- - L a b
a = fmx(xO)a b:= fmy(xO)a C = fyy(xO)a H = [ b ¢ ] .
Nun gilt
det(H —AId) = (a — A)(c — A) = b* = \? — (a + )\ + ac — b?,

und daraus resultieren A\; - Ay = ac — b* = det H sowie \; + Ay = a + ¢ = Sp (H). Diese
Relationen erméglichen nun die folgende Klassifizierung der HEsse-Matrix H € R*2):

det H<0 & M- -X<0 <& H ist indefinit,

det H=0 < M -X=0 <& H ist semidefinit,
positiv : a > 0,

detH>0 < M-X>0 <& H ist definit, und zwar { .
negativ : a < 0.

Die Umsetzung dieser Klassifizierung in Aussagen iiber den Charakter von kritischen Punkten
fiihrt unmittelbar auf den folgenden

Satz 13.25 Gegeben seien ein Gebiet Q C R? und eine Funktion f € C*(Q). In einem Punkt
Ty € Q gelte f, (o) = 0= f,(Zo). Dann entscheidet das Vorzeichen der Diskriminante

A(Ty) = fau(To) - fyy(Zo) — f2,(Z0)




in der folgenden Weise tiber die Art des kritischen Punktes Ty:

A(y) >0 A() <0 A(Z) =0
fxm(fo) >0 fgm(fo) <0

Minimum | Maximum

Sattelpunkt | keine Aussage

|BSP. (13.8.6)| Es sei f(z,y) := —a' + 222 + y* + 2 die Funktion aus BSP. (13.8.3). Wir
berechnen

A(z,y) = fae(®,y) - fyy(@,y) = foy(x,y) = (—1227 + 2°) (22 + 6y + 2) — 162°y".
Daraus resultieren:
o A(Z):= A(0,0) = 0: Es liegt der unentscheidbare Fall vor.
o A(i) := A(0,—2) = =18 < 0: Der Punkt # ist ein Sattelpunkt von f.

o A(#34) := A( £ %,—1) =4 > 0 und fye(Z34) = —4 < 0: Die Punkte 234 sind relative

Maxima von f.
o A(i56) :== A(£+/2,-2) = =32 < 0: Die Punkte 5 6 sind Sattelpunkte von f.
Im Punkt #; := 0 kann man sich noch iiberlegen, dass wegen
f2,0)=-2"<0Vz#£0, f(0,9)=y*(1+y)>0V0<|y <1

ein Sattelpunkt liegen muss.

13.9 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

In vielen anwendungsorientierten Aufgabenstellungen sind bei der Bestimmung der Extrem-
werte einer Funktion f € Abb (R" R) gewisse Nebenbedingungen zu beachten, durch die
der zur Extremwertbildung zugelassene Bereich D(f) auf eine (meistens abgeschlossene) Teil-
menge G C D(f) eingeschrinkt wird.

‘BSP. (13.9.1) ‘ Es ist die kiirzeste (euklidische) Entfernung des Punktes (a,b,c)” € R? von der
Ebene

G:={feR>?: g(z,y,2) := Az + By + Cz — D = 0}

zu bestimmen. Die Ebene G ist hier eine Aquipotentialfliche der Funktion g. Wir setzen zunichst
# := (a,b,c)’ und bestimmen den (euklidischen) Abstand zu einem beliebigen Punkt # € R?

d*(Z,80) = |7 — @o)|* = (& — a)’ + (y = b)* + (z = ©)” =t f(z,y,2) = f(@).

Nun kann die gestellte Aufgabe folgendermaflen formuliert werden:

7Zu bestimmen ist das Minimum der Funktion f(&) fiir # € R? unter der Nebenbe-
dingung ¢(Z) = 0.

Oder dquivalent: Zu bestimmen ist das Minimum von f(Z) fiir ¥ € G.

Wir werden die Losung dieser Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung im néchsten Beispiel bestim-
men.



Eine allgemeinere Formulierung von Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen lautet:

Gegeben seien ein Gebiet {2 C R"™ und darauf Funktionen f,g : 2 — R.
Zu bestimmen sind die relativen Extrema 7, € €2 der Funktion f unter der
Nebenbedingung ¢(Zy) = 0.

Oder aquivalent: Zu bestimmen sind die relativen Extrema ¥y der Funktion
f : G — R auf der Aquipotentialfliche

G:={ZeQ: g(¥) =0}.

Bemerkung 13.14 Die in Abschnitt 13.8 diskutierten Verfahren zur Extremwertbestimmung
kénnen hier nicht kritiklos auf die soeben formulierte Extremwertaufgabe mit Nebenbedin-
gungen iibertragen werden, da die Aquipotentialfliche G C R™ im allgemeinen nicht offen ist.
Nicht alle Punkte %y € G sind innere Punkte, so dass die Regeln der Differentiation meistens
nicht anwendbar sind. O

‘BSP. (13.9.2) ‘ Die Funktionen f und g seien wie in BSP. (13.9.1) vorgegeben. Die Aquipotenti-

alfliche G der Funktion g mit der Gleichung ¢(Z) = 0 ist eine Ebene, deren Hessesche Normalform
(#,1) = d(0,G) durch die Vorgaben

A
£l B |, d0,G)= £D >0
VETB O | VAT B2 1 C?

n =

festgelegt ist. Die Aquipotentialfliichen der Funktion f hingegen sind konzentrische Sphiiren um den
Mittelpunkt Zo = (a, b, c)’.

Die Aquipotentialflichen
f(&) = const >0

Aus der geometrischen Betrachtung wird ersichtlich, dass die Funktion f auf der Menge G im ge-
meinsamen Beriihrungspunkt #; beider Aquipotentialflichen minimal wird. Unter der Annahme
grad g(#1) # 0 muss also grad f(#1) || grad g(#1) gelten, oder dquivalent

grad f(Z1) = Agrad g(z1).



Mit den analytischen Ausdriicken g(#) = Az + By+Cz— D und f(%) = (z —a)?> + (y — b)? + (2 — ¢)?
resultiert daraus der folgende Satz von Bestimmungsgleichungen fiir den Punkt #:

Fo(@) =2z —a) = Agu(@1) =XA | -A
fy(@1) =20y —b) = Agy(@1) =AB | -B () (9-1)
!
f(Z1)=2(z—¢c) = Ng,(1) =AC | -C
Bildet man die obige Summe, so ergibt sich
(5 —a)A+ @y —b)B+ (z—)C L _(Aa+ Bb+Co—D) £ 2 (424 B2+ C2),

2
und daraus erhélt man den Multiplikator A gemif

A B —D
N = 9 a+ Bb+ Cc

A? 4+ B? 4 C?
Wird dieser in (9.1) eingesetzt, so resultiert
T a A
A Bb+Cc—D 1 ~
Bi=|y|=|b|-fLL2EEe 2 B | = — ({Zo, 1) — d(0,G))7,
. c VA2+ B+ (C? A2+ B2+C%| o ; -

=d'(#0,G)

in Ubereinstimmung mit der aus der Anschauung gewonnenen Loésung.

Wir zeigen nachfolgend, dass das in BSP. (13.9.2) verwendete Verfahren auch fiir allgemeine
Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen Giiltigkeit besitzt.

Satz 13.26 Gegeben seien ein Gebiet Q C R™ und Funktionen f,g € C'(Q). Die Funktion f
besitze in einem Punkt &y € Q ein relatives Extremum unter der Nebenbedingung g(Zo) = 0.
Gilt grad g(Zo) # 0, so gibt es eine Zahl A € R mit

grad f(Zo) = Agrad g(Zo).

Die Zahl X heife LAGRANGE-Multiplikator. Fiir grad g(Z) = 0 hat man keine Aussage.

—

Begriindung: Auf der Aquipotentialfiiiche G := {# € Q : g(#) = 0} wihle man einen beliebigen
Weg # = Z(t) € G so, dass F(0) = F) und ¥ € C* gelten. Hat f in dem vorgegebenen Punkt 7
ein relatives Extremum, so muss auch die Funktion h(t) := f(Z(¢)) bei ¢t = 0 extremal sein. Wegen
h € C! erhalten wir unter Verwendung der 2.Kettenregel

d

0= — h(t)],—o = (grad f(Zo), %(0)).

Also ist der Vektor grad f (%) senkrecht zu allen Wegen in G durch den Punkt Zy. Das heifit, es gilt
grad f(#o) || grad g(#y), oder dquivalent grad f(Zy) = A grad g(Zy). 0

Bemerkung 13.15 (a) Der Satz 13.26 vermittelt lediglich ein notwendiges Kriterium fiir
das Auffinden eines relativen Extremums &, unter der Nebenbedingung ¢g(%y) = 0. Es geniigt,
nur solche Punkte ¥ zu untersuchen, die Losungen des folgenden Gleichungssystems sind:

g(fO) - 07

(9.2)
grad f(Zo) = Agradg(Z).




Das sind n + 1 (nichtlineare) Gleichungen fiir die n + 1 Unbekannten xg;, g2, - - ., Zon, A-
(b) Fiihrt man die Funktion
F(Z,A) = f(Z) — Ag(2)

ein, so ist die folgende Gleichung eine #quivalente Formulierung von (9.2):

grad F(Zy, \) = 0. (9.3)

Hierin ist die Differentiation auch auf die Variable \ zu erstrecken.

(c) Hinreichende Bedingungen wie im Fall der Extremwertaufgaben ohne Nebenbedingungen
sollen hier nicht formuliert werden. O

Das Dreieck aus BSP. (13.9.3)

‘BSP. (13.9.3) ‘ Gegeben sei ein Dreieck ABC mit den Seiten ¢ = AB, a = BC, b= C'A und der
Flache F' > 0. Fiir einen Punkt M im Inneren des Dreiecks seien [, J, K die Fupunkte der Lote von
M auf die Seiten AB, BC bzw. CA. Man berechne das Maximum der Funktion d(z,y, z) := zyz mit
x:=MI,y:=MJ, z:= MK, siehe obige Skizze.

Liosung: Offensichtlich ist z die Hohe des Dreiecks ABM, und ¢ ist seine Grundlinie, so dass sein
Flacheninhalt % cz betrigt. Mit analoger Uberlegung resultiert als Gesamtfliche 2F = cz +ay+bz =
const. Wir setzen nun g(Z) := cx + ay + bz — 2F, so dass die Extremwertaufgabe wie folgt formuliert
werden kann:

d(%) := zyz = Max unter der Nebenbedingung ¢(Z) = 0.

Eine Losung #y € R? muss notwendig ein kritischer Punkt der Funktion F(Z,\) := d(Z) — A g(%)
sein, das heifft, es muss gelten:

Yz — Ac

vy — \a Yz = Acr,
grad F(Z,)\) = V) =0 = ryz = Ay, = cx =ay = bz.
i Tyz = Abz,

cx + ay + bz — 2F

Mit diesem Resultat folgt aus der Nebenbedingung ¢(Z) = 0 die Losung 3cz = 3ay = 3bz = 2F, also

1

2F 2F 2F . 2F | ¢

Tr = —’ = —, z = —’ 1‘0 = —_— =
3c 3a 3b 3 1

b

Offenbar ist Zy das gesuchte Maximum der Funktion d, denn wegen z > 0,y > 0,z > 0 konnen
Minima von d nur fiir x = 0 oder y = 0 oder z = 0 vorliegen.



Die geometrische Interpretation der Losung ist die folgende: Bezeichnen hg, hy, h, die Hohen des
Dreiecks, so ist 2F = ah, = bhy = ch,. Demgeméf gilt

hc ha hb
=, Y= 2=
3 3 3
das heiflt, der gesuchte Punkt M ist der Schnittpunkt der Hhenlinien des Dreiecks.
Hiufig gelingt es, die Nebenbedingung ¢(#) = 0 nach einer der Variablen ¥ = (21, 2y, ..., z,)7
explizit aufzuldsen; zum Beispiel gelte x,, = h(T'), ' := (z1,Z9,...,7,_1)" . Dann kann die
Extremwertaufgabe

f(@) = Extr. unter der Nebenbedingung g(@) =0
auch als Extremwertaufgabe ohne Nebenbedingung fiir die Funktion
F(Z") = f(z1, 29, ..., %0 1,2, = h(Z'))

formuliert werden.

‘BSP. (13.9.4)‘ Es seien d(z,y,2) := zyz und g(z,y,2) := cx + ay + bz — 2F die Funktionen
aus BSP. (13.9.3). Wir 16sen die Gleichung g = 0 nach der Variablen z auf und setzen das Resultat
in die Funktion d ein. Es gilt z = %(QF — cx — ay), und wir haben das Maximum der Funktion
F(z,y) := % (2F — cx — ay) zu bestimmen. Deren kritische Punkte sind die Losungen der beiden
Gleichungen

Fy(z,y) = % (2F —2cx —ay) =0, Fy(z,y) = % (2F — cx — 2ay) = 0.

Die Fille z = 0 und/oder y = 0 liefern d = 0, also nicht das gesuchte Maximum. Somit miissen z,y
Losungen des linearen Gleichungssystems

2cx +ay =2F, cx + 2ay =2F

sein. Dessen eindeutig bestimmte Losung fithrt wiederum auf das bereits bekannte Resultat

_2F  2F  2F
r = g, Yy = g, z = %

Ist die Aquipotentialfliche G := {# € D(f) : g(#) = 0} kompakt, also beschriinkt und
abgeschlossen, so miissen bei stetigem f € Abb (R"”, R) Maximum und Minimum notwendig
auf G angenommen werden. Also ist in diesem Fall die Existenz von Extremwerten (und somit
die Losbarkeit der Extremwertaufgabe) gewéhrleistet.

‘ BSP. (13.9.5) ‘ Es sind die relativen Extrema der Funktion f(z,y) := 22 —y? unter der Nebenbe-

dingung g(z,y) := 22 +y>—1 = 0 zu bestimmen. Die Aquipotentialfliche g = 0 ist hier die Kreislinie
S1(0) vom Radius 1 um den Mittelpunkt 0, also eine kompakte Punktmenge. Da die Gleichung g = 0
nach y? auflésbar ist, kann die Variable y aus der Extremwertaufgabe eliminiert werden:

F(z) := f(z,y* =1—2°%) =222 — 1.

Die Extremwertaufgabe fiir F' ist nun mit den Mitteln der gewohnlichen Differentialrechnung losbar:
Die Bedingung F'(z) = 4z £ 0 fithrt itber z = 0 und y? = 1 auf die beiden Minima f(0,4+1) = —1.
Aus Stetigkeitsgriinden muss f auf der kompakten Menge S} (6) aber auch Maxima haben, die noch
nicht durch die Bedingung F'(z) = 0 erfasst wurden. Wegen z € [—1,1] koénnen diese nur an den
Intervallenden z = +1 liegen. Dort gilt 42 = 0 und somit f(+1,0) = 1.



Extremwertaufgaben mit mehreren Nebenbedingungen: Auf einem Gebiet {2 C R" seien
reelle Funktionen f, g; € C*(Q), 1 < j < m < n, so vorgegeben, dass die Aquipotentialflichen
gj = 0 eine nichtleere Schnittmenge besitzen:

Go:=({ZeQ: g;(®) =0} #0.
7j=1
Dann kann man das folgende Resultat zeigen:

Satz 13.27 Ist ¥y € ) unter der Nebenbedingung ©y € G° ein Extremwert der Funktion f,
und ist das Vektor-System grad g;(Zo), 7 = 1,2,...,m, linear unabhingig, so gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen A\, Ao, ..., \,, derart, dass gilt:

grad f(Zy) = > A;gradg;(i),
j=1 (9.4)
9;(Zo) =0, j=1,2,...,m.

Das System (9.4) liefert n 4+ m (nichtlineare) Bestimmungsgleichungen fiir die n + m Unbekannten
%o = (To1, %02, -+, Ton) ", A1, A2, ..., Am. Die geforderte lineare Unabhiingigkeit ist notwendig fiir die
Eindeutigkeit der Losungen );. Bei linearer Abhéngigkeit der Gradienten wird die Situation weitaus
komplizierter; wir verweisen auf die Literatur, z.B. H. DALLMANN/K.—H. ELSTER, Einfithrung in die
Hohere Mathematik, Band 2. Vieweg, Braunschweig (1981).

‘BSP. (13.9.6)‘ Es seien die Funktionen f(z,vy,z2) := 2z + 3y + 22, g1(z,y,2) := 22 + 4% — 2
und go(z,y,2) := 4+ z — 1 auf Q := R? gegeben. Zu bestimmen sind die Extemwerte von f unter
den Nebenbedingungen g; = 0 = g5. Offenbar sind die Aquipotentialflichen g1 = 0 und g, = 0 ein
Kreiszylinder bzw. eine Ebene. Die Schnittmenge G° = {Z € R? : ¢1(Z) = 0 = g2(Z)} ist kompakt.
Relative Extrema Zy von f unter der Nebenbedingung #y € G° miissen also die Gleichungen (9.4)
erfiillen:

2—>\1-2$0—>\2'1
0 = grad f(#) — A1 grad g1(Zp) — Aagradgo(Zo) = | 3—A1-2yp— A2-0 |,
2—X-0—X9-1

0 = gl(fo):I%—Fyg—Q,
0 = gg(fo):xo—i-ZO—l.

Aus diesen Gleichungen erhilt man die Losungen zy = 0, yo = +v/2, 290 = 1 sowie die LAGRANGE-
Multiplikatoren Ay = :l:% V2, Ay = 2. Das heiit, mégliche Extremwerte von f unter den beiden
Nebenbedingungen g; = 0 = g liegen in den Punkten # := (0,£v/2,1). Es gelten f(0,v2,1) =
2 4 3v/2 sowie f(0,—v2,1) =2 — 3v/2, und dies sind in der Tat Maximum und Minimum von f auf
der kompakten Menge G°.




Kapitel 14

Differentialrechnung vektorwertiger
Funktionen

14.1 Definitionen und Beispiele

Definition 14.1 Abbildungen f € Abb (R™, R™), m > 1, heiffen (m—-dimensionale) Vektor-
funktionen von n (unabhdngigen) Verdnderlichen, oder kurz vektorwertige Funktionen.

—

Eine vektorwertige Funktion f ordnet mithin jedem Punkt # € D(f) einen Vektor 7 € R™
zu:

— —

= f(7), reD(f) CR"

A R"
T IR =
il RZ
________ -t/ T T T T T T T ya
Die Urbildmenge einer vektorwertigen Die Bildmenge einer vektorwertigen
Funktion Funktion

Da jede Koordinate des Bildvektors ¥ = (yi,¥s,---,¥%m)’ eine (skalare) Funktion des Ur-
bildvektors & € D(f) ist, konnen vektorwertige Funktionen generell auch durch m skalare
Komponentenfunktionen dargestellt werden:

—

f(f) = (fl(f)an(f)ﬂ e '7fm(f))T7 fj € Abb (Rn7R)

‘BSP. (14.1.1) ‘ Eine elektrische Ladung Q im Punkt 0 € R? erzeugt gemi$ den MaxwELLschen
Gesetzen ein elektrisches Feld der Feldstirke

= Q [z T2 T3\T > R
Bi= " (5.3, 5) #=(@,o20) eR\(0), r=|j2|. (1.1)

Hier ist eine vektorwertige Funktion E =: f € Abb (R3, R3) mit D(f) := R3\ {0} und den Kompo-
nentenfunktionen

fj(f) = j:132333



vorgelegt. Die in der Physik auftretenden Vektorfelder sind iiberwiegend vektorwertige Funktionen
der Art f € Abb (R3, R3). Dem Ortsvektor Z € R3 wird jeweils genau ein Feldvektor 7 = f(Z) zuge-
ordnet. Diejenigen Raumkurven, die die Feldvektoren als Tangenten besitzen, bilden die Feldlinien.
Die Gesamtheit der Feldlinien ergibt das Vektorfeld der Funktion f#

y(X)

-
\

T

Feldlinien eines Vektorfeldes

‘BSP. (14.1.2) ‘ Das Vektorfeld (1.1) kann auch in der Form

=1 — — Q
B =—gradp(),  o@):=_—,

geschrieben werden; wir verweisen auf BSP. (13.5.5). Allgemein heiflen vektorwertige Funktionen f
vom Typ

f(@) := —grad o(Z) mit gegebenem ¢ € Abb (R, R)

Gradientenfelder oder Potentialfelder. Die Funktion ¢ heif}t dann ein Potential von f Im Falln =3
sind Potentialfelder spezielle Vektorfelder. Da der Vektor grad ¢(#) senkrecht auf der Aquipotential-
fliche der Funktion ¢ durch den Punkt # steht, stehen auch die Feldlinien eines Potentialfeldes stets
senkrecht auf den Aquipotentialfliichen. Natiirlich wird hier die Regularitit ¢ € C'! vorausgesetzt.

‘BSP. (14.1.3)‘ Die linearen Vektorfunktionen f € L (R™ R™) sind gemiB Satz 5.3(b) genau

die m x n-Matrizen A € R(™™)_ Es ist in diesem Fall iiblich, anstelle des Funktionssymbols f
das Matrixsymbol A zu verwenden. Die Spezifikation eines Definitionsbereiches eriibrigt sich, da
A € R™") gtets auf dem gesamten Vektorraum R™ operiert.

‘BSP. (14.1.4) ‘ Fiir m > n heifle die durch

—

(@) = (z1,22,...,2,,0,...,00T € R™, # e R",

definierte lineare Abbildung f € L (R",R™) die Projektionsabbildung Pr von R" in R™. Die ihr
durch die Vorschrift Pr(#) = AZ zugeordnete Matrix A € R(™") ist die Matrix

Id,
(‘)’T
: m — n mal.

-

OT

‘BSP. (14.1.5) ‘ Affine Funktionen f € Abb (R",R™) sind genau die Funktionen

f(@):=AZ+b, ZcR", AeR™ pecR™



‘BSP. (14.1.6)‘ Koordinatentransformationen f € Abb(R", R") sind vektorwertige Funktio-
nen. Wir hatten bereits in Abschnitt 13.1 Kugelkoordinaten in R? ausfiihrlich diskutiert:

r oS @ sin ¥

— —

Z=f(r,p,9) = | rsinpsind |, D():{(r,go,ﬂ):7’>0,0§<,0<27r,0<19<7r}CR3.
7 cos

14.2 Stetigkeit und Ableitung

Wie wir in Abschnitt 13.2 gezeigt haben, ist jeder der Vektorraume RP, p € N, unter der
Metrik

2 vz,
(D3) (Z|xj_y] ) ) xayeRpa

ein vollstindiger metrischer Raum. Somit liegt gem&fl Definition 13.7 den vektorwertigen
Funktionen f € Abb (R™,R™) der folgende Stetigkeitsbegriff zugrunde:

—

Definition 14.2 Eine Funktion f € Abb (R™ R™) heifie stetig im Punkte T € D(f), wenn
fiir jede Folge (Zx)ren C D(f) mit klim d, (Zy, Zo) = 0 gilt:
—00

— —

lim d,,(f(Zx), f(Zo)) =

k— 00

Genau wie im Sonderfall n = 1 ist die Stetigkeit von f im Punkt & € D( f) aquivalent mit
der Stetigkeit jeder der Komponentenfunktionen von f in #y. Wir haben also das folgende
wichtige Analogon zum Satz 6.12:

Satz 14.1 Genau dann ist die vektorwertige Funktion

— —

F@) = (@), (D), ..., [@)", fe:D(f) >R VYEk=1,2,...,n, D(f)CR"

—

im Punkt Ty € D(f) stetig, wenn jede ihrer Komponentenfunktionen fr, k =1,2,... n, in &
stetig st.

Dieser Satz beinhaltet ein einfaches Kriterium zum Nachpriifen der Stetigkeit vektorwerti-
ger Funktionen. Wir miissen gegeniiber skalaren Funktionen f € Abb (R" R) nichts Neues
hinzulernen.

‘BSP. (14.2.1) ‘ Es sei f € Abb (R2,R2) die vektorwertige Funktion

2

flay) = (o o) = (fi(e9), folzy) "

ety g2 41

Auf dem Deﬁnltlonsberelch D(f ) = R? ist jede der beiden Komponentenfunktionen f, f» stetig,
und somit ist auch f auf ganz R? stetig.

|BSP. (14.2.2)| Jede lineare Abbildung A € L (R, R™) = R(™") ist stetig. Denn wegen

dm (AZ, ATy) = ||AZ — AZo|| = | A(Z — Zo) || =: | A



braucht man Stetigkeit bei linearen Abbildungen nur im Punkt #) := 0 zu untersuchen. Aus der
Stetigkeit bei 0 folgt dann bereits die Stetigkeit fiir alle # € R™. Zum Nachweis der Stetigkeit im
Punkt 0 bedienen wir uns der Tatsache, dass die Fropenius-Norm ||Al| der Matrix A = (a;,) mit
der euklidischen Vektornorm ||#]| kompatibel ist:

m n 1/2 . .
n(AZ,0) = A7) < (3 3 lagel*) 1] = 1 AL)1);
: :1

man vergleiche Definition 6.22. Nun ist die Stetigkeit bei 0 offenkundig.

Fiir das Rechnen mit stetigen vektorwertigen Funktionen ist der folgende Satz noch sehr hilfreich:

=

Satz 14.2 (a) Sind f,§ € Abb (R",R™) stetig in einem Punkt Zy € D(f) N D(§), so sind auch die
folgenden Funktionen in Iy stetig:

Af+pgvapeR, (fid), Ifll,  fx4g, sofern m =3 gilt.

(b) Ist f € Abb(R™ R™) im Punkte Zy € D(f) stetig sowie § € Abb(R™, R¥) stetig im Punkt

—

(Zo), so ist das Kompositum §o f € Abb (R™, RF) stetig in .

‘BSP. (14.2.3)‘ Auf dem Definitionsbereich D(f) := {(z,y) € R? : 2? + y? < 1} ist die skalare

Funktion f(z,y) := 1 — 22 —y? sicher stetig und sogar positiv. Ebenso ist die vektorwertige Funktion
G(u) = (u,u,Inu)’ auf der positiven Halbachse D(§) := {u € R : u > 0} iiberall stetig. Wir
folgern aus Satz 14.2, dass die zusammengesetzte Funktion

1— 22 —y2
(Go f)z,y) =g(f(z,y) = | V1I—22—y?

In(1 — 2% — 4?)
auf der gesamten Menge D(f) stetig ist.

Der Vektorraum R™, m > 2, ist nicht geordnet, so dass es fiir Funktionen f € Abb (R",R™)
keinen Zwischenwertsatz und keine Mazima bzw. Minima geben kann. Hingegen kann der
Begriff der gleichmdf$igen Stetigkeit in offenkundiger Weise auch fiir vektorwertige Funktionen
erkldart werden. In Analogie zum Satz 13.10 haben wir:

Satz 14.3 Eine stetige Funktion f: K — R™ st auf der kompakten Teilmenge K C R"
sogar gleichmdf$ig stetig.

Besitzen die Komponentenfunktionen f; € Abb (R", R) einer gegebenen vektorwertigen Funk-

tion f in einem inneren Punkt 7 € D(f) partielle Ableitungen —xl (%), 7 =1,2,...,m, so
ist es sinnvoll, den folgenden Vektor zu betrachten:

Ofm

O (= (O ), 22

(%)) . (2.1)

Definition 14.3 Fuxistieren die partiellen Ableitungen QJ;J (%), 1 < j < m, in einem inne-
ren Punkt iy € D(f), so heiffe der Vektor (2.1) die partielle Ableitung der vektorwertigen
Funktion f € Abb(R"™ R™) im Punkte ¥, nach der k—ten Komponenten. FEzistieren die

partiellen Ableitungen von f nach allen Komponenten k = 1,2,...,n, so heifle f (in Zo)
partiell differenzierbar.



|BSP. (14.2.4)| Es sei f € Abb(R2 R?) die Funktion aus BSP. (14.2.1). Dann existieren die

partiellen Ableitungen

af_’( ) _(:L'Q — 2$)6_(CE+ZI) 8']?( ) .’L' e (CE-I—y)
x ) a ) =

oz Y “2uy/(22 + 1)? Y /(22 +1)

in jedem Punkt # = (z,y) € R2.

Ist die Funktion f € Abb (R?,R™) in einem inneren Punkt @, € D(f) partiell differenzierbar,
so konnen die Spaltenvektoren

of (M

8xk 8xk

0f

O

Ot

— T _
o~ (%)), k=1,2...,n,

( Zo (fﬂ)a (fﬂ)a"'a
in einer Matrix J#(%) € R(™™) angeordnet werden. Diese Matrix spielt in der Analysis eine
wichtige Rolle.

—

Definition 14.4 Die Funktion f € Abb(R",R™) sei in einem inneren Punkt Z, € D(f)
partiell differenzierbar. Dann heiffe die m x n—Matriz

. SL (F) ... (@)
e m _’ a 8 . Oy Oxn
8(x1,...,x ) ory oxy, o () o (3,)
ox1 ot OTn

die JACOBI— oder Funktionalmatrix von f an der Stelle Zy.

—

‘BSP. (14.2.5)‘ Es sei f € Abb(R2,R3) auf D(f) := R? gemii$ f(z,y) := (25 +y, 322 +y2% zy)”
erklirt. Wir berechnen ihre JacoBr-Matrix:

fra(z,y)  fry(z,y) 2 1 2 1
Ji(z,y) = | fou(zy) foylz,y) | =| 6z 2y |;  speziell: J#1,2)= |6 4
! ’ Y f

f3,m(xay) f3,y($a?/) y T 2 1

‘BSP. (14.2.6)‘ Die durch die Matrix A = (&,ds,...,d,) € R™™ definierte vektorwertige

Funktion f(:i“’) = AZ, ¥ € R", hat offenbar die partiellen Ableitungen % =di k=12,...,n
Somit resultiert die JAcoBiI-Matrix

Ja(Z) = A= const VZeR"

Die Auszeichnung der partiellen Ableitungen in Richtung der Vektoren der Standardbasis des
R ist natiirlich nicht zwingend. Auch bei vektorwertigen Funktionen kann wie im skalaren
Fall eine Ableitung in beliebiger Richtung h € R" definiert werden. In Anlehnung an die
Definition 13.15 formulieren wir hier:

Definition 14.5 Gegeben seien eine Funktion fe Abb (R, R™) und ein innerer Punkt &, €
D(f). Ferner sei h € R", |h]| = 1, ein Einheitsvektor. Existiert der Grenzwert

— — — —

(&) = lim - - (o +h) - (;fo)):% (Zo + th)] o,

SRS
S

so heifle % (%) die Richtungsableitung von £ im Punkte %, in Richtung h.



‘BSP. (14.2.7) ‘ Die Konsistenz dieser Definition mit der Definition der partiellen Ableitung von

fq nach der k-ten Komponenten ist sichergestellt. Setzen wir ndmlich b= €y in die obige Definition

ein, so folgt korrekt g—éj.; (Zo) = % (Zo).

|BSP. (14.2.8)| Die Funktion f € Abb(R2R?) sei auf D(f) R? gemiB f(z,y) :=

(z cosy, zsiny)T definiert. Wir berechnen die Richtungsableitung von f im Punkte (z,y) € R2
in allgemeiner Richtung h = (hy, k)T, ||h| = 1:

—

of (2.9) d [ (z+thy)cos(y + thy) hicosy — hoxsiny cosy —xzsiny 7
— [L" = — = = .
oh y dt | (z+ thy)sin(y + thso) | h1siny + hox cosy siny xcosy

t=0 ~ J

e

:Jf(m’y)

Die Gleichung g_;i: (%) =J f—(:ﬁ') h hat sich hier nicht zufillig ergeben, wie wir weiter unten in Satz 14.4
begriinden werden. Wir erinnern an die Richtungsableitung % (Z) = (grad f (&), h) fiir skalare Funk-
tionen f € Abb (R™,R). Man kann hier bereits vermuten, dass die JacoBi-Matrix bei vektorwertigen

Funktionen dieselbe Rolle spielt, wie der Gradient bei skalaren Funktionen.

‘BSP. (14.2.9)‘ Auf einem Gebiet  C R” sei eine skalare Funktion f € C?(Q2) gegeben. Dann
gilt fiir jedes feste k = 1,2,...,n:

0 grad £(20) = (Fasre (50), Frsey (), o, (F0))
k

Hieraus erschlieflen wir, dass die JacoBi-Matrix von grad f und die HEsse-Matrix von f im Punkte
Ty Ubereinstimmen:

82
T 80) = (= (70)) = H(o).

Bemerkung 14.1 (a) Wie bei skalaren Funktionen kann man auch hier aus der partiellen
Differenzierbarkeit der Funktion f € Abb (R",R™) im Punkte #, nicht auf die Stetigkeit von

—

f in Zy schlielen.

(b) Das BSP. (14.2.8) lisst erahnen, dass ein geeigneter Ableitungsbegriff ganz analog wie in
Definition 13.17 nun mit Hilfe der JAcoBr-Matrix formuliert werden kann. a

Um diese Ahnung zu konkretisieren, gehen wir wieder von dem Ansatz aus, eine Approxima-
tion der Funktionswerte f(Z) einer gegebenen Funktion f € Abb (R"™, R™) durch eine affine

—

Funktion in der Umgebung eines Punktes &, € D(f) zu bestimmen. Die Schar der affinen
Funktionen 7' € Abb (R™,R™) durch den festen Punkt (&, f(Z)) € G(f) ist durch

—

T(#) = f(Z) + A(Z — &), feR", AeRMm,
gegeben. Hiermit macht die folgende Definition einen Sinn.

Definition 14.6 Gegeben seien eine Funktion fE Abb (R",R™) und ein innerer Punkt &y €
D(f). Genau dann heife f in %, differenzierbar, wenn es eine Matriz A € R™™ gibt mit

—

(@) = f(@) + A(Z— T) + O(|Z— T|)) fiir T — Z. (2.2)




Schreiben wir die gesuchte Matrix A € R(™™ mit Hilfe ihrer Zeilenvektoren EL’JT eR" 1<
J < m, in der Form

iy
iy

)

[

T
auf, so gestattet die Relation (2.2) die komponentenweise Darstellung
[i (&) = fi(Zo) +(a@;, & — Zo) + O(|Z — Zp||) fir &—Z, j=1,2,...,m. (2.3)

Geméf Definition 13.17 ist der Vektor @; somit genau der Gradient der Funktion f; im Punkt
#y. Das heiit, wir haben die Matrix A € R mit der JacoBr-Matrix von f identifiziert:

S (@) ... Gl (d0)
_ : : C 0y m) g
A= : . : —m(wg)—J};‘(l‘o)
- - 1y+---y4n
%fT’T(x) ng’Z(xo)

Aus diesem Zusammenhang erhalten wir:

Satz 14.4 Gegeben scien eine Funktion f € Abb (R™, R™) und ein innerer Punkt Z, € D(f).

(a) Genau dann ist f in Ty differenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion f; : D(f) —

R, j=1,2,...,m, in @y differenzierbar ist. Die Ableitung von fm Ty st die JaAcoBI-Matriz
8(f1 s fm) def df def 7
J—» T e A A = -~ (7 = "2 .
f(x(]) 8(.7)1,...,.7)”) (fL'O) d.f (1‘0) f (1‘0)

(b) Ist fm ZTo differenzierbar, so existieren die Richtungsableitungen von fzm Punkte 7
in jeder Richtung h € R™, ||h|| =1, und es gilt

of o
a—é (%) = Jf(xo) h. (2.4)
Speziell fiir b= €; existieren also die partiellen Ableitungen g—g{; (%), und es gilt
af = — — afl — an — afm — T .

(c) Ist die Funktion f im Punkte Zo differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

(d) Besitzt f im Punkte T, stetige particlle Ableitungen % (%), 7 =1,2,...,n, so ist f in
J
Ty auch differenzierbar.

Begrindungen: Die Aussage ergibt (a) ergibt sich aus dem Vorspann des Satzes. Die Aussagen (b)-
(d) erhélt man aus Satz 13.14 durch Anwendung auf jede Komponentenfunktion f; einzeln. O

‘BSP. (14.2.10)‘ Es seien 1 := ||Z||, Z € R", sowie f(Z) := grad (Inr), r > 0. Dann gilt wie in

—

BSP. (13.5.2) gezeigt f(Z) = 7%, r > 0, und somit

R 1 N
Jf~(:1:) =1 (r25jk — 2$jxk)|j=1,...,n == Id, — — (:L“jwk)|j=1,___,n = = (Idn — 3 (Z® :B))

k=1,..., n T2 r k=1,...,n ')"2




Fiir einen beliebigen Einheitsvektor i € R", ||k|| = 1, ergibt sich daraus die Richtungsableitung

—

14.3 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen [ &€
Abb (R",R™)

Sind die Funktionen f,7 € Abb (R”, R™) in cinem inneren Punkt 7, € D(f) N D(§) differen-
zierbar, so macht es keine Miihe einzusehen, dass die folgenden Verkniipfungen ebenfalls in
7y differenzierbar sind:

A+ugVvapeR, (fa, Ifl, Fxg fir m=3

Natiirlich gelten die bekannten Formeln (A f+ 1 §)'(Z0) = A f(Z0) + 1 §'(%o) usw. Interessant
ist in diesem Zusammenhang die Differentiation des Kompositums § o f fiir Funktionen
f e Abb (R",R™) und g € Abb (R™, R!). Im skalaren Fall n = m = [ = 1 gilt ja die einfache
Kettenregel

L go ) = (7)) =/ (f@) - ['(x),

sofern f in z € D(f) und g in f(z) € D(g) differenzierbar sind; zum Beispiel - (arc tany e*)
= mﬁ - e,

Erste Verallgemeinerungen dieser elementaren Kettenregel haben wir bereits in Satz 13.16 mit
den Formeln (5.10(c) und (d)) getroffen. Sind nun f € Abb (R”,R™) und § € Abb (R™, R/
unter der Nebenbedingung f(D(f)) € D(§) vorgegeben, so induziert die Hintereinander-
ausfithrung h(Z) := 7(f(Z)) eine vektorwertige Funktion i = §o f € Abb (R™,R!), fiir die wir
die folgende Kettenregel formulieren.

R" R" R
9(Q)
— h(Q)
. f g
NG, i

- -

Das Kompositum /2 := jo f der zwei Funktionen f € Abb(R",R™) und § € Abb (R™,R!)

Satz 14.5 (Kettenregel)
Die Funktionen f € Abb (R” R™) und g € Abb(R™ R') seien in den inneren Punkten

Ty € D(f) baw. in iy := f(Z) € D(§) differenzierbar. Dann ist das Kompositum h := §o f
in Ty differenzierbar, und es gilt im Sinne der Matrizenmultiplikation




Das heifit, in expliziten Formeln gilt:

Ohy ., Om .. S oh ... Ofh
. Ox1 Oz, oY1 OYym ox1 Oxn
h'(Zo) = | . = | : D :
Ohy ., O 9. ... 99 Ofm .. Ofm
dx1 Ty, |Q - dy1 OYm BEP 0z, dzy, |4 -
T=I(Q g=f(Zg =T

Gut einprigsam ist die Kettenregel in der Form

-

SF >y 57

Oz,...,z) Oz, z) O, Ym)

O(x1,y . yxn)  OWis. s Ym) Ome,...,xp)

‘BSP. (14.3.1) ‘ Wir berechnen die Ableitung einer Funktion f € Abb (R2, R!) bei Transforma-

tion auf Polarkoordinaten p{(r, ) := (r cos ¢, rsinp)’ mit 7 > 0 und 0 < ¢ < 27. Es liegt folgendes
Abbildungsschema, vor

. P

9(r74p)T 9(1’,y)T 9(flr“:fl)T

Die Funktion f sei zum Beispiel fiir [ = 3 geméf fq(w,y) = (zy,z +y?,z —y)"
berechnen

spezifiziert. Wir

x )
Pl gy = Wil fs) _ O fonfs) Bey) _ | o | [eosp —rsing
’ or. ) oey)  Omy) |y || sing  reosy
rsing rcosy o 7 sin 2 r? cos 2¢p
= 1 2rsinp (;(1)2 Y :Cs(l)rsl Pl =1 cos @+ 2rsin®p  —rsinp + r2sin2p
1 -1 14 v cos  — sinp —r(siny + cos )
Wir gelangen zum selben Resultat, wenn wir zuerst das Kompositum h o= fqo p berechnen und
danach die JacoBi-Matrix der Funktion h bestimmen:
r2sin g cos @ rsin 2¢ 72 cos 2¢
h(r,o) = | rcosp +r2sin®e |, Jy(r,p) = | cosp+2r sin? o —rsinp + r?sin2¢p
7 Cosp — rsing cos ¢ — sin @ —r(sin ¢ + cos @)

‘BSP. (14.3.2) ‘ Als ein Sonderfall der Kettenregel erhélt man fiir eine differenzierbare Funktion

f € Abb (R™,R™) und fiir einen differenzierbaren Weg # € Abb (R, R") die Wegableitung von f
lings des Weges I:

d o Ofiseeesfm) -
@) = o m) T

Es sei zum Beispiel f € Abb(R2,R?) die Funktion aus BSP. (14.3.1) und Z(t) der Ellipsenbogen

I3

#(t) := (acost,bsint)’, 0 < t < 2. Dann ist die Wegableitung von f lings des Weges i wie folgt
bestimmt:

d - Yy x _asint bsint acost _asint abcos 2t
ﬁf(f(t)): 1 2y [ ]: 1 2bsint [ bcost]: —asint + b%sin 2t

1 -1 beost 1 -1 —asint — bcost



‘BSP. (14.3.3) ‘ Bei Koordinatenwechsel & — ¢ transformieren sich die partiellen Ableitungen
einer skalaren Funktion f € Abb (R",R) in der folgenden Weise:

R 01 0x9 0z, )
T = f, + :E—++ Tn o —_1,2,...,7’1/.
== (&%) = fa, dy; S Dy, f By J

Wir betrachten zum Beispiel den Koordinatenwechsel (z,y)T +— (r,¢)T von kartesischen Koor-
dinaten auf Polarkoordinaten z = rcosy, y = rsing bei gegebener differenzierbarer Funktion
f € Abb(R2,R):

fr = fexr+fyyr = focosp+ fysing = (Forfo) = (fur f) cosp —rsing
fo = fexo+fyyp = —fersinp+ fyrcosep iy DY sing  rcose

Wir wenden die Kettenregel im speziellen Fall einer injektiven Funktion f € Abb (R",R") an.
Da f auf der Bildmenge von f(D(f)) invertierbar ist, existiert die Inverse f* € Abb (R", R"),
und es gilt 7 = f~1(f(Z)) V & € D(f). Das heiBt, setzen wir g(7) := f~'(7) und nehmen wir
f; f_l € C! an, so erhalten wir aus der Kettenregel des Satzes 14.5 die Relation

— —

H=Jp (i) J{T) Y& eD(f), 7:=F),

und somit

Jr@) = (A @) (3.1)

Folgerung 14.1 Die stetig differenzierbare Funktion fE Abb (R"™, R") sei invertierbar. Dann

—

muss notwendig die Bedingung det Jf(a_c’) #0VZe D(f) gelten.

Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist. Zusam-
men mit der Regularitiitsvoraussetzung f € C'! erhalten wir dann die Existenz einer Inversen
f~t € C', deren Ableitung man geméB (3.1) durch Invertierung der JAcoBi-Matrix von f
gewinnt,.

‘ BSP. (14.3.4) ‘ Wir betrachten wieder ebene Polarkoordinaten p(r, @) := (r cos ¢, rsin )T, und

zwar auf dem Definitionsbereich
D) :={(r,p) eR*: 0<r, —T<p<mh

Der Bildbereich ist nun die Teilmenge Y := p(D(p)) = R? \ {(z,0) : = < 0}, siehe folgende Skizze.

P Y
TN
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Polarkoordinaten Polarkoordinaten



Man iiberzeugt sich unmittelbar davon, dass die Abbildung 7 : D(p) — Y bijektiv ist und die
folgende Umkehrfunktion besitzt:

sign y) arc cos gy

ﬁil(xay) = [ (

T
$2+y2
Die JacoBr—Matrix und ihre Inverse berechnen sich wie folgt:

coSs @ sin ¢

] ) (Jﬁ'(rv 90))71 = [ 1 1

—r S @ I COos @

cosp —rsing

J5(r, @) = 5 =1 .
sing  TCosp

Somit gilt

-1 I(r,p) \/m§+ 2 \/:1:§}+ 2
T (z,9) = (T 9), 0(2,y)) = = | Vi sl

Vo) | = =i

Wie die obige Rechnung zeigt, kann die Jacosi-Matrix Jz-1(r,) ohne explizite Kenntnis der
Umkehrfunktion 5! durch Invertierung der Jacosr-Matrix J;(r, ) gewonnen werden. Wegen (3.1)
gilt dieser Zusammenhang allgemein, und man verwendet ihn bei Koordinatenwechseln:
1 ﬁ
~~

~—

o eV o

Hat man im Vektorraum R” ein neues Koordinatensystem i = 5! (%), so konnen die Ableitungen
einer Funktion f € Abb (R",R™) nach den alten Koordinaten # durch die Ableitungen nach den
neuen Koordinaten ¥ in der folgenden Weise ausgedriickt werden:

d_f’(—») _ a(flaafm) _ d(foﬁ_l) (]—:») SatZ_14-5 a(flaafm) . dﬁ_l
a7z " T 8z, . am) | dZ = Ay, yn)  dE

(%))

Hier setzen wir stetige Differenzierbarkeit der Funktionen fj p,p ! voraus. Wegen (3.1) wird die
Umkehrfunktion 5! aber gar nicht benétigt; man erhiilt unter Verwendung der inversen JACOBI-
Matrix von p:

01 fm) O )

s (9((1,‘1,...,51,‘”) -1
@) oz1,...,2n)  OWi, .- Yn) (8(y1,...,yn)) '

df
e (3.2)

‘BSP. (14.3.5) ‘ Koordinatenwechsel in R? auf Zylinderkoordinaten. Wir haben hier

= (x,y,z)T = p(r, ¢, z) := (rcos Lp,rsingo,z)T, D) :={(r,p,2) : 0<r, 0<p<2m z€R}
Die JacoBr-Matrix von p ist wegen

(z, y, 7) cosep —rsing 0
det (’7%) =|sinp rcose O |=r#0 auf ganz D(p)
8(T7 @, Z) 0 0 1

invertierbar, und ihre Inverse ist die Matrix

COS sinp 0
0 —1 .
(M) =| —Lsing Llcosp 0], r>0.

r

0 0 1



Fiir eine differenzierbare Funktion f € Abb(R3 R) erhalten wir somit in Zylinderkoordinaten
(r,,2):

B(o.y. 2)\ 1 COS sinp 0
(f:vafyafz) = (frafapafz) (3(7“’7(?;’2)) = (frafnp,fz) —% Sin(p % COos 0
0 0 1

1 . . 1
= (f, cos p — ;f(psmap,f,« sin p + ;f(pcosgo,fz).

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f € Abb (R?,R) hat also in Zylinderkoordinaten die
folgende Darstellung;:

fm(’l“,(,O,Z) frCOSQO_%fcpSin(p
grad f(r,p,2) = | fy(r,p,2) | = | frsing+ 1 focosp
f2(r,0,2) e

‘BSP. (14.3.6) ‘ Koordinatenwechsel in R? auf Kugelkoordinaten. Wir haben nun

= (z,y,2)" = pr,p,0) := (rcos psind, rsinpsind, rcos9)’

mit dem Definitionsbereich
D) ={(r,e,¥) : 0<7, 0<p<2m, 0 <Y <7}
Die JacoBi-Matrix von p ist wegen
(. y, 2) CF)sgos‘inﬁ —rsingo?inﬁ rcF)sgocosﬁ -
det (7) = | sinpsing rcospsing rsinpcos? | = —r’sind #0 auf ganz D(p)

o(r, ¢, 0) cos ¥ 0 —7rsind

invertierbar, und ihre Inverse ist die Matrix

cos @ sin ¢ sin p sin ¢ cos ¢
8(51'" Y, Z) -1 i
(3(7", @,19)) =| s g 0 . r>0,9€(0,7).

1 1 g 1 g
s cospcosd - singcosd - sind

Fiir eine differenzierbare Funktion f € Abb (R3, R) erhalten wir also in Kugelkoordinaten (r, ¢, 9):

(fa: fy, ) = (Fr, for fo) (%)_1

mit den expliziten Formeln

sin ¢

fz(r,p,9) = frcospsind — f, —I—ﬂ,z1 cos @ cos 1,
r

rsind

COS

1
fy(r,o,9) = frsinpsind + f, + fo— sinpcos,
r

rsind

f2(r,0,9) = frcosﬂ—fg% sind.



Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f € Abb (R?,R) hat somit in Kugelkoordinaten die
folgende Darstellung:

frcospsind — prrS;l—n‘pﬂ +f19% cos p cos
grad f(r,@,0) = | frsingsind + f,2% + fyl sinpcosd

frcosd — f@% sin ¢

Gilt f € C*(R?), so konnen in gleicher Weise auch die zweiten Ableitungen auf Kugelkoordinaten
(r,p,9) umgerechnet werden. Es gilt

H 3 = . ; — v JyrsJz) zyJysJz) ,y,z) .
(r;0,9) ;Iy ;zy ;y o(z,y, 2) a(r, ¢, 0) ( )

Die Rechnungen werden sehr umfangreich; sie sollen hier nicht vorgefithrt werden. Man kann auf
diese Weise zum Beispiel Differentialoperatoren auf neue Koordinaten umrechnen. Im Fall von Ku-
gelkoordinaten berechnet man

20f f cot9df 1 Pf 1 Pf
f(r.0,9) r Or + or? + r2 oY + r2 99?2 + r2sin? 9 Op?’

das heifit, der LapLacE—-Operator A = 3‘9—;2 + ;—; + g—; hat in rdumlichen Kugelkoordinaten die
Darstellung

0?2 cotd 0 1 02 1 0?2
+tost — 2

P
A=29 1o, 1 9
ottt T w T R T et 02

2
T

14.4 Nichtlineare Gleichungssysteme und der Satz
iiber implizite Funktionen

Das Beispiel des Koordinatenwechsels in R” weist schon auf die Wichtigkeit der Frage nach
der Existenz der inversen Abbildung einer gegebenen Funktion h € Abb (R", R") hin. Wir

—

verallgemeinern die Problemstellung, indem wir generell nach Losungen ¢ € D(h) von nicht-
linearen Gleichungssystemen

hij) =2  TeR" fest, (4.1)

mit einer gegebenen Vektorfunktion 4 € Abb (R™,R") fragen. Aquivalent mit der Problem-
stellung (4.1) ist die Losung der Gleichung

F(&,§) = h(§) =0
nach der gesuchten Variablen . Das heifit, eine mogliche Losungsmenge der Gleichung (4.1)
bildet die spezielle Aquipotentialfiiche AP := {(&,7) € R" x R™ : F(&,7) = 0}. Es bleibt
zu priifen, ob die Fliche AP der Graph einer Funktion ¢ = f(Z), f € Abb (R", R™), ist. Die
Funktion f heiBe in diesem Fall implizit durch die Gleichung F(Z,7) = 0 definiert.

Im simpelsten Fall hat man die Frage zu beantworten, ob die skalare implizite Gleichung
F(z,y) = 0 zu vorgegebenem F' € Abb (R? R) (eindeutig) nach y auflésbar ist.



‘BSP. (14.4.1) ‘ Fiir festes a € R betrachten wir die Funktion F(z,y) := 2% + y? + a?, z,y € R.

Die Gleichung F(z,y) = 0 fiihrt auf y> = —2? — a?, und man erkennt sofort, dass es fiir a # 0 keine
reellen Losungen gibt. Das heifit, die durch F(z,y) = 0 definierte AP ist als Teilmenge von R x R
leer.

‘BSP. (14.4.2)‘ Wir dndern die Funktion F' aus dem vorangegangenen Beispiel ein wenig ab:

Es sei nun F(z,y) := 22 + y?> — a?, a € R fest. Die durch die Gleichung F(z,y) = 0 definierte
Aquipotentiallinie ist lokal eindeutig durch die beiden Funktionen

f+($) ::+Va‘2_$27 f*(l‘) ::_VG‘Q_:E?? —|a|§:1:§|a|,

darstellbar. Hier sind die Funktionen yy+ = fi(z) in einer Umgebung der Punkte (0,+|al)
bzw. (0, —|a|) jeweils die eindeutigen Losungen der Gleichung F'(z,y) = 0. Wir sagen, die Gleichung
F(z,y) = 0 ist lokal nach y auflésbar.

Y4 (0,]al)
y.(X)
\ ! L
\ 7y (x)
N e
71 (0,-lal)

Die eindeutigen Losungszweige der
Gleichung 2% +y% —a%? =0

‘BSP. (14.4.3) ‘ Es seien Matrizen A = (aj;) € R™™ und B = (bj) € R(™™) sowie ein fester
Vektor @€ R™ gegeben. Es sei ferner F € Abb (R™ x R™, R™) die affine Funktion

F(Z,7) = AZ+ Bj—¢& ZeR" §JeR™ (

N

2)

Wird det B # 0 angenommen, so existiert die inverse Matrix B!, und die Gleichung F (#,7) = 0 ist
jetzt global eindeutig nach  auflésbar:

—

7= f(#):=-B A7+ B¢, Z e R"
Bemerkung 14.2 (a) Sicher ist die Bedingung
3 (Zo,50) € R" x R™ : F(iy,5) =0 (4.3)

notwendig fiir die lokale Auflésbarkeit der Gleichung F (Z,9) = 0 nach der Verinderlichen . An-
dernfalls wire die durch F(Z,7) = 0 definierte AP leer, wie wir in BSP. (14.4.1) gesehen haben.
In BSP. (14.4.2) ist die Bedingung (4.3) zum Beispiel in den Punkten (zo,yo) := (0,+|a|) und
(z0,10) := (0, —|a|) erfiillt. In BSP. (14.4.3) gilt dies im Punkte (%o, %) := (0, B~'2).

(b) Wir hatten in Abschnitt 14.3 erkannt, dass die Existenz einer Inversen h~! e C' der Funktion
h € Abb (R",R") neben der Regularitit i € C! notwendig die Invertierbarkeit der JacoBr-Matrix
J;(9) erfordert. Wir greifen nochmals BSP. (14.4.3) auf und schreiben die Gleichung F(#,) =0in
der Form (4.1), namlich:

h(ij) := Bij = ¢ — AZ.

Nun erkennt man, dass die Bedingung det J; (/) = det B # 0 notwendig fiir die Auflosbarkeit nach
 ist. Sie ist aber auch hinreichend, wie wir in BSP. (14.4.3) erortert haben. Natiirlich kann die



Bedingung det J;(¢) # 0 nur fiir quadratische Jacobi-Matrizen gefordert werden, und man konnte
meinen, die Aufgabe (4.1) wire nur im Fall n = m sinnvoll gestellt. Tatséichlich darf man aber, wie
das BSP. (14.4.3) lehrt, ganz allgemein von Funktionsvorgaben F' € Abb (R™ x R™ , R™) ausgehen.
d

Eine Prézisierung der oben diskutierten Auflosbarkeitsbedingungen nehmen wir im folgenden
Satz vor:

Satz 14.6 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen )
Gegeben seien eine offene Teilmenge Q C R™ x R™ und eine Vektorfunktion F' € Abb (R™ X
R™ R™) mit F' € CY(Q). Es existiere ferner ein Punkt (%o, 3,) € Q mit

O(F,...,Fy)

0. 4.4
a(y17 sty ym) ] |(50,?70) 7é ( )

ﬁ(l_"o, ?jo) = 6 und det |:

Dann ist die Gleichung ﬁ(f, y) = 0 lokal eindeutig nach i auflésbar. Das heifit, es exi-
stiert eine offene 0—Kugel Bs(Zy) C R™ und genau eine Funktion f € Abb (R™ R™) mit den
FEigenschaften

Jo = f(Zy) und F(Z, f() =0 VTe Bs(T), (4.5)

f e CY(Bs(@)), (4.6)

—

und die Funktion § = f(Z) hat in jedem Punkt ¥ € Bs(Zy) die Ableitung

F1(7) - :—[M]_l| ) M| )
. ! a(yh;ym) (i:’f(i:)) 3(x1,...,xn) (i:vf(i:))

Skizze fiir eine Begriindung: Die Beweisidee beruht auf der Verwendung des Banacuschen Fixpunkt-
satzes 13.2. Dazu werden wir einen vollstindigen metrischen Raum M und einen kontrahierenden
Operator T': M — M in geeigneter Weise einfiihren, und zwar wird M die abgeschlossene Kugel
M := Bgs(ijo) C R™ mit noch zu withlendem Radius /2 sein. Versehen mit der euklidischen Metrik
(D3) — vgl. BSP. (13.2.1) — ist dann M ein vollstindiger metrischer Raum. Wir konstruieren nun
den Operator T', der von dem Parameter & abhéngig ist: T = T%. Dazu definieren wir die Matrix
By € R™™) gemif

By = o(F1,...,Fp) ,

a(yla s aym) |(j‘0,g‘0)

die wegen (4.4) invertierbar ist. Die Gleichung F(&Z,7) = 0 kann deshalb in der Form § = § —
By, LF(Z,7) geschrieben werden. Das heift, setzen wir

Ty :=§— By 'F(Z,9), (&,9) €9, (4.7)

so haben wir zu Z einen Fixpunkt § = ¢(Z) von Tz zu bestimmen. Zunéchst folgern wir aus Id =
B, By die Relation

Teih — Teto = By ' [Bo(h — 7o) — (F(Z, 1) — F(Z, %)), (&%), (T,72) € Q. (4.8)

Nun sei € > 0 so gewéihlt, dass €||B; || < 4 gilt. Hier bezeichnet || - | wieder die FroBENIUS-Norm

einer Matrix, vgl. Abschnitt 6.5. Die Regularitétsvoraussetzung F ¢ C'(Q) garantiert nun gemis
Definition 14.6 die Giiltigkeit der Relation

F(Z0,9) — F(Z0,50) = Bo(§ — %0) + O(|7 — dol) fir 7 — o.



Es existiert demnach eine offene f-Kugel Bg(%p) C R™ mit

| F(Zo,9) — F(Zo, 5o) — Bo(¥ — 9o)ll < €l — voll V¥ € Bg(wo)-

Hieraus lidsst sich mit einem Stetigkeitsschluss, eventuell unter Verkleinerung von g, die folgende
Ungleichung herleiten:

|1F'(Zo, 1) — F(Zo,92) — Bo(ti — )|l < ellyn — il Y1, %2 € Bs(%o)-

Da F auch in der Variablen # stetig ist, kann sogar die Existenz einer offenen d—Kugel Bs(Zy) C R"™
erschlossen werden mit

1E(Z, 1) — F(Z,32) — Bo(ih — )|l < €elljy — il Vi, 42 € Ba(o) VZ € Bs(T).
Somit resultiert unter Verwendung der Relation (4.8):
. . . L Lo T . S .
1Tz = Taipall < I1Bo llpellsh — all < 5 Ml — Il Vi, 92 € Bs(gh) Vi € Bs(). (4.9)
Andererseits haben wir wegen der Voraussetzung (4.4)
Ts,ij0 = fo — By ' F(Zo,ij0) = ijo € Bs({o)-
Somit diirfen wir annehmen, [ sei so klein gewahlt, dass gilt:
L 1 . . S S
ITzy —5oll < 58 Ve Bs(go) Ve Bs(To). (4.10)

Aus (4.9) und (4.10) folgt nun, dass der Operator T% fiir jedes feste & € Bs(Z)) eine Kontraktion auf
der Menge M := By /2(%) ist. Also erschlielen wir aus dem BanacHschen Fixpunktsatz:

VZ € Bs(dy) I geM : §=Tgj:=7— By F(Z,7).

Die eindeutige Zuordnung & — 7 =: f(Z) induziert eine Abbildung f € Abb (R™,R™) mit F(z, f(Z))
=0V Z € B;(d). Insbesondere gilt g = f(®) wegen F(Zo,17) = 0. Stetigkeit und stetige Dif-
ferenzierbarkeit von f resultieren aus den entsprechenden Elgenschaften von F. Eine Skizze des
Stetigkeitsbeweises geht so: Es seien &1, Z> € Bs(Zo) gewahlt und ; := f(x]) gesetzt. Dann gilt

f(fl) - f(fZ) = Tflgl - szgZ = Tfl?jl - Tfng + Tfng - szﬁ?-
Unter Verwendung der Ungleichung (4.9) ergibt sich daraus:

—

. 1 . .
1£ (1) = f(@)ll < 5 1f(2) - F@)I + 1By 1 | F (&1, 72) — F (&2, 2|,

also schliefllich
1£(Z1) = (@) < const | F (&1, 12) — F (&2, 52)|-
Da F(Z,7) in der Variablen &' stetig ist, strebt die rechte Seite im Limes #; — Z2 gegen Null. Die

Ableitungsformel fiir f folgt noch aus der Kettenregel, wenn diese auf die Gleichung F(Z, f(Z)) = 0
angewendet wird:

8(F1,...,Fm) + 8(F1,...,Fm) . 8(y1,...,ym)

0= .
Oz, ..., xn) Y1y Ym) Ox1,...,2Tp)

Geméf Voraussetzung (4.4) gilt det [((Flii;n] # 0 in einer Umgebung des Punktes (Zp, %), und
(Flz :Fm)

deshalb besitzt die JacoBr-Matrix O dort eine Inverse. Aus der obigen Gleichung folgt dann

1 7ym)
die behauptete Formel fiir f'(Z). O



Sonderfall der skalaren Gleichung F(z,y) =0

Im einfachsten Fall einer skalaren Funktion F'(z,y), also fiir n = m = 1, sind die folgenden
Bedingungen gemifl Satz 14.6 hinreichend dafiir, dass durch die Gleichung F(x,y) = 0 in
der Néhe eines Punktes (zg, yo) implizit eine Funktion y = f(z) mit yo = f (o) definiert wird
(oder &quivalent, dass die Gleichung F'(x,y) = 0 lokal in der Nihe des Punktes (xg,yo) nach
y = f(x) aufgelost werden kann):

e F(z,y) ist stetig,
e F(z,y) besitzt stetige partielle Ableitungen Fy(x,y) und Fy(z,y),
o F(

xmyo) =0 und Fy(xﬂayﬂ) # 0.

In diesem Fall existiert stets auch die stetige Ableitung der impliziten Funktion y = f(x), und
es gilt

Fy(z,y)
fll@)=—-4777—5,  y=fl2) (4.11)

FZ/ (IL’, y)
Verzichtet man in den Voraussetzungen auf die Existenz der partiellen Ableitung F,(z,y), so
ist immer noch die Existenz der stetigen impliziten Funktion y = f(z) gewéhrleistet; diese
braucht jedoch nicht mehr differenzierbar zu sein.

Wegen der Symmetrie in den Variablen x, y erhélt man in gleicher Weise die lokale Auflésbar-
keit der Gleichung F'(x,y) = 0 nach x = h(y), wenn in den obigen Voraussetzungen die
Bedingung F, (o, y0) # 0 an die Stelle von F,(zg,yo) # 0 tritt.

‘BSP. (14.4.4) ‘ Wir betrachten hier fiir den Fall ¢ := 1 nochmals die Funktion F(z,y) := 2 +

y? — 1 aus BSP. (14.4.2). Auf der Menge 2 := R? ist sicher F € C%(Q) erfiillt. Nun diskutieren
wir die lokale Auflésbarkeit der Gleichung F(z,y) = 0 in der Nédhe der vier Punkte P(xq,yp) :=
P(1,0), P»(0,1), P5(—1,0) und Py(0,—1). In jedem dieser Punkte gilt F'(zo,yo) = 0 sowie

0 in P und Ps,

Fy(zo,y0) = 2y0 =
v ) +2 in P, bzw. Py.

Das heifit, die Bedingungen (4.4) werden nur in den Punkten P, und Py erfiillt. Gemifl Satz 14.6
erhalten wir hier die bereits in BSP. (14.4.2) bestimmten lokalen Losungen

y = fi(z) :=£V1—122 -l<z <1,

die zwar stetig fortsetzbar nach x = +1 sind, dort aber nicht mehr differenzierbar sind. In den
Punkten P, und P; wird jedoch wegen

+2 in P, bzw. Ps,

Fy(z0,90) = 220 = .
0 in P, und Py,

die lokale Auflosbarkeit der Gleichung F'(z,y) = 0 nach =z = h(y) gewihrleistet:

x=hy(y) = +y/1—9y2, -l<y<l.

Wir weisen hier nochmals auf die geometrische Bedeutung der erzielten Losungen y = fi(z) und
z = hi(y) hin. Sie sind lokale Darstellungen der Aquipotentiallinie der Fliche z = F(z,y) zum
Niveau z = 0.
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P,
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z=-1
Die Niveaulinie z = 0 der Fléche Skizze zum BSP. (14.4.6)

z=F(z,y) =22 +y> -1

Implizites Differenzieren

Der Satz 14.6 iiber implizite Funktionen enthélt aufler der abstrakten Existenzaussage kei-
ne Angaben dariiber, wie die durch die Gleichung F(Z,7) = 0 implizit definierte Funktion
7= f (%) tatséchlich gefunden werden kann. Allgemein ist es auch gar nicht moglich, die Funk-
tion fformelmfiﬁig anzugeben. Hingegen kann man aber die Ableitungen von fim Punkt %,
berechnen, sofern der Funktionswert i, = f (%) als bekannt vorausgesetzt wird. Wir betrach-
ten nun nur noch den skalaren Sonderfall n = m = 1. Es sei also auf einem Gebiet Q C R?
eine Funktion F' € C*(Q2) und ein Punkt (z9,y0) € Q mit F(zg,y0) = 0 und F,(z9,ye) # 0
vorgegeben. Dann existiert ja eine implizit definierte Funktion y = f(x), und es gilt in einer

geeigneten Kugelumgebung U := B;(zy) C R die Gleichung
0=F(z, f(x), xel.
Durch Differentiation dieser Gleichung nach = resultiert unter Verwendung der Kettenregel:

Fy+ Fy- f'(z)
0 = Fxx+ny'f,(x)+Fyx'fl(x)+Fyy'f,2(x)+Fy'f”(x)a

usw. Hier und im folgenden sind die Argumente (z, f(x)) bei den partiellen Ableitungen der
Funktion F' fortgelassen worden. Aus Stetigkeitsgriinden muss Fy(z, f(z)) # 0 auch noch in
einer geeigneten Umgebung von x, gelten, so dass die obigen Gleichungen jeweils nach f'(z)
bzw. nach f”(x) aufgelost werden konnen. Aus der ersten Gleichung erhalten wir wieder die
Beziehung (4.11), also

F,
! - _’z
fllx) = Fy|(m,f(m))7
1
f(x) = _ﬁ(FIQFyy_2F$FnyEy+F3/2Fm)|(:c,f(:c))'
y

‘BSP. (14.4.5)‘ Auf dem positiven Kegel Q := {(z,y) € R? : x > 0, y > 0} betrachten wir
die Funktion F(z,y) := z¥ — y*. Im Punkt (1,1) € © sind die Ableitungen der durch die Gleichung
F(z,y) = 0 implizit definierten Funktion y = f(x) zu berechnen. Es ist klar, dass eine formelméBige
Darstellung von f nicht existiert.

Lésung: Es sind zunichst die Voraussetzungen des Satzes 14.6 iiber implizite Funktionen zu priifen.



Sicher gilt F' € C*°(Q), so dass alle Stetigkeitserfordernisse erfiillt sind. Wegen F(z,y) = V"% —erIny
erhilt man auch F(1,1) = 0 und daraus

Fy(z,y) = 1nxey1”—§ef““y, Fy(1,1) = =1 #0,
Fiy(z,y) = %eylnx—lnyemlny, F,(1,1) = 1.

Da die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt sind, erhalten wir die Ableitung
f'(1) der impliziten Funktion f zu

Die Berechnung der htheren Ableitungen ist bereits mit erheblichem Aufwand verbunden; wir ver-
zichten hier auf explizite Formeln. Es resultiert zum Beispiel f”(1) = 0.

Wir kehren nun zuriick zum Problem der Existenz einer inversen Funktion, das heif3t, zum

Problem der Losbarkeit von Gleichung (4.1). Gegeben sei auf einer offenen Teilmenge (2 C R"

eine Funktion € Abb (R”, R") mit der Regulariti . h e CHQ). Zu festem 7 € Q setzen wir
Zo := h(ijy) und betrachten die Funktion F(Z,7) := h(f) — &. Sofern die Bedingung

Ohy .. O
o(F,,....F o Oun

det [M] = = det Jﬁ(?j@) 7é 0
oY1, Yn) |(@o.o) dhy dhy

erfiillt ist, trifft Satz 14.6 zu: Es existiert lokal eine Funktion 7 = f(Z) mit F(Z, f(Z)) =
0 = h(f(&)) — & in einer Umgebung des Punktes #,. Das heift, f ist eine Rechtsinverse der
Funktion h. Wir haben also mit modifizierten Bezeichnungen das folgende Ergebnis:

Satz 14.7 (Hauptsatz iiber inverse Funktionen )
Gegeben seien eine offene Teilmenge 2 C R"™ und eine Funktion f € Abb(R™ R™) mit
f e CYQ). Gilt in einem Punkt i, € Q die Bedingung

det J7(7o) # 0, (4.12)
so ezistiert eine offene 6-Kugel U := By(iy) um den Punkt Ty := f(i,) und genau eine lokale
Umkehrfunktion f~' € CY(U) mit

ff @)=z vzel. (4.13)

Es gelten ferner noch (vgl. (3.1) in Abschnitt 14.3):

T (@) = ()™, Z=fel (4.14)

|BSP. (14.4.6)| Hier seien Q := R? und f € Abb (R?, R?) gemaf

- )= [ e* coshwv

(xay)T = f(u,v e¥ sinh v ] ) (’LL,U) € Qa



erklirt. Wegen

e coshv €% sinhv
e sinhv €% coshwv

detJf(u,v): =e®#£0 V(u,v) €Q

existiert eine Inverse f~! auf der Bildmenge f(€) C R2. Da z = e* coshv > 0 und Y = tanhv €
(—1,1) gelten, haben wir

7 1
fQ) ={(z,y) eR* : >0, —z <y <z}, UZArtanhgzi m Ity
x T—y

1
u=3 In(z? — ¢?).

Somit kann fﬁ_1 in der folgenden Weise formelmiBig dargestellt werden:

1
2 —

(u,0)" = [ (@,y) = [ (z,y) € f(2).

[—
=
—~
8
(e}
|
<
[}
~
I — |

Man berechnet auflerdem die JacoBr-Matrix

T (u,0) = (Jo(u,v)) ' =

e % coshv —e ™ sinhv
f f )

—e % sinhov e Y coshwv

Wir kénnen dieses Beispiel als Beispiel eines Koordinatenwechsels Z = p(u,v) in R? auffassen.
Hat man im allgemeinen Fall des R" neue Koordinaten u,v,... durch einen Koordinatenwechsel
Z = p(u,v,...) eingefiihrt, so erhilt man Koordinatenlinien, wenn man jeweils n—1 der Koordinaten
konstant hilt. Im vorliegenden Beispiel sind die v—Koordinatenlinien die Kurven u = uy = const.
Diese sind rechtwinklige Hyperbeln mit dem Scheitelabstand e“°:

2

T —y2 = e?u0,

Die u—Koordinatenlinien sind die Kurven v = vy = const, also die Geraden y = z tanh vg. Der Vektor
% liegt tangential zu den u—~Koordinatenlinien. Die Forderung det Jz(u,v,...) = det (%, %, . ) #
0 stellt somit sicher, dass Koordinatenlinien sich stets unter einem Winkel # 0 schneiden.

14.5 Singulidre Kurvenpunkte ebener Kurven

Definition 14.7 Es sei ein reelles Polynom vom Grade m € Ng in den zwei Variablen (z,y) € R?
gegeben,

m
F(x,y) := Zajmjym_j, a; €R.
j=0

Dann heifien die Aquipotentiallinien F(z,y) = 0 ebene algebraische Kurven.

‘BSP. (14.5.1) ‘ Die Aquipotentiallinien F(z,y) = 0 der allgemeinen quadratischen Funktion

F(z,y) := Az® + 2Bzy + Cy® + 2Dz + 2Ey + G, A,B,C,D,E,G €R,
sind gerade die Kegelschnitte, siche Abschnitt 11.6. Diese sind also algebraische Kurven.

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt 14.4 gezeigt, dass die Steigung der Tangente an die Aqui-
potentiallinie F(z,y) = 0 durch den Punkt (zy,yo) unter der Voraussetzung grad F(zo,yo) # 0
auch ohne Kenntnis einer expliziten Darstellung y = f(z) berechnet werden kann. Sofern wir
allgemein eine stetig differenzierbare Funktion F'(z,y) betrachten, gilt ja unter der Voraussetzung



grad F (g, y0) # 0 nach der Regel des impliziten Differenzierens fiir die Ableitung y'(xo) der implizit
definierten Funktion y = f(x) — sofern diese existiert:

Fy (0, 0)
—= & Fy(®o,90) #0,
Fy(z0,90) + Fy(w0,y0) -y (w0) =0 = y'(x) = Fy(z0,0) (5.1)
+o0 : sonst.

Gilt hingegen grad F(zg,10) = 0, so bleibt die durch (5.1) definierte Tangentensteigung y' (o) unbe-
stimmt. Fiir algebraische Kurven erklirt man in diesem Fall:

Definition 14.8 Es sei (xg,yo) ein Punkt auf der durch die Gleichung F(x,y) = 0 definierten
algebraischen Kurve, deren Ezistenz vorausgesetzt sei. Gilt grad F(zg,y0) = 0, so heifle (xg,yo) ein
singuldrer Punkt.

‘BSP. (14.5.2) ‘ Die Ellipsen mit Halbachsen a,b > 0 sind die durch die Gleichung

F(z,y) := (2)2 + (Q)Q —120

20 B2 )T = ( genau fiir
(20,y0) = (0,0). Wegen F(0,0) # 0 liegt der Punkt (0,0) nicht auf der durch F(z,y) = 0 definierten

Kurve. Das heifit, Ellipsen besitzen keine singuldren Punkte.

definierten ebenen algebraischen Kurven. Es gilt hier grad F(zg,yo) = (2%, 24

Das Verhalten von algebraischen Kurven in der Umgebung eines singuldren Punkten (zg, yo) kann im
Regelfall durch eine asymptotische Analyse charakterisiert werden. Es ist iiblich, einen Typenkatalog
von singuldren Punkten zu erstellen. Wir erértern hier einige der Standardtypen.

Definition 14.9 Schneiden sich verschiedene Zweige der durch F(x,y) = 0 definierten ebenen alge-
braischen Kurve in einem singuldren Punkt (zg,yo) unter nichtverschwindendem Winkel, wobei jeder
Zweig in (zg,yo) eine eigene Tangente besitze, so heiffe (2o, 1yo) ein Doppelpunkt oder Knotenpunkt.

‘BSP. (14.5.3) ‘ Das DEscARTEssche Blatt (Folium Cartesii) ist die durch die Gleichung

F(z,y) = 2>+ 4> — 3azy = 0, a >0,

definierte ebene algebraische Kurve. Wir haben hier grad F(zo, o) = (322 — 3ayo, 3y2 — 3azg)” =0
genau fir (zo,yo) = (0,0) und (zo,y0) = (a,a). Wegen F(0,0) = 0 und F(a,a) # 0 ist nur der Punkt
(0,0) ein singuliirer Kurvenpunkt. Nahe (0,0) gilt die asymptotische Entwicklung

F(z,y) = —3azy + (’)(|:1c3 +y3|) fir |z| + |y| — 0,

so dass das Verhalten der AP F(x,y) = 0 nahe (0,0) asymptotisch durch die zwei Geraden z = 0
und y = 0 wiedergegeben wird. Da sich diese in (0, 0) unter rechtem Winkel schneiden, liegt bei (0, 0)

ein Doppelpunkt. Mit

3at (1) = 3at?
y - 1 + t3a

(t) :

= t#—1
1+t3a 7é )

liegt eine Parameterdarstellung des DEscARTESschen Blattes vor. Aus den Beziehungen tliml % =
_)._

—1 und ltlim1 (z(t) + y(t)) = —a erkennt man, dass die Gerade y = —z — a eine Asymptote des
ren

DEscARTESschen Blattes ist.
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Das DEescarTESsche Blatt besitzt Die NEILsche Parabel besitzt in (0,0)
in (0,0) einen Doppelpunkt einen Riickkehrpunkt 1.Art

Definition 14.10 Enden zwei verschiedene Zweige in einem singuldaren Punkt (xo,yo) der durch
F(z,y) =0 definierten ebenen algebraischen Kurve, so heiffe (zo,yo)

e cine Spitze, falls in (xg,yo) eine gemeinsame Tangente beider Zweige vorliegt,
e cin Knickpunkt, falls jeder Zweig in (z¢,y0) eine eigene Tangente besitzt,

e cin Riickkehrpunkt 1.Art, falls (9, 1yo) eine Spitze ist und die beiden Zweige auf verschiedenen
Seiten der gemeinsamen Tangente liegen,

e c¢in Riickkehrpunkt 2.Art oder eine Schnabelspitze, falls (xg,y0) eine Spitze ist und die
beiden Zweige auf einer Seite der gemeinsamen Tangente liegen.

‘BSP. (14.5.4) ‘ Die NEiLsche Parabel (oder semikubische Parabel) ist die durch die Gleichung

F(z,y) := y* — 3az® = 0, a >0,

definierte ebene algebraische Kurve. Wir haben nun grad F(zg,y0) = ( — 3az2,2ye)” = 0 genau
fiir (zo,y0) = (0,0). Wegen F(0,0) = 0 ist also der Punkt (0,0) ein singulirer Kurvenpunkt. Die
AP F(z,y) = 0 durch den singuliren Punkt (0,0) zerfillt in zwei Kurvenzweige mit den expliziten
Darstellungen

y+(z) = £Vax?, Yy (z) = :l:g Vaz, z > 0.

Wegen ¢/, (0+) = 0 liegt in (0,0) eine gemeinsame Tangente beider Zweige vor; das heifit, der Punkt
(0,0) ist ein Riickkehrpunkt 1.Art.

‘BSP. (14.5.5) ‘ Wir betrachten jetzt die durch die Gleichung

F(z,y):=(y—2*)?—2°=0

definierte ebene algebraische Kurve. Es gilt hier grad F(zg, yo) = (—4xo(yo—x2)—5zd, 2(yo—x2)) = 0
genau fiir (zo,yo) = (0,0), und wegen F'(0,0) = 0 ist der Punkt (0,0) wiederum ein singulérer
Kurvenpunkt. Nahe (0,0) gilt die asymptotische Entwicklung

F(z,y) = (y —2°)* + O(|2°)) fir |a] + ]yl =0,

so dass das Verhalten der AP F(z,y) = 0 nahe (0,0) asymptotisch durch die Parabel y = z2
wiedergegeben wird. Man identifiziert mit dieser Asymptotik offenbar nur einen Kurvenzweig. Erst
durch explizites Auflosen der Gleichung F(z,y) = 0 ergeben sich beide Zweige mit der Darstellung

)
yi(z) = 2% + Vad, y&(w)z?x:l:avﬁ, z > 0.

Wegen ¢/, (0+) = 0 muss also der Punkt (0,0) ein Riickkehrpunkt 2.Art (eine Schnabelspitze) sein.



><V

Die algebraische Kurve (y — z2)? —2° =0 Die algebraische Kurve y? —2* + 26 =0
hat eine Schnabelspitze in (0,0) hat einen Beriihrungspunkt in (0, 0)

Definition 14.11 Beriihren sich zwei verschiedene Zweige einer durch F(x,y) = 0 definierten ebe-
nen algebraischen Kurve in einem singuliren Punkt (xo,vyo), so heiffle dieser Punkt ein (Selbst-)
Beriihrungspunkt.

‘BSP. (14.5.6) ‘ Wir betrachten hier die durch die Gleichung

F(z,y) =y’ —z*+2°=0

definierte ebene algebraische Kurve. Es gilt nun grad F(zo,yo) = ( — 423 + 623, 2y9) = 0 genau fiir
(20,90) = (0,0) und (zg,y0) = (£ \/g, 0). Wegen F(0,0) =0 und F( + \/g, 0) # 0 ist der Punkt
(0,0) der einzige singulire Kurvenpunkt. Nahe (0,0) gilt die asymptotische Entwicklung

F(z,y) =y’ —a' +O(12°) fiw |z|+[y| =0,

so dass das Verhalten der AP F(z,y) = 0 nahe (0,0) asymptotisch durch die zwei Parabelzweige
7+ (z) = +2? wiedergegeben wird. Da sich diese Zweige in (0,0) mit gemeinsamer horizontaler
Tangente beriihren, muss der Punkt (0,0) ein Selbstberiihrungspunkt der ebenen algebraischen
Kurve sein. Man erhélt {ibrigens auch ohne Asymptotik die zwei Kurveniiste in expliziter Darstellung;:

0 =0,

2 — 3z
yi(z) = +22V1 — 22, |z <1, Yl (z) = :l:m(li\/_l;) =¢ Foo : z—1,
—x

Definition 14.12 Ein singulirer Punkt (zo,y0), in dessen Umgebung keine weiteren Punkte der
durch die Gleichung F(xz,y) = 0 definierten ebenen algebraischen Kurve liegen, heifie ein isolierter
Punkt oder Einsiedlerpunkt.

Die algebraische Kurve 32 — z2(z — 1) =0
hat einen Einsiedlerpunkt in (0,0)



|BSP. (14.5.7)|  Wir betrachten schlieBlich die durch die Gleichung

F(z,y) =y’ —2*(x—-1)=0

definierte ebene algebraische Kurve. Es gilt grad F(zq,10) = ( — 2x0 + 322,2y0) = 0 genau fiir
(z0,y0) = (0,0) und (zo,y0) = (3,0). Wegen F(0,0) = 0 und F(%,0) # 0 ist der Punkt (0,0) der
einzige singulire Kurvenpunkt. Durch explizites Auflésen der Gleichung F'(z,y) = 0 ergeben sich
zwei Kurvenzweige mit der Darstellung

p 3z — 2

r)=Fzxvx—1, =0 oder z>1, ) =t——m—, z>1.

Der singuldre Punkt (0,0) ist ein Einsiedlerpunkt.




Kapitel 15

Lineare Optimierung

15.1 Problemstellung, Normalform, Beispiele

In Abschnitt 13.9 haben wir bereits Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen studiert,
dabei allerdings nur solche Nebenbedingungen zugelassen, die als Gleichungsrestriktionen
formuliert werden konnten. In diesem Kapitel werden wir nochmals Extremwertaufgaben stu-
dieren, allerdings unter weitaus allgemeineren Nebenbedingungen, die auch die Form von
Ungleichungsrestriktionen haben diirfen. Wir sprechen dann von Optimierungsaufgaben.
Wir werden uns allerdings ausschliefilich mit linearen Aufgaben befassen.

Die allgemeine Aufgabenstellung der Optimierung kann man wie folgt formulieren:

Gegeben seien Funktionen
f € Abb(R",R), 7€ Abb(R™ R®), he Abb(R" RY).
Gesucht ist ein Vektor # € R” mit (OP)

f(7) = min f(@), §@) =0, k@) >0.

ueRM

Definition 15.1 Die Funktion f(Z) heifle Zielfunktion oder Kostenfunktion; die Bedingun-
gen §(Z) = 0 heifen Gleichungs—Nebenbedingungen, und die Bedingungen l_i(f) > 0 heifien
Ungleichungs—Nebenbedingungen. Nebenbedingungen werden auch Restriktionen genannt.
Dabei erfiillen zwei Vektoren @ = (uy, Uz, ..., Uy)", ¥ = (v1,02,...,0,)" € R™ die Relation
@ <7 (bzw. @ > V), wenn komponentenweise u; < v; (bzw. u; > v;) Vj=1,2,...,m gilt.

Bemerkung 15.1 (a) Wird die Zielfunktion f(#) mit —1 multipliziert, so erhélt man anstelle
der Minimierungsaufgabe eine Maximierungsaufgabe. Letztere braucht somit nicht gesondert
betrachtet zu werden.

(b) Auch die Ungleichungsrestriktionen i(Z) > 0 werden durch Multiplikation mit —1 in
die Restriktionen —h (%) =: h*(Z) < 0 konvertiert. Somit sind durch den Standardtyp (OP)
weitere Optimierungsaufgaben abgedeckt. O

Sind die Funktionen f, g und h linear, so liegt mit (OP) ein lineares Optimierungsproblem
(LOP) vor, auch lineares Programm genannt. Dieses gestattet die folgende Formulierung:
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Gegeben seien ein Kostenvektor ¢ € R", zwei Grenzvektoren E ie R

sowie die Matrix der Nebenbedingungen A e Rmm),

Gesucht ist ein Vektor £ € R" mit (LOP)

z

< Az | S und 2z := (¢, ¥) = Min.

In dieser Terminologie sind Gleichungs—Restriktionen durch die Vorgabe ¢; = u; charakte-
risiert. Wir fordern, dass Ungleichungs—Restriktionen jeweils nur auf einer Ungleichungs-
seite von (LOP) auftreten und lassen deshalb die Werte ¢; = —oo sowie u; = +00 zu. Das
heifit, alle Restriktionen durch +oo sind Leer—Restriktionen.

Definition 15.2 (a) Treten in (LOP) Ungleichungs—Restriktionen in der Form x; > 0 fir
gewisse Variable x; auf, so heiffen diese Variablen vorzeichenbeschrénkt. Variable mit der
trivialen Ungleichungs—Restriktion —oo < x; < +o00 heiffen unrestringiert oder freie Varia-
ble.

(b) Die Normalform des (LOP) besteht in der Aufgabe

Minimiere (¢,%) auf der Menge M := {Z € R" : T > 0, AT = b}. (P)

Die Menge M heifle Menge der zulédssigen Losungen. Das Problem (P) heifle zuldssig, wenn
M # 0 gilt. Eine zulissige Losung ©* € M heife eine (globale) Lésung von (P), wenn gilt:

(@5 < (&%) VI € M.

Es ist klar, dass durch eine Transformation Z’ := BZ — ¢/, B € Inv (R"), ¥ € R" fest, lediglich
die Form der Aufgabe (LOP) verdndert wird, nicht aber ihr Lésungscharakter. Ist ¥ € R"
eine Lésung von (LOP) und setzt man A’ := AB~! sowie ¢’ := (B 1)T¢, so 16st ' € R™ die
Aufgabe

5 1—’/ .
lp < i,_,, <dp und Z':= (¢ 27"y = Min. (1.1)

— - Bfll—)*
Hier haben wir /g := { — U, g := U — Up mit Ug := A gesetzt. Umgekehrt fiihrt
eine Losung £’ € R"™ von (1.1) auf eine Losung # = B~'Z' + B~ '¢ von (LOP). Aus dieser

Erkenntnis folgern wir:

Satz 15.1 Die Aufgabe (LOP) lisst sich ohne Verdnderung ihres Lisungscharakters — eventu-
ell unter Vergréferung der Dimension n — so standardisieren, dass alle Variablen x; vorzei-
chenbeschrinkt sind:

("< Az’ <@, ' >0 und 2 := (&, &' = Min. (LOPY’

Begriindungen: (a) Wir gehen davon aus, dass in (LOP) keine Gleichungs-Restriktionen in der Form
¢; = xz; = u; vorliegen. In diesem Fall ist die Variable z; nédmlich bereits eindeutig bestimmt, und
die Dimension von (LOP) kann um 1 vermindert werden.

(b) Alle wesentlichen Ungleichungs-Restriktionen in der Form z; < u; < 400 in (LOP) konnen
durch Multiplikation mit —1 in die Normalform

—00 < Ej < —Zj, Ej = —uj,



gebracht werden. Setzt man in der Matrix B := diag (e, €y,...,€,) die Koeffizienten ¢; := —1
an diejenigen Stellen, an denen die Multiplikation mit —1 erfolgt ist, sonst aber ¢; := +1, so ist
B = BT = B~! € Inv (R"), und man erhélt aus (LOP) die neue Restriktionsbedingung

—u; , € = —1,

F<BE, ('<A#<id', peR" mit p;:=
gj , € =+1.

Hierin sind £’, @’ € R™ die Projektionen von £ bzw. @ auf die letzten m Komponenten. Wir definieren

jetzt den Vektor ¢ gemif v; := pj, falls p; > —oo, und v; := 0, falls p; = —oo. Fiir &' := B — ¢

gilt nun x; > 0 fiir alle restringierten Variablen sowie —oo < x; = x; < +o0 fiir die unrestringierten

Variablen. Wir haben ferner mit A’ := AB~! = AB und ¢’ := (B~ !)T¢= B¢

- !
A< Az <a'-Av, 2= &) =Min.

(c) Ist z; eine unrestringierte Variable, so ersetzen wir z; durch ein Paar (m;r,mj) vorzeichenbe-
schrinkter Variabler

+_

; i :Jc;' = max{0,z;} >0, z; :=max{0,—z;} > 0. (1.2)

xj:x j

Die Dimension n steigt auf n + 1 an, und es sind folgende Ersetzungen vorzunehmen:

= T =21 + .- T 1
Z=(..,2-1,%5,Tjq1,...)) ER?" =& —(...,:Bj,l,wj,xj,$j+1,...) € R
7 T pod S T 1
c —(...,Cj_l,Cj,Cj+1,...) eR” = C —(...,cj_l,cj,—cj,cj_,_l,...) e R"" R

. N N r N N - o 1
A= ( ,aj_l,aj,aj+1,...) e RMM = A= ( ,aj_l,aj,—aj,aj+1,...) e R(mntl),

Analog verfihrt man mit den anderen unrestringierten Variablen. Man beachte, dass durch diese
Schritte der Rang der Matrix A nicht verdndert wird: Rang A = Rang A’. Die Variablen :1:;r und
z; konnen aus der Aufgabe (LOP)’ nicht eindeutig bestimmt werden. Ist ein Losungspaar (:Jc;“, z;)
bekannt, so macht man sich schnell klar, dass auch (:15}Ir +e oz + ¢) fiir jedes ¢ > 0 ein Losungspaar
ist. Man erhélt aber stets dasselbe z; = xj —; , und mit (1.2) a posteriori ein eindeutig bestimmtes

Paar (:1:;“, ;). O

Wir beseitigen schliefilich noch in (LOP)’ die Ungleichungsrestriktion 0" < A'7' < @' durch
Einfiihrung von sogenannten Schlupfvariablen.

Satz 15.2 Die Aufgabe (LOP)’ ldsst sich ohne Verdnderung ihres Losungscharakters — even-
tuell unter Vergréferung der Dimension n' — auf die Normalform (P) transformieren.

Begrindung: (a) Gilt in (LOP)’ fiir einen Index j € {1,2,...,m} die Gleichungs-Restriktion ¢; =

(AZ'"); = uj =: by, so ist nichts zu unternehmen.

(b) Gilt in (LOP)’ fiir einen Index j € {1,2,...,m} die Ungleichungs-Restriktion
n/
(Alf,)j = Z a}kxﬁc 2 E; =: bj,
k=1
so kann diese Bedingung dquivalent umformuliert werden in
n/
Z a;’kx;c — Y = bja Yi > 03
k=1

womit eine neue vorzeichenbeschrinkte Variable y; eingefithrt wird.



(c) Gilt in (LOP)’ fir einen Index j € {1,2,...,m} die Ungleichungs-Restriktion

nl
(A':f')j = Z a;-kx;c < u; =: —bj,
k=1

so setzen wir a;-’ = —a;-k, k=1,2,...,n, und schreiben unter Einfithrung einer Schlupfvariablen y;
dquivalent:

TL,
> alal —yi=bj, i >0.
k=1

Auf diese Weise miissen maximal m Schlupfvariable y; hinzugefiigt werden. Die Aufgabe (LOP)’ hat
am Ende die Normalform

=1 =1
(A”a - Id) x—» = ba x—»
Yy Yy

Wir fassen nachfolgend die erforderlichen Schritte zur Herstellung der Normalform (P) eines linearen
Programmes (LOP) zusammen. In den Nebenbedingungen

7O <z<q®, 7@ <Az<a®

gehen wir von folgenden Komponentendarstellungen aus:

70 = (@, 60,. 8T, T = (e, )T, 7D = @, )T,
Z(Z) = (EgQ)agéZ)a' e 767(7%))T7 A= (617627 s 7an)7 ﬁ(2) = (qu)aqu)a' e 7“7(73))T7

c= (017027"'7cn) :

Die Matrix A werden wir auch durch ihre Zeilenvektoren darstellen:

Z1
7
A=
Zm
Nun gelte fiir einen Index j:
41) =z; = ug-l) :| Dann ist die Komponente z; bereits eindeutig bestimmt. Man streiche x;

sowie in A den Spaltenvektor @; und in ¢ die Komponente c;. Man ersetze schliellich n durch
n—1.

zj < ug-l) < 400 : | Der Spaltenvektor d@; ist durch @;' := —d; zu ersetzen, und es sind die

folgenden Substitutionen vorzunehmen:

=0 4 u(-l)c_ij 'od=a® 4 ug-l)c_ij odhi= (e, g, cen) T
Es sei A’ die neue Matrix der Nebenbedingungen. Ist ' = (21,...,2j,...,7,)’ eine Losung
(1)

von (P), so ist &= (z1,...,u; " —zj,... ,2,)" eine Losung von (LOP). Die Behandlung der

neuen Nebenbedingung ¢/ < A'Z’ < i’ erfolgt weiter unten.




—o0 < Egl) < z; : | Es sind die folgenden Ersetzungen vorzunehmen:
=0 - Wa;, @ =a® - dVa
Ist &' = (z1,...,%j,...,2,)" eine Losung von (P), so ist Z = (z1,...,z; —65-1) oo, xp) T eine

Losung von (LOP). Die Behandlung der neuen Nebenbedingung ¢/ < AZ’ < i’ erfolgt weiter
unten.

— 00 < zj < +00 : | Die Dimension n ist auf n + 1 heraufzusetzen, und es sind die folgenden

Ersetzungen vorzunehmen:

8
I

T — + = T 1
(...,mj_l,xj,mj+1,...) eR” = X —(...,:Ej_l,xj,mj,xj_|_1,...) ERn+,

— T — T 1
_(...,Cj_l,Cj,Cj+1,...) eR" = C —(...,cj_l,cj,—cj,cj_,_l,...) ERn+,

s O

. . 5 o , r o . —_— n+l
= (..., dj1,dj,8j41,...) ERM = A= (... d;_1,dj, —8j,dj11,-..) € R,

Ist ' = (...,.’,Uj_l,fL';—,xj_,xj+1,...)T eine Losung von (P), so ist & = (...,:ch_l,xj -
Ti Tty ,)T eine Losung von (LOP).

(AZ); < u§-2) < 400 : | Der Zeilenvektor Z; der Matrix A ist durch 2}’ := —Zj zu ersetzen.

Die neue Matrix A’ ist mit dem Einheitsvektor —¢; der Standardbasis des R™ zur Matrix
A" = (a',...,d,',—€;) zu erweitern. Ebenso ist £ mit der Schlupfvariablen y; zum Vektor
Z' = (x1,...,2n,y;)] zu erweitern, und es ist ein neuer Kostenvektor ¢’ := (ci,...,cp,0)T
einzufiihren. In der Gleichungs—Restriktion A”#’ = b muss bj == —u§-2)
konnen wir 4 = 1 wéhlen. Bei p Schlupfvariablen haben wir ¢ = 1,2,...,p zu setzen und die

Dimension n auf n + p anzuheben.

=1/

gesetzt werden. Hier

—o00 < 65-2) < (AZ); :| Die Matrix A ist mit dem Einheitsvektor —¢; der Standardbasis des

R™ zur Matrix A" := (d,...,d,, —€;) zu erweitern. Ebenso ist £ mit der Schlupfvariablen
y; zum Vektor Z' := (x1,...,2n,7;)] zu erweitern, und es ist ein neuer Kostenvektor ¢’ :=
(c1,...,¢n,0)" einzufithren. In der Gleichungs-Restriktion A'#’ = b muss bj = ;-2) gesetzt
werden. Hier konnen wir 1 = 1 wihlen. Bei p Schlupfvariablen haben wir ¢ = 1,2,...,p zu

setzen und die Dimension n auf n + p anzuheben.

‘ BSP. (15.1.1) ‘ Produktionsplanungsproblem. In einem Unternehmen werden Produkte Py, Ps,
..., P, hergestellt. Dafiir stehen Ressourcen Ry, Ry, ..., R, zur Verfiigung (zum Beispiel Rohstoffe,
Maschinen, Lagerraum etc.), und zwar jeweils b; Einheiten von R;,j = 1,2,...,m. Zur Herstellung
einer Mengeneinheit des Produktes P; werden aj; Einheiten der k—ten Ressource R, ben6tigt, und der
Verkauf einer Mengeneinheit des Produktes P; bringt einen Gewinn von ¢; DM. Ein Produktionsplan
besteht in der Angabe eines Vektors & = (z,x2,...,z,)? € R, in welchem die Komponente zj >0
die Anzahl der herzustellenden Einheiten des Produkts P; angibt. Ein Produktionsplan ist daher
zuliissig, wenn gilt:

n
Zajkxkgbj Vi=12,...,m und 2z, >0Vk=12,...,n.
k=1

Der Gesamtgewinn aus dem Produktionsplan ergibt sich zu

n
z = chwk = (&), &:=/(c1,c2,...,cn)T €R™
k=1



Setzt man noch A := (aj) € R(mn) b= (by,b2,...,by)T € R™, so ist das Ziel die Gewinnmaxi-
mierung. Das heifit, das Produktionsplanungsproblem ist von der Form (LOP), ndmlich

Maximiere (¢, Z) auf der Menge M := {# e R" : # >0, AZ < b}. (Po)

Wir gelangen schnell zur Normalform durch Einfiihrung von m Schlupfvariablen 4 := (y1,y2,. ..,
ym)T € R™:

—C
Minimi ¢
Inimiere <[ N ] , [

et |

] > auf der Menge

Q8

>

O Oy

<8
| I
I
S
——

gy

], (A, Id) l

Wir haben (A, Id) (g) = AZ +§ = b, so dass § = —AZ + b resultiert. Wegen dieses Zusammenhangs
kann das (LOP) in das folgende Schema gebracht werden:

n
y]:_za]kxk+b]20’ j:1,2,...,m,
k=1

x>0, k=1,2,...,n,

n
' .
z=— chwk = Min.
k=1

Zahlenbeispiel und seine graphische Lésung. Es sollen n,m, A, g, ¢ in (Py) in der folgenden Weise

spezifiziert werden:
1 3 13
n=2, m=3, A= 3 1|, b=]15 ], E’:lll.
-1 1

In der Normalform liegt somit das folgende lineare Programm vor:

y1= — w1 — 32 + 13 > 0,
Yo = — 3:L‘1 — xT9 + 15 Z 0,
Y3 = 1 — x2 + 3 > 0,
7 > 0, (1.3)
T2 Z 03
z= — Tl — T9 L Min.

Da nur zwei Unbekannte x;, z2 auftreten, kann das lineare Programm (1.3) graphisch in der (z1, z2)—
Ebene gelost werden. Die Menge aller Punkte P(x1,z2), welche einer linearen Ungleichung

y; = a;x1 + Bjza+v; >0

geniigen, bilden eine abgeschlossene Halbebene HE; := {(z1,22)" - a;x1 + Bjxe + y; > 0} mit
Randlinie (= Gerade)

Gj:= {(xl,xz)T Doz + Pijre +y = 0}.
Ist y; > 0, so gehort offensichtlich der Koordinatenursprung (0,0)7 zu HE;j; fiir v; < 0 liegt er im
Komplement R? \ HE;. Die Menge M der zuldssigen Losungen fiir das lineare Programm (1.3) ist



somit der Durchschnitt der fiinf Halbebenen

i L v [ 2 [ 3 [ 4] 5 |
._ , o —1 | -3 1 0
M= jﬂl HE;, B; -3 | -1 | -1 0 1
7 13 15 3 0 0

2 3

G, z=-1 ‘z=-3 G,

Graphische L6sung des linearen Progamms (1.3)

Die Graphik zeigt, dass M # () gilt. Somit ist das lineare Programm (1.3) zuléssig. Dariiber hinaus
muss im Fall von zwei Unbekannten stets ein konvexer Bereich M entstehen. Eine Losung des
linearen Programms muss nun ein Punkt in M oder auf dem Rand von M sein.

Wir untersuchen die Zielfunktion z = —x1 — 9. Ihre Niveaulinien z = const bilden eine Schar
paralleler Geraden G, := {(z1,29)" : —z1 — 23 — z = 0}. In der Graphik sind die Niveaulinien
z = —1 sowie z = —3 eingezeichnet, und der Pfeil gibt die Richtung an, in welcher der Wert von

z abnimmt. Offenbar nimmt die Zielfunktion auf der Menge M ihren minimalen Wert im Punkt
(z1,72)7 = (4,3)7 € M an, denn dieser Punkt hat den gréfiten Abstand von den eingezeichneten
Niveaulinien in Pfeilrichtung.

Der Lésungspunkt (z1,72)7 = (4,3)7 des linearen Programms (1.3) ist eine Ecke des
zuléssigen Bereichs M.

‘ BSP. (15.1.2) ‘ Disitproblem. Ein Mensch benotigt Vitamine V1, V5, ..., V,,, und zwar von jedem
Vitamin V; mindestens b; Einheiten pro Tag. Zur Versorgung stehen Lebensmittel Ly, Lo, ..., L, zur
Verfiigung. Das k—te Lebensmittel L enthalte aj; Einheiten des Vitamins V}, und eine Einheit von
Ly, koste ¢, DM. Ein Didtplan besteht in der Angabe eines Vektors & = (x1,x2,...,7,)] € R, in
welchem die Komponente xj angibt, dass xj Einheiten vom Lebensmittel Ly zu nehmen sind. Ein
zuliissiger Didtplan erfordert daher

n
Zajkxkzbj Vi=12,...,m und z, >0Vk=12,...,n.
k=1

Die Kosten eines Diétplans betragen

n
z::chxk:(af>, ¢=(c1,c2,...,c0)" €R™
k=1



Setzen wir wieder A := (aji) € R(mn) | b= (b1, b2, ...,by)T € R™, so ist das Ziel eine ausreichende
tagliche Vitaminversorgung bei minimalen Kosten. Das Diétproblem ist ein (LOP) in der Form

Minimiere (¢, &) auf der Menge M := {# € R" : & >0, AZ > b}.

(Po)

Zur Herstellung der Normalform ist auch hier die Einfithrung von Schlupfvariablen ¢ = (y1,y2, ...,

ym)T € R™ erforderlich, und es folgt ganz analog wie in BSP. (15.1.1):

L Oy

Minimiere <l ] , [ g, l> auf der Menge

M::{ ]ERm_m:l;

o8y

|

Hierfiir kann das folgende Schema erstellt werden:

n
yj:Zajkxk—bjEO, j:1,2,...,m,
k=1

>0, k=1,2,...,n,

n
! .
z= Z cpr, = Min.
k=1

Zahlenbeispiel und seine graphische Lésung. Es sollen n,m, A, g, ¢ in (Py) in der folgenden Weise

spezifiziert werden:

12 9 108
6 15 - 90 S |1
n=2 m=4, A= o 1| b= 9 , C—l3]
1 0 3
Es ergibt sich somit das folgende lineare Programm in der Normalform:
Y1 = 1221 + 929 — 108 > 0,
Yo = 6]71 + 15]72 — 90 Z 0,
Y3 = Ty — 2 > 0,
Y4 = T - 3 Z 07
z1 Z 03
T2 Z 07
z = r1 + 3ZL‘2 ; Min.
Die Menge M der zulédssigen Losungen ist wiederum ein konvexer Bereich
6
M := () HE;, HE;:={(z1,22)" : a1 + Bjza +; > 0},
=1

worin die Zahlen «;, 3;,v; der folgenden Tabelle zu entnehmen sind:

L | v [ 2 [ 3 [ 4[5 |6 |
a; 12 ] 6 | 0 | 1 | 1 | 0
Bi || 9 | 15 | 1 0 | 1
vi || =108 =90 [ =2 | =3 [ 0 | 0

(1.4)



Graphische L6sung des linearen Progamms (1.4)

Wegen M # () liegt ein zulissiges lineares Programm vor. In der obigen Graphik sind die zwei
Niveaulinien z = 21 und z = 24 der Zielfunktion z = x; + 3zy eingetragen sowie die Richtung
abnehmender Werte von z. Offensichtlich wird z in der Ecke L(10,2) minimal, so dass das lineare
Programm (1.4) die optimale Losung (z1,72)7 = (10,2)” hat. Das Kostenfunktional hat in diesem
Punkt den Wert zp;, = 16.

Bemerkung 15.2 In den beiden Beispielen (15.1.1) und (15.1.2) ist die optimale Losung
jeweils eindeutig bestimmt, und sie wird durch eine Ecke des Polygonbereichs M festgelegt.
Hitte in BSP. (15.1.2) die Zielfunktion z die Form

z = 2x1 + dxo,

so waren die Niveaulinien z = const Parallelen zur Randlinie G5. Das Minimum von z wiirde
in jedem Punkt (z1,22)" € Gy N M erreicht, also auf einer ganzen Kante des polygonalen
Randes von M. Die Losung des linearen Programms wire nicht eindeutig; jedoch sind die
beiden Endpunkte P(@ %) und L(10,2) der Kante als Ecken des Polygons zwei spezielle

707
Losungen. Jeder weitere Punkt der Kante ist eine konvexe Linearkombination dieser beiden
Losungen: O
O R Tt W 5 10
lle— 7 [24]+)\l2], 0< A<

15.2 Der Simplexalgorithmus

15.2.1 Geometrische Grundlagen

Wir betrachten die Normalform eines linearen Programmes

=

Minimiere (¢, ) auf der Menge M := {Z € R" : Z > 0, AZ = b}, (P)

worin A € R(mn), b€ R™ und ¢ € R" die Vorgaben sind. Die wesentliche Idee fiir einen Algorithmus
zur numerischen Losung von (P) ist bereits durch die beiden Beispiele (15.1.1) und (15.1.2) aufgezeigt
worden:



(A) Untersuche die Menge M der zulissigen Punkte. Ist M # (), so bildet M ein konvexes Polyeder.

(B) Bestimme die Ecke (Regelfall) oder Kante (Ausnahmefall) des Polyeders, in der die Zielfunk-
tion minimal wird.

Die folgenden Fille sind dabei zu unterscheiden:
(a) M ist leer. Dann existiert keine Losung des linearen Programms (P).
(b) M ist eine unbeschréinkte Menge. Dann ergeben sich zwei Moglichkeiten:

(i) (¢, ) ist auf M nach unten nicht beschrinkt. Dann existiert keine Losung.

(ii) (¢, Z) ist auf M nach unten beschrinkt. Dann gibt es eine Losung.

() 0 # M C R"™ ist beschriankt. Dann existiert stets eine Losung.

Es sollen nun die theoretischen Grundlagen fiir diese Statements untersucht werden. Dazu beginnen
wir mit der Erkldrung der erforderlichen Begriffsbildungen.

Definition 15.3 Fine Teilmenge O # C C R"™ heifie konvex genau dann, wenn mit je zwei Punkten
Z,y € C auch die Strecke zwischen & und § ganz in C liegt:

VEGeC : (1-NTf+M\jeC YAe(o,1].

‘BSP. (15.2.1)‘ Die Menge M := {Z € R : # > 0, AZ = b} der zuliissigen Losungen von (P)

ist konvex. Denn fiir &, 7 € M gelten Z > 0, § >
Zahl X € [0,1]:

sowie A% = b und A = b. Daraus folgt fiir jede

(1=NZ+A7>0, A[(1-NZ+Aj] =1 —NAZ+ AAF = (1 — \)b+ b =1b,
also (1 = N)Z+ \je M.

Definition 15.4 FEin Vektor £ € R" heiffe konvexe Linearkombination (konveze LK) von Ty, T,
..., Zn € R, wenn gilt:

N N
F= MFp mit \y>0Vk=12,...,N und » A =1
k=1 k=1

Definition 15.5 (a) Ein Punkt ¥ € C heifle eine Ecke der konvexen Menge C C R"™ genau dann,
wenn I keine konvexe LK von zwei anderen Punkten aus C ist.

(b) Fiir festes 0 # i € R™ und o € R heifen H := {Z# € R" : (Z,7) = a} eine Hyperebene in R”
und H™ :={Z € R" : (Z,7) < a} ein zugehdriger abgeschlossener Halbraum. Dieser ist offenbar

konvez.

(c) Die Schnittmenge endlich vieler abgeschlossener Halbraume heiffe ein Polyeder. Dieses ist als
Durchschnitt konvexer Mengen wieder konvez.

(d) Ein nichtleeres beschrinktes Polyeder heiffe ein Polytop.

In dem folgenden Satz geben wir an, wann die Menge M der zuldssigen Losungen eines linearen
Programms (P) ein Polytop ist.

- =,

, AZ = b} sei nichtleer. Genau dann ist M ein

=)

Satz 15.3 Die Menge M := {f € R" : ¥ >
Polytop, wenn gilt:

7eR"\ {0} und >0 = Aj#Q. (2.1)




Begriindung: (a) Wiirde ein Vektor 0 # 7 > 0 mit A = 0 existieren, so hitten wir fiir jedes # € M
auch ¥+t € M V ¢t > 0. Somit wiare M unbeschrinkt, da || + t¢]|2 > t]|7]l2 — ||Z]|2 fir ¢ = oo
beliebig gro werden kann.

(b) Ist M unbeschréinkt, so muss es eine Folge (Z),cn € M mit ||Z||2 — oo geben. Die beschrinkte
Menge {7k € R™ : ¢ := &4/||Zk||2} besitzt dann einen Hiufungspunkt 7 # 0 (Satz 13.9 von
HEINE-BOREL) mit 7 > 0 und

Also kann (2.1) nicht gelten. O

Bemerkung 15.3 Die Bedingung (2.1) ist eher fiir theoretische Aussagen geeignet als zur Herlei-
tung eines nachpriifbaren Kriteriums fiir die Beschréanktheit der Menge M der zuléssigen Lésungen.
Trotzdem kann man hiufig durch Losung des linearen Gleichungssystems A7 = 0 eine einfache Ent-
scheidung dariiber treffen, dass keine Losungen 0 # 7 > 0 existieren, wie in den folgenden Beispielen
gezeigt wird. O

‘BSP. (15.2.2) ‘ (a) Wir betrachten die Matrix

13 1
(A, H)=| 3 10
~1 10

S = O

0
0
1

aus BSP. (15.1.1). Mit Hilfe des Gauss—Algorithmus erzeugen wir die Stufenform

1 3100]0 1 3 1 0 0] 0
(A, Id|0) = 310100 = 0 4 1 0 1| 0
-1 100 1|0 o o —1 [1] [2]] o

Es resultiert dim Kern (A, Id) = 2, und eine Basis von Kern (A, Id) lautet zum Beispiel:
Kern (A, Id) = span{(—1,—1,4,4,0)",(1,-3,8,0,4)T}.

Es wire somit (A, Id)§f = 0 genau fiir

Y1 -1 1

Y2 -1 -3
g=1ys | =C1 4 | +Cy 8 |,

Ya 4 0

Y5 0 4

und wegen y4 = 4C; > 0,y5 = 4Co > 0 miissten C; > 0,Cy > 0,02 + C2 > 0, gelten. Dann wire
aber yo = —C7 — 3C5 < 0, so dass eine Losung 0 # ¢ € Kern (A, Id) mit ¢ > 0 nicht existieren kann.
Also ist die Menge M der zulissigen Losungen beschriankt.

(b) Wir betrachten die Matrix

12 9 -1 0 0 0
6 15 0 —1 0 0
(4, —Id) = 1 0 0 -1 0
1 0 0 0 —1



aus BSP. (15.1.2). Eine Transformation auf Stufenform erbringt:

12 9 -1 0 0 0]0 1 0 0 0 0 —1] 0

~ . 615 0 -1 0 0[|0 0 1 0 0 —1 0| 0
(4, - 1d]0) = 1 0 0 -1 o0f0 0 0 -1 0 9 12| 0
1 0 0 0 —1]0 o o0 o0 —1 [15] [6]] 0

Wir haben wiederum dim Kern (A4, — Id) = 2, und eine Basis von Kern (A4, — Id) lautet hier:
Kern (A, — Id) = span{(1,0,12,6,0,1),(0,1,9,15,1,0)7}.

Eine Losung ¢ von (A, — Id)y = 0 hat somit die Form
[ 1] [ 1
Y2 0
12
Y3 Cy + Oy
Ya 6
0
1

<y
I
I

Ys
L Y6 L J L J

und wir haben 0 £ > 0 fiir alle Ci1 > 0,C9 > 0 mit 012 + 022 > 0. In der Tat ist die Menge M der
zuléssigen Losungen unbeschrinkt.

Wir geben nun eine algebraische Charakterisierung der Ecken von M an.

—.

Satz 15.4 Die Menge M := {Z € R" : £ > 0, A = } der zuldssigen Lésungen sei nichtleer, und
es gelte A = (dy,day ..., 0p).

(a) Genau dann ist & = (x1,x2,...,2,)" € M eine Ecke von M, wenn die zu positiven Komponenten
xj > 0 gehorigen Spaltenvektoren der Matriz A linear unabhingig sind: Fiir die Indezmenge B(Z) :=
{eN:1<j<n und z; >0} ist das folgende Vektorsystem linear unabhingig:

{@ : j € B(@)} (2.2)

(b) M besitzt mindestens eine, aber hochstens endlich viele Ecken.

Begriindung: (a) Wére das System (2.2) linear abhéngig, so gébe es Zahlen A;, nicht alle Null, mit

Z AaJ—O

JEB(7)

Wegen z; > 0 finden wir ein § > 0 derart, dass z; & 0); > 0V j € B(Z) gilt. Wir setzen nun

o { z;+ 06X fir j € B(), - ‘_{ z; —0X; fir j € B(Z),
= 7=
0

R fiir j ¢ B(%), fir j ¢ B(Z).
Es gilt dann unter Beachtung von z; = 0, j ¢ B(Z):
n —
Z xjd; £0 Z Ajd; = ijd'j:b,
JEB(Z) JEB(Z Jj=1

und somit sind #* € M zwei verschiedene Punkte, deren Mittelpunkt # = 1 (Z+ + Z ) wegen der
Konvexitét keine Ecke sein kann.



Ist das Vektorsystem (2.2) linear unabhingig, so nehmen wir an, es gebe eine konvexe LK # =
(1 = N)Z+ + AZ~ mit zwei Punkten 0 < #* € M und A € (0,1). Wegen z; = 0V j ¢ B(%) muss
auch :1:;r =z; =0V j ¢ B(Z) gelten. Somit erschliefien wir

O=b-b=A@EF"-2")= Y (zf —=;)d,
JE€B(Z)

und wegen der linearen Unabhingigkeit folgt x;r —z; =0, also & T = 7. Es existiert somit keine
konvexe LK fiir . Das heift, Z ist eine Ecke von M.

(b) Es ist klar, aus den n Spaltenvektoren di,ds,...,d, konnen nur auf endlich viele Arten linear
unabhiingige Teilsysteme kombiniert werden. Also existieren nur endlich viele Ecken. Die Existenz
von mindestens einer Ecke erhilt man aus folgender Uberlegung. Es existiert sicher ein £* € M
mit einer minimalen Anzahl positiver Komponenten. Deren Indexmenge sei B(Z*) # (). Wiire diese
Menge leer, so wiire #* = 0 € M, und dieser Punkt ist eine Ecke. Das System {a@; : j € B(z*)} ist
linear unabhéngig, denn andernfalls kénnten Punkte Z#+ oder Z~ so konstruiert werden (man wéhle
analog (a) ein § > 0 derart, dass z; + 0A; = 0 oder z; — d\; = 0 fiir ein j € B(£*) gilt), dass diese
weniger positive Komponenten haben. Dies wére ein Widerspruch zur Wahl von £*. Also ist £* eine
Ecke von M. O

Wir zeigen in einem néchsten Satz, dass jeder Punkt in der Menge M der zuléssigen Losungen eine
Konvexkombination der endlich vielen Ecken von M ist.

Satz 15.5 Die Menge M :={Z € R" : & > 0, AZ = l;} der zuldssigen Losungen sei nichtleer, und
es gelte A = (ay,ds,...,a4y). Es sei {U0; : i € I} die nichtleere endliche Menge der Ecken von M.
Dann gilt fiir jeden Punkt £ € M eine Darstellung

F= Mg +d mit \g>0, > M =1, (2.3)
kel kel

und einem Vektor d > 0, Ad=0.

Bemerkung 15.4 Ist M beschriankt, also ein Polytop, so ist d=10 gemif Satz 15.3 der einzige Vek-
tor mit d > 0 und Ad = 0. In diesem Fall ist jeder Punkt # € M gemif (2.3) eine Konvexkombination
der Ecken von M. O

Begriindung: Wir fithren vollstindige Induktion nach der Anzahl p < n positiver Komponenten von
Z € M durch.

Induktionsverankerung: Ist p = 0, so gilt ¥ = 6, und dieser Punkt bildet eine Ecke von M. Die
Darstellung (2.3) ist trivial.

Vererbung: Nun sei p > 1 sowie & € M. Ist & eine Ecke, so ist (2.3) wiederum trivial. Wir nehmen
deshalb an, Z sei keine Ecke von M. Wir setzen B(Z) :={j € N : 1 <j <n und z; > 0} mit
card B(Z) = p. Geméi$ Satz 15.4(a) muss das System der Spaltenvektoren {d; : j € B(Z)} linear

n

abhéingig sein, so dass das homogene lineare Gleichungssystem Aw =: ) w;d; = 0 eine nichttriviale
j=1

Losung 0 # @ € R™ mit wj =0V j ¢ B(Z) zuldsst. Wir treffen drei Fallunterscheidungen geméf

W >0, w <0 bzw. @ hat Komponenten beiderlei Vorzeichens.

Fall (i): W hat positive und negative Komponenten. Wir definieren §; > 0 und dy > 0 geméf

0y = min{% : j € B(Z) und wj>0}, dg 1= mim{—ﬁ : j € B(#) und wj<0}.
; :

wj
Setzen wir &' := & — 61w, T2 1= T+ 0o, so folgt ¥ > 0, AZ' = AT + §; AT = 5, und somit
Z' € M, i = 1,2. Ferner haben die Punkte Z* hichstens p — 1 positive Komponenten, und es gilt
)
F=1—p)z' +p#? mit p:=——11 € (0,1). (2.4)

_51+52



Nach Induktionsvoraussetzung gelten fiir #* Darstellungen von der Form (2.3), niimlich

F' =Y Nap+d mit A, >0, Y AN =1, i=12
kel kel

Wir setzen .
Moo= (L= )\ +pds, kel, d:= (1—u)$+,ucp.

Dann ergibt sich aus (2.4) schon die behauptete Darstellung

F=3 Mg +d mit Ay >0, Y N\p=1
kel kel

Fall (ii): @ > 0. Wie im Fall (i) sind d; > 0 und #! := & — ;&% € M wohldefiniert, und auf Z'

trifft nach Induktionsvoraussetzung die Darstellung (2.3) zu. Wegen & = #! + 11 folgt daraus die
behauptete Darstellung (2.3) fiir Z.

Fall (iii): @ < 0. Diesen behandelt man entsprechend dem Fall (ii). Damit ist der Induktionsbeweis
abgeschlossen. a

Nach diesen vorbereitenden Sitzen sind wir nun in der Lage, das zentrale Resultat fiir die Anwendung
des Simplexverfahrens zu beweisen.

Satz 15.6 Fiir das lineare Programm in der Normalform

>
S

Minimiere (¢, %) auf der Menge M := {Z € R : &> 0, AZ = (P)

gelte A = (@, ds,...,a,) € R™™ b e R™ &e R" sowie M # 0. Dann ist genau eine der beiden
Aussagen (a), (b) wahr:

(a) Das Problem (P) besitzt eine der endlich vielen Ecken von M als Lésung.

(b) Es ist inf{(¢,Z) : ¥ € M} = —oo, d.h. die Zielfunktion von (P) ist auf der Menge M der
zuldssigen Léosungen nach unten nicht beschrdankt.

Begriindung: (i) Existiert ein d > 0 mit Ad = 0 und (¢,d) < 0, so gilt notwendig mAf/[(E', 7) = —o0.
ze

Denn in diesem Fall ist M geméifl Satz 15.3 unbeschrinkt, so dass mit jedem £* € M auch £*+ td €
MVt >0 folgt. Wir haben demgeméf

inf (2, 2) < liminf(Z,&* +td) = (¢,#*) + liminft (¢,d) = —oo.
reM t— 400 1> fo00

Dies ist genau die behauptete Aussage (b).
(i) Sei nun (¢,d) > 0 fiir alle d > 0 mit Ad = 0. Wie vorher bezeichne {#; : i € I} die nichtleere
endliche Menge der Ecken von M. Dann gilt fiir jedes £ € M die Darstellung (2.3), und somit

(¢, %) = AU +d A\i(C, Uk) + (¢, d) > min(¢, v;
(&Y D=3 @) > min(@, 7).

kel kel =
Dies ist aber genau die behauptete Aussage (a). O

Bemerkung 15.5 (a) Hat das lineare Programm (P) eine Losung Z, so folgt aus Satz 15.6, dass
eine der endlich vielen Ecken von M ebenfalls Losung von (P) ist. Im Prinzip konnte man also durch
Berechnung aller Ecken von M diejenige mit minimalem Kostenfunktional berechnen. Da M jedoch
hiufig sehr viele Ecken besitzt, verbietet sich eine solche Vorgehensweise.

(b) Fiir zuléssige lineare Programme (P) (also fiir M # 0) liefert Satz 15.6 eine Existenzaussage:



o Gelte M # 0 sowie jn}\%(é’, Z) > —oo. Dann besitzt das lineare Programm (P) eine Losung. O
TE

Fiir die weitere Untersuchung des linearen Programms (P) stellen wir die folgende Rangbedingung
an die Matrix A € R(™");

Rang A = m. (R)

Bemerkung 15.6 Theoretisch bedeutet (R) keine Einschriankung der Allgemeinheit. Falls (R) nicht
gilt, so ist entweder das lineare Gleichungssystem AZ = b unldsbar (und somit M = ()), oder es treten
in dem System AZ = b linear abhéngige Gleichungen auf. Da diese lediglich redundante Informationen
enthalten, kann man sie ohne Beschrinkung der Allgemeinheit entfernen. Die Rangbedingung (R) ist
stets dann erfiillt, wenn die Matrix A wie in den Beispielen (15.1.1) und (15.1.2) durch Einfithrung
von m Schlupfvariablen zu einer Matrix (A, + Id), Id € R("™™), erweitert wird. O

Mit der folgenden Definition wird eine der Grundlagen fiir das Simplexverfahren geschaffen.

Definition 15.6 Es seien A = (a1, dy,...,d,) € R™™ mit Rang A = m sowie b e R™ gege-
ben. Es bezeichne B C {1,2,...,n}, card B = m, die Menge derjenigen Indizes, die zu einem
m~dimensionalen System linear unabhdngiger Spaltenvektoren {d; : j € B} gehoren. Ein Vektor
Z € R™ heifie Basislésung von AT = b zur Basis B, wenn gilt:

zj=0Vj¢ B und ij&’j:l_;.
jEB

Eine Basislosung & zur Basis B heiffe zuléssig, wenn gilt: T > 0. Eine zulissige Basislosung Z zur
Basis B heifie nichtentartet, wenn gilt: ¥; > 0V j € B. Andernfalls heifie sie entartet.

Mit dem folgenden Satz wird eine Verbindung aufgezeigt zwischen dem geometrischen Begriff einer
Ecke und dem algebraischen Begriff einer zuldssigen Basislésung.

Satz 15.7 Die Menge M := {¥ € R" : 7 > 0, AZ = l_;} sei nichtleer, und es gelte A =
(d1,d2,...,0,) € R™™) mit Rang A = m. Genau dann ist Z € M eine Ecke von M, wenn &
zuldssige Basislosung von AZ = b zu einer geeigneten Basis B C {1,2,...,n} ist.

Begriindung: (i) Es sei & € M eine Ecke von M. Dann sind die zu positiven Komponenten z; > 0
gehorenden Spaltenvektoren @; gemaf Satz 15.4(a) linear unabhéingig. Sind es weniger als m Spalten-
vektoren, so kann ihre Anzahl durch Hinzunahme weiterer Spaltenvektoren zu einer m—dimensionalen
Basis B so erginzt werden, dass span {@; : j € B} = Bild A gilt.

(ii) Ist umgekehrt & € M eine zuliissige Basislosung von AZ = b zur Basis B, so ist das Vektorsystem
{@; : j € B} linear unabhéngig. Geméaf Satz 15.4 ist dann & eine Ecke von M. 0

Bemerkung 15.7 Zu einer nichtentarteten zuléssigen Basislosung & von AZ = b gehort genau eine
Basis B, nadmlich die Menge derjenigen Indizes j € {1,2,...,n} mit z; > 0.

Eine entartete zulissige Basislosung & von A% = b mit p < m positiven Komponenten kann hingegen
mehrere verschiedene Basen B besitzen, ndmlich genau (Zf:;) Stiick! O




15.2.2 Die Zweiphasenmethode: Phase 11

Wir betrachten wieder die Normalform eines linearen Programmes

-

Minimiere (¢, #) auf der Menge M := {Z# € R" : & > 0, A& = b}, (P)

worin A € R, beR™ und ¢ € R" die Vorgaben sind und wobei die Rangbedingung

Rang A=m (R)

erfiillt sei. In der Phase II des Simplexverfahrens werde vorausgesetzt, eine Ecke Z des Polyeders
M sei bekannt, oder gleichwertig (vgl. Satz 15.7), eine zuléissige Basislosung Z von AZ = b zu einer
geeigneten Basis B sei gegeben.

In der Phase I werden dagegen Widerspriiche in den Nebenbedingungen oder der Fall M = ) auf-
gedeckt; es wird die Rangbedingung (R) iiberpriift, gegebenenfalls werden redundante Gleichungen
entfernt, und es wird eine zulissige Ausgangsbasislosung bestimmt. In der Phase I wird mit Hilfe der
Phase II ein Teilproblem gelost. Wir beginnen deshalb zunfichst mit der Beschreibung der Phase II
und vereinbaren zu diesem Zweck die folgenden Bezeichnungen:

e Eine Basis B der Linge m wird mit B := {p(1),p(2),...,p(m)} C {1,2,...,n} bezeichnet,
und es gelte N :={1,2,...,n} \ B.

o Fiir A € R(™™ setzen wir Ap = (@p(1)s Ap(2)s - - - > Ap(m)) € R(™™) sowie Ay := (@r)pen €
R(mn-—m)
o Fiir 7€ R" setzen wir 2 := (2p(1), Zp(2) - - - ,zp(m))T € R™ sowie Zy := (zk)feN e R*" ™,

Die Phase II des Simplexverfahrens besteht nun aus geometrischer Sicht in den folgenden Schritten:
e Step 1: Sei ¥ eine Ecke des Polyeders M.

e Step 2: Bestimme eine von Z ausgehende Abstiegskante. Das ist eine Kante des Polyeders
M, langs der die Zielfunktion (¢, Z) echt abnimmt. Gibt es keine solche Abstiegskante, so ist Z
bereits Losung von (P). Stop!

e Step 3: Priife, ob die gefundene Abstiegskante unbeschrinkt ist. Wenn ja, so ist die Zielfunk-
tion (¢, #) nach unten nicht beschrinkt, und somit ist (P) unl6sbar. Stop!

e Step 4: Die gefundene Abstiegskante ist beschrankt. Die Zielfunktion (¢, Z) nimmt auf dieser
Abstiegskante ihr Minimum im Endpunkt Z* an. Dieser ist eine Ecke des Polyeders M, und
somit definiert er eine neue Niherung.

e Step 5: Setze 7 := £ und gehe zuriick nach Step 2.

Die analytische Umsetzung des hier beschriebenen geometrischen Sachverhalts erfolgt in dem folgen-
den Satz:

Satz 15.8 Fiir das lineare Programm in der Normalform

-

Minimiere (€, %) auf der Menge M := {Z € R : & >0, AZ = b}, (P)

gelte A = (@), @y, ...,a,) € RN, be R™ ¢ € R"™ sowie Rang A = m. Es sei £ € M eine zuldssige
Basislosung zur Basis B := {p(1),p(2),...,p(m)}. Das heifit, der Basisanteil von T ist Zp := Aglb
mit zugehorigen Kosten zy := (Cp,Zp). Wir setzen i := (Agl)Té’B. Dann gilt:



(a) Ist ey — ALy > 0, so ist @ eine Losung von (P). Diese ist eindeutig, wenn die strikte Unglei-
chung éx — AL ¢ > 0 vorliegt.

(b) Gilt fir einen Index k € N aber ¢ — (A, y) <0 und W := Aglé’k <0, so folgt inf(P) = —o0.
Das heifst, die Zielfunktion (¢, &) ist auf M nach unten nicht beschrinkt.

(c) Gelte fiir einen Index k € N wieder ¢ — (a@r,§) < 0, jedoch w, = (Ag'ax), > 0 fiir eine

Komponente r € {1,2,...,m}. Dabei sei r bereits so bestimmt, dass gilt:
AG'D AG'D);
Ap b, = min {7( 5 0); Dw; > 0} =:t*>0. (2.5)
Wy i=1,....m w;

Definiert man £+ € R"™ gemdf
(A5'D); — t*w; fir j=p(i) € B,
:Jc;' = t* fir 5=k, (2.6)
0 fir j#k, j€N,
so ist T eine zulissige Basislésung zur Basis
BY = {p(1),...,p(r — 1), k,p(r +1),...,p(m)} = {p" (1),p"(2),...,p" (M)},

mit den Kosten

2y = (G,4") = (G,&) + = (e = (ar, §)) < (67) = 20 (2.7)

Insbesondere gilt im Falle einer nichtentarteten Basislosung ¥ zur Basis B: £ ist zuldssige
Basislésung zur Basis Bt mit echter Kostenminderung (G, %) < (C,%). Ferner gilt:
_ r, . 2\ 41—
AZh = (Idm (-8 ® e,)ABl. (2.8)

Wy

Begriindungen: (a) Es sei ¢y — A%yj’ > (. Fiir ein beliebiges 7 € M gilt AZ = ApZp + AnZNn = I;,
und somit Zp = ¥p — AE.IANZN. Hieraus resultiert

(¢,2) = (C,ZB) + (En.Zn) = (G, 7) — (Cp, A5 ANZN) + (N, ZN)
also eine Losung # von (P).
Eindeutigkeit: Wegen &y — AL¢ > 0 kann (¢,7) = (¢, &) nur gelten, wenn Zy = 0 ist. Dann folgt
A7 = ApZp = b, also Zp = Ag.lb = Zp, und somit 7z = Z.

(b) Gelte nun ¢ — (@, %) < 0 und @ := Agld, < 0 fiir einen Index k € N. Wir definieren Z(t) €
R", t >0, gemif
(Ag'b), —tw; fiir j =p(i) € B,

zi(t) = { ¢ fiir j =k, (2.9)
0 fir j#k, jEN.

Es gilt Z(¢) > 0 sowie
Af(t) - AB(:Z"B — tABlﬁk) + tc_ik = ApZp = b,

also Z(t) € M ¥Vt > 0. Ferner folgt

(6, %(t)) = (¢, Zp — tAZ @) +tey = (&, F) +t (cx — (@k, 7)) = —00  (t = +00).
N———

<0



Das heift, die Zielfunktion (¢, Z) ist auf M nach unten nicht beschrinkt.

(c) Es sei nun t* > 0 gemif (2.5) bestimmt. Wegen (2.6) und (2.7) gilt Z+ = Z(t*) > 0 sowie

+
Lp(r)

= 0 nach Konstruktion von 7. Ferner ist AZ T = b und

zg =(G27) = (€.2) +t"(ck — (@, ) < (¢, %) = 2.

Die Basis BT entsteht aus der Basis B durch Austausch von p(r) gegen k. Deshalb folgt:

— —

AB+ = (ap(l)a s 76]1(7‘71)7 a:k:a 6p(7‘+1)7 s 7ap(m)) =Ap+ (a:k: - C_ip(r)) ® &

= Ap(ldy + (A5'd, — Ax' Ape,) © ) = Ap(ldn + (7 — &) ® ).

Mit Hilfe des Ansatzes C~! := Id,,, — a( — €,) ® €, bestimmen wir die Inverse von C := Id,, + (1 —
ér) ® €,. Es muss gelten:

Iy = CC™' = (Idy+ (i &) ®&,) (I — o - &) @ &)

= Idp+(1—a)(d—&)R8& —ab—&)el (b—eé)er
N————

=w,—1
= Hly,+(1—ow)(@—-¢é)®eé =CIC.

Diese Identitét ist genau fiir 1 — aw, = 0 erfiillt. Wegen w, > 0 existiert somit

A5k = (T — — (5 - &) ©&) A5,

Wy

und es gilt Rang Ag+ = m. Schliefilich folgt :Jc;' =0V j ¢ BT sowie ZT € M, so dass £ eine
zuliissige Basislosung zur Basis B ist. Damit ist der Satz vollstéindig bewiesen. O

Die Ergebnisse dieses Satzes geben nun Anlass, die analytischen Detailschritte zum revidierten

Simplexverfahren zusammenzufassen:

Step 1: Sei £ € M zulissige Basislosung zur Basis B = {p(1),p(2),...,p(m)}. Der Basisanteil
von ¥ ist Zp 1= Aglb, und die zugeordneten Kosten sind zy := (Cp,Zp). Es bezeichne N :=
{1,2,...,n}\ B die Menge der Nichtbasisindizes.

Step 2: Berechne g := (ABI)TE'B und danach ¢; := ¢j — (@, ) fir j € N.

Step 3: Falls ¢; > 0V j € N, dann Stop! Der Vektor & ist eine Losung von (P).

Step 4: Wihle k € N mit ¢, < 0. (Oft wihlt man ¢ := 5%1]{71{53 : ¢j < 0}, obwohl diese Wahl
nicht zwingend ist und auch nicht unbedingt den maximalen Abfall der Zielfunktion bewirkt.)

Step 5: Berechne  := Aglé'k. Falls & < 0, dann Stop! Die Zielfunktion ist auf der Menge M
nach unten nicht beschrinkt; es gilt inf(P) = —o0.

Step 6: Bestimme r € {1,2,...,m} mit w, > 0 so, dass gilt:

(A5'0), _ i {(ABl_b)i

= :wi>0}::t*20.
wy w;

Step 7: Setze BT := {p(1),...,p(r — 1),k,p(r +1),...,p(m)}, N*T :={1,2,...,n} \ B" und
berechne anschliefend den Basisanteil & §+ der neuen zulissigen Basislosung Z* durch

o { (Aglg)i —t*w; fur j=pi),i#r,
! #* fir § =k
Dann ist
B, = AZLE mit Al = (Idm - wi (% — &) ® é,)A;,l,

und die zugeordneten Kosten betragen zy := zg + t*¢.



e Step 8: Vertausche p(r) und k, setze (%, B, N, z) := (£, B, N, z;) und gehe nach Step 2.

Bemerkung 15.8 Offenbar besteht der Hauptaufwand beim revidierten Simplexverfahren in der
Berechnung von ¢ := (AE.I)TE'B € R™ und @ := A3'd), € R™. Wegen (2.8) braucht A5' allerdings
nicht in jedem Schritt neu berechnet zu werden, da sich Ap und A+ nur in einer Spalte unterschei-
den. Man gewinnt deshalb A;r aus Al}l durch Multiplikation mit der Gauss—JOrRDAN—Matrix

E:= I, ——(W—¢é)®e
Wy
in zwei einfachen Schritten:
e Es gilt
1 1
ST 4—1 T ST = 2T\ 4—1 ST 4—1
e, Agy = (e, —— €, (b —¢€)eé, )AB =—¢ Ap.
Wy ——— Wy
—w,—1
Das heifit:

Dividiere den r—ten Zeilenvektor von Agl durch w,.

Als Resultat erhélt man den r—ten Zeilenvektor der neuen Matrix A;r.

e Firi=1,2,...,m, i # r, gilt

1

ST -1 =T T 2\ =T\ 4= _ =T 4—1 ST p4—1

€ Agy = (ei — & (W — &) €; )AB =é; Ay —wié, Ag,.
r _/_/

=w;

Das heifit:

Man erhélt den ¢—ten Zeilenvektor Zi"' der neuen Matrix A;r aus dem i—ten Zeilenvektor
Z; der alten Matrix Agl durch die Operation

—»-1—‘_—». .—»+ . -
=2 —wiZ, i=1,2,...,m, i £

Hat man fiir die Ausgangsbasis By die Inverse AE; berechnet, so erhdlt man nun im k-ten Schritt
die Inverse Al_?/i in der Form

Aﬁi =FEyEp_q--- E1A§;

mit GAuss—JORDAN-Matrizen Ei, Es, ..., E;. Hiufig wird Ag, = Id,, die Einheitsmatrix sein. Dies
ist stets dann der Fall, wenn durch Einfithrung von m Schlupfvariablen die Gleichungsrestriktionen
in der Form (A, Id,,)Z = b vorliegen. O

‘ BSP. (15.2.3) ‘ Wir betrachten die Optimierungsaufgabe aus BSP. (15.1.1), indem wir die Daten
aus (1.3) in ein Tableau der Form

o (-1 -1 0 0 0] |
_ 1 3 1 o0 0] 13

A Pl 3 1 0 1 0] 15
-1 1 0 0 1| 3

bringen. Offensichtlich ist hier die Rangbedingung (R), ndmlich Rang A = 3, erfiillt. Wir starten mit
der Basis By = {3,4,5}, also mit Ap, = Ag; = Id3. Wir bringen die Startdaten des revidierten



Simplexverfahrens in ein Tableau der Form

¢ =-1
= Step 4: Wihle k = 1;
v T 7 [w| L0 0 0 0|52:_1} z
B _ 3 1 0 0 13 Step 5 117 — (1,3’ _1)T;
B| Ay |is 01 oopas) o T
5 0 0 1 3 p 0. - - 3
Step 7: Bt ={3,1,5}.
Neues Tableau mit w, = 3:
2 0 -+ o 5| s _ 2
5 €2 =73 .
1 - 1 = Step 4: Wahle k = 2;
1 -3 0 8 Cq4 — 3
5 0 l 1 8 Step 7: Bt = {2,1,5}.
Neues Tableau mit w, = %:
-1 0| -7
2 3L o 3| &=1
s X ~3 111 } = Stop!
]- _% % 0 4 C4 — 4
5 |- 2 1] 4

Wir haben eine Losung des linearen Programms bestimmt, ndmlich

7=(4,3,0,0,4)", zpm=(c %) =-T.

‘BSP. (15.2.4)‘ Wir behandeln BSP. (15.1.2) in ganz analoger Weise. Zuerst bringen wir die
Daten aus (1.4) in das Tableau

— 1 3 0 0 0 ]
2 9 -1 0 0 0]108
~l=1| 6 15 0 -1 0 0] 9
A b o 1 0 0 -1 0| 2
1 o 0 0 -1| 3

Wegen Rang A = 4 ist die Rangbedingung (R) erfiillt. Wir diirfen hier nicht mit der Basis By =
{3,4,5,6} starten, also mit Ag = Az' = — Idy. Diese wiirde die folgenden Startdaten des revidierten
Simplexverfahrens liefern:

[T 0 0 0 0] 0]

=T
k| ¥ %0 3 1 -1 0 0 0]_108
. l=l4] 01 0o o] -
B | Ay |7B 5 0 0 —1 0| =2
6

0 0 0 -1 -3

Es wire also insbesondere # = (0,0, —108, —90, —2, —3)T < 0 keine zulédssige Basislosung. Wir star-
ten stattdessen mit der Basis By = {1,2,5,6} und erhalten die folgenden Daten des revidierten



Simplexverfahrens:

3 |- & o0 ol
~ 1
C3 = — =5
1] 2 -L o o] & ;__42 } = Step 4: Wihle k = 3;
2 4 24 42
Pt U T g s (- 52,2, - ) iStep 61 = 3, £ = 303
) . . ol 1 ep 5: 0 = (— 15,430 33> —15) Step 6:1 =3, t* = 30;
42 42 B T Step 7-' B+ - {1727376}
5 1 24
6 | 5 1w O -1 7

Neues Tableau mit w, = 42—2:

0 5 & 0] 16
1 0 5 -2 0] 10
=1 >0
2 0 0 1 0 2 . 1 = Stop!
Cy; = b) >0
3 -1 2 -21 0] 30
6 0 5 -2 -1| 7

Wir haben eine Lésung des linearen Programms bestimmt, ndmlich

#=(10,2,30,0,0,7)7, zmin = (& &) = 16.

Fiir eine Implementierung der Phase II des revidierten Simplexverfahrens, welche sich an den For-
meln der oben beschriebenenen Schritte Step I bis Step 8 orientiert, schlagen wir den Algorithmus
(2.10) auf der néchsten Seite vor. In diesem Algorithmus gehen wir von der Voraussetzung aus, dass
die Matrix A € R(™") die Rangbedingung Rang A = m erfiillt und dass die Ausgangsbasis B einer
zuléssigen Basislosung bereits bekannt ist. Das Einlesen der Ausgangsbasis erfolgt durch Angabe der
Basisindizes p(1),p(2),...,p(m) derjenigen Spaltenvektoren in A = (dy,ds,...,d,), die die zuléssi-
ge Basislosung bestimmen. Die Nichtbasisindizes p(m + 1),...,p(n) werden durch das Programm
bestimmt. Fiir die Invertierung der Matrix Ap zur Ausgangsbasis B wird das Austauschverfahren
vorgeschlagen.

Erliuterungen zum Simplexalgorithmus (2.10): Der Vektor Z = (z1,2,...,2,)" gibt nach Ab-
schluss aller Rechnungen eine optimale Losung an, die das Zielfunktional zy = (¢, #) minimal macht.
Die Variable 7y gibt dieses Minimum an. Uber mehrdeutige Losbarkeit erteilt das Programm keine
Auskunft. In Zeile 1-4 werden die Spaltenvektoren der Ausgangsbasis zur Matrix D = (d;;,) € R(™™)
zusammengefasst, und die Matrix D wird invertiert. D wird mit der Inversen iiberschrieben, so dass
nun D = Ay gilt. In Zeile 6-11 wird die Menge N = {p(m+1),p(m+2),...,p(n)} der Nichtbasisin-
dizes bestimmt, und es wird z; = 0 fiir § € N gesetzt. In den Zeilen 12-16 werden der Basisanteil Zp
der Ausgangslésung und die zugeordneten Anfangskosten zy berechnet. In den Zeilen 18-28 werden
der Hilfsvektor ¢, die Hilfsgroen ¢; sowie das Minimum ¢ := %1]{71 ¢j, k := p(q), bestimmt, sofern

dieses Minimum negativ ist. Andernfalls ist bereits eine optimale Losung gefunden. In den Zeilen
29-35 wird der Hilfsvektor @ berechnet. Seine positiven Komponenten werden in dem Indexvektor
(1(1),4(2),...,i(l)) registriert. Fiir [ = 0 gibt es keine positiven Komponenten; die Zielfunktion ist
auf M nach unten nicht beschrénkt. In den Zeilen 36-39 werden der Index r € {i(1),i(2),...,i(l)}
und das Minimum ¢* := (Aglg)r Jw, bestimmt. Schliefllich werden in den Zeilen 40, 41 und 45 die
neue zulissige Basislosung # T sowie die zugeordneten Kosten z[']" berechnet, wihrend in den Zeilen
42-44 die neue Matrix DT := A;}r gemif den in Bemerkung 15.8 beschriebenen Zeilenoperationen



0: || Einlesen von n,m = Rang 4; A = (aj;) € R™™); b= )T e R™; ¢ = (¢;)T € R™;
Indexvektor p(j),j = 1,2,...,m, der Ausgangsbasis; maximale Iterationszahl Np,ax.
Es wird D := Ap gesetzt.
1: || fir y:=1,2,...,m:
2: fir k:=1,2,...,m:
3: djk = ajpry; (Ende k, Ende j)
4: || Verwende AT-Verfahren zur Berechnung von A5' = (djx);
5: || it:=0;l:=m+1;2 :=0;
6: || fir y:=1,2,...,n:
T: k:=1;bn:=0;
8: wiederhole:
9: falls (p(k) =j) dann bn:=1 sonst k:=k+1; (Ende falls)
10: bis (bn = 1) oder (k> m);
11: falls (bn =0) dann p(l) := j;2; := 0;1:=1+1; (Ende falls, Ende j)
12: || fir j:=1,2,...,m:
13: s:=0;
14: fir k:=1,2,...,m:
15: s:=s+dj; *by; (Ende k)
16: Tp(j) = 8320 1= 20 + 8 * Cp(jy; (Ende j)
17: || wiederhole:
18: min = 0;
19: fir j:=1,2,...,m:
20: yj = 0;
21: fir k:=1,2,...,m:
22: Yj = yj +dgj * cpry; (Ende k, Ende j) (2.10)
23: fir j:=m+1,m+2,...,n:
24 : 8 1= Cp(j) s
25: fir k:=1,2,...,m:
26: 5:= 85— appj) *Yr; (Ende k)
27: falls (s < min) dann q:= j;min:=s; (Ende falls, Ende j)
28: falls (min =0) dann Stop! (Losung gefunden) (Ende falls)
29: [:=0;
30: fir j:=1,2,...,m:
31: wj = 0;
32: fir k:=1,2,...,m:
33: wj = wj + djx * appg); (Ende k)
34: falls (w; >0) dann [ :=1[+1;i(l) :=j; (Ende falls, Ende j)
35: falls (I =0) dann Stop! (Zielfunktion unbeschrinkt) (Ende falls)
36: r=i(1);t = 2y /wr;
37: fir k:=2,3,...,[:
38: J=i(k);s = xp;) [wy;
39: falls (s < t) dann t:=s;7:=j; (Ende falls, Ende k)
40: fir k:=1,2,...,m:
41: falls (k #7) dann T, = Tpk) — ¢ * wy, sonst T,(; :=0; (Ende falls)
42: dri = dpi [ Wy
43: fir j:=1,2,...,m:
44: falls (j #r) dann dj; := djr, — w;j *dr; (Ende falls, Ende j, Ende k)
45: Tp(q) =520 = 20+ T x min;
46: 7 :=p(r);p(r) :== p(q);p(q) = j;it := it + 1;
47: || bis (it > Nmax)-

bestimmt wird. Die alte Basis B wird durch die neue Basis B ersetzt. Der Zihler it zihlt die
durchlaufenen Basiswechsel. Das Verfahren wird abgebrochen, falls eine vorgegebene Schranke Npax
iiberschritten wird. Eine Begriindung fiir diese Vorsichtsmafiregel geben wir in der folgenden



Bemerkung 15.9 Ist Z eine nichtentartete zulissige Basislosung zur Ausgangsbasis B, so wird in
Zeile 39 eine echt positive Zahl t* > 0 bestimmt, und die der neuen Basislosung # ™ zugeordneten Ko-
sten zar sind echt kleiner als zp. In jedem weiteren Schritt des Simplexverfahrens werden die Kosten
zumindest nicht vergroflert, so dass das Verfahren nicht zur Ausgangslosung Z zuriickkehren kann.
Sind sogar alle im Ablauf des Simplexverfahrens berechneten zulissigen Basislosungen nichtentartet,
so muss das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen, und zwar entweder mit einer zuléssi-
gen Basislosung oder mit der Information, dass die Zielfunktion nach unten nicht beschréankt ist.

Ist £ hingegen eine entartete zulissige Basislosung zur Basis B, und gilt
{7 €4i1),i2),..., i} : (A5'8); =0} #0,

so ist das in Zeile 39 bestimmte Minimum ¢* = (Aglg)r/wr = 0. Es folgt £+ = Z. Das heift,
das Verfahren bleibt in der Ecke # stehen; lediglich die Basisdarstellung von Z 1 ist eine andere.
Theoretisch kann es sogar vorkommen, dass in jedem weiteren Schritt die Ecke # stationir bleibt,
wahrend lediglich die Basis ausgetauscht wird — bis zur Riickkehr auf die Ausgangsbasis. In diesem
Fall spricht man von einem Zyklus im Simplexverfahren; man vergleiche das nachfolgende Beispiel.
d

‘BSP. (15.2.5)‘ Die Daten eines linearen Programms (P) in der Normalform mogen auf das

folgende Tableau fiihren:

T [-075 20 =05 6 0 0 O] |
|02 -8 -1 9 1 0 0] 0

A bl 05 =12 =05 3 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1| 1

Startet man den oben angegebenen Simplexalgorithmus mit der Ausgangsbasis By := {5,6,7} (die
auf die entartete zulissige Basislosung # = (0,0,1)7 fiihrt), so stellt sich der folgende Zyklus von
Basisindizes ein:

Basisindizes der Basen B nach 10 Iterationen:

lit=0]it=1]it=2]it=3[it=4]it=5[it=6[it=7[it=8[it=9]it=10]

5 1 1 3 3 5 5 1 1 3 3
6 6 2 2 4 4 6 6 2 2 4
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

Basisvektor Z nach der letzten Iteration:

[ 0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00
0.000 000E+00

| 1.000 000E*?0

81
Il

Zugeordnete Kosten: zy = 0.000 000ET,
Der Simplexalgorithmus in der vorliegenden Form liefert kein Resultat.

Das Auftreten von Zyklen verhindert, dass der Simplexalgorithmus nach endlich vielen Schritten zu
einem Resultat gelangt. Deshalb gibt es Zusatzregeln zur Vermeidung von Zyklen. Die einfachste



Zusatzregel stammt von R.G. BLAND (”New finite pivoting rules for the simplex method”, Math. of
Operations Research 2 (1977), 103-107).

Regel von BLAND. Gibt es mehrere Moglichkeiten, den Index ¢ (Zeile 27) und den Index
r (Zeile 39) zu wihlen, so wihle man g und r stets so, dass p(g) und p(r) kleinstmdoglich
sind.

Eine Implementierung der BLanDschen Zusatzregel wiirde folgende Anderungen des Simplexalgorith-
mus (2.10) erforderlich machen:

18: min := 0;ind := n;

27: falls (s < 0) und (p(j) <ind) dann q:= j;ind := p(j);min := s; (Ende falls, j)
39: falls (s <t) dann:

39;: falls (s <t) oder (p(j) <p(r)) dann t:=s;r:=j; (Ende falls, falls, k)

Mit dieser Zusatzregel erhalten wir nun fiir das obige BSP. (15.2.5) die folgende korrekte Losung:

Basisindizes der Basen B nach 6 Iterationen:

lit=0]at=1]it=2]it=3[it=4]it=5]it=6]

Y 1 1 3 3 3 3
6 6 2 2 4 4 )
7 7 7 7 7 1 1

Losungsvektor 7:

[ 1.000 000E 100
0.000 000E+00
1.000 000E 090

Z= | 0.000000E+00

7.500 000E 01

0.000 000E+00

| 0.000 000

Minimum der Zielfunktion:

Zmin = —1.250 000E+00,

15.2.3 Die Zweiphasenmethode: Phase 1

Wie in Abschnitt 15.2.2 betrachten wir die Normalform eines linearen Programmes, ndmlich

—.

Minimiere (¢, ) auf der Menge M := {Z € R" : Z > 0, AZ = b}, (P)

worin A = (dy,ds,...,dy) € R(mn) § = (b1,b2,...,b)" € R™ und € = (c1,c¢a,...,c,)" € R™ die
Vorgaben seien. Gleichungs—Restriktionen kénnen notfalls mit —1 multipliziert werden, so dass ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit

b>0

angenommen werden darf. In diesem Abschnitt sollen die folgenden Fragen beantwortet werden:



e Ist (P) zuliissig, das heifit, gilt M # (7
e Hat A Maximalrang m, oder sind redundante Gleichungen zu entfernen?

e Wie berechnet man eine Ausgangsbasis B, d.h. eine zulissige Basislosung von (P), um die
Phase IT des Simplexalgorithmus starten zu kénnen?

Wir werden ein geeignetes Hilfsprogramm zur Beantwortung dieser Fragen installieren. Wir unter-
scheiden:

Trivialer Fall: Die Matrix A = (a1, do, . . ., dy) enthalte in den Spalten bereits die m Einheitsvektoren
€1,€9,...,6en der Standardbasis des R™. Es sei B die Indexmenge der entsprechenden Spaltenvekto-
ren. Dann kann sofort die Phase II des Simplexverfahrens mit der Ausgangsbasis B und der zuléssigen
Basislésung Zp := b gestartet werden.

Nichttrivialer Fall: Die Matrix A enthalte keine oder nicht alle Standardbasisvektoren. Im ersten
Fall fithren wir kiinstliche Variable (hi,hs,...,hy,)" in Form eines Hilfsvektors A € R™ ein und
betrachten das folgende lineare Programm in Normalform:

—

Minimiere (€, h) auf der Menge M), := { l z» ] e RMM . l z»

=8y

Zﬁ,Hl ]:g}a (Pr)

worin € := (1,1,...,1)T € R™ sowie H := (A, Id,,) = (@1,...,8n,€1,...,En) € RN gelten,
Mit der Ausgangsbasis By := {n + 1,n + 2,...,n + m} kann die Phase II des Simplexalgorith-
mus gestartet werden. Wegen € > 0 ist die Zielfunktion des Hilfsproblems (Pp) auf der Menge M,
nach unten durch 0 beschrinkt. Auflerdem gilt Mj; # 0, denn M), enthélt mindestens den Vektor
l z» = g» . Geméf Satz 15.6 besitzt dann das Problem (Pj) eine zulissige Basislosung zu einer
Basis B = {p(1),p(2),...,p(m)} C{1,2,...,n+m}. Diese kann mit dem Simplexalgorithmus (2.10)
berechnet werden. Die Basisindizes p(j) € {n + 1,n + 2,...,n + m} N B nennen wir kiinstliche
Basisindizes. Wir treffen zwei Fallunterscheidungen:

Fall 1: Es gilt | min(¢, i) > 0.| Das heift, das Problem (P},) besitzt keine zuliissige Losung in der

] [
0
Simplexalgorithmus mit einer entsprechenden Meldung ab.

Form . Somit besitzt das Problem (P) auch keine zuléissige Losung Z. Man bricht den

Fall 2: Es gilt | min(€, ﬁ) =0, |also & = 0. Dann ist die Existenz einer zuliissigen Basislosung & zum

Problem (P) gesichert. Es sei r € {1,2,...,m} so bestimmt, dass gilt

p(r) = max p(j). (2.11)

7j=1,....,m

Ist |p(r) < mn,|so haben wir mit B = {p(1),p(2),...,p(m)} bereits die erforderliche Ausgangsbasis

zum Start der Phase II des Simplexalgorithmus (2.10) vorliegen. Dariiber hinaus sind mit
fp=Hg'b=Ag'b und Hp' = Ap'

bereits der Basisanteil Zp der Startniherung sowie die invertierte Basismatrix Agl gegeben. (Das
heifit, die Zeilen 1-16 im Algorithmus (2.10) brauchen nicht mehr durchlaufen zu werden. Lediglich
die Anfangskosten zg = (Cp,Zp) sind zu berechnen.)

Gilt hingegen |p(r) > n,| so enthélt die Basis B mindestens einen kiinstlichen Basisindex, und die

=8y

gewonnene Basislosung [ ] ist notwendig entartet: alle Komponenten mit kiinstlichem Basisindex



p(j) > n gehdren zum Vektor A = 0. Insbesondere gilt auch (Hglg)r = 0. Es soll nun versucht
werden, den kiinstlichen Basisindex p(r) > n gegen einen Index k € {1,2,...,n}\ B auszutauschen
oder festzustellen, dass eine der Gleichungen in den Nebenbedingungen AZ = b von den iibrigen
Gleichungen linear abhéngig ist. Dann gilt ndmlich Rang A < m—1, und die entsprechende Gleichung
ist redundant. Demgeméf treffen wir eine weitere Fallunterscheidung, ndmlich:

(a) Es existiere ein Index k € {1,2,...,n} \ B mit | (Hg'd), # 0. | In diesem Fall setze man @ :=

Hglc_ik sowie BY:={p(1),...,p(r —1),k,p(r +1),...,p(m)}, und man berechne gemif Step 7:

Lo o o\
Hyt o= (K — — (5 — &) ® & ) Hy".
r
An der bereits gewonnenen Basislosung dndert sich nichts; es ist (HE}FE)T = (Hglg),, da lediglich

eine Nullkomponente gegen eine Nullkomponente ausgetauscht wurde. SchlieBlich setze man B := B~
und priife erneut, ob noch ein weiterer Index r € {1,2,...,m} existiert mit p(r) > n.

(b) Es gelte fiir alle k € {1,2,...,n}\ B die Bedingung | (H '), = 0. |Klar, wegen Hp'Hp = Id,,

gilt Hz'd; = €, fiir alle j = p(q) € {1,2,...,n} N B, und somit (Hz'@;), = 0 (beachte: q # r).
Insgesamt ist somit die r—te Zeile von HIEIA eine Nullzeile:

e'H'A=0 < 07 =A4"Hg"Y e,

m
An dieser Gleichung éndert sich nichts, wenn die Identitét Id,, = ) (€; ® €;) eingefiigt wird:
i=1
m m
= AT 1d,, Z ) (HpY e, =Y (g, (Hz")Te,) ATe; ZA ATée;
: _/_/

Das heifit, die Zeilen der Matrix A sind linear abhéngig und somit folgt Rang A <m — 1. Setzen wir
q:=p(r)—n € {1,2,...,m}, so gilt nun fiir den Koeffizienten \,:

m
>\q = < Blgqv€T> <€ra€r> =1, also Aqu = — Z )\jATé'j
Ji#a

Daher ist die g—te Zeile in A linear abhéngig von den iibrigen Zeilen, und somit ist die ¢—te Gleichung
in A7 = b redundant. Wir streichen diese Gleichung und dariiber hinaus in der Basismatrix Hgl die

r—te Zeile sowie im Basisanteil H 515 die r—te Komponente (diese war Null). Anschlieend wird

B:={p(1),...,p(r = 1),p(r+1),...,p(m)}, m:=m-—1,

gesetzt. Nun wird erneut gepriift, ob noch ein weiterer Index r € {1,2,...,m} existiert mit p(r) > n.

Nach hochstens m — 1 Schritten hat man auf diese Weise entweder M = () gezeigt, oder man hat eine
zuliissige Basislosung # zur Basis B konstruiert und dazu die Basismatrix Ag.l berechnet.

Bei entsprechender Modifizierung der voranstehenden Uberlegungen kann auch der Fall miteinbezo-
gen werden, wenn die Matrix A in den Spalten bereits einige Einheitsvektoren der Standardbasis des
R™ enthilt.

Auf den beiden nachfolgenden Seiten haben wir einen Algorithmus vorgeschlagen, in welchem beide
Phasen I und IT des revidierten Simplexverfahrens implementiert sind. In diesem Algorithmus wird
nur die Normalform (P) eines linearen Programms vorausgesetzt. Der Vektor b der Gleichungs—
Restriktionen AZ = b darf allerdings nicht negativ sei: b> 0. An den Rang der Matrix A € R("™")
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M1:

M2 :

Einlesen von Spaltenzahl ng, Zeilenzahl m; A = (aj;) € R(™m0); b= ()T € R™; &0 =
(cg-o))T € R™: Anzahl mg bereits vorhandener Standardbasisvektoren (mo = 0: keine),
Indexvektor p(j),7 = 1,2,...,mp, der zugeordneten Teilausgangsbasis; maximale Iterati-
onszahl Npayx; Maschinengenauigkeit §. Es wird D := AEI gesetzt.
n :=ng; 2, := 0;1:= 1;init := 1;4it := 0;
fir j:=1,2,...,n:
¢j :==0; (Ende j)
fir j:=1,2,...,m:
i(j) == 0;
fiir k:=1,2,...,mgp:
falls (ajp) = 1) dann dy; := 1;i(j) := k sonst di; :=0; (Ende falls, k)
fir k:==mo+1,mo+2,...,m:
drj = 0;aj ntk—mo := 0; (Ende k)
falls (i(j) =0) dann
kE:=mo+1lpk):=1+nl:=1+1;
drj = 15 ajpky := 1 cpry == 1;i(j) := k; (Ende falls)
k= p(i(4)); xr == bj;
falls (j > mg) dann 21 := 21 + zx; (Ende falls, 7)
n:=ng+m-—mg;
l:=m+1;2 :=0;
fir j:=1,2,...,n9:
k:=1;bn:=0;
wiederhole:
falls (p(k) =j) dann bn:=1;29 := 29 + xj * ¢; sonst k:=k+1; (Ende falls)
bis (bn =1) oder (k> my);
falls (bn =0) dann p(l) :=j;z; :=0;1:=1+1; (Ende falls, j)
wiederhole:
min := 0;ind := n;
fir j:=1,2,...,m:
yj =03
fir k:=1,2,...,m:
Yj = yj +dij * cprys (Ende k, 7)
fir j:=m+1,m+2,...,n:
5= Cp(j) 5
fir k:=1,2,...,m:
§:= 85— app(j) * Yr; (Ende k)
falls (s < —0) und (p(j) < ind) dann ind := p(j);q := j;min :=s; (Ende falls, j)
falls (min =0) dann Fallstudie:
init = 0: Stop! (Losung gefunden)
init =1: falls (|z1] < J) dann init := 0;
fir j:=1,2,...,n0:
cj = cg-o); (Ende j)
goto M2
sonst Stop! (Es existiert keine zulissige Losung) (Ende falls)
sonst goto M4; (Ende falls)
r:= 1;maz := p(r);
fir k:=2,3,...,m:
falls (p(k) > maz) dann maz := p(k);r := k; (Ende falls, k)
falls (maz < ng) dann n :=ng;mg :=m; goto M1; (Ende falls)
it:=it+1;q:=1;s:=0;

werden keine Voraussetzungen gestellt. Die linear unabhéngigen Standardbasisvektoren in den Spal-
ten der Matrix A kénnen optional angegeben werden: ihre Anzahl mg ist einzulesen und ihre Spal-

tenindizes sind (in beliebiger Reihenfolge) durch die Parameter p(1),p(2), ...

ap(mO)a mo < m, fest-

zulegen. Wird mgy = 0 gesetzt, so werden keine Spaltenvektoren der Matrix A in die Ausgangsbasis
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65:
66:
67:
68:
69:
70:
T1:
72:
73:
T4:
75:
76:
T7:
78:
79:
80:
81:
82:
83:
84:
85:
86:
87:
88:
89:
90:
91:
92:
93:
94 :
95:
96:
97 :
98:

wiederhole:
bn:=1;
fir j:=1,2,.. :
falls (p ]) ) dann bn :=0; (Ende falls, j)
falls (bn =1) dann s:=0;

fir k:=1,2,...,m
s:=s+dp *agqg; (Ende k, falls)
¢:=q+1;

bis (|s| > &) oder (¢ > ng);
falls (¢ > ng) dann goto M3 sonst w, :=s;
fir k:=1,2,...,m
dyr, = dyr/s; (Ende k)
fir j:=1,2,....m
falls (j #r) dann w; :=0;
fir k:=1,2,...,m
wj 1= wj + dji * agq—1; (Ende k)
fir k:=1,2,...,m
djk = djk —wy * drk; (Ende k‘, falls, ])
p(r) :=q—1; goto M2; (Ende falls)
M3: q:=p(r) - no;
fir j:=q+1,9q+2,...,m
bj,1 = bj;
fir k:=1,2,...,n9
Aj—1,k = Qjk; (Ende k, ])
fir j:=r+1,r+2,...,m
Tp(j—1) = Tp(;); P4 — 1) == p(j);
fir k:=1,2,...,m:
djfl’k = djk; (Ende k‘, ])
m:=m —1; goto M2;
M4: [:=0;
fir j:=1,2,...,m
wj = 0;
fir k:=1,2,...,m:
wj = wj + djp * appq; (Ende k)
falls (w; >9) dann [ :=1+1;i(l) :=j; (Ende falls, j)
falls (I =0) dann Stop! (Zielfunktion unbeschrinkt) (Ende falls)
r=i(1);t = xp) fwe;
fir k:=2,3,. l
ji= z(k), s:= a:p(j)/wj;
falls (s <t) dann
falls (s <t) oder (p(j) < p(r)) dann t:=s;r:=j; (Ende falls, falls, k)
fir k:=1,2,...,m
falls (k #7r) dann () = Tpp) — ¢ * wy, sonst () = 0; (Ende falls)
dpy := drk/wr;
fir j:=1,2,....m
falls (j #r) dann dji := djr, — w; *dp; (Ende falls, j, k)
Tp(g) =t
falls (init = 0) dann zg:= 2o + ¢ *min sonst 21 := 0;
fir j:=no+1L,no+2,...,n
21 :=z1 +2;; (Ende j, falls)
j = p(r);p(r) = p(q);p(q) = j;it := it + 1;
bis (it > Nuax)-

einbezogen. Die fehlenden Indizes p(mg+1),. ..
p(m+1),...

Erliuterungen zum zweiphasigen revidierten Simplexalgorithmus: Die feste Spaltenzahl der Ma-

,p(n +m —mg) werden durch den Algorithmus automatisch bestimmt.

,p(m) der Ausgangsbasis sowie die Nichtbasisindizes



trix A wird hier mit ng bezeichnet, der Kostenvektor mit &(®). Der Vektor & = (1, z1,... s Tng) L
gibt nach erfolgter Rechnung die optimale Losung an, die das Zielfunktional zo = (¢(*), Z) minimal
macht. Die Variable zy gibt dieses Minimum an. Uber mehrdeutige Losbarkeit erteilt der Algorith-
mus keine Auskunft. Der Zeiger init zeigt an, in welchem Status das Programm sich befindet. Es
gilt init = 1, solange eine zulissige Basislosung £p von (P) zu einer Ausgangsbasis B gesucht wird.
Befindet sich das Programm in der Phase II des Simplexalgorithmus, so wird dieser Status durch
init = 0 angezeigt. In Zeile 2-14 wird die Matrix A durch die (noch fehlenden) Einheitsvektoren der
Standardbasis des R™ erginzt. Die resultierende Basismatrix Ap ist orthogonal; ihre Inverse Ag
wird in der Matrix D = (d;i) erzeugt. Der Hilfskostenvektor ¢ := € mit ¢; = 1 fiir j > mo + 1 wird
initialisiert, und es werden die zugeordneten Anfangskosten z; = (& h) berechnet. In Zeile 17-22
werden die Nichtbasisindizes p(m + 1),p(m + 2),...,p(ng) bestimmt. Die Zeilen 23-35 sowie 76-98
enthalten die bereits weiter oben beschriebenen Teile der Phase II des revidierten Simplexalgorith-
mus (2.10). In ihnen ist die BLaNDsche Zusatzregel (Zeile 33, Zeile 86—87) inkorporiert. In den Zeilen
42-46 wird gepriift, ob die gefundene Ausgangsbasis B kiinstliche Basisindizes p(j) > ng enthilt.
Wenn ja, so sind gemifl der oben beschriebenen Fallstudie die Unterfélle Fall 2(a) und Fall 2(b)
zu unterscheiden. Die Situation von Fall 2(a) wird in den Zeilen 4665 algorithmisch analysiert,
wéahrend sich der Fall 2(b) in den Zeilen 6675 widerspiegelt.

Mit 6 > 0 haben wir einen Parameter der Maschinengenauigkeit eingefiihrt: es sei 0 die kleinste
positive Zahl, fiir die der verwendete Rechner das Additionsergebnis 1+ 0 = 1 liefert. Mit der Grofie
0 wird das Auftreten von Rundungsfehlern beriicksichtigt, die insbesondere dann von Gewicht sind,
wenn fast identische Zahlen voneinander subtrahiert werden. Der oben beschriebene Algorithmus
reagiert besonders dann empfindlich gegeniiber Rundungsfehlern, wenn das Gleichungssytem AZ = b
mehrere linear abhéngige Gleichungen enthélt. Durch Elimination linear abhéngiger Zeilen kdnnen
Parameterwerte in der Groflenordnung der Maschinengenauigkeit entstehen, die bei exakter Rech-
nung Null sein sollten. Sensible Abfragen vom Typ s < 07 (Zeile 33), z; = 07 (Zeile 36), s > 07
(Zeile 55) oder w; > 07 (Zeile 81) kénnen dadurch erheblich verfilscht werden und zu sinnlosen Re-
sultaten fithren. Wir demonstrieren die Wirkung solcher ” Schmutzeffekte” in dem folgenden Beispiel.

‘ BSP. (15.2.6) ‘ Die Gleichungsrestriktionen des linearen Programms (P) aus BSP. (15.2.5) erwei-
tern wir um drei Gleichungen, die von den drei bereits vorhandenen Gleichungen linear abhingig
sind. Wir starten den oben angegebenen zweiphasigen Simplexalgorithmus mit der Vorgabe einer
Maschinengenauigkeit § = 0. Da in der Phase I das Abfragekriterium z; = 07 (Zeile 36) nicht exakt
erreichbar ist, erhilt man die (falsche) Abbruchinformation

Es existiert keine zuldssige Losung.

Bei Vorgabe einer Maschinengenauigkeit 0 < § < 3.4 - 107'8 wird das Abfragekriterium w; > 07
(Zeile 81) nicht exakt realisierbar. Man erhilt nun die (falsche) Abbruchinformation

Zielfunktion unbeschrinkt.

(<075 20 05 6 0 0 0] |

— 025 8 -1 9 1 0 0] 0
05 —12 —05 3 0 1 0| 0

L] o= 0 0 1 0 o o0 1] 1

A b 075 —20 —1.5 12 1 1 0| 0
05 —12 05 3 0 1 1| 1

0.25 -8 o 9 1 0 1| 1

Gibt man hingegen eine Maschinengenauigkeit § > 3.5 - 107! vor, so liefert der Simplexalgorithmus
die korrekte Losung, wie das folgende Rechenprotokoll belegt:



Maschinengenauigkeit: § = 3.5E'%, Anfangsiterationen: 6
Basisindizes der Basen B

lit=1]it=2]it=3|it=4]it=5|it=6]it=7]it=8|it=9[it=10]

8 1 1 3 3 3 3 3 3 3
9 9 2 2 4 4 4 4 4 )
10 10 10 10 10 1 1 1 1 1
11 11 11 11 11 11 11 11 0 0
12 12 12 12 12 12 12 0 0 0
13 13 13 13 13 13 0 0 0 0

Lésungsvektor z:

[ 1.000 000E 100
0.000 000E+00
1.000 000E 090
0.000 000E+00
7.500 000E 01
0.000 000E+00

| 0.000 000E*0°

8
Il

Minimum der Zielfunktion:

Zmin = —1.250 000E 100

Das Protokoll der Basisindizes belegt, dass nach 6 Iterationsschritten eine zuldssige Basislosung Zp
und eine Ausgangsbasis B = {3,4,1,11,12,13} aus dem Hilfsprogramm (Pj) berechnet wurden.
Allerdings enthélt B die kiinstlichen Basisindizes 11,12, 13. Diese werden in drei weiteren Iterations-
schritten durch Streichung der drei linear abhéngigen Zeilen des Gleichungssytems AZ = b eliminiert.
Die reduzierte Ausgangsbasis ist B = {3, 4, 1}. Nach einem weiteren Iterationsschritt ist die optimale
Losung Zp des Problems (P) zur Basis B = {3,5,1} gefunden. Die hier dokumentierten Resultate
wurden auf einem AT-Rechner 80286 mit eingebautem Co-Prozessor erzielt. Andere Rechner konnen
unterhalb der Maschinengenauigkeit ganz andere Ergebnisse liefern.




Kapitel 16

Gewohnliche Differentialgleichungen

16.1 Vorbetrachtungen, Problemstellung

In Abschnitt 14.4 wurden Gleichungen F (%, 7) = 0 studiert, die unter geeigneten Auflosbar-
keitsbedingungen implizit eine Funktion 7 = f| (Z) definieren. Treten in der Funktion F' aufer
der gesuchten Funktion (Z) auch noch deren (partielle) Ableitungen nach den Koordinaten
X1, %, ..., T, auf, so heile die Gleichung F =0 eine Differentialgleichung (DGI). Ist z € R
eine eindimensionale Variable, so liegt eine gew6hnliche Differentialgleichung vor; andern-
falls spricht man von einer partiellen Differentialgleichung. In diesem Kapitel beschéiftigen
wir uns ausschliefllich mit gew6hnlichen DGIn.

Definition 16.1 (a) Ist F € Abb(R""' R) eine gegebene skalare Funktion, so heife die
Gleichung

F(z,y,9,...,y™) =0 (1.1)

eine implizite DGI1 n—ter Ordnung fir eine gesuchte Funktion y = y(x). (Fin Beispiel ist
die EULERsche DGl n—ter Ordnung

F(z,y,.. .,y(")) = Z akxky(k) — RS(x) =0, a, = 1.)
k=0

(b) Ist f € Abb (R™,R) eine gegebene skalare Funktion, so heiffe die Gleichung

y™ = flz,y,y,. ..,y Y) (1.2)

eine explizite DG1 n—ter Ordnung fir die gesuchte Funktion y = y(x). (Ein Beispiel ist die
obige EULERsche DGl n—ter Ordnung

1

n—1
y " = foy, oy ) = S RS@) = Y ey, w0,
k=0

(c) Ist F € Abb (R x R™ R') eine gegebene vektorwertige Funktion, so heiffe die Gleichung

Fx, 7,7 ...,§™) =0 (1.3)

ein implizites DGl-System n—ter Ordnung fiir eine gesuchte Vektorfunktion i = ¢(x) €
Abb (R,R™). Ganz analog spricht man bei Gleichungen der Form

—

g™ = fle, g9, ...,g") (1.4)

135



von einem expliziten DGl-System n—ter Ordnung fir die gesuchte Funktion § = j(x).

Beispiele von DGl-Systemen des Typs (1.4) sind die linearen Systeme 1.0Ordnung mit konstanten
Koeffizienten ' = Ay + (), die wir bereits in Abschnitt 11.7 studiert haben.

In der klassischen Theorie der gew6hnlichen DGIn wird der folgende Losungsbegriff zugrunde
gelegt:

Definition 16.2 FEine Funktion y = y(x) heifle auf einem Intervall I C R eine klassische
Lésung der gewéhnlichen DGL (1.1) bzw. (1.2), wenny € C™(I) gilt und wenn die Gleichungen
(1.1) bzw. (1.2) nach Einsetzen von y(z),y'(z),...,y"™ (x) fir alle x € I erfiillt sind.

Bemerkung 16.1 (a) Andere Losungsbegriffe (verallgemeinerte Losung, distributionelle Li-
sung) werden in speziellen Losungstheorien verwendet.

(b) Die Bestimmung aller Losungen einer DGI heifit die Integration der DGI.

(c) Eine DGI ist im allgemeinen nicht eindeutig 16sbar. Wir erinnern an die linearen DGIn
mit konstanten Koeffizienten, die in Abschnitt 10.4 behandelt wurden. Zum Beispiel kann
gefordert werden, dass die gesuchte Losung y = y(x) an einer Anfangsstelle a € I die n
Anfangswerte

y(a) = Cy, y'(a) = Co, . .., y(”_l)(a) =C, (1.5)

annimmt. Diese Nebendingungen sind mindestens mit der expliziten DGI (1.2) kompatibel,
weil nidmlich aus (1.2) eine Bestimmungsgleichung y™ (a) = f(a,C),...,C,) fiir den Funkti-
onswert y™ (a) folgt. Erfiillt die Funktion in der Gleichung (1.1) die Auflésbarkeitsbedingung

3‘;5) # 0, so kann die Gleichung (1.1) unter geeigneten Stetigkeitsannahmen in die explizite

Form (1.2) iiberfithrt werden. Gilt hingegen % = 0, so konnen singuliire Losungen der
DGI (1.1) auftreten. O

Die Losungsgesamtheit einer expliziten DGI n—ter Ordnung verfiigt also iiber n Freiheitsgra-
de.

Definition 16.3 FEine Lisung y = y(x,C},...,Cy) heifie allgemeine Lésung der DGI n—ter
Ordnung (1.1) oder (1.2), wenn jede spezielle Lisung durch geeignete Wahl der Konstanten
Cy,Cy, ..., C, aus der Losungy = y(x,Cy, ..., C,) konstruiert werden kann. Jede Lisung, die
auf diese Weise fiir spezielle Werte der freien Konstanten C1,Cs, ..., C, aus der allgemeinen
Losung gewonnen wurde, heiffe eine partikulire Losung der DGI.

Die explizite DGI (1.2) hat unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an die Funktion f stets ei-
ne allgemeine Losung. Dies wird in Abschnitt 16.5 zu zeigen sein. Der allgemeine Fall (1.1) soll
hier nicht behandelt werden. Dariiber hinaus schrinken wir unsere Betrachtungen auf einige
spezielle Typenklassen ein, fiir die eine vollstdndige Losungstheorie existiert. Das Anwendungs-
feld fiir Differentialgleichungen ist sehr weitrdumig; DGIn treten u.a. in der Geometrie, der
Physik, der Biomathematik, den technischen und ingenieurwissenschaftlichen Disziplinen auf.
In diesen Bereichen ist man in der Regel nur an partikuldren Losungen der relevanten DGln
interessiert, die zum Beispiel durch den Anfangszustand eines physikalischen Systems oder
durch Bedingungen an den Réndern des Betrachtungsintervalls aus der allgemeinen Losung
selektiert werden. Demgeméfl hat man zu unterscheiden:

Definition 16.4 (a) Anfangswertaufgaben: Zu festem a € I und zu vorgegebenen Zahlen
Yo, Y1y - - - Yn_1 it eine Losung y € C™(I) gesucht mit



M = f(z,y,y,...,y" V) fir 2z € I;
(AWA) y'"m = flz,y,y, ..., y"Y)

y(a) = Yo, yl(a) =Y, .- 7y(n71)(a) = Yn—1-

(b) Randwertaufgaben: Auf einem Intervall I := [a,b] ist eine Lisung y € C™(I) gesucht,
deren Funktionswerte in den Randpunkten a,b € I vorgegeben sind:

y(a), y(b), v'(a), y'(b), ... ,y™ V(a), y™ D(b)
(oder Linearkombinationen oder nichtlineare Relationen dieser Funktionswerte).

Die Theorie der Anfangswertaufgaben soll hier in einem hinreichend allgemeinen Rahmen
behandelt werden; Randwertaufgaben — diese sind nur in speziellen Féllen 16sbar — kénnen
erst im Rahmen weiterfithrender Lehrveranstaltungen behandelt werden.

Die zentralen Fragen, die im Kontext von Anfangs— und Randwertaufgaben zu beantworten
sind, lauten:

(a) Existiert eine Losung?
(b) Ist diese Losung eindeutig?

(c) Hangt die Losung stetig von den Parametern der Aufgabe (Anfangsdaten, Randdaten
usw.) ab?

(d) Wie bestimmt man die Lsung?

Probleme, bei denen die Fragen (a)—(c) bejaht werden kénnen, heifien korrekt gestellt. Oft
gelingt es, die allgemeine Losung einer DGI explizit zu bestimmen. Dann kénnen die Fragen
(a)—(d) simultan beantwortet werden. Dieser einfache Fall soll im folgenden Abschnitt 16.2
behandelt werden.

16.2 Losungsverfahren fiir explizite Differentialglei—
chungen 1.0rdnung

Die explizite DGI 1.0rdnung kann sowohl in der Form

dy ,
27—y = 2.1
dr y = f(z,y) (2.1)
als auch in der Form
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (2.2)

vorgelegt sein. Beide Formen sind dquivalent, wenn vom trivialen Fall Q = 0 abgesehen wird. Die
Implikation (2.1) = (2.2) ergibt sich aus den Spezifikationen P(z,y) := f(z,y) und Q(z,y) := —1,
wihrend die Implikation (2.2) = (2.1) durch Wahl von f(z,y) := —gg:g; folgt. Eine allgemeine Exi-
stenzaussage fiir die Gleichung (2.1) werden wir in Abschnitt 16.5 treffen. Im vorliegenden Abschnitt
beschrinken wir uns auf spezielle rechte Seiten f(z,y). Die Gleichung (2.2) wird in Abschnitt 16.3

behandelt.




Typ (A) Differentialgleichungen mit getrennten Verinderlichen. Es seien stetige Funktionen
fsg € Abb (R, R) gegeben. Zur Losung der DGI

y' = f(z)-g(y) (2.3)

verwendet man stets die wichtige Losungsmethode der

Trennung der Verénderlichen (TdV).

Man setzt in (2.3) ¢’ = g—g und trennt nun nach Funktionen in der Variablen y bzw. in der Variablen
z allein:

oy :f(:L‘) du unbest. I:n;:egration /% _ /f(J?) dz + C. (2.4)

Folgerung 16.1 Auf Intervallen I mit g(y) # 0 Yy € I sind die Losungen der DGI (2.3) implizit
durch die Relation (2.4) bestimmit.

Begrindung: Mit H(y) := [ % liegt eine Funktion H € C'(I) vor, die die Bedingung H'(y) = @ #+
0 erfiillt. Somit ist H monoton, und es existiert die Umkehrfunktion y(z)=H~( [ f(z)dz + C) als
C'-Funktion. a

‘BSP. (16.2.1)‘ Die DGl 3 = £ ist vom Typ (2.3) mit f(z) := 1, z # 0, und g(y) := y. Fiir
y # 0 erhalten wir durch TdV:

dy _ do

d d
= ln|y|:/—yZ/—acvI—C’=1n|:Jc|—i—ln|C*|, C* #0,
Yy z Y T

und somit die allgemeine Lisung

y(x) = C*z, C* #0.

Die Losungskurven sind Geradenbiischel durch den Ursprung; man verifiziert noch, dass auch y =0
eine Losung ist. Lediglich die Koordinatenachse x = 0 gehort nicht zur Lésungsschar. Durch jeden
Punkt (xg,y0), zo # 0, verlauft somit genau eine Losungskurve, und die Anfangswertaufgabe

y(7o) = Yo, zo # 0, (2.5)

hat stets eine eindeutige Losung, nédmlich y(z) = £ .

y+ yA
I
I
| (Xor ¥o)
|
| »
; X
I
I
I
:
: t
-1 0
Die Losungsschar der DGl y' = £ Die Losungsschar der DGI1 y' = 2z,/y

Allgemein gilt fiir die DGI (2.3) der folgende Existenzsatz:



Satz 16.1 Es seien stetige Funktionen f,g € Abb(R,R) sowie ein innerer Punkt yy € D(g) mit
9(yo) # 0 gegeben. Dann hat die AWA

y' = f(z)-9(y), y(wo) = Yo, (2.6)

fiir jeden Punkt xog € D(f) stets genau eine Losung y(x), welche implizit durch die folgende Gleichung

definiert ist:
y dt
oo = L6
vo 9(t

Begriindung: Da aus Stetigkeitsgriinden g(y) # 0 in einer Umgebung von yq gilt, folgt die Behauptung
unmittelbar aus (2.4). O

‘BSP. (16.2.2)‘ Die DGI y' = 2z,/y ist ebenfalls vom Typ (2.3) mit f(z) := 2z und g(y) :=
VY, y > 0. Beide Funktionen sind stetig, und somit folgt durch TdV:

dy dy 2
— =2zdx = 2 y:/—:/2$d$+C:x +C.
VY Vi VY

Da die linke Gleichungsseite positiv sein muss, resultiert die allgemeine Losung

y(z) = 1 (22 + C)?, 2?2+ C > 0.

Der in der obigen Skizze gestrichelt gezeichnete Kurventeil gehtrt nicht zur Loésungsschar. Denn
dann wire z.B. die Losung der AWA y(0) = i nicht eindeutig, im Widerspruch zu Satz 16.1. Die
eindeutige Losung bestimmt man jedoch nach der Vorschrift des Satzes 16.1:

2y — \/7 / / 2sds =2° = y(z)= i(xQ—i—l)Z.

Bemerkung 16.2 (a) Losungen der AWA (2.6) sind in der Regel lokale Losungen: Sie existie-
ren lediglich auf einem Intervall I(zo) in der Umgebung des Anfangspunktes z(, ndmlich dort, wo
9(y(z)) #0 V x € I(xg) gilt. In den seltensten Fillen hat man I(z) = R vorliegen.

(b) Was passiert mit der AWA (2.6) im Ausnahmefall g(yy) = 07 Offensichtlich ist in diesem Fall eine
Lésung der AWA durch die konstante Funktion y*(x) := yy gegeben. Existieren Beriihrungspunkte
(,y0) der Geraden y*(z) mit den Losungskurven (2.4) — also Punkte mit gemeinsamer Tangente —,
so kann man in (z,yp) von dieser Geraden stetig differenzierbar in eine andere Losungskurve iiber-
wechseln. Die AWA ist mehrdeutig l8sbar. Ein solcher Fall tritt in BSP. (16.2.2) auf. Es gilt dort
g(yo) = 0 genau fiir yo = 0. Die Gerade y*(z) := 0 hat Beriihrungspunkte (z¢ := 4+/[C[,0) mit
jeder der Losungskurven y(z) = 1 (2% + C)%, C < 0. Das heifit, die AWA y(zp) = 0 ist in jedem
Anfangspunkt xg unendlich vieldeutig. Der mathematische Grund liegt in der Tatsache, dass das
uneigentliche Integral

lim / / f(s ds
e—0(%) Yo+e g
existiert. Dies ist ein hinreichendes Elndeutlgkeltskrlterlum: O

Satz 16.2 Gegeben seien stetige Funktionen f,g € Abb(R,R) sowie ein Punkt yo € D(g) mit
9(yo) = 0. Hinreichend fiir die eindeutige Liosbarkeit der AWA (2.6) ist, dass das folgende uneigent-
liche Integral nicht existiert:

Yy
lim At (2.7)
e=0(%) Jyo+e g(t)




|BSP. (16.2.3)| Essei y' = £ die DGl aus BSP. (16.2.1). Hier gilt g(y) := y und somit g(yo) =0
genau fiir yp = 0. Das uneigentliche Integral

. Y dt
lim —
e~0J¢ ¢

existiert nicht, in Ubereinstimmung mit der Tatsache, dass die AWA (2.6) im Punkt (z,0), zo # 0,
die eindeutige Losung y(z) := 0 besitzt.

Die folgenden DGIn vom Typ (B) und (C) lassen sich durch Transformation auf den Typ (2.3) einer
DGI mit getrennten Variablen zuriickfiihren.

Typ (B) Die homogene Differentialgleichung. Das ist die DGI

y = g(%), z #0, (2.8)

worin g € Abb (R, R) eine stetige Funktion sei. Die homogene DGI (2.8) wird stets mit dem Ansatz

y(z) =z -u(x), y(z)=2 d(z)+ulz) = u= g(u)T—u’ z #0,

in eine DGI mit getrennten Variablen fiir die neue Funktion u(z) transformiert.

Bemerkung 16.3 (a) Zur Erliuterung der Bezeichnung definieren wir: Eine skalare Funktion f €
Abb (R™,R) heifle homogen vom Grade p € R, wenn gilt:

FONZ) =N F(Z) YVO£XER VI e D)

Ist f € Abb(R2 R) homogen vom Grade Null, so gilt also f(z,y) = f(Az, y) V XA # 0. Fiir
eine solche Funktion heifie die DGI (2.1) eine homogene Differentialgleichung. Mit der Spezifikation
A= 1,z #0, resultiert f(z,y) = f(1,%) =: g(£). Deshalb heifit die DGI (2.8) auch die Normalform
einer homogenen Differentialgleichung.

(b) Eine Variablentransformation z := A z fithrt auf

d /1 1 Y
T —g(22
v'(2) = —(5y0a)) = 9(27).
Das heifit, ist y1(z) eine Losung der DGI (2.8), so trifft dies auch auf die Funktion ys(z) := f y1 (A z)
fiir jedes A # 0 zu. Die allgemeine Losung y(z,C) := % y,(Cz) gewinnt man somit aus jeder belie-
bigen partikuldren Losung y,(z). O

‘BSP. (16.2.4) ‘ Die Normalform der homogenen DGI

2y = a*z? +y* + zy, r #0# a,

erhiilt man nach Division durch z2: y' = a? + (*;f)2 + £. Eine Transformation auf die neue Variable

u = ¥ fiihrt iiber die Relation 3’ = zu' 4 u auf eine DGI mit getrennten Variablen: v’ = % Wir
integrieren mit dem Verfahren der TdV:

du dr 1 n / du
=— = -—arctang—= [ 5——
a

dz
a+u? x a a +u2—/?—ln|x|+ln|0|, ¢#0.

Man kann explizit nach u(z) auflésen, und durch Riicktransformation y(z) = zu(z) erhilt man die
allgemeine Losung

y(x) = axtan (a In|Cxz|), z#0, C#0,




die tatséichlich die oben prognostizierte Form y(z,C) = %,(Cz) hat, wenn man y,(z) :=
az tan (a In|z|) definiert.

‘BSP. (16.2.5) ‘ Zu bestimmen ist die Losung der AWA

y = % - (%)2, z #0, y(1) = yo.

Da hier die Normalform einer homogenen DGI vorliegt, stellen wir wieder mit der Transformation

u = £ eine DGI mit getrennten Variablen her: u' = ST f(x)-g(u), g(u) :== u?. Die Anfangsbe-

T
dingung wird geméif u(1) = yo transformiert. Wir haben ¢(yy) = 0 genau fiir y9 = 0, so dass dieser

Anfangswert gesonderter Aufmerksamkeit bedarf. Das uneigentliche Integral

. v dt
lim —
=0/ g(t)

ist jedoch divergent, so dass die AWA auch fiir den Anfangswert yo = 0 eine eindeutige Losung besitzt,
niamlich ganz offensichtlich die Losung y(z) := 0. Fiir yg # 0 integrieren wir mit dem Verfahren der
TdV:

d d 1 1 v dt Td
_1; _exE :/ - = —S:—ln|$|, x #0.

U T Yo U yo © S

Man kann wiederum nach u(z) auflosen und findet somit durch Riicktransformation y(z) = zu(x)
die gesuchte Losung der AWA:

Yo
: yU#Oa
y(z) = { 1+ yoln|z|
0 : y[):O.

Typ (C) Fiir feste Zahlen a, b, ¢ € R, b # 0, und fiir eine stetige Funktion f € Abb (R, R) betrachten
wir die DGI

y' = flaz +by +c), (2.9)

die mit Hilfe des Ansatzes

uw(z) :=ax +by(x) +¢, u(zr)=a+by(z) = v =a+bf(u)

in eine DGI mit getrennten Variablen transformiert wird.

‘BSP. (16.2.6) ‘ Zu bestimmen ist die Losung der AWA

/

y'=(@-y>  y0)=uy.

Der obige Ansatz hat hier die Form u(z) = z — y(z), und er fiihrt auf die AWA ' = 1 — u? =:
g(u), u(0) = —yo. Wegen g(yo) = 0 genau fiir yo = +1, miissen die beiden Anfangswerte yo = +1
wieder einer gesonderten Betrachtung unterzogen werden. Das uneigentliche Integral

) u dt

lim —

e—0 Flte 1—¢2

ist jedoch divergent; zu diesen Anfangswerten gibt es eindeutig bestimmte Losungen u(x) = F1
bzw. y(z) = x & 1. Im Fall yy # £1 integrieren wir wiederum mit dem Verfahren der TdV:

du T u Artanhu + Artanhyy : |yo| < 1,
— 5 =dz = x:/ d:z::/ =
1—u 0 ~Yo Arcothu + Arcothyy : |yo| > 1.



Hieraus erhilt man die Losung in der expliziten Form

z —tanh(z — Cp) : Cp := Artanhyy, |yo| <1,
y(z) = ¢ x —coth(x —Cy) : Cy:= Arcothyy, |yo| > 1,
r+1 :yo = £1.

Typ (D) Die lineare Differentialgleichung 1.0rdnung. Fiir stetige Funktionen p,q € Abb (R, K)
betrachten wir die DGI

Y +p(z)y = q(x), (2.10)

die als Sonderfall n = 1 der bereits in Abschnitt 10.2 betrachteten allgemeinen linearen DGI n—ter
Ordnung auftritt. Wir hatten dort zur Loésungskonstruktion nicht konkret Stellung bezogen. Wir
verwenden hier wie in Abschnitt 10.2 die Bezeichnung

Liy:=y +plz)y = (% +p())y.

Satz 16.3 Gegeben seien ein Intervall I C R und Funktionen p,q € Abb (R,K) mit p,q € C(I).

(a) Die Losungen y, € C1(I) der homogenen DGI L1y = 0 bilden einen Unterraum Kern Ly C C(I);
das heifst

Liyy =0= L1y implizieren Li(Ay; +py2) =0 VA ueK.

(b) Ist y, € CY(I) eine partikulire Lisung der inhomogenen DGI Ly = q(z), so ist die allgemeine
Lésung der DGI (2.10) der affine Unterraum

L(DGl) =y, + Kern Ly = {y € CY(I) : y(z) = yp(x) + yn(z), yn € KernLy}.

Dies ist lediglich eine Wiederholung des Satzes 10.1 fiir den Fall n = 1. Satz 16.3 gibt uns die
Information, dass die Losungskonstruktion fiir die DGI (2.10) in die folgenden zwei Teilaufgaben (H)
und (P) zerfillt:

(H) Bestimme den Unterraum Kern L; C C'(I), das heift, die Losungsgesamtheit der homogenen
DGl Ly :=y" +p(z)y = 0.

(P) Bestimme eine partikulire Losung y, € C(I) der inhomogenen DGI L1y := ¢’ +p(z) y = q(z).

Satz 16.4 Fir gegebenes p € C(I) hat die homogene DGI L1y = 0 genau die Lisungen

yp(z) :=Ce P@  mit P(z):= /p(ac) de, xze€l. (2.11)

Begriindung: Da die Funktion e’®) auf dem Intervall T nullstellenfrei ist, gilt dquivalent mit der
Gleichung L1y = 0:

d
= %(ep(m)y), z el

Aus Satz 7.13 folgt nun e”®)y(z) = C' = const V & € I, und dies fithrt schon auf die behauptete
Relation (2.11). O

0=e@ L1y =eD(y +p(2)y)

Bemerkung 16.4 Die Teilaufgabe (H) hat also genau die Losung (2.11): Der Unterraum Kern L,
ist eindimensional. Man erhilt (2.11) in gleicher Weise mit dem Verfahren der TdV:

d d
V= p@dr = = [V =- [p@)de (]

Auflésen nach y = y(z) ergibt wiederum (2.11). O



Die Teilaufgabe (P) ist bei Kenntnis der allgemeinen Losung y;(x) der homogenen DGI stets kon-
struktiv 16sbar. Man bedient sich dazu des D’ArLemBERTschen Verfahrens der Variation der Kon-
stanten (VdK). Dazu wird in der Darstellung (2.11) die Integrationskonstante C als differenzierbare
Funktion von z aufgefasst:

ypla) = Ca)e S 7@ (@)
y;(]:) _ C,(I)eifp(m) dr C(I)p(]?)eifp(m) dz 1

Durch Einsetzen in die DGI (2.10) resultiert eine Differentialgleichung fiir die Unbekannte C(x),
namlich

C'(z)e /P& — g(z),

die aber sofort direkt integriert werden kann:
C(z) = /q(ac)ef’”p('f)”“t dv, ze€l.

Daraus erhalten wir eine partikulire Losung der inhomogenen DGI (2.10) in der Form

xT
yp(z) = e P@) / q(t)e"® dt, z el (2.12)

Satz 16.5 Gegeben seien ein Intervall I C R und Funktionen p,q € Abb(R,K) mit p,q € C(I).
Es sei P(z) := [ p(z)dx eine Stammfunktion von p. Dann hat die lineare DGL

Ly :=y +p(x)y = q(z), zel,

die allgemeine Lésung

y(z) = yn(z) + yp(z) = e~ P(@) (C’ +/ q(t)e’® dt), zel, C =const. (2.13)

Die Anfangswertaufgabe
Lyy=q(z), z€l, y(zo) =yo mit xzo €l (2.14)

ist stets eindeutig l6sbar mit der Losung

y(z) = e Po@ (yo—)—/jq(t)ePo(t) dt), wel, Pyfa):= /;p(s)ds. (2.15)

0

‘BSP. (16.2.7) ‘ In der linearen DGI 1.0rdnung

y' — 2((1) + %)y =1, I:=(0,+400)

gilt mit der Spezifikation p(z) := —2(z + 1) und g(z) := 1 sicher p,q € C(I). Somit besitzt p eine
Stammfunktion, nimlich P(z) = [ p(z)dr = —(2? + Inz?), und wir erhalten gemiif§ Satz 16.4 die
allgemeine Losung der homogenen DGI

yn(x) = Ce? TN e* — Cp?e?” x el

Die Formel (2.12) liefert eine partikuldre Losung der inhomogenen DGI:

yp(z) = z2e / o) et gy P 20 (— e 4 2/ e’ dt)
T

___21:2 ixfﬁ ~
= —x—2x’€¢ (ﬁﬁ/oe dt—i—C).



Hier tritt das Gausssche Fehlerintegral

erf (z) '—i/xetzdt x>0
L ﬁ 0 7 — ?

auf, vgl. BSP. (8.3.4). Somit resultiert die allgemeine Losung

y(z) = yp(x) + yplz) = —z + 22e”’ (C — ymerf (z)), zel.

‘BSP. (16.2.8) ‘ Ein Kapital wird in gleicher Hohe K sowohl bei der Stadt— und Kreissparkasse

zum festen Jahreszins 2z := 7.75% als auch bei der Deutschen Bank bei laufender Verzinsung zum
Zinssatz zg := 7.5% angelegt. Welche Anlageform hat nach einem Jahr den hoheren Ertrag gebracht?

Lésung: (A) Feste Verzinsung. Das Kapital K betrdgt nach einem Jahr:
K=Ky+ 21Ky =1.07T75 K.

(B) Laufende Verzinsung. Das Kapital K erhilt man als Losung der AWA

dt 2N, () 0

zum Zeitpunkt ¢t = 1. Da diese AWA eindeutig durch K (t) = Kye*?! gelost wird, resultiert
K=K(1)=¢"9. Ky =1.07788 K.

Das heifit, die Anlageform (B) erweist sich als die giinstigere.

X > ! X
R 1
i
| T

u(t) U.(t)

¥

t
RC—-Glied, bestehend aus einem Ladevorgang eines Kondensators
Widerstand R und einer Kapazitit C

‘BSP. (16.2.9) ‘ Beim oben skizzierten RC—-Glied — der Hintereinanderschaltung von Onmschem

Widerstand R und Kapazitat C' — ist die Spannung am Kondensator uc(t) in Abhéingigkeit von der
Eingangsspannung u(t) zu bestimmen.

Losung: Nach den KircuaoFFschen Gesetzen hat man

: Q . dQ
= y = R, = —, = —
U = UR + UC UR =1 uc C ) 7t
Darin bezeichnet @) die Ladung am Kondensator. Durch Elimination von @), ur und 4 erh&lt man
die lineare inhomogene DGI 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten

1

. 1
o + pguc = pa ult)



Der in der Losung der homogenen DGI

Sl

up(t) = up(0)e™ T, T := RC,

auftretende Faktor T' = RC heifit die Zeitkonstante des RC—-Gliedes, das ist diejenige Zeit, in der
die Spannung uc(t) := uy(t) ohne duBleren Einfluss auf den Bruchteil e~ ! abfllt:

UC (t + T) _ !
uc(t) '
Als Sonderfille der inhomogenen DGI betrachten wir:

() Ladevorgang des Kondensators bei konstanter Eingangsspannung u(t) := u; = const. Da
up(t) := u; eine partikuldre Losung der inhomogenen DGI ist, wird die AWA bei ¢ = 0 zum Anfangs-
wert uc(0) = ug eindeutig durch die folgende Funktion gelost:

uc(t) = ur + (ug — ul)ef%.

(8) Wirkung als Integrierglied gegeniiber periodischer Eingangsspannung u(t) = u(t + w): Wir
bestimmen eine partikuldre Losung u,(¢) mit dem Ansatz der VdK:

up(t) = K(t)e™T .
/ ! _t 1 (+)
u,(t) = K'(t)e” T —K(t)?e T |1

Durch Einsetzen in die inhomogene DGI erhélt man K'(t) = 7 er u(t), und somit

t
up(t) = %/0 et (s~1) u(s) ds.

Wir zeigen nun, dass aus der allgemeinen Ldsung
_t 1 ¢ L( —t)
uc(t) = Ke™T +T / eT ¥ u(s) ds
0

eine w-periodische partikuldre Losung u,, () konstruiert werden kann, sofern w # T gilt. Dazu muss
notwendig u,,(0) = uy(w) erfiillt sein:

K:Ke_%—i—%/o e%(s_“’)u(s)ds = K:m/(] e (579 y(s) ds.

Es resultiert nach einigen elementaren Rechenschritten

e

t/T w L( ) t s
Uw(t) = m (/t er U(S) dS +/0 er ’LL(S) dS),

und schliefllich durch Substitution s — w — s im ersten Integral:

1 b
- +(s-1)
o (1) T(1 — e—«/T) /t—weT uls) ds.

Dass die Bedingung u,(0) = uy,(w) auch hinreichend fiir die w-Periodizitit uy(t + w) = wuy, (t) war,
iberpriift man nun durch Rechnung an der konstruierten Lésung. Die DGI hat somit die folgende
allgemeine Losung

t
uc(t) = up(t) + uy(t) = Ke T + m /t—w et (5=1) u(s) ds.




Fiir ¢t > 1 verhilt sich diese Losung asymptotisch wie w,,(%):

1 0 &
/ eT u(s +t) ds.

Uoo (1) = uw(t) = T —e =T |,

Wird noch 7 < 1 angenommen, so gelten die Niherungen 1 — e /T 7 und es/T ~ 1. Es folgt

1 /0 w
Uy (t) =~ - / u(s +t) ds, T < 1.
—w

Wegen
5=0
=u(t) —u(t —w) =0,

—w

0 0
%/ u(5+t)d5:/ u'(s+1t)ds = u(s +t)

—w —w

ist das Integral nun von ¢ unabhiingig, so dass schlief8lich resultiert:

(1) 1/0 (s+w)d 1/w()d Y1, t>1
u N — u(s +w)ds = — u(s) ds — .
00 w ) w Jo ) T )
Am Kondensator stellt sich also nidherungsweise der Integralmittelwert der Eingangsspannung (%)
ein, wenn eine hinreichend lange Zeitspanne verstrichen ist. Daher heifit das RC—Glied manchmal
auch Integrierglied.

u. U(t) U.(t)

No= = = =
-~V

1
1
1
|
€

t

-~V

Sprungimpuls und Response an Response auf einen DIRAC-Impuls

einem RC—Glied

(7) Der Sprungimpuls. Es sei u(t) als zeitbegrenzter Sprungimpuls

0 :t<0,
ue(t) ;=< uy : 0<t<e,
0 :t>c¢

vorgegeben. Aus der Losung unter («) erhalten wir dann

uc(t) = ui (1l — e*%) fir 0<t<e

Daraus gewinnt man den Funktionswert uc(€) = ui(1 — e~ 7) und somit fiir £ > € die Losung

uc(t) = uc(e) e T (170 = ui(eT —1)e™T, t>e.

Sl

Wird speziell u; := % angenommen, so erfihrt der Kondensator einen maximalen Spannungsstof

wemas = uc(e) = L (1 —e 7)<

— >0
€ T’ €=



und es existiert der Grenzwert

e T, t>0,

Sl

eg%EF e (t) -

NS

obwohl der Grenzwert der Eingangsspannung

lim w(t

e—0+ E()

im Funktionensinn nicht existiert. Man spricht von einem DiRAc-Impuls der Intensitit U. Die Be-
handlung von Problemen dieser Art wird erst im Rahmen der Distributionentheorie angemessen
ermoglicht und versténdlich.

Typ (E) Die BErNoULLI-Differentialgleichung. Das ist die DGI

Y +p(r)y=q(x)y, y >0, (2.16)

worin p,q € Abb (R, R) stetige Funktionen seien und 0 # r # 1 gelte. Fiir ganzzahliges r konnen
auch Losungen y < 0 sinnvoll sein. Die BERNOULLI-DGI (2.16) wird stets mit dem Ansatz

), A@)=0-ry (@) y@) = Z+ (1 -r)p(z)z=(1-r)()

in eine lineare DGI 1.0rdnung fiir die neue Funktion z(z) transformiert.

‘BSP. (16.2.10) ‘ Zu bestimmen ist die Losung der AWA

2z 2z
"+ = \/ i 2) = —.
Y 1+ 22 Y T 22 |y| signy, y(2) 20

Fall (A): Der Anfangswert yy := % liegt im Bereich y > 0. Wir suchen also Losungen y > 0 der

BerNoULLI-DGI
) 2z 2z

+ = "
Y2 T ir !

zum Anfangswert y(2) = yo. Wir stellen mit der Transformation z(z) := /y(z) eine AWA fiir eine
lineare DGI 1.0rdnung her:

1
ri= =
2’

, T T 3
S vk by RS o V°

Zunichst 16sen wir die homogene DGI mit dem Verfahren der TdV:

dz z dzx dz T dzr 1
___rer 1 = [ _ = —In(1+2%) +1 .
. [T 22 = In|z| . [T 22 5 n(l +z%) + In|C|

Es resultiert die Losung

N

Eine partikulédre Losung der inhomogenen DGI ermitteln wir mit dem Ansatz der VdK:

z € R.

o) = I+a?
C'(z) zC(x) (+)

-1

z(7) =

VitaZ (1+a2)32




Durch Einsetzen in die inhomogene DGI erhilt man C'(z) = z und somit z,(z) = 5 \/% Die
allgemeine Losung der transformierten DGI lautet nun
C* + z*

Z($):Zh($)+zp($) :W, $€R’ C* = 20

Bei der Riicktransformation z(x) = y/y(z) muss jedoch auf die Bedingung z(x) > 0 oder dquivalent
x? > —C* geachtet werden. Deshalb resultiert

C* + ]:2 2 .
y(z) = w, z? > —C*,

und die Lésung der AWA erfordert z(2) = & V5(C* +4) = 2/, also C* = —1. Somit lautet die
gesuchte Losung der AWA

(z* = 1) 2
= — > 1.
y(=) a2+ U F
Fall (B): Losungen y < 0 der DGI sind fiir die gestellte AWA zwar nicht relevant, sie existieren aber.
Setzt man nimlich u(z) := —y(z), v > 0, so gilt fiir u(z) dieselbe BERNOULLI-DGI wie in (A):
o 2 2x o -

1+22" Vit 2’

Wir erhalten somit die Losungsschar

(C* + 22%)? 9

41+ 22)° -

y(z) = —

8
v

Typ (F) Die Riccati-Differentialgleichung. Das ist die DGI

Y +p@)y+q(z)y* = r(z), (2.17)

worin p, ¢, € Abb (R, R) stetige Funktionen seien. Abgesehen von Spezialfillen — zum Beispiel liegt
fiir r(x) := 0 eine BERNOULLI-DGI vor — ist die RiccaTi-DGI (2.17) i.a. nicht geschlossen l6sbar. In
einigen Féllen kann jedoch eine partikulire Losung geraten werden. Mit dieser Kenntnis ist es dann
moglich, die allgemeine Losung anzugeben:

Satz 16.6 Gegeben seien ein Intervall I C R und Funktionen p, q, r € C(I). Ist y, € C'(I) eine
partikuldre Léosung der Riccati-DGI (2.17), so findet man ihre allgemeine Léosung mit Hilfe des
Ansatzes

y(z) = yi(z) + u(z) (2.18)

und durch Integration der BERNOULLI-DGI

u' + (p() + 2q(2)y1 () u = —q(z) u®. (2.19)

Diese tiberfiihrt man mittels der Transformation z(x) := ﬁ in die lineare DGl 1.0rdnung fir die

gesuchte Funktion z(z):

7 = (p(@) + 2q(z)y1 (7)) 2 = q(a). (2.20)




Begriindung: Diese erfolgt unmittelbar durch Einsetzen der angegebenen Ansétze in die DGI. O

|BSP. (16.2.11)|  Wir betrachten die Ricoar-DGI

y + 4x3y — 2zy? = 22(z* +1).

Als Daumenregel zur Ermittlung einer partikuliren Lésung versuche man einen Ansatz der Form
y1(z) = Bz®. Hier resultiert:

Baz® ! 4+ 4Bz — 282520+ = 9255 4 27

Das Paar o = 2, g = 1 fiihrt offenbar zum gewiinschten Erfolg; das heif}t, die gegebene Riccati-DGI
hat eine partikulire Lésung y; () = 22. Wir kénnen somit die lineare DGI (2.20) aufstellen:

2 — (42 — 4o - 2%) 2z = —2u.
—_—————
=0

Die elementar bestimmbare Losung z(z) = C — x? fiihrt nun fiir 2 # C auf die Funktion u(z) :=
Tlx) = ﬁ, und vermoge (2.18) erhalten wir die allgemeine Losung in der Form

y(z) = % + 2?2 4 C.

C —z?’

Man beachte, dass die partikulire Losung y(z) = 22

folgt.

im Limes C' — oo aus der allgemeinen Lsung

16.3 Die vollstindige Differentialgleichung und der in-
tegrierende Faktor

Einer skalaren Funktion y € Abb (R,R), die iiber einem Intervall I C R die Reguliritit y € C*(I)
besitzt, kann stets vermoge

(1) = [ o0 ] CEOI =1+ R0 21, tel

eine ebene regulire Parameterkurve ¥ = Z(t) zugeordnet werden. Die Umkehrung gilt nicht: Nicht
jede ebene regulire Parameterkurve # = Z(t) lisst eine explizite Darstellung y = y(z) mit y € C'*(I)
zu. Zum Beispiel gestattet die durch die Gleichung

F(z,y) == 2> +y° — &, c>0, (3.1)

implizit definierte Kreisschar sehr wohl eine regulire Parameterdarstellung Z(t) = (ccost, csint)’,
t € [0,27), wahrend eine explizite Darstellung nur lokal fiir die zwei Halbkreise

y+(z) = £V 2 — 22, z €I :=[—c(],

moglich ist. Diese Darstellung ist nicht einmal auf dem ganzen Intervall I C'-regulir; in den In-
tervallendpunkten x = +c existieren keine endlichen Ableitungen. Als Ursache stellen wir fest, dass
durch implizites Differenzieren der Gleichung (3.1) die Beziehung 0 = Fy(z,y) + Fy(z,y) - ¢'(z) =
2z + 2y(z) - v'(z) resultiert und daraus die explizite DG1 vom Typ (2.1)

y, = -2 = f(xay)a (32)
Y



in der sich die Singularitit in der Ableitung der expliziten Darstellung bei y = 0 widerspiegelt. Da
die Funktion F'(z,y) vollstindig symmetrisch in den beiden Variablen z,y ist, erhilt man durch
Rollentausch ganz analog zu (3.2) die explizite DGI1

o' = -2 = fla,y) (3.3)

mit den Losungskurven z4(y) = +1/c¢? — y2. Diese sind in den Punkten y = +c nicht mehr diffe-
renzierbar, also dort, wo z = 0 gilt und somit, wo die DGI (3.3) singulér wird. Man vermeidet die
offenbar nur von der Wahl der expliziten Darstellungen abhéingigen Singuléiritaten in den DGlIn (3.2)
und (3.3) durch Betrachten der symmetrischen Form

xdr+ydy =0, (3.4)

in der die Symmetrie der Funktion F'(z,y) in 2 und y angemessen beriicksichtigt wird. Dariiber hinaus
wird durch (3.4) nicht kanonisch festgelegt, welche der Variablen als abhingig oder als unabhingig
gelten soll. Die Gleichung (3.4) hat die Form (2.2) einer allgemeinen expliziten DG] 1.0Ordnung,
ndmlich

P(z,y) dz + Q(z,y) dy = 0, (3.5)
worin P,Q € Abb (R?,R) stetige Funktionen seien.

Definition 16.5 Die Gleichung (3.5) heifle Differentialform einer DGI. (Diese Bezeichnung stammt
aus der Differentialgeometrie.)

Wie am Anfang von Abschnitt 16.2 festgestellt wurde, besteht eine Korrespondenz zwischen den
Differentialformen von DGIn und den expliziten DGln 1.0rdnung. Diese Korrespondenz ist mehr-
deutig: Wird die Gleichung (3.5) mit einem Faktor \(z,y) # 0 multipliziert, so entsteht sehr wohl
eine neue Differentialform einer DGI, ohne dass die zugeordnete explizite DGl 1.0rdnung geéndert

wird: Pla.y)
z,y
P(I,',y dm‘i‘QfEa?/ dy:o = y,:_ia Q(I;ay 7503
(,9) dz + Q) Tl Q)
= Mz, y) P(z,y) dz + Az, y) Q(z,y) dy = 0.
Im Falle P(z,y) # 0 gilt Gleiches auch fiir die explizite DGl 2’ = —%. In Punkten (zg,yo) mit

P(z9,y0) = 0 = Q(x0,y0) kann der Differentialform (3.5) offenbar keine explizite DGI zugeordnet
werden. Diese singuldren Punkte werden noch Gegenstand weiterer Untersuchungen sei.

Das Beispiel der Kreisgleichung (3.1) lehrt, dass die Aquipotentiallinien F(z,y) = c einer differen-
zierbaren Funktion F € Abb (R%, R) der folgenden Differentialform geniigen:

Fy(z,y)dz + Fy(z,y)dy = dF = 0. (3.6)
Da hier das vollstindige Differential dF' der Funktion F' auftritt, erkléirt sich die folgende Definition:

Definition 16.6 (a) Die Differentialform (3.5) heifie vollstindige DGI, wenn es eine stetig diffe-
renzierbare Funktion F € Abb (R% R) gibt mit

Fx(xay) = P((L‘,y), Fy(xa?/) = Q((L‘,y)- (37)

(Das heift, in diesem Fall ist das Vektorfeld (— P(z,y), —Q(z,y))” ein Potentialfeld mit dem Po-
tential F(z,vy).)

(b) Eine stetig differenzierbare Funktion F € Abb (R2 R) heife eine Stammfunktion der Differen-
tialform (3.5), wenn es eine Hilfsfunktion \(xz,y) > 0 gibt mit

Fx(xay) = A(xay) P(x,y), Fy(ac,y) = A(xay) Q((L‘,y). (3'8)

Die Funktion A heifit dann ein integrierender Faktor oder EuLERscher Multiplikator der Differen-
tialform (3.5).




Folgerung 16.2 Ist ' € Abb(R2 R) eine Stammfunktion der Differentialform (3.5), so ist die
allgemeine Losung von (3.5) implizit durch die folgende Gleichung gegeben:

F(z,y) = C = const. (3.9)

Begrindung: Klar, aus (3.9) resultiert ja

3.8
0= dF = Fy(z,y) de + Fy(z,y) dy = Az, y) (P(w,y) do + Q(z,y) dy),

und wegen A > 0 muss nun (3.5) gelten. O

‘BSP. (16.3.1) ‘ Wir betrachten fiir a,b > 0 die Funktion F(z,y) := a?z?+b*y?. Wegen F,(z,y) =
2a%z und Fy(z,y) = 2b%y ist sie Stammfunktion der vollstindigen DGI

2a%x dz + 2b%y dy = 0,
deren allgemeine Losung somit die Ellipsenschar F(z,y) = a?z? + b?y? = C > 0 ist.

Stammfunktionen F(x,y) der Differentialform (3.5) existieren immer, wenn eine vollstindige DGI
vorliegt. Thre Bestimmung wirft zwei Probleme auf:

(A) Welches Kriterium gibt ohne Kenntnis der (Stamm-)Funktion F' aus (3.7) an, dass die Diffe-
rentialform vollstindig ist?

(B) Welche Konstruktionsvorschrift gestattet die Bestimmung von Stammfunktionen einer voll-
stdndigen DGI?

Beide Fragen werden in dem folgenden Satz 16.7 beantwortet, zu dessen Vorbereitung wir den Ge-
bietsbegriff noch spezialisieren miissen. Wir hatten in Definition 13.10 eine nichtleere, offene und
wegzusammenhéngende Teilmenge 2 C R” ein Gebiet genannt.

Definition 16.7 Ein Gebiet Q@ C R? heifie einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene
Kurve I' C Q stetig auf einen Punkt &y € Q zusammengezogen werden kann. Q darf mit anderen
Worten keine Lécher enthalten.

lRZ

oQ oQ

Nicht zusammenhingende Mehrfach zusammenhingende Einfach zusammenhingende
Teilmenge Teilmenge Teilmenge

Satz 16.7 Es sei Q) C R? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, und es seien Funktionen P,(Q €
C1(Q) gegeben. Genau dann ist die Differentialform (3.5) vollstindig, wenn gilt:

Py([l?,y) = Qx(xay) v (w,y) € Q. (310)




FEine Stammfunktion F(z,y) ist in diesem Fall gemaf

/ P(s,y) ds + Q(xo,) dt,  (z,y) €, (3.11)

definiert, worin (xo,yo) € Q ein beliebiger Punkt ist, und worin die Strecken Tox und Yoy ganz in 2
verlaufen missen.

Begriindung: Tst die Differentialform (3.5) vollstindig, so existiert eine Funktion F € C'(Q2) mit
F.(z,y) = P(z,y) und Fy(z,y) = Q(z,y). Da nun P,Q € C'(2) gelten, muss sogar F € C?%()
vorliegen, und aus dem ScawaRrzschen Vertauschungssatz resultiert die Bedingung (3.10):

Py(xay) = ny(ac,y) = Fyx(xvy) = Qx(xvy) v (x,y) € Q.

Ist umgekehrt die Relation (3.10) wahr, so sei F(z,y) durch (3.11) definiert. Sicher gilt F € C'()
sowie in jedem Punkt (z,y) € Q:

Fflf(xay) = P(IL‘,y),
o) = [ Ps)ds+ Qo) " [ Quls,y)ds + Qo)
= Q($7y) - Q($07y) + Q($07y) = Q(xay)

Also ist die Differentialform (3.5) vollstandig. O

‘BSP. (16.3.2) ‘ In der Differentialform

(24 + 62y — %) dz + (y* + 4zy + 32%) dy = 0

gelten mit P(z,y) := 2y?+62y—a? und Q(z,y) := y>+4xy+3z? sicher die Regularititseigenschaften
P,Q € C*(R?). Wegen
Py(z,y) =4y + 62 = Qu(z,y)

liegt also eine vollstindige Differentialform vor, und eine Stammfunktion F(z,y) kann gemif (3.11)
berechnet werden. Wir wéhlen zum Beispiel (zo,yo) = (0,0) und erhalten:

3

T y
F(x,y):/0 (2y2+63y—32)d5+/0 (t2+0-t+0)dt:2y2m+3m2y—%—i—%.

Die allgemeine Losung ist nun implizit durch die Gleichung F(z,y) = C =: % C* gegeben, das heifit
durch

F*(z,y) == y3 + 6y’ + 922y — 23 = C*.

(Um zu priifen, ob hier tatséchlich eine Funktion y = f(z) oder = ¢(y) implizit definiert wird,
kénnen zum Beispiel die Voraussetzungen zum Satz iiber implizite Funktionen verifiziert werden. Als
Zahlenbeispiel testen wir die Umgebung des Punktes (1,1). Es gilt F*(1,1) =15 =: C*, F;;(1,1) =
24 # 0, F}(1,1) = 21 # 0. Das heifit, in der Umgebung des Punktes (1, 1) existiert ein eindeutig
bestimmter Zweig der Aquipotentiallinie F*(x,y) = 15, der sowohl eine explizite Darstellung y =
f(x) als auch eine explizite Darstellung 2 = g(y) gestattet.)

Bemerkung 16.5 Der Punkt (zg,10) € Q liegt offenbar auf der Aquipotentiallinie F(z,y) = 0 der
durch (3.11) definierten Funktion F. Gilt die Voraussetzung (3.10) sowie die Zusatzbedingung

P%(z,y) + Q*(z,y) >0 V (z,y) € Q, (3.12)

so hat die Anfangswertaufgabe



e Finde diejenige ebene Losungskurve I' der Differentialform (3.5), die durch den Punkt (x,yo)
€ Q wverlduft,

genau eine Losung, namlich F'(z,y) = 0. Da wegen (3.12) nicht beide Funktionen Fy(z,y) = P(z,y)
und Fy(z,y) = Q(z,y) gleichzeitig verschwinden kénnen, gestattet die Gleichung F'(z,y) = 0 in einer
Umgebung des Punktes (xg,yo) eine eindeutige Auflésung in der Form y = f(z) (falls Q(xo,y0) # 0)

bzw. z = g(y) (falls P(zo,yo) # 0) mit yo = f(z0) bzw. zo = g(yo). O

‘BSP. (16.3.3) ‘ Zu bestimmen ist die ebene Losungskurve I' der Differentialform

18z dx — 8y dy

durch den Punkt (zo,y0) := (2,0).
Losung: Hier gelten P(z,y) = 182z und Q(z,y) = 8y, so dass wegen P,(z,y) = 0 = Q,(z,y) eine
vollstéindige Differentialform auf € := R? vorliegt. Die Bedingung (3.12)

P%(z,y) + Q*(z,y) = (182)? + (8y)* > 0
ist nur im Punkt (0,0) # (2,0) verletzt. Deshalb ist die gesuchte Losung I' durch die Funktion (3.11)
implizit bestimmt:

z y
UZF(IJU,y):/ 183ds—/ 8t dt = 9% — 4y® — 36.
2 0

Wegen F,(2,0) = 36 # 0 kann diese Gleichung lokal nach z = g(y) aufgelost werden. Man erhélt

1
I'={(z,y) : z=9(y) = +§\/36+4y2, y € R},

und das ist der rechte Zweig der Hyperbel (%)2 — (%)2 =1

Die Differentialform (3.5) ist nicht mehr vollstindig, wenn die Bedingung (3.10) verletzt ist, das heifit,
wenn Py(z,y) # Q«(x,y) in mindestens einem Punkt (z,y) €  gilt. In diesem Fall kann versucht
werden, die Differentialform (3.5) mittels eines integrierenden Faktors auf eine vollstindige Form zu
bringen. Gelten P, @, A € C1(2), so ist die Bedingung (A P),(z,y) = (A Q)z(z,y) gemiB Satz 16.7
notwendig und hinreichend fiir die Vollstindigkeit. Das heifit, ein integrierender Faktor A € C'()
muss Losung der partiellen Differentialgleichung

Plo)g, — Q) = (Qule,y) ~ Pyla) A .13

sein. Thre Integration ist kein einfaches Problem, und es soll hier nicht vertieft werden. Bisweilen
kann aber ein integrierender Faktor aus der Gleichung (3.13) mit Hilfe spezieller Anséitze gewonnen
werden. Wir stellen hier zwei solcher Ansétze vor.

(A) Man sucht A als Funktion der Variablen z allein: A = A(x). Dazu muss wegen (3.13) die
folgende Bedingung gelten, die dann auch zur expliziten Bestimmung von A(z) fiihrt:

Py([l?,y) B QI($7y)

=: h(z), unabhingig von = XN=hz)\, Xz = eJ h@)dz
ol (@ gig von 1 @ A@)

(B) Man sucht A als Funktion der Variablen y allein: A = A\(y). Dazu muss wegen (3.13) die folgende
Bedingung gelten, die dann auch zur expliziten Bestimmung von A(y) fiihrt:

Qm(wvy) - Py((II,y)

=:g(y), unabhingig von z = XN =g(y)\, Ay)= ef 9w dy,
L W) WA M)




Weitere Ansitze wie A = \(z +y) oder A = \(zy) kénnen unter dhnlichen Uberlegungen zum Erfolg
fithren.

‘ BSP. (16.3.4) ‘ Der erste Hauptsatz der Wirmelehre hat fiir ein ideales Gas die spezielle Form

dQ:ncvdTJr"l%Tdv.

In der Physik ist es bekannt, dass d(@) kein vollstindiges Differential der Warmemenge () ist. Das

heifit, die Differentialform

T
ncvdT+%dV:0

ist nicht vollstéindig. Ein integrierender Faktor kann mit dem Ansatz A = A(T') bestimmt werden.
Mit P(T,V) = nc, und Q(T,V) := 2 priifen wir die obige Bedingung (Fall (A)) nach:

Pv(T, V) — QT(T, V) _ nR/V _ 1 .
Q(T,V) ~ nRT/V T A(T).

Somit ist ein integrierender Faktor durch

_fe 1
\T) =S T =2

explizit bestimmt, und wir erhalten das vollsténdige Differential einer Funktion S = S(T,V):

d@Q  nc, nR
=T =7 dT+7dV

ds :

Diese Funktion heifit in der Physik die Entropie eines idealen Gases.

‘BSP. (16.3.5)‘ Fiir gegebene Funktionen P(z,y) := zy® und Q(z,y) := 1 + 22%y? ist die-

—

jenige Kurvenschar zu bestimmen, die senkrecht zu den Feldlinien des Vektorfeldes f(z,y) :=
(P(z,y), Q(z,y))" verliuft.

Lésung: Ist Z(t) := (z(t), y(t))" eine Parameterdarstellung der gesuchten Kurvenschar, so muss der

—

Tangentenvektor Z(t) in (z,y) = (x(t),y(t)) senkrecht auf dem Vektor f(z,y) stehen:

0= (flz(t),y(1)),&(t)) = P(x(t),y(t))fl—f + Q(x(t),y(t))%.

Da diese Gleichung unabhingig in jedem Punkt #(¢) erfiillt sein soll, erhélt man fiir die gesuchte
Orthogonalschar die Differentialform

P(z,y)dx + Q(z,y) dy = 0,

also (3.5). Sie ist wegen Py (z,y) = 3zy? # day® = Q,(z,y) nicht vollstindig. Da sich die Orthogo-
nalitdtsbedingung und somit auch die Losungsschar nicht &ndern, wenn das Vektorfeld f (x,y) mit
einem Skalar A > 0 multipliziert wird, verindern wir durch die Verwendung eines integrierenden
Faktors nichts an der Aufgabenstellung. Ein solcher Faktor kann mit dem Ansatz A = A(y) bestimmt

werden, denn es gilt

Quz(z,y) — Py(z,y)  4wy® —3zy? 1 dy
- P(z y)y T 1y Ty s = M=ol ¥ =y

Wir erhalten die vollstindige Differentialform

zyt dz + (y + 22%y3) dy = 0,



und unter Verwendung von (3.11) ermitteln wir zum Anfangspunkt (zo,yo) := (0,0) eine Stamm-
funktion

T y 2,4 2
F(a:,y)zfo sy4ds+/0 tdt:%—i—%.

Somit ist die gesuchte Orthogonalschar implizit durch die folgende Gleichung definiert:

1
§y2(1 +2%y*) = C > 0.

16.4 Differentialgleichungen von Kurvenscharen und sin-
gulidre Losungen

Die bisherige Erfahrung lehrt, dass durch die allgemeine Losung einer Differentialgleichung 1.Ordnung
F(z,y,y) =0, F € Abb (R?,R), (4.1)

eine einparametrige Kurvenschar explizit oder implizit definiert wird:
o(z,y,C) =0. (4.2)

Umgekehrt sei eine einparametrige Kurvenschar in der Form (4.2) mit Scharparameter C' und mit
einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ € Abb (R?,R) vorgelegt. Durch implizite Differentiation
resultiert

GeméfB dem Satz iiber implizite Funktionen kann der Scharparameter C unter der Voraussetzung
0 # pco(z,y, C) zumindest theoretisch aus den beiden Gleichungen (4.2) und (4.3) eliminiert werden,
so dass schlielich die Relation (4.3) wieder auf eine Differentialgleichung oder wenigstens auf eine
Differentialform 1.0rdnung ohne den Parameter C' fiihrt.

‘BSP. (16.4.1) ‘ Wir betrachten die Parabelschar o(z,y,p) := y? — 2pr = 0 mit dem Scharpara-

meter p € R. Hier ist ganz offenkundig die Auflésbarkeit nach p = %, z # 0, gewéhrleistet. Aus der
Differentialform (4.3) kann nun p eliminiert werden:

2
0 = pz(z,y,p) dz + py(z,y,p) dy = —2pdx + 2y dy = —y; dz + 2y dy, z #0.

Fiir £ = 0 muss y = 0 gesetzt werden. Die Parabelschar ist also die allgemeine Losung der expliziten
DGI 1.0rdnung

Fiir geometrische Fragestellungen ist manchmal auch die folgende Definition von einiger Relevanz.

Definition 16.8 Gegeben seien stetige Funktionen ¢,1p € Abb(R3,R). Dann heifle die einpa-
rametrige Kurvenschar (xz,y, K) = 0 die Schar der isogonalen Trajektorien zur Kurvenschar
o(z,y,C) = 0, wenn sich je zwei Kurven p(x,y,C1) =0 und 1(z,y, K1) = 0 in einem gemeinsamen
Kurvenpunkt (x,y) stets unter demselben Winkel o schneiden. Fiir o = Z spricht man insbesondere

2
von der Schar der orthogonalen Trajektorien.



Skizze der Winkelbedingungen Die Enveloppen der Kreisschar
fiir isogonale Trajektorien aus BSP. (16.4.3)

Wir geben notwendige Winkelbedingungen an, denen die Schar der isogonalen Trajektorien unterlie-
gen muss. Unter der Voraussetzung stetiger Differenzierbarkeit muss geméfl obiger Skizze fiir je zwei
Kurven y;(z) und ys(z) aus den beiden Kurvenscharen ¢(x,y,C) = 0 bzw. ¢(x,y, K) = 0 gelten:

y1(z) = tan 7y, yh(z) = tan o, a=Ty—T].

Aus dem Additionstheorem des Tangens folgern wir somit

tan o —tan 1y 1
m :=tana = « n+ s)w. 4.4
1 +tan7 tany’ 7 (nt)m (44)

Es sind zwei Fille zu unterscheiden geméfl o # 5 und a = 3:

o Fall a # 5: Wir setzen m := tan o und lésen (4.4) nach tan 7 auf:

¢ m + tan 7
anT, = —.
2 1—mtanm

1

e Full a = 5: In diesem Fall gilt tan 7 = tan (11 + §) = — -

Neben diesen Winkelbedingungen muss in einem gemeinsamen Punkt (z,y) die Schnittbedingung
y1(z) = y2(z) = y(z) erfiillt sein. Somit resultiert:

Satz 16.8 Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion ¢ € Abb (R3,R) so, dass die einpara-
metrige Kurvenschar p(z,y,C) =0 allgemeine Losung der Differentialform

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (4.5)

sei. Es seiy(x,y, K) =0 die Schar der isogonalen Trajektorien, die die Kurvenschar o(x,y,C) =0
unter konstantem Winkel a schneiden. Dann ist die Schar (z,y, K) = 0 die allgemeine Lisung der
folgenden Differentialformen:

(a) Im Fall a # 5 und mit der Setzung m := tan a:

(P(z,y) —m - Q(z,y)) dz + (m - P(z,y) + Q(z,y)) dy = 0. (4.6)

(b) Im Fall o = § der orthogonalen Trajektorien:

Q(z,y)dr — P(z,y)dy = 0. (4.7)




‘BSP. (16.4.2)‘ Wir betrachten nochmals die Parabelschar ¢(z,y,p) = y?> — 2pz = 0 aus
BSP. (16.4.1), die wir als allgemeine Losung der (hier gekiirzten) Differentialform

d d
de _dy _
2x y

erkannt hatten. Die Schar der orthogonalen Trajektorien wird nun gemaf (4.7) durch die Differenti-
alform
dr dy
=4+ 2=

0
Y 2x
beschrieben. Wir integrieren mit dem Verfahren der TdV:

2 2
ydy = —2zxdxr = % = —2? 4+ C oder gleichwertig % +22=C>0.

Dies ist die Gleichung einer Ellipsenschar mit der Normalform (%) + (—4)? = 1. Die anderen

‘ ‘ o VC 2C
isogonalen Trajektorien sind Lésungen der homogenen DGI
m+ 4
y' = me, m = tanc, a;«éﬁ,

die wiederum mit dem Ansatz y(z) =: z u(x) gelost wird.

In einigen Fillen existiert zu einer einparametrigen Kurvenschar ¢(z,y, C') = 0 eine ebene Kurve T,
die in jedem ihrer Punkte (xg,1yp) € I' eine Kurve der gegebenen Schar beriihrt. Wir belegen dies
durch folgendes Beispiel.

|BSP. (16.4.3)| Die Kreisschar ¢(z,y,C) := (z — C)? + y* — 1 = 0 mit Mittelpunkt (C,0) und
Radius 1 wird von den beiden Geraden y = £1 beriihrt.

Definition 16.9 Gegeben sei eine einparametrige Kurvenschar o(x,y,C) = 0 mit glatter Funktion
© € Abb(R?,R). Eine ebene Kurve I', von der jeder Punkt ein Berihrungspunkt fiir mindestens
eine Kurve der gegebenen Schar ist, und umgekehrt jedes Teilstiick T C T’ von unendlich vielen
Kurven der Schar ¢(x,y,C) = 0 beriihrt wird, heiffe eine Einhiillende oder Enveloppe der gegebenen
Kurvenschar.

Eine Berechnungsvorschrift fiir Enveloppen einer gegebenen Kurvenschar wird im folgenden Satz
angegeben.

Satz 16.9 Es scien eine Teilmenge Q C R3, eine skalare Funktion ¢ € C?*(2) und ein innerer
Punkt (zg,y0,Co) € Q gegeben. Sind die Bedingungen

0 0?2
©(z0,y0,Co) = 0, %(ﬁﬁoayo, Cp) = 0, a—cg(ffo,yo, Co) #0 (4.8)

erfillt, so besitzt die einparametrige Kurvenschar ¢o(x,y,C) = 0 in einer Umgebung U des Punktes
(70,90) eine Enveloppe T in impliziter Darstellung f(x,y) = 0 mit f € C*(U). Die Funktion f erhdlt
man durch Elimination des Parameters C' aus der Enveloppenbedingung

_ Op _




Begriindung: Der Satz tiber implizite Funktionen sichert wegen ¢cc(zo,y0,Co) # 0 die Existenz
einer Umgebung U C R? des Punktes (9,%o) und einer differenzierbaren Funktion ¢ : U — R mit

9(@o,y0) = Co,  c(@,y,9(z,y)) =0,  (z,y) €U
Die Kurve
fay) = e(@,y,9(z,y)) =0,  (z,y) €V,
leistet nun das Verlangte: Es gilt in der Tat ¢(xo,y0,9(%0,y0)) = 0, und man berechnet aus der
Relation ¢, (0,40, Co) dz + ¢y (0, Yo, Co) dy = 0 im Punkt (zo,y0) die Tangentensteigung
y'(x0) = —z(20, Y0, Co) /@y (0, y0, Co)

der Kurvenschar. Die Tangentensteigung der Enveloppe f(x,y) = 0 berechnet sich in (z,yo) geméif

0= fe(®0,y0) dz + fy(w0,y0) dy

= (¢z (0, Yo, Co) + @c (o, Yo, Co) gz(z0,Y0)) dz + (wy (0, Yo, Co) + @c (o, Yo, Co) gy (70, Yo)) dy
—_— —_—
=0 -0
= (p(an Yo, OO) dr + ‘Py(an Yo, 00) dya

genau wie die Tangentensteigung der gegebenen Kurvenschar. O
Bemerkung 16.6 Man erhilt aus der Enveloppenbedingung (4.9) auch dann die richtige Enveloppe,
wenn die Beriihrungspunkte singulire Punkte der Kurvenschar ¢(z,y,C) = 0 sind, wenn also
¢z (70, Y0, Co) = 0 = ¢y (20,0, Co) gelten. 0

‘ BSP. (16.4.4) ‘ Auf der Menge €2 := R? betrachten wir die Funktion o(z,y, C) := (C —y)%?+(C —

z)3. Durch ¢(z,y,C) = 0 wird eine Schar NEmwLscher Parabeln definiert, deren Spitzen (= singulire
Punkte) in (zg, yo) = (C, C) liegen. Die Enveloppenbedingung (4.9) fithrt hier auf das Gleichungspaar

o(z,y,C0) = (C—y)* = (C—=z)* =0, (z,y,C) =2(C —y) —3(C —z)* =0,

ge
ocC
aus dem zunichst der Term C — y eliminiert werden kann:

(0—95)3(%(0—33)—1) 0.

Das heifit,

e entweder gilt C' = z, und man erhilt die Gerade | y(x) = z | als Enveloppe; auf ihr liegen genau

die singuldren Punkte der NEiLschen Parabeln,

e oder es gilt C = % + 2, und man erhilt die Gerade |y(z) =z + % als zweite Enveloppe mit

echten Beriihrungspunkten.

y=Xx
s - g
- - 4
% > N~ - N 7 »
X RN X
~ ~
S ~
Die Enveloppen der NEiLschen Allgemeine und singulire Lésung

Parabelschar (C — )% = (C — y)? der CLAIRAUT-DGI aus BSP. (16.4.6)



Ist die einparametrige Kurvenschar ¢(z,y, C) = 0 die allgemeine Losung einer Differentialgleichung
F(z,y,y") =0, so muss eine eventuell existierende Enveloppe I" der gegebenen Kurvenschar ebenfalls
Losung dieser DGI sein: In jedem Punkt (z,y) € I" hat ndmlich die Enveloppe die durch die Gleichung
F(z,y,y") = 0 vorgeschriebene Tangentensteigung 4'(x). Offenbar gehen durch jeden Punkt der
Enveloppe mindestens zwei Losungen der DGl F(z,y,y’) = 0, so dass die Anfangswertaufgabe in
diesem Punkt nicht mehr eindeutig losbar sein darf. Die Enveloppe nimmt als Ldsung also eine
Sonderstellung ein:

Definition 16.10 Auf einer Teilmenge Q C R? sei eine skalare Funktion F € C'(2) gegeben. Ein
Linienelement der DGl F(z,y,y') = 0 ist ein Punkt (x9,yo,y,) € Q@ mit F(zo,v0,y() = 0.

FEin Linienelement (xo,yo,vp) € Q heiffe singuldr, wenn gilt:

oOF
a—y,(ﬂﬂo,yo,yé) =0;

sonst heiffe das Linienelement regulér.

Eine Losung y(z) der DGl F(z,y,y') = 0 heifle singuliir bzw. reguldr, wenn diese ausschlieflich
singuldre bzw. requldre Linienelemente enthdlt.

|BSP. (16.4.5)| Wir betrachten die implizite DGI

F(z,y,y) =y” — (L +2%)y* = 0.

Wegen g—g(ac,y,y’ ) = 2y’ gibt es singulire Linienelemente hochstens fiir y = 0, wenn auch noch
F(z0,v0,0) = —(1 + z3)y3 = 0 erfiillt ist. Das trifft genau fiir die Punkte (z9,0,0) zu, 7o € R, und
die Gerade y(z) = 0 ist singuldre Losung der DGI.

Als wichtigstes Beispiel einer Differentialgleichung mit singuldren Linienelementen gilt die Cral-
RAUTsche Differentialgleichung

y=zy + h(y), (4.10)

worin h € Abb (R, R) eine stetig differenzierbare Funktion sei.

Satz 16.10 Gegeben seien ein Intervall I C R und eine skalare Funktion h € C'(I).

(a) Die reguliren Lésungen der CLatrAuTschen DGI (4.10) sind genau die Geraden

y(z) = Cz + h(C), Cel, (4.11)

eventuell mit Ausnahme eines einzelnen singuldren Linienelements. Sie bilden die allgemeine Lésung.

(b) Besitzt die einparametrige Geradenschar (4.11) eine Enveloppe T, so ist diese eine singuldre
Lésung der DGI (4.10). Die Enveloppe T' hat dann die folgende Parameterdarstellung:

#(t) = l —H) l tel (4.12)
h(t) —th'(t) |’ ' '

Begrindungen: (a) Aus der Darstellung (4.11) der Geradenschar erhalten wir y'(z) = C, und so-
mit durch Einsetzen in (4.10): y = Cz + h(C). Das heifit, die Geradenschar (4.11) ist Losung der
CrairauTschen DGI. Setzen wir F(z,y,y’) := y — 2y’ — h(y'), so kann auf der Geraden (4.11) wegen
Fy(z,y,y") = —x — h'(y') hochstens fir = —h'(C) ein singuléres Linienelement auftreten.

(b) Wir setzen ¢(z,y,C) := y — Cx — h(C), so dass die Enveloppenbedingung (4.9) hier in der
folgenden Form vorliegt:

(%

(z,y,C) = —z — h'(C) = 0.



Wiéhlt man ¢ := C € I als Parameter, so resultiert die behauptete Parameterdarstellung (4.12) der
Enveloppe. Gemif} (a) sind alle ihre Linienelemente singulér. O

‘BSP. (16.4.6) ‘ Wir betrachten die CrairauTsche DGI

1
yzxy”ry, y' #0.

Es gilt hier h(y') :

= —, und die Voraussetzungen von Satz 16.10 sind auf jedem der beiden Intervalle
I:=(0,+00) und I :

(—00,0) erfiillt. Die Geradenschar

&

1
y(w)—0m+5, C#0,

bildet die allgemeine Losung. Es existiert eine singuldre Losung, die wir durch Elimination von C
aus der Enveloppenbedingung

Op 1
%(I,y,C) =—z+ =0

1
90($7y70) :y_0$_5 C?2

gewinnen, ndmlich

y%(z) = 4, x> 0.

Ein spezieller Fall singulérer Linienelemente tritt in der Differentialform
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (4.13)

an den gemeinsamen Nullstellen der Funktionen P(z,y) und Q(z,y) auf. Es sei daran erinnert, dass
die Differentialform (4.13) in solchen Punkten nicht mehr in eine explizite DGI iiberfithrt werden
kann.

Definition 16.11 Ein Punkt (z¢,yo) € D(P) N D(Q) heiffe singulidrer Punkt der Differentialform
(4.13), wenn P(zo,y0) = 0 = Q(z0,y0) gelten. Ein singuldrer Punkt (zo,yo) heiffe isoliert, wenn es
eine offene d—Kugel Bs(xo,yo) gibt mit

PZ(xay) + QQ(xay) >0V ($7y) € B(S(:I:UayO) \ {(51307?/0)}-

Schreibt man die Differentialform (4.13) als implizite Gleichung F(z,y,y') := P(z,y) +Q(z,y)y' =0
auf, so erkennt man an der Relation Fy (z,y,y') = Q(z,y), dass in den singuliren Punkten (o, o)
der Differentialform (4.13) singulire Linienelemente (z,yo,y’) fir jede Wahl von ¢y’ € R liegen
miissen. Wir diskutieren einige typische isolierte singulire Punkte der Differentialform (4.13) im
folgenden Beispiel.

‘BSP. (16.4.7) ‘ Wir betrachten die gebrochen—lineare Differentialgleichung

, _ax+by
cx+dy’

ad — be # 0. (4.14)

(Gilt ad — bc = 0, so sind Zihler und Nenner linear abhingig; durch Kiirzung erhélt man die DGI
y' = A = const mit der Losung y(z) = Az + B. Dieser Fall bedarf keiner weiteren Diskussion.)

Durch die Setzung P(z,y) := az + by und Q(z,y) := —(cz + dy) kann die DGI (4.14) mit der
Differentialform (4.13) identifiziert werden. Offensichtlich ist der Punkt (xg,yo) = (0,0) der einzige
singuldre Punkt. Da die DGI (4.14) vom homogenen Typ ist, kann sie vermoge der Transformation
y(z) =: zu(z), ¥ (z) = u(z)+z v (z) wieder in eine DGI mit getrennten Variablen iiberfiihrt werden:

e a2
ol = & + (b +czju du . (4.15)
c+du




Ihre Integration erfolgt mit dem Verfahren der TdV. Dabei wird die Anzahl der Nullstellen des
quadratischen Polynoms

_b—c+\/l_7)‘(u_b—c—\/5)

— _ —duy? — _
A(u) == a+(b—c)u—du” = d(u 5 5

D := (b—c)?+4ad, (4.16)

eine entscheidende Rolle spielen, wobei das Vorzeichen der Diskriminante D angibt, ob reelle oder
komplexe Nullstellen vorliegen. Wir setzen

1
Uy = ﬁ(b—cj:\/ﬁ) (4.17)
und treffen drei Fallunterscheidungen geméf3 D =0, D > 0, D < 0.

Fall 1: Es gelte D = 0. Wir unterscheiden zwei Unterfille (i) und (ii) geméas

(i) a =d = 0: Aus D = 0 folgt zwangsliufig b — ¢ = 0 und somit v’ = 0 mit der allgemeinen Lésung
u(z) =C = @ = const. Somit ist die Geradenschar durch den singuldren Punkt (0,0)

y(z) = Cx, C eR,

die allgemeine Losung der DGI (4.14). Der Punkt (0,0) heifit in diesem Fall ein Knoten 1.Art.

(ii) d # 0: Das quadratische Polynom A(u) hat die doppelte Nullstelle ug := %, und man erhélt
durch Partialbruchzerlegung
c+du 1 0 _b+c

= — - J9:
A(u) u—ug (u—up)?’ 2d

# 0.

Nun ldsst sich die Gleichung (4.15) mit dem Verfahren der TdV integrieren:

) )
=In|z(u —up)| +C baw. 7
U — Uug Y — Upx

=Inl|y — upz| + C.

Wegen A(u) = 0 ist es klar, dass auch die Gerade u = ug eine Losung von (4.15) ist, bzw. die Gerade
y(z) = upx eine Losung von (4.14). Diese Losung heifle die Hauptgerade der DGI (4.14). Eine
Transformation auf die Hauptgerade wird durch Einfithrung einer neuen Koordinate 1 := y — ugx
bewerkstelligt. Die Losungsschar durch den singuléren Punkt (0,0) hat nun die Darstellung

x(n) = 7 (| +0),  CeR.

Der singuldre Punkt (0,0) heifit in diesem Fall ein Knoten 2.Art

yA

xXv

Knoten 1.Art: D=0,a=0=d Knoten 2.Art: D=0, d #0



Fall 2: Es gelte D > 0. Wir unterscheiden wieder zwei Unterfille (i) und (ii) geméaf

(i) d # 0: Das quadratische Polynom A(u) = —d(u — u4)(u — u—) hat die zwei verschiedenen reellen
Nullstellen uy. Man erhilt nun durch Partialbruchzerlegung

c+du @ B 1 b+ec 1 b+c

= + ) Q= —- - —F, =+ —=,
Alu)  w—uy u—u_ 2 2D b 2 2vD

und es gelten die Relationen
a+f=—1, afD = ad— be # 0.
Wir konnen jetzt die Gleichung (4.15) mit dem Verfahren der TdV integrieren:
lu—uy|u—u |® =Clz] baw. |y—usz|®y—u z|® =C >0.

Wegen A(uy) = 0 treten hier die beiden Hauptgeraden y(z) = uiz ebenfalls als Losungen der DGI
(4.14) auf. Eine Transformation auf diese Hauptgeraden bewerkstelligt man vermoge der Substitu-
tionen £ := y —uyz und n = y — u_z. Die Losungsschar beim singuliren Punkt (0,0) hat nun die

Darstellung
CI|€|7‘a/ﬁ| : afD =ad—bc >0, Sattelpunkt,
02|f|+‘a/6| : afD =ad—bc <0, Knoten 2.Art.
n
y n
g
/ 2
/ ; x
Sattelpunkt: D > 0, ad —bc > 0 Knoten 2.Art: D >0, ad —bc <0

(ii) d = 0: Nun gilt A(u) = (b —c)(u — ug) mit ug = %, b — c # 0. Es existiert nur eine einfache
Nullstelle © = wug, und dieser entspricht wieder die Hauptgerade y(x) = ugz als Losung der DGI
(4.14). Dariiber hinaus erhélt man durch Trennung der Verinderlichen:

cdu (b—c)dz

= = |u—u0|C:C|$|b70 = |y—u0$|C:C’|x|b.
U — Up x

Wir fithren wiederum durch Setzen von 1 := y —upx eine Transformation auf die Hauptgerade durch,
und erhalten schliefflich die Losungsschar

{ 01|(E|7|b/c| : ad —bc = —bc >0, Sattelpunkt,
xTr) =

Cylz| /el . ad —bec = —be < 0, Knoten 2.Art.

Fall 3: Es gelte D < 0, und dies kann nur fiir ad < 0 eintreten. Das quadratische Polynom A(u)
besitzt nun ein Paar konjugiert komplexer Wurzeln:

A(u):—d(u—uo)(u—u_o), Uo :ZOK—FZ-,B, = ) B::




Wie in den vorangegangenen Fillen gewinnt man durch Partialbruchzerlegung und anschliefender
Integration die Losungsschar der DGI (4.14), und zwar in der Form

+C=0.

b _
In|y? — 20zy + (o + %) z?| + % arc tany 2 ﬁ;x

Gilt b+ ¢ = 0, so resultiert eine Ellipsenschar

y? — 2azy + (o® + 2% = e C.

Der singulidre Punkt (0,0) heifle in diesem Fall ein Wirbelpunkt. Fiir b 4+ ¢ # 0 transformieren wir
auf neue Koordinaten ¢ := fz, n:=y — az:
b+c n
arctang — + C = 0.
pd £
Unter Verwendung von Polarkoordinaten £ = r cos ¢, n = rsin erkennt man, dass die Losungskur-
ven eine Schar logarithmischer Spiralen sind:

In(¢? + %) +

b+c ), »ER.

(@) = Crexp (= 557 ¢

Der singulére Punkt (0,0) heifle in diesem Fall ein Strudelpunkt.

y
X X
Wirbelpunkt: D <0, b+¢=0 Strudelpunkt: D <0, b+c#0

Fall 4: Es gelte b—c = 0 = d und somit A(u) = a sowie D = 0; das heifit, das quadratische Polynom
A(u) besitat keine Nullstelle. Sicher muss ¢ # 0 sein, so dass die DGI (4.15) auf die Form zu' = 4
schrumpft mit der offensichtlichen Lisung

u(z) = % Injz| +C = y(z) :x(% In|z| +C’).

In diesem Fall ist der singuldre Punkt (0,0) wieder ein Knoten 2.Art.

Wir stellen nun in einer verkiirzten Ubersicht die Kriterien zusammen, die den Typ des singuliren
Punktes (0,0) der gebrochen-linearen DGI charakterisieren:

b
P 0T i —be£0, D= (b—c) + 4dad.
cr +dy

Typenkatalog des singuliiren Punktes (0, 0) ‘

ad —bc >0 Sattelpunkt
D >0
ad —bc <0 Knotenpunkt 2.Art
D=0 a=d=0 Knotenpunkt 1.Art
B d # 0 oder a # 0 | Knotenpunkt 2.Art
b+c=0 Wirbelpunkt
D <0
b+c#0 Strudelpunkt




16.5 Existenz— und Eindeutigkeitsfragen

Die Frage nach der korrekten Stellung der Anfangswertaufgabe

y = f(x7 y)7 y(xO) = Yo, (5'1)

kann in sehr speziellen Fillen durch die Angabe einer expliziten Darstellung der Losungsge-
samtheit der DGI mittels Integralen beantwortet werden, aus der dann diejenigen Integral-
kurven selektiert werden, die durch den Anfangspunkt (¢, yp) verlaufen. Bereits in einfachen
Féllen kann die Losungsgesamtheit jedoch nicht mehr in geschlossener Form analytisch be-
stimmt werden. Hier sei als Beispiel die DGI ¢’ = 22 + y? genannt. Deshalb ist es von Interes-
se, allgemeine Existenzaussagen bereitzustellen, die wenigstens eine theoretische Garantie der
Existenz von Losungen geben. Zur Orientierung betrachten wir das folgende Beispiel.

‘BSP. (16.5.1) ‘ Es sei die DGl y' = £, 2 # 0, aus BSP. (16.2.1) vorgelegt, fiir die bereits gezeigt
wurde, dass die Anfangswertaufgabe (5.1) stets genau eine Losung y(z) = £ z hat, sofern zy # 0
vorausgesetzt wird. Fiir 2o = 0 und yy # 0 existiert {iberhaupt keine Losung der AWA (5.1), wihrend
fiir zp = 0 und yo = 0 jede Kurve y(z) = Cz, C € R, eine Losung ist. In den Unstetigkeitspunk-

ten (20,%0) := (0,40) der rechten Seite f(z,y) = % ist also im allgemeinen weder Existenz noch
Eindeutigkeit der AWA (5.1) gewihrleistet.

Hingegen gilt die folgende Existenzaussage:

Satz 16.11 (Existenzsatz von PEANO)
Gegeben seien fiir ein festes a > 0 ein Streifen

G:={(z,y) 7o <z <my+aund y € R} CR?

sowie eine skalare Funktion f € C(G), die auf G beschrinkt ist: | f(z,y)] < M < oo V (z,y)
€ G. Dann hat die AWA (5.1) fiir jede Vorgabe yo € R mindestens eine Lésung y = y(z), © €
[0, 0 + al.

Wir verzichten hier auf einen Beweis dieses Satzes, da er das Problem der korrekten Stellung
nur im Existenzteil beantwortet. In der Tat miissen Losungen der AWA (5.1) unter der sehr
schwachen Voraussetzung der Stetigkeit der Funktion f(z,y) nicht eindeutig sein.

Die Funktion f(z,y) := 2z/y] erfiillt sicher f € C(R?), wihrend die Anfangswertaufgabe
y'=f(zy),  y0)=0,

zwei Losungen besitzt, ndmlich y;(x) := %4 und yo(z) := 0.

Die Regularitdtsvoraussetzung an f soll nun soweit verschirft werden, dass gleichzeitig Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Losungen der AWA (5.1) gewihrleistet sind. Wir verallgemeinern
die Problemstellung, indem wir anstelle von (5.1) die folgende Anfangswertaufgabe betrachten:

y™ = flay s y™ ) w(ae) = vo, ¥ (@e) = gy g (@0) =g (5.2)

Eine AWA vom Typ (5.2) kann stets auf eine Anfangswertaufgabe fiir ein System von DGIln
1.0rdnung zuriickgefiihrt werden:

Satz 16.12 Die AWA (5.2) ist der folgenden Anfangswertaufgabe fir ein System von DGIn
1.Ordnung dquivalent:

—

g'(x) = fz, 4(x)),  §(xo) = to- (5.3)




Daberi gelten die folgenden Bezeichnungen

yi() Yo fi(z, y:)
P L D B T
yn(x) Yn—1 fn(xa?j)

Die Aquivalenz versteht sich im folgenden Sinne: Jeder Liosung y(x) der AWA (5.2) mit der
Regularitit y € C™ entspricht eine Lisung i € C' der AWA (5.3) (in der speziellen Form
(5.4)) und umgekehrt.

Begriindung: Ist y € C™ Losung der AWA (5.2), so erhiilt man durch Einfithren neuer abhéngiger
Variabler

y](flf) = y(]fl)(x)’ j:1,2’___,n’

eine spezielle Form des Systems (5.3), ndmlich

vi = y2= fi(z,9),

vy = y3= fa(z,9),

: (5.4)
y;z—l = Yo = fu1(z,¥),

yn = Y™ = fl@yn e, yn) = falz, ).

Dariiber hinaus gilt (zo) = #o. Ist umgekehrt i € C! eine Losung der AWA (5.3) in der speziellen
Form (5.4), so setze man y(z) := y;(z). Dann gilt y € C™, und es folgt (5.2). O
Bemerkung 16.7 Die Aufgabe (5.3) ist allgemeiner als die Aufgabe (5.2); nur in der spezi-
ellen Form (5.4) sind (5.2) und (5.3) dquivalent. O

‘BSP. (16.5.2)‘ Die Anfangswertaufgabe fiir eine lineare DGI n-ter Ordnung mit konstanten

Koeflizienten, ndmlich

n—1
v =3 ary® +g(z), (o) = o, ¥'(z0) = y1, -, y" V(o) = Y1,
k=0

ist mit der folgenden Anfangswertaufgabe fiir ein lineares System 1.Ordnung dquivalent:

0 1 0 - -~ 0

0 0 1 0 0

0o 0 0 ° 0 0
g'(z) = Ag(z) + f(z), @lwo) =g mit A=| "~ 7 G E

. . . . : 0

0 0 0 1 o)

_QO a’l a’Z a”l’L*l_

man vergleiche auch Abschnitt 11.1.

Die Existenz von Losungen zur AWA (5.3) kann sicher nur unter den Mindestvoraussetzungen
des PEANO—Satzes erwartet werden. Dazu betrachten wir fiir festes zo € R, 9o € R™ und
a,b > 0 den Zylinder

Gy = {(2,9) : 1o <2 <xo+aund |7 -l < b} C R (5.5)



Darin darf auch b = co zugelassen sein. Ferner gelte die Stetigkeitsvoraussetzung
feC(Gy,R. (5.6)
Ist ¥ € C'([xo, zo + a]; R") eine Losung der AWA (5.3), so kann die vektorielle Differenti-

algleichung ¢'(x) = ﬂ(x,gj(x)) unter Beachtung der Anfangsbedingung ¢(x¢) = 7, kompo-
nentenweise iiber dem Intervall [xg, 2| aufintegriert werden. Zusammengefasst resultiert die

vektorielle Gleichung

i) = o+ [ Flo.g(s)ds,  w € [0,z +al. (5.7

Definition 16.12 Die Gleichung (5.7) heiffe eine Integralgleichung fiir die gesuchte Funk-
tion (x). Die Bestimmung einer vektorwertigen Funktion ij € C([xg, o + a]; R™), die die
Integralgleichung (5.7) in jedem Punkt x € [xg,x¢ + a] erfillt, heifle das Integralgleichungs-
problem.

Es gilt nun der folgende Aquivalenzsatz:

Satz 16.13 Unter der Voraussetzung f € C(Gy; R™) sind das Integralgleichungsproblem (5.7)
und die Anfangswertaufgabe (5.3) miteinander dquivalent.

Begriindung: Wir haben lediglich noch zu zeigen, dass stetige Losungen der Integralgleichung (5.7)
auch Losungen der AWA (5.3) sind. Da f als stetig vorausgesetzt ist, muss die rechte Seite der
Gleichung (5.7) sogar stetig differenzierbar sein. Somit ist wegen der Gleichheit auch die linke Seite
stetig differenzierbar, und durch Differentiation beider Gleichungsseiten resultiert

-,

gl(x) :fﬁ(may(x))a IS [x03w0+a]-
Man bestétigt ferner direkt den Anfangswert ¢(xo) = . O

Die Losung des Integralgleichungsproblems (5.7) gelingt uns nun mit Hilfe des Existenzsatzes
13.4 von P1cARD. Dazu miissen die Voraussetzungen in geeigneter Weise formuliert werden:

Satz 16.14 (Differentieller Existenzsatz von PICARD)
Der Funktionenraum M = C([xo, xo + a]; R") sei mit der gewichteten Metrik

d.(7,Z) := max e_r(m_xo)ng(x) —Z(x)||, ¥,Z€ M,

z€[z0,20+a]

versehen. Gegeben seien ferner ein 9o € R™ und eine stetige Funktion fﬁ [, o + a] x R™ —
R", die der LipscHITZ-Bedingung

— —

IL>0: |fe, ) — F@,2)|| < L||j— 2| Y€ [z0,20 +a] ¥, 7€ R (5.8)

gentigt. Dann wird durch die Vorschrift

x

(TH)(z) == ~0+/f"(s,g7(s))ds, FeM, € v, a0+d], (5.9)

Zo

eine Abbildung T : M — M erkldrt, die genau einen Fizpunkt i = Ty € M besitzt. Das heifst,
die Anfangswertaufgabe

—

g'(x) = fz,§(x)),  F(xo) = ¥, (5.10)

hat fiir jede Vorgabe 3, € R™ genau eine Lisung § € C'([xg, xo + a]; R™).




Bemerkung 16.8 (a) Wie bereits in Bemerkung 13.2 festgestellt wurde, hat der PicArRDsche
Existenzsatz einen konstruktiven Aspekt. Durch sukzessive Approximation — in diesem
Zusammenhang als Verfahren von PICARD-LINDELOF in der Literatur gefiihrt — kann der Fix-
punkt ¢ der Abbildung 7" durch die Iterationsvorschrift

Gon(a) = (TG) @) =G+ | fls.i()ds, k=012, Gola) =G, (5.11)
To
ndherungsweise berechnet werden.

(b) Mit einer leicht modifizierten Version des obigen Satzes 16.14 kann man auch eine Existenz—

—

und Eindeutigkeitsaussage fiir solche Funktionen f(z,%) treffen, die die LipscarTzbedingung
(5.8) nur auf dem Zylinder Gy, b < oo, erfiillen. Gelte ndmlich

K := max _)x,* )
o |7(,)]

Damit die PIcARD-LINDELOF-Iteration (5.11) im (k + 1)—ten Schritt nicht iiber den Zylinder
G hinausschiefit, muss gelten:

||z7k+1—z70||=H/ fs,5(s) ds| < K(x —20) < Ke<b, <z <am+e.
To

xXv

Das Existenzintervall beim

Satz von PICARD

Das heifit, es muss ¢ < % sichergestellt sein. Da x auch nicht iiber das Stetigkeitsintervall

[0, To-+a] der Funktion f hinausreichen darf, konnen Losungen der AWA (5.10) im allgemeinen
nur auf dem Intervall

) b
o <x<x9+c c = mln{a,?}, (5.12)
erwartet werden. An diesen Uberlegungen dndert sich nichts, wenn anstelle des Intervalls
(g, Xy + ¢] das symmetrische Intervall [zq — ¢, xy + ] zugrundegelegt wird. 0

‘BSP. (16.5.3) ‘ Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

Yy =\1+y%  y(0)=0,

in der also f(z,y) := /14 y2, o := 0 und yp := 0 zu setzen sind. Da die Funktion f nicht von z
abhingt, diirfen wir a > 0 beliebig wihlen. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten
wir:

@) = fo,2)] <sup (D) ly—z/=ly—2l,  yzeR.

neR Y1 +772

Hieraus resultiert die LipscHiTz—Konstante L = 1. Wir diirfen wegen Satz 16.14 fiir jedes |z| < a
eine eindeutige Losung y(x) der obigen AWA erwarten. Tatsdchlich ist y(z) = sinhz die gesuchte
Losung, die fiir alle € R existiert.




16.6 Lineare Systeme von DGIn 1. Ordnung und
lineare Differentialgleichungen n—ter Ordnung

Der Existenzsatz 16.14 von PICARD garantiert unter geeigneten Stetigkeitsvoraussetzungen die
lokale Existenz einer Losung der Anfangswertaufgabe

—

g'(x) = fz,§(x)),  §(w0) = Yo (6.1)

—

Damit ist nichts {iber die Lésungsgesamtheit des DGl-Systems §'(z) = f(z,y(x)) gesagt,
und zu diesem Punkt gibt es auch keine allgemeinen Aussagen, die iiber den Existenzsatz
16.11 von PEANO hinausgehen. Die Sachlage erweist sich wesentlich giinstiger im Sonderfall
der linearen DGl-Systeme 1.Ordnung:

y'(x) = Ax) §(x) + g(x) (6.2)

mit der gegebenen Matrixfunktion A € Abb (R, K™™) und der gegebenen Vektorfunktion
g € Abb (R, K™). Wir beschrénken uns hier ausschlielich auf die Kérper K := R und K := C
der reellen bzw. der komplexen Zahlen. Bisweilen verwenden wir in (6.2) anstelle der Varia-
blen z die unabhéngige Verdnderliche ¢, insbesondere im Zusammenhang mit zeitabhingigen
physikalischen Problemen.

Die allgemeine lineare DGI n—ter Ordnung

Ly =Y ap(z)y®) = f(2) (6.3)

kann wie die lineare DGl n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten als Sonderfall des
Systems (6.2) aufgefasst werden. Ist nimlich I C R ein Intervall, auf dem a,(z) #0 V2 € I
gilt, so konnen neue Funktionen

ag () f(z)
b = — k=0,1,...,n—1 =—= 1
k(l') an(x)a ) 4 y 1 ) g(I) (Zn(l'), T €,
eingefithrt werden. Dann ergibt sich anstelle von (6.3) die explizite DGI
n—1
y =3 bp(x)y® +g(z), axel (6.4)
k=0
Mit den neuen abhingigen Verdnderlichen
yi(z) =yU(x), j=1,2,...,n,
erhalten wir nun das zu (6.4) dquivalente System
nle) = ya (),
yola) = ys(x),
Una(2) = Yn(),

un(@) = bo(x)y(2) + b1 (2)ya(2) + b2 (2)ys(2) + - -+ + b1 (2)yn(2) + 9(2),



oder in Matrixform

g'(x) = A(z)ij(z) + §(=) (6.5)

worin die folgenden Spezifikationen vorzunehmen sind:

0 1 0 cee e 0 ] )
yi(x) 0 0 1 0 8
S ?J2(x) 0 0 0 0 B :
y(x) - : ’ A(x) = : : : ) : ) g(x) = .
_bg(l‘) b1 (:L') bQ(q;) e e bn—l(-'f)J _g(x) i

Die Aquivalenz der Losungsmenge der Gleichung (6.3) mit der Losungsmenge des Systems
(6.5) wird durch Satz 16.12 sichergestellt. Es geniigt also, die nachfolgenden Untersuchungen
auf das System (6.2) zu beziehen; darin enthalten sind als Spezialfille die allgemeinen linearen
DGIn n-ter Ordnung (6.3).

‘ BSP. (16.6.1) ‘ Ein Teilchen mit der Ladung e und der Masse m befinde sich zum Zeitpunkt ¢t = 0

im Punkt &y := (x0,%0,20)" eines homogenen Magnetfeldes H = Hyé,. Es sei i := (0,70, 20)7 die
Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens. Welche DGI gilt fiir die Bahnkurve des Teilchens, wenn die
durch das Magnetfeld ausgeiibte Kraft gemafl

_, e _,

K:=-Ux H, c¢=const,
c

bestimmt ist?

Lésung: Das NEwToNsche Kraftgesetz erfordert mi =K = %:f x H , wobei gilt:

_ g & 0 g Hy
ExH=|¢e y 0 |=| —iH
g, 7 Hy 0

mx = _yHOa
C .
mij = —SiHy, t>0, #0)=(z0,90,20)", #(0)= (d0,0,%0)" - (6.6)
C
mz = 0,

Fiihrt man neue Verdnderliche
yi(t) :=z(t), y2(t) := £(t), y3(t) == y(t), ya(t) :=Y(t), ys(t) := z(£), ys(t) := £(¢)
ein, so kann das DGI-System 2.0rdnung (6.6) in der kanonischen Form
§(t) = Ag(t),  §0) =7 (6.7)

als System 1.0rdnung geschrieben werden, wobei zu setzen sind:

0O 1 0000 -
0 0 0a 00 &0
lo 0o 0100 _ eHy | e
A=1o s 0000 “Tme BTy
0 0 0001 %
(000 000 O] | % |




‘BSP. (16.6.2) ‘ Wir betrachten eine ebene elastische Vollkreismembran, deren Rand fest einge-

spannt sei und die in der Ruhelage einen Vollkreis in der (z,y)-Ebene mit Mittelpunkt im Ursprung
einnimmt. Die zeit— und ortsabhingige Auslenkung u(z,y,t) der Membran wird durch die Wellen-

gleichung
Ut — CQAU =0 (68)

beschrieben, worin ¢ := y/o/p, o die mechanische Vorspannung der Membran, p ihre Dichte gelten.
In Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢ hat der LapLace—Operator A die Form
0? 1 92

§+—+—— r > 0.

1
A==
r or2 - r? 9p?’

Somit kann (6.8) mit u = u(r, ¢, t) wie folgt geschrieben werden:

1 1
2
Ut = C (; Up + Upp + 'r'_2 ’LLLpr). (69)

Losungen konnen hiufig in Produktform u(r,¢,t) = W(r,¢) - T(t) gefunden werden. Mit einem
solchen Separationsansatz resultiert aus (6.9):

T 1

— 2 __
2T W ( Wy + Wy + = WLW) = —)\° = const. (6.10)

An dieser Stelle wird eine typische Schluf3folgerung gezogen: Die linke Gleichungsseite ist eine
Funktion der Variablen ¢ allein, die rechte hingegen eine Funktion der Variablen r und ¢ allein.
Beide Gleichungsseiten kénnen sich nur in einer Konstanten treffen, die hier aus physikalischen
Griinden mit —\? angesetzt wurde. (Man erhilt nur mit diesem Wert zeitperiodische Losungen, die
den erwarteten Schwingungen der Membran entsprechen.) Die partielle DGI (6.9) zerfillt jetzt in
die zwei Teil-DGIn

T+ N2*T =0, —W + W + WW+>\2W

Die erste Gleichung ist die bekannte Schwingungs-DGI. Die zweite Gleichung zerlegen wir nochmals
mit einem Separationsansatz der Form W (r,¢) = R(r) - ®(¢) und erhalten:

Ppp _ T 1 2p) L2 _

'y ——E(R,«,«+;R,«+>\ R) = —p® = const. (6.11)
Wir argumentieren wie vorher: Die linke Gleichungsseite ist eine Funktion von ¢ allein, die rechte
Seite eine Funktion von r allein. Beide Seiten kénnen sich wieder nur in einer Konstanten treffen,
die hier mit —p? angesetzt wurde. Somit erhilt man die zwei gewchnlichen DGIn

d*®
d2+p<I>—0
und )
R dR
2d2+ - + (A2r2 —p )R =0. (6.12)

Die DGI (6.12) ist eine lineare DGI 2.0rdnung mit nichtkonstanten Koeffizienten; sie heifit BEssersche
Differentialgleichung. Wir werden in Abschnitt 16.9 ndher auf die fiir Physik und Technik sehr
wichtige DGI eingehen. Fiihrt man neue abhiingige Veriinderliche gemif y1 (1) := R(r), y2(r) := R'(r)
ein, so lasst sich die DGI (6.12) in der folgenden Form als homogenes System 1.Ordnung schreiben:

Y 0 1 Y
= e ) , r > 0. (6.13)
Ya AT Y2

—



Wir befassen uns jetzt mit der Losungsmenge des inhomogenen linearen Systems 1.0Ordnung

j'(z) = A(@)j(2) + glx),  A() = (a(")) € Abb (R, K"™). (6.14)

Fiir solche Systeme gilt wie im Fall der linearen DGI 1.0rdnung das Superpositionsprinzip,
man vergleiche Satz 16.3:

Satz 16.15 Gegeben seien ein Intervall I C R und Funktionen A € Abb (R, K™") ¢ €
Abb (R,K") mit A € C(I;K™™) und § € C(I; K").

(a) Die Lisungen 4, € CY(I; K") des homogenen Systems ¢'(x) = A(x)y(x) bilden einen
Unterraum U, C CY(I; K™); das heifit

J— Al =0=gh— A@)f = (A + pih) — A@@) (M + pin) =0 Y A, pe K.

(b) Ist g, € C(I; K™) eine partikulire Losung des inhomogenen Systems §'(z) = A(x)y(x) +
G(x), so ist die allgemeine Lésung des Systems (6.14) der affine Unterraum

E(DGZ) = gjp + Uh == {gE CI(I; Kn) . ?j(x) = ?jp(l‘) + g]h(x), ?jh € Uh}

Auch hier zerfillt also die Losungskonstruktion fiir das System (6.14) in die zwei folgenden
Teilaufgaben:

(H) Bestimme den Unterraum U, C C*'(I; K"), das heifit, die Losungsgesamtheit des homo-
genen Systems

7' (x) = A(x)y(x), x €l (6.15)

(P) Bestimme eine partikulire Losung 7, € C'(I; K") des inhomogenen Systems (6.14).

Beide Aufgaben (H) und (P) stellen fiir sich i.a. unlgsbare Probleme im konstruktiven Sin-
ne dar: Es sind keine allgemeinen analytischen Lésungsverfahren bekannt, mit deren Hilfe
(H) und (P) fiir sich gelost werden kénnen. Immerhin bietet das PicARD-LINDELOF—Verfahren
einen konstruktiven Aspekt zur ndherungsweisen Bestimmung einer Losung. Aus dem Exi-
stenzsatz 16.14 von PicArD folgern wir sogar:

Satz 16.16 Auf dem Intervall I := [zg,xo + a| seien stetige Koeffizientenfunktionen aj, €
C(I) der Matrizfunktion A(x) = (ajr(x)) gegeben. Dann existiert zu jeder Anfangsvorgabe

§lzo) = 1o € K"
genau eine Liosung ij € C(I; K™) des homogenen Systems (6.15).

Begriindung: Wir setzen

n

1/2
L:=max (3 Jag(@)’) " = max||A(x)|r

I
S k=1

sowie f(z,7) := A(z)7, ¥ € K". Dann erfiillt die Funktion f die Voraussetzungen des Picarpschen
Satzes 16.14, insbesondere auch die LipscHITz-Bedingung (5.8) mit der oben definierten Konstanten
L. Die obige Existenzaussage folgt jetzt aus diesem Satz. a



Werden nun die n linear unabhéngigen Vektoren €; der Standardbasis als Anfangsvektoren
o = €; eingesetzt, so resultieren gemif Satz 16.16 n Losungen g; € CH(;K"), 1 < j < n,
des homogenen Systems (6.15) mit den Anfangswerten 7;(zy) = €;. Diese Losungen sind
linear unabhingig, da sie im Punkt x = z( linear unabhéngig sind. Eine beliebige Losung
7, € CH(I; K™) nimmt sicher einen Anfangswert ij,(zo) = (Cy,Cy,...,Cp)T € K" stetig an.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz 16.16 muss dann g (z) = i C;y;(z) gelten. Also
i=1
kann das homogene System (6.15) keine weiteren linear unabhéngigen Losungen haben:

Satz 16.17 FEs seien die Voraussetzungen des Satzes 16.16 erfillt. Dann wird der Unterraum

Uy, == {?jh S CI(I; Kn) : Zj;l(a?) = A(x)gjh(x), T e I}

von genau n linear unabhingigen Vektorfunktionen ¥ (z), ¥2(z), ..., ¥n(z) aufgespannt.

Definition 16.13 (a) Ein System von n linear unabhdngigen Losungen iy (x), §2(z), . . ., Jn(z)
des homogenen DGI-Systems (6.15) heifle ein Fundamentalsystem.

(b) Bilden die Liosungen ¥y (x), §2(x),. .., Ua(x) des homogenen DGI-Systems (6.15) ein Fun-
damentalsystem, so heiffe die Matrizfunktion

Y(z) := (41(x), %2(2), - . ., Un()) (6.16)

eine Fundamentalmatrix oder WRONSKI-Matrix des DGIl-Systems (6.15).

‘BSP. (16.6.3)‘ Zu bestimmen sind ein Fundamentalsystem und eine Fundamentalmatrix des
DGI-Systems

') = [ - ] (@)

Lésung: In den Komponentenfunktionen 7(z) = (y1(z),y2(z))" liegen die beiden skalaren DGIn (i)
Yy} = 2zy; und (i) y4 = 2zy; vor. Die DGI (i) integrieren wir mit dem Verfahren der TdV und
erhalten y; () = Cye® . Dies fiihrt in (ii) auf die DG y)(z) = C12ze®” = C1(e*”)’, die somit direks
integrierbar ist und die Losung yo(z) = Che®” + O, liefert. Die allgemeine Lésung hat nun die Form

_ 2| 1 0 o _
§y(x)=Cre l 1 +C5 1 ] =: C1ij1(z) + Caifz(z),
~—_———
=51 (z) =:2(x)

worin die beiden Vektorfunktionen #)(z), J2(z) ein Fundamentalsystem bilden, aus welchem die fol-
gende Fundamentalmatrix resultiert:

Man kann aus der allgemeinen Losung ein Fundamentalsystem ¢ (x), y2(z) aber auch so bestim-
men, dass die Anfangswerte ¢, (0) = (1,0)”, #(0) = (0,1)7 angenommen werden. Dazu wiihle man
(C1,C5) = (1,-1) bzw. (C1,C3) = (0,1). Es resultieren
Iz 1’2 0
aw=| 5 | ew=|] vo=| 5 V] vo=mu

Aus der Definition einer Fundamentalmatrix resultieren einige einfache Folgerungen, die in
dem folgenden Satz zusammengefasst sind:



Satz 16.18 (a) Es sei Y (x) eine Fundamentalmatriz des homogenen DGI-Systems (6.15).
Dann ist auch Y (z) := Y (x)B fir jede Matriz B € Inv (K™) eine Fundamentalmatriz dessel-
ben Systems.

(b) Fiir die WroNski-Determinante W (zx) := det Y (x) gilt W(z) # 0 ¥ x € I, und folglich
Y(z) € Inv(K") Vz e l.

(c) Die Fundamentalmatrizen Y (x) sind genau die invertierbaren Lisungen der Matriz—Dif-
ferentialgleichung

YV'(z) = A(x)Y (2), vel.

Insbesondere ist ij(z) := Y (x)Y Y(x0)vo die eindeutig bestimmte Lisung der Anfangswertauf-
gabe

g'(r) = A(x)y(z), (o) = o € K. (6.17)

Begriindung zu (b): Ware W(x1) = 0 fiir ein z; € I, so hiitte das lineare Gleichungssystem
Y (21)é@ = 0 eine nichttriviale Losung & # 0. Es wiire §(z) := Y ()& eine Losung der AWA
—/

7'(z) = A(z)§(2), §(z1) = 0. Satz 16.16 lisst aber nur eine Losung zu, nimlich §(z) = 0. Wir
haben einen Widerspruch konstruiert. Also muss W (x) # 0 fiir alle z € I gelten. O

Bemerkung 16.9 (a) Ist das DGIl-System ¢'(x) = A(z)y(x) aus der homogenen linearen
DGI (6.3) entstanden, und ist Y (x) := (¢1(x), #2(x), . .., Ju(x)) eine Fundamentalmatrix dieses
Systems, so bildet die erste Zeile y11(x), y12(x), ..., y1,(z) eine Basis fiir den Losungsraum
Kern L,, der homogenen DGI

Ly = an(2)y™ + ap_y (x)y™ D + -+ ay(z)y' + ag(z)y = 0.

(b) Die bisher aufgelisteten Existenz— und Eindeutigkeitsséitze enthalten keine brauchbaren
Verfahren zur Auffindung der Lésungen. Wir hatten bereits erwidhnt, dass solche Verfahren
im allgemeinen auch nicht existieren. Ausgenommen sind die homogenen DGIl-Systeme 1.0rd-
nung mit konstanter Koeffizientenmatrix A(z) = A € K™ die wir bereits in Abschnitt
11.7 vollstindig behandelt haben.

(c) Die WronskI-Determinante W (z) := det Y () kann bis auf einen konstanten Faktor auch
ohne Kenntnis eines Fundamentalsystems bestimmt werden. Dies zeigen wir im folgenden
Satz. O

Satz 16.19 Gegeben seien ein Intervall I C R und eine Matrizfunktion A € Abb (R, K™™),
A(z) = (a;k(z)), mit aj, € C(I). Es bezeichne

Sp (A(a)) = ilajjm

die Spur der Matrizfunktion, und es sei Y (z) eine Fundamentalmatriz des homogenen DGl
Systems (6.15). Dann gilt fir die WroNsKi-Determinante W (z) := det Y (z):

a
dx

W(z) =W(z)-Sp(A(x)) Yz el, (6.18)




also nach Integration

W (z) = W (@) - exp (/ Sp (A1) dt) ¥, o € I. (6.19)

Bemerkung 16.10 Liegt die DGI (6.3) vor, so gilt

an_1(x)
A pu— bn_ = — 3
S (A(2)) = by (5) = 2205
und somit steht die DGI (6.18) im Einklang mit dem Resultat aus Satz 10.3. O

|BSP. (16.6.4)| Es sei A(x) die Matrix aus BSP. (16.6.3). Wir haben Sp (A(x)) = 2z, und somit

gemi$ (6.19) W(z) = W(zo)e® . Andererseits gilt fiir die dort berechnete Fundamentalmatrix
Y (z) die Beziehung W (z) = det Y (z) = ¢* und folglich W (zo) = €. Also haben wir in Uberein-
stimmung mit dem Resultat aus (6.19)

W(z) _ oo
W (zo) '

‘BSP. (16.6.5) ‘ Das homogene DGI-System

. o 17.
(@) =] ¢ 4 |¥&), x>0
T o

hat die beiden Lésungsvektoren
7 (z) = (2%,22)T, () = («3,32%)T,

wie durch Einsetzen leicht verifiziert werden kann. Setzen wir

z? 23

Y(J?) = (gl(x)ng(x)) = l 20 3$2 ] ) T > 07

so folgt det Y (z) = z* # 0 V z > 0. Also ist Y (z) eine Fundamentalmatrix, im Einklang mit der aus
Sp (A(z)) = % gewonnenen WRONSKI-Determinante

T 4dt zt
W{(x) = W (xo) exp (/ T) =W (o) - —, , 20 > 0.
o IL'O

Das obige DGI-System kann offenbar auf die EurLErRsche DGI

4 6
y'——y'+5y=0, x>0,
xr xr

zuriickgefithrt werden. Die erste Zeile der Fundamentalmatrix Y (z) liefert nun fiir diese DGI die zwei

linear unabhéngigen Lésungen
y1(z) =22, yo(z) == a3,
die somit die allgemeine Losung der EuLERschen DGI aufspannen.

Nachfolgend geben wir zwei Methoden an, mit denen es in speziellen Féllen gelingt, ein Fun-
damentalsystem fiir das homogene DGI-System ’'(z) = A(x)#(z) zu bestimmen.



Satz 16.20 Gegeben seien ein Intervall I C R und eine Matrizfunktion A € Abb (R, K™™),
A(x) = (a(x)), mit ajp € C(I). Es sei ferner 0 # @ € C'(I; K") eine partikulire Losung
des homogenen DGI-System ' (x) = A(x)y(x), x € 1. Fir die j—te Komponente der Vektor-
funktion @(x) gelte u;(x) #0 V & € I. Dann erhdlt man mit dem Ansatz

¥(x) = v(z) d(z) + Z(z), zi(z) =0, (6.20)
das reduzierte System
Zi(z) = (aik(x) _ wlw) ajk(x)) z(x), 1 # 7, (6.21)
k=1 u](x)
ki
von n — 1 Gleichungen fir die n — 1 Unbekannten z(z),...,zj—1(x), zj+1(2), ..., z,(x). Die

Funktion v(x) bestimmt man schlieflich durch Integration der DGI

() = u;x) kﬁjajk(x)zk(x). (6.22)

Begriindung: Aus dem Ansatz (6.20) erhilt man

7' (z) = v'(2) - d(z) +v(2) - @'(2) + 2'(2) = v(z) A(z)d(z) + A(z)Z(2),
und somit wegen 4'(z) = A(z)u(z) das DGI-System
7'(z) = A(z)Z(z) — V' (z)id(z). (6.23)
Ansatzgemi$ gilt nun z;(z) := 0, so dass durch Differentiation die Gleichung

0=zj(z) = Z ajr(x) 2 (z) — o' (2)uj(z)

k#j

folgt, aus der bereits (6.22) resultiert. Wird schliefilich (6.22) in die Gleichung (6.23) eingesetzt, so
ergibt sich (6.21). O

‘BSP. (16.6.6) ‘ Hier betrachten wir nochmals das DGl-System

') = [ - ] i)

aus BSP. (16.6.3). Wir ”erraten” eine Losung @(z) = (0,1)7 # 0, die die nichverschwindende Kom-
ponente ug(x) = 1 besitzt. Mit dem Ansatz (6.20)

erhilt man geméif (6.21):

u1(x)

() = (on(@) =



Ferner folgt aus (6.22)

o' (z) = 2221((5)) z1(z) = 2re” = v(z) = e’

Wir haben wieder das bekannte Fundamentalsystem vorliegen:

g(m):eﬁ“], a(x):l(l)].

Das in Satz 16.20 vorgestellte Verfahren heifit D’ ALEMBERTsches Verfahren der Reduktion der
Ordnung. Im Sonderfall der homogenen linearen DGI (6.3) ergibt sich die folgende Variante:

Satz 16.21 Gegeben seien ein Intervall I C R und Koeffizientenfunktionen a, € C(I), 0 <
k <n. Es sei ferner 0 # u € C™(I) eine partikuldre Lisung der homogenen DGI

Aus dem Ansatz

y(x) = v(z) - u(z) (6.24)

zur Bestimmung einer weiteren Losung y € C™(I) erhdlt man die DGI
b (2)0™ 4 by_y ()oY oo £ by (2)0" =0,

die vermdge der Substitution z(x) := v'(z) in eine DGI der Ordnung n — 1 fir z(x) dbergeht.
Darin sind die Koeffizientenfunktionen by(x) in der folgenden Weise definiert:

b() =3 (i) 0@ P @), k=1,2,...,n.

j=k

Den Beweis fithrt man durch Einsetzen von (6.24) in die homogene DGI1 L,y = 0. a

‘BSP. (16.6.7) ‘ Die folgende DGI 2.0rdnung hat eine partikulire Losung u(z) := e~ *:

(2 +z)y" + (2® —2z — 1)y’ — (1 +2z)y = 0.

Dies bestétigt man durch Einsetzen. Wir reduzieren die Ordnung der DGl mit dem Produktansatz

wo) = vlz)e (D1 +20)
J@) = e e @-a-1) b
y'(z) = Ve " —2'e " +ve ? |- (z*+ 1)

Einsetzen in die DGI liefert

e_m(($2+$)vﬂ_($2+3$+1)U,+($2+$—x2+$+1—1—2:1:)1))éO.

~ v

=0

Hieraus folgt wegen e~* # 0 die folgende lineare DGI 1.Ordnung fiir die Unbekannte z(x) := v'(x):

(2% +2)2' — (2> + 32+ 1)z = 0.



Man integriert wieder mit dem Verfahren der TdV unter Verwendung einer Partialbruchzerlegung
und erhilt die allgemeine Losung z(z) = Ciz(z + 1)e” = o'(x). Hier fiihrt direkte Integration auf
die Ansatzfunktion v(z) = C1(z% — z + 1)e” + Cs, so dass die gegebene DGI die folgende allgemeine
Losung besitzt:

y(z) = C1(z® —z + 1)+ Ce ™, z €R.

Ein weiteres Verfahren zur Berechnung einer Fundamentalmatrix lehnt sich an die Verwen-
dung der Matrix-Exponentialfunktion e bei konstanten Matrizen A € K™ an. Es gilt die
folgende Aussage:

Satz 16.22 Gegeben seien ein Intervall I C R und eine Matrizgfunktion A € Abb (R, K™™),
A(z) = (ajp()), mit aj, € C(I). Es gelte

A(t)A(s) = A(s)A(t) Vs, t e . (6.25)

Dann st

Y(z) = eP@,  B(z):= / A(t) dt, (6.26)

eine Fundamentalmatriz fir das homogene DGI-System §'(x) = A(x)y(x).
Begrindung: Wegen (6.25) haben wir die Kommutator-Eigenschaft

x x

B(x)B'(x) = B(x)A(z) = / A(t) dt A(z) = / A(z)A(t) dt = A(z)B(z) = B'(z)B(x).

xo Zo
Es resultiert (B%(z)) = B'(x)B(x) + B(x)B'(z) = 2B'(z)B(z), und mit vollstindiger Induktion
(Bi(z)) = jB'(z)B’~(z) fiir alle j € N. Somit gilt

d

(P = — (i

Jj=0

1

() = @)Y %Bk(x) — A(z)eP®.
i 2

2z
2z

|BSP. (16.6.8)| Es sei A(z) := l 8 ] wieder die Matrix aus BSP. (16.6.3). Nun gilt wegen

A(t) = Qtl i 8 ] ganz offensichtlich die geforderte Kommutator-Eigenschaft (6.25). Weiterhin
folgt mit der konstanten Matrix C := [ i 8 ]:
Bl)= [“2Cd=(*—aA)C, Ba)= (*—ad)PC, - Bi@) = (o —a})C,
o
Somit erhalten wir die Fundamentalmatrix
> 1 [ 10

Y(x)=eB<’”>=Id+j217(x2_x%)j0= 01

CEZ—CEZ
—i—(e’”z_’”g—l) 10 _ e 0 0 ,
10 I
in Ubereinstimmung mit unserem fritheren Resultat in BSP. (16.6.3).

Bemerkung 16.11 Die Anwendungsmoglichkeiten des Satzes 16.22 sind eher begrenzt, da die
Kommutator-Eigenschaft (6.25) nur in wenigen Ausnahmeféllen — zum Beispiel fiir Matrizen A(t) =
h(t) - A mit skalarer Funktion h € C'(I) und konstanter Matrix A € K" — erfiillt ist. Insbesondere
fithrt der Fall h := 1 wieder auf die DGl-Systeme 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten, mit denen
wir uns in Abschnitt 11.7 erschopfend befasst haben. O



Das Wesentliche iiber die Losungsstruktur und iiber Losungsverfahren des homogenen DGl
Systems (6.15) ist nun gesagt worden, und wir konnen die Teilaufgabe (H) als befriedigend
gelost ansehen. Zur Losung der Teilaufgabe (P), ndmlich der Bestimmung einer partikuldren
Losung #,(z) des inhomogenen DGIl-Systems (6.14)

j'(x) = A(z)gi(x) + §(=),

hat man bis auf einige Gliicksfiille geschickten Erratens oder intuitiver Direktansétze bisher
nur das PICARD-LINDELOFsche Iterationsverfahren zur niherungsweisen Berechnung von 7, ()
in der Hand. Die Sachlage vereinfacht sich ganz erheblich, wenn eine Fundamentalmatrix Y (z)
des homogenen DGI-Systems bekannt ist. In diesem Fall fiihrt das Verfahren der Variation
der Konstanten von LAGRANGE (VdK) erfolgreich zur Berechnung einer partikuldren Losung
Up-

Ist Y(z) eine Fundamentalmatrix des homogenen DGIl-Systems 7'(z) = A(z)y(z), so setzt
man den Konstantenvektor ¢ in der allgemeinen Losung ¢(z) = Y (z)¢ als Vektorfunktion an:
¢ = ¥(x). Nun gilt fir 7,(z) := Y (2)0(x):

g];(x) =Y'(2)d(x) + Y(2)7'(z) = A(2) Y(2)0(z) +Y (2)7'(x) = A(x)7,(z) + §(z).

Somit folgt offenbar
V@)@ =g = o) = [ Y0g

Wir haben zusammenfassend:

Satz 16.23 Gegeben seien ein Intervall I C R, eine Matrizfunktion A € Abb (R, K™™),
A(z) = (ar(x)), mit aj, € C(I) und eine Vektorfunktion g € C(I;K"). Ist Y (x) eine Funda-
mentalmatriz des homogenen DGI-Systems i'(x) = A(x)y(x), so ist

Jlo) = Y(a) (@+ / Y1)ty dt), &= const, (6.27)

die allgemeine Liosung des inhomogenen DGI-Systems (6.14). Die Anfangswertaufgabe
J'(z) = A(2)§(z) + §(z), =z€l, y(wo) = 1 € K",

hat fiir jedes xo € I die eindeutig bestimmte Lésung

Jla) = ¥ (@) (V™" (w0) o + / :Y_l(t)ﬁ(t) dr), zel (6.28)

‘BSP. (16.6.9) ‘ Zu bestimmen ist die allgemeine Losung des inhomogenen DGl-Systems

Tz = z + 2y + 3z — 2t
—3x — 2y — z + 4,
= =z 4+ y + z + 6,

sowie die Losung der Anfangswertaufgabe zum Anfangswert (z(0),y(0), z(0)) = (5,5, 5).



Lésung: Mit den folgenden Vektorfunktionen 7(t), () und der konstanten Matrix A € R(%3) haben
wir das inhomogene DGI-System #(t) = AZ(t) + g(t) vorliegen:

2(t) ot 1 2 3
Zt):=| yt) |, g&)y:=| 4 |, A=] -3 -2 -1
) 6 11

(
%(
Eine Fundamentalmatrix Y (¢) berechnen wir wie in Abschnitt 11.7 durch Ermittlung der Eigenwerte
und —vektoren der Matrix A. Das charakteristische Polynom

1—=A 2 3
Ps(A) =det(A—XId)=| -3 —-2-X -1 |=-XM+1)
1 1 1—A
hat offensichtlich die drei Nullstellen A\; = 0, Ao = 7, A3 = —i. Wir berechnen die zugeordneten
Eigenvektoren aus den Losungen der homogenen linearen Gleichungssysteme
1 2 3 V1 1
0 = (A-0l)v;=| -3 -2 -1 vy |, also v7=| -2 ],
1 1 1 U3 1
1—3 2 3 vy 5 o
0 = (A—ild)vy, = -3 -2—-7 -1 vo |, also Vo= | 4i—7 | =03.
1 1 1—1 U3 3—1

Da eine vollstindige Basis des C? aus Eigenvektoren vorliegt, resultiert nun ein komplexes Funda-
mentalsystem des homogenen DGI-Systems, ndmlich:

1 5 5
Tit) =M = | =2 |, D)=l =¢t| 4i—7 |, D) =eliy=e""| —4i-7T
1 3—1i 341

Wie wir bereits in Abschnitt 11.7 festgestellt haben, gibt es zu der reellen Systemmatrix A € R(™")
stets auch ein reelles Fundamentalsystem, da komplexe Eigenwerte nur als konjugiert komplexe
Paare auftreten. Ist A € C ein solcher Eigenwert und v € C" der zugeordnete komplexe Eigenvektor,
so iiberpriift man sehr einfach, dass die komplexe Fundamentallssung Z(t) := eM# in zwei reelle

Fundamentallsungen zerlegbar ist, ndmlich

Zi(t) ;= Red(t),  &o(t) = Im&(t).

Im vorliegenden Beispiel resultiert deshalb anstelle des komplexen Fundamentalsystems das folgende
reelle Fundamentalsystem

1 ) 0 ) 0
Zi(t)=| -2 |, o(t)=cost| —7 | +sint | —4 |, Z3(t)=sint| —7 | +cost| 4
1 3 1 3 -1

Hiermit liegt die reelle Fundamentalmatrix
Y (t) := (£1(t), Za(t), T3(1))

vor. Zur Ermittlung einer partikuliren Losung des inhomogenen DGl-Systems bendtigen wir nun
gemiB (6.27) die Inverse Y 1(¢). Thre Berechnung kann wegen der Funktionsabhiingigkeit von der
Variablen ¢ sehr unangenehm werden. Fiir konstante Systemmatrizen A € K™") ist jedoch die
spezielle Fundamentalmatrix Yy(x) := e®4 wegen der folgenden Eigenschaft sehr vorteilhaft:

Yilw) = e ™ =Yo(=a),  Yo(@)Yg (1) = D4 = V(o — 1),

Bevor wir das vorliegende Beispiel beenden, zeigen wir die Giiltigkeit einer dhnlichen Beziehung fiir
beliebige Fundamentalmatrizen Y (z), solange nur die Systemmatrix A konstant ist:



Satz 16.24 Gegeben sei die konstante Matriz A € K™ und es sei Y (x) eine Fundamen-
talmatriz des homogenen DGI-Systems i'(x) = Ay(x), x € R. Dann gilt stets

Y (2) = e®24Y (10) Vg, v € R, und somit Y (z) = e"Y(0). (6.29)

Ferner ist

() = V()i + / Y(z+ a0 — )Y (20)d(t) dt, w0,z €1, (6.30)

die allgemeine Losung des inhomogenen DGI-Systems i (x) = Ay(z)+§(x) mit g € C(I; K™).
Die Anfangswertaufgabe

7'(z) = Aj(2) + §(x), z €1,  §lz) =i € K",

hat fiir jedes xo € I die eindeutig bestimmte Lisung

(@) = V(&)Y (20 + / Y(z+ 10— )Y (x0)§(t) dt,  w el (6.31)

Begriindungen: (a) Es gilt fiir alle z € R die Gleichung

d e_(‘”_“)AY(w) — e—(w—:vo)AY/(w) _ e~ (@—m0)A AY (z) =0,
dz —_——
=Y'(z)

das heif3t, wir haben
e~ (@=2)AY (1) = const = e~ (T07)AY (50) = Y ().

Dies fiihrt bereits auf die behauptete Gleichung (6.29).
(b) Aus (6.29) folgern wir

Y (2)Y 7Ht) = e (50)Y "N (mg)e” A = @A — V(g 4 2 — £)Y 7 (z0).

Der Rest folgt nun aus dem vorangegangenen Satz 16.23. O

‘BSP. (16.6.9) ‘ (Fortsetzung.) Fiir die reelle Fundamentalmatrix Y (t) = (#1(t), Z2(t), #3(t)) gel-
ten nun

1 5 0 Ll 520
YO0)=| -2 -7 4], Y—l(o):g 2 -1 —4
1 3 -1 1 2 3
Wir setzen zur Abkiirzung
B - 5 20 —2t o | 15t+60
h(t) == Y’I(O)g’(t):g 2 -1 —4 | =2 | —4t—12
1 2 3 6 3t+9

Unter Beachtung der Relationen

t t t t
/ ssin(t—s) ds = t—sint, / scos(t—s)ds =1—cost = / sin(t—s) ds, / cos(t—s)ds = sint,
0 0 0 0



resultiert nun aus (6.30) die folgende partikuldre Losung des inhomogenen DGIl-Systems:

. 3t2 + 30t — 10cost — 30sint + 10
7,(1) = /0 Y(t — s)i(s)ds = | —612 — 50t — 10cost + 50sint + 10
3t2 4+ 26t — 20 sint

Die allgemeine Losung des inhomogenen DGIl-Systems ergibt sich durch Superposition:

Z(t) = C171 (1) + CaFa(t) + CsTs(t) + T, (1),

und wegen
z(0) L[5 5 20 5 20
Y=H0) | y(0) | == 2 —1 —4 5| =1 -3
20 21 1 2 3]s 6

hat die Anfangswertaufgabe die eindeutig bestimmte Losung

E(t) = 202 (t) — 3T, (t) + 6T5(t) + Z,(t), tER.

Es ist sicher nicht opportun, die Losung des Problems (P), das heifit, die Bestimmung einer
partikuldren Losung y,(z) der inhomogenen linearen DGI n—ter Ordnung (6.3)

L,y := Z ak(x)y(k) = f(x), xel,

in der oben dargestellten Weise durch Riickfiihrung auf ein DGIl-System 1.Ordnung zu bewerk-
stelligen. Man wendet hier vielmehr das Verfahren der Variation der Konstanten (VdK)
direkt auf die DGI (6.3) an, vorausgesetzt, es ist ein Fundamentalsystem 4, (z), y2(2), . . ., yn(2)
der homogenen DGI L,y = 0 bekannt. Auch hier definieren wir eine Fundamentalmatrix oder
WRONSKI-Matrix vermoge

YRR
vig)=| 1 yQEI P W) = det V().
V@) (@) yir M ()

Wir zeigen, dass mit dem folgenden Ansatz der VdK

Yp(®) 7= v1(2)91(2) + va(2)y2(2) + - - + va(2)yn(2) (6.32)

und durch Losen der Integrationsaufgabe

Y(x)d'(z) =
v (2)y1 (2) + vy(2)y2(z) + - - + vy, (@) yn ()
ol (2)y) () + vh(x)yh(x) + - - - + vl ()Y () , 0 | (6.33)




tatsédchlich eine partikuldre Losung y,(x) der inhomogenen DGl L,y = f(z) bestimmt ist.
Aus dem Ansatz (6.32) folgt ndmlich nach n—maliger Differentiation, jeweils unter Beachtung
der Nebenbedingung (6.33):

yp(x) = U1Y1 + VY2 + -+ UpYp : UJU(JT) )
Yp(@) = vy + o+ oy, -ay(x)
Yp(x) = vy +vays + o+ vy, cag(z) § (+)

yM(x) = vy + vayd”

vy 4 aow [@) | (@)

7

Man erhilt nun

Lnyp - Ul(x) Lnyl —|—1)2(37) LnyQ e Un(x) Lnyn —|—f(£U) - f(x)a
=0 =0 =0

also wie gewiinscht eine partikulire Lésung der inhomogenen DGI. Nun muss noch die Inte-
grationsaufgabe (6.33) gelost werden. Wegen W (z) # 0 kann die Fundamentalmatrix Y (z) in-
vertiert werden, so dass das DGl-System ¢'(z) = Y !(z)g(x) resultiert. Setzen wir Y ~!(z) :=
(njk(x)), so ergibt sich aus der speziellen Form der Funktion §(x) komponentenweise:

f(x)

an ()’

vj (@) = njn() -

i=1,2,...n.
Wir hatten in Satz 5.37 mit Hilfe der CraMmERschen Regel die Koeffizienten einer inversen
Matrix berechnet. Das Verfahren liefert hier

Waj()

n]n(x)zma j:1727"'7n7

worin W,,;(z) der Kofaktor der WroNskI-Determinante W (xz) zum Platz (n, j) ist:

() e Yn ()
vy () yi () Y (2)
Whj(x) = : :
" () "2 () yi) ()
0 1 0

In der Zusammenfassung haben wir gezeigt:

Satz 16.25 Gegeben seien ein Intervall I C R und Koeffizientenfunktionen a; € C(I), 1 <

J<mn, mitay(x) #0Vxel. Ist y1,y2,...,yn € C"(I) ein Fundamentalsystem der homoge-
nen linearen DGI

Ly =Y a;(z)y¥ =0,
i=0

und bezeichnet W (x) die zugeordnete WRONSKI-Determinante, so ist die allgemeine Lisung
der inhomogenen DGl L,y = f € C(I) in der folgenden Form gegeben:

W (t)

0 m f(#) dt), rxe€l, C;=const. (6.34)

y(z) = ilyj(m (C;+




Die Anfangswertaufgabe

Lny - f(x)a VS [7 y(l"o) = Yo, y,(l'g) =Y1, -y y(nil)(xO) =1Yn-1, XoE Ia

hat eine eindeutig bestimmte Lisung y € C™(I) in der Form (6.34), worin die Konstanten C;
gemdfs folgender Vorschrift zu berechnen sind:

Cy Yo
C

C=vite |
C% Yn—1

‘BSP. (16.6.10) ‘ Zu bestimmen ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGI

1
Loy =~y +y= cos 2z # 0.

4 cos 2z’
Lésung: Die homogene DGI Loy = 0 ist die bekannte Schwingungs—DGI mit der allgemeinen Liésung

yn(z) = Crcos 2z + Cysin2z, z € R.

1

Eine partikuldre Losung der inhomogenen DGl Loy = bestimmen wir mit dem Ansatz der

cos 2T
VdK:
yp(z) = wi(z)cos 2z + va(z) sin 2z -1
yp(x) = ] cos2z + vy sin 2z —2v; sin 2z 4 20y cos 2z 08 (1)
=0
ynp(x) = —2v]sin2z + 20} cos 2z — 4vy cos 2z — vy sin 2z | -

Nach Einsetzen in die inhomogene DGI resultiert das folgende DGIl-System
vi(z)cos2x +  vh(z)sin2z = 0,

4

—2v1(z)sin2z + 2vh(z)cos2z = o,

welches wir mit der CRaMERschen Regel nach der Vorschrift (6.34) auflosen und anschlieflend inte-
grieren:

cos 2x sin 2z
Wiz) = ‘ —2sin2x 2cos2z | 2,
0 sin 2% . cos2r 0
Wor(z) = ‘ | 2cos2z | = —sin2z, Wy(z) = ‘ Cosinde 1 ‘ = cos 2.

Hiermit resultieren:

_2/“" sin 2¢ gt =1 ‘cos2x
i

vL@) = o COs 2t

T
) =2 [ dt=2(x — zp),
cos 2z ‘ v2() /:vo (z = @o)

und daraus die allgemeine Losung

cos 2x

y(z) = C1 cos 2x + Cy sin 2z + 2(x — xg) sin 22 + cos 2z In ‘

, cos2z # 0.
€os 2z

Die Anfangswertaufgabe zum Anfangswert y(0) = yo, ¥'(0) = y; wird geldst, indem wir zy = 0
einsetzen und die Konstanten C}, Cy aus dem linearen Gleichungssystem

1 0 01 . Yo
0 2 02 o U1
bestimmen. Es folgt C; = yo, Cy = %yl, und somit schliellich

y(z) = yo cos 2z + % sin2z + 2z sin2z + cos 2z In|cos2x|, z€l:=(—




16.7 Erginzungen
Die Klasse derjenigen gewohnlichen Differentialgleichungen der Ordnung n > 2
F(z,y,y,...,y"™) =0, (7.1)

fiir die elementare Integrationsverfahren angegeben werden kénnen, ist weitaus kleiner als die
entsprechende Klasse der gewhnlichen Differentialgleichungen 1.0Ordnung. Man versucht des-
halb haufig, das Verfahren der Reduktion der Ordnung durchzufiihren mit dem Ziel, eine
vorgelegte DGI in eine solche niederer Ordnung zuriickzufiihren. Fiir diese sollte dann ein Inte-
grationsverfahren bekannt sein. Ein solches Vorgehen kann besonders dann erfolgversprechend
angewendet werden, wenn einige der Verinderlichen in der DGI (7.1) nicht explizit auftreten.
Wir geben nachfolgend die zwei Hauptfille fiir diese Sachlage an.

Fall (A): Die Variablen y, ¢/, ...,y*), k < n, treten nicht explizit auf:
F(x,y*tD . y™) = 0.

In diesem Fall fiihrt der folgende Ansatz auf eine DG F(z,u, v/, . .., u™ %=} = 0 der Ordnung
n — k — 1 fiir eine neue Variable u(x):

u(w) = y**(a).

‘ BSP. (16.7.1) ‘ Die Losung der folgenden DGI 2.0rdnung ist zu bestimmen, in der die Variable
y(z) nicht explizit auftritt:

1
"o
Y x+1y

"= (z41)% x #—1.

Lésung: Setzen wir u(z) := y'(z), so geniigt u(z) der inhomogenen linearen DGI 1.0rdnung

, 1

_(L__i_lu:(x_i_l)za ZE#—I,

die nach dem bekannten Verfahren aus Abschnitt 16.2 gelost wird. Man erhélt die allgemeine Lésung
1
u(@) = (@ +1)(C+ 5 (@ +1)°) =y (),
und eine weitere unbestimmte Integration fiihrt auf die gesuchte Losung

1 C
y(ff)201(x+1)2+02+§(x+1)4, r# -1, C):= 5

‘BSP. (16.7.2)‘ Zu bestimmen ist die Losung der folgenden DGI 3.0rdnung, in der weder die
Variable z noch die Variable y explizit auftreten:

1, 12

" _ 2yy
1+y12'

Y

Lisung: Auch hier setzen wir zunichst wieder u(z) := y'(z), womit sich die folgende DGI 2.Ordnung
ergibt:
, 2uu'?

= . 2
U T (7.2)

Diesen Typ von DGIn behandeln wir unter



Fall (B): Die Variable x tritt nicht explizit auf:

F(y,y,...,y"™) =0.

In diesem Fall bestimmen wir 3" als Funktion der Variablen y; das heifit, wir machen den
Ansatz

_dedy
dy dx

2.1

y'=z2(y) = Z(y), y"=2z-2"(y)+ 22" (y) usw.

Es resultiert eine DGl G(y, z,2/,...,2" 1) = 0 der Ordnung n — 1 fiir die Funktion z(y).

‘BSP. (16.7.2)| (Fortsetzung.) Wir kehren zuriick zur DGI (7.2) und setzen dort z(u) := u'. Die
resultierende DGI kénnen wir mit dem Verfahren der TdV integrieren:

dz 2z dz 2u
—=u—"- = Z=—"—du = Inlz|=h[C(l+v’
du U,1+u2 z 1+U,2 U n|z| I1| 1( +U’)|?

und hieraus erschliefen wir die Hilfsfunktion z(u) = C;(1+u?) = v'(z). Eine weitere Integration mit
Hilfe des Verfahrens der TdV fiithrt auf arc tany v = Cix + C5, und somit

u(z) = tan(Chrz + Cy) = y'(z).

Hieraus erhalten wir schliefllich durch eine weitere unbestimmte Integration die gesuchte Losung

1
y(x) = /tan(Clw + Cy)dx = A In|cos(Ciz + Cq)| + Cs.
1

‘BSP. (16.7.3) ‘ Der obige Fall (B) enthilt insbesondere explizite DGIn 2.0rdnung vom Typ

in dem die beiden Variablen z und ¢’ nicht explizit auftreten. Wegen

dy' dy dy 1 d
y/l:__:yl__:__(yIZ)
dy dx dy 2 dy

erhélt man sofort ein sogenanntes Energie—Integral

1
3 y? — /f(y) dy = E = const.

Dieser Begriff ist der Dynamik entlehnt: Fiir die eindimensionale Bewegung x(¢) einer Masse m in
einem ortsabhingigen Kraftfeld K(z) gilt die NEwTonsche Bewegungsgleichung mi# = K (z) und
somit 2 3? — [ K(z)dz = const. Ist K(z) ein Potentialfeld mit Potential ¢(z), das heifit, gilt
K(z) = —%‘f (z), so resultiert der Energiesatz

1
5 mi* 4+ ¢(z) = E = const,

oder in Worten

kinetische Energie 4+ potentielle Energie = const.

Es folgen
_dx

| 5 T ds
(t) = — =1 (B —ez)), t_t():/:vo %(E—SD(S))'




Ein konkretes Beispiel ist die DGI des Fadenpendels mi = —7 sinz, die unter den Anfangsbedin-

gungen z(0) = 9 > 0 und #(0) = 0 zu integrieren ist. Es gilt hier ¢(x) := —= cosz, und somit
E = $mi?(0) + (z(0)) = —5¢ coszy. Das heifit, wir haben die Losung z(¢) in impliziter Form

durch folgendes Integral vorliegen:

. ﬁ/“" ds
V29 Ju V/cOSs —coszg

Der Operatorenkalkiil von HEAVISIDE fiir DGl-Systeme mit konstanten Koeffizienten.

Wir zeigen die Vorgehensweise exemplarisch auf, indem wir das folgende Beispiel eines inhomogenen
DGIl-Systems 2.0rdnung analysieren:

& + 2y — 3z = ¢,
i : (7.3)
y + 4z + 3y = 0.

Wird der Differentialoperator D := % eingefithrt, so resultiert als formale Struktur ein inhomoge-

nes lineares Gleichungssystem fiir die Bestimmung der Unbekannten x und y, dessen Koeffizienten
Polynome in der Verdnderlichen D sind:

(D? —3)z +2Dy = ¢, (7.4)
4Dz + (D* +3)y = 0. (7.5)
Die algebraischen Verkniipfungen ”+” und ”-” des Operators D sind denselben Rechengesetzen un-

tergeordnet wie die Zahlen des Korpers R mit zwei Ausnahmen: Eine Division durch D ist verboten,
und die Multiplikation mit D darf nur von links erfolgen. Insbesondere kann das ”lineare Gleichungs-
system” (7.4), (7.5) mit dem Gauss—Algorithmus wie ein gewthnliches Gleichungssystem behandelt
werden, sofern man den Gauss—Algorithmus in divisionsfreier Version verwendet: In den elementa-
ren Zeilenoperationen darf nur polynomiale Multiplikation von links mit D zugelassen werden. Wir
behandeln unter diesen Einschrinkungen das obige System:

—4D - (74) :  —4D(D?>—-3)z — 8D%y = —4De! = —4¢
(D% —3)-(7.5) : 4D(D?* -3)r + (D?-3)(D?*+3)y = 0 (+)

Wird die obige Summe gebildet, so erhilt man eine einzige DGI fiir eine Unbekannte, ndmlich
(D? =3)(D*+3) —8D*)y = —4¢! & y®) —8j— 9y = —4¢.

Dieser Eliminationsprozess wird hiufig das Auskoppeln einer DGI genannt. Die hier ausgekoppel-
te lineare DGl 4.0rdnung mit konstanten Koeffizienten lisst sich mit den Standardverfahren des
Abschnitts 10.5 integrieren. Man erhilt die Losung

1
y(t) = C1e® + Cae™' + C3cost + Cysint + 1 et,
die wir in die Gleichung (7.5) einsetzen und diese dann nach #(¢) auflosen:

1 1 1
&(t) = —3C1e™ — 3Che ™ — B Cscost — 5 Cysint — 1 el.

Eine unbestimmte Integration fithrt zur Lésung
1 1 1
z(t) = —Cre3 + Che 3t — 5 Cssint + 3 Cycost — 1 el + Cs,

worin die zusitzlich auftretende Integrationskonstante C5 durch Einsetzen der Losungen x(t) und
y(t) in die Gleichung (7.4) zu C5 = 0 determiniert ist.




16.8 Numerische Losungsverfahren

Im Rahmen dieser Vorlesung kann nur auf die einfachsten Verfahren zur numerischen Integra-
tion der Anfangswertaufgabe

y’:f(q;)y)) y(!L‘O) = Yo,

eingegangen werden. Verfeinerte Verfahren miissen in speziellen Lehrveranstaltungen iiber die
Numerik von Differentialgleichungen erlernt werden. Die Einschriankung der Grundproblem-
stellung auf eine gew6hnliche DGI1 1.0rdnung ist vom algorithmischen Aspekt her allerdings
bedeutungslos; alle vorgestellten Algorithmen gestatten ohne Zusatz eine vektorielle Formu-
lierung; das heifit, sie sind in gleicher Weise auf DGI-Systeme 1.0Ordnung anwendbar.

Beachte: (a) Vor dem Ansetzen eines numerischen Losungsverfahrens sollte man zunéichst auf
analytischem Wege nach Losungen suchen. Der numerische Apparat ist in der Regel um ein
Vielfaches aufwendiger als der analytische Losungsversuch.

(b) Hat die analytische Methode versagt, so vergewissere man sich vor Beginn numerischer
Rechnungen, ob Existenz und Eindeutigkeit der Losung gewéhrleistet sind. Ndherungsver-
fahren finden nédmlich hidufig auch dort ”Losungen”, wo iiberhaupt keine existieren kénnen.

16.8.1 Einschrittverfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben

Zu einer ersten numerischen Methode zur Lésung der einfachsten Anfangswertaufgabe fiir eine
gewohnliche Differentialgleichung 1.0rdnung, ndmlich

yl = f(l‘, y)7 y(!L‘O) = Yo, (81)

gelangt man durch folgende Uberlegung. Ist etwa die Losung y(z) auf dem Intervall I := [a, b]
mit a := x¢ zu bestimmen, so wihlt man n + 1 Stiitzstellen z; € I in der Anordnung a =
Ty <21 < X9 < -+ < Xp_y < xp, = b. Die Differenzen h; := z;41 — x; heilen Schrittweiten
der obigen Zerlegung von I, und n heifit die Schrittzahl. Im Sonderfall einer dquidistanten
Zerlegung des Intervalls I mit der Schrittzahl n hat man eine konstante Schrittweite h = ”’T‘l
und somit dquidistante Stiitzstellen

rj=a+jh, j=0,1,...,n.

Da der Funktionswert f(z,y(x)) geméB (8.1) die Steigung y'(x) der gesuchten exakten Losung
y(x) im Punkt z € I angibt, kommt man zu einer N&herung, wenn die Tangentensteigung
y'(z) durch die Sekantensteigung + (y(z + h) — y(z)) ersetzt wird:

y(a +h) = y(x) +h f(z,y(r)).

Ausgehend von den Anfangswerten xg, yo = y(x¢), gelangt man auf der endlichen Zerlegung
des Intervalls I zu Ndherungswerten 7; fiir die Funktionswerte y; := y(x;) der exakten Losung:

Mo :=yo und 041 :=n;+h; f(xj,n), x4 =zj+hVji=01...,n—-1. (8.2)

Verbindet man die Knotenpunkte (z;,7;) und (x,41,7,41) (siehe Skizze) durch eine Gerade,
so erhilt man als Naherungslosung zur Anfangswertaufgabe (8.1) einen Polygonzug, nimlich

1
77(.’L‘) = n;+ h_] (77j+1 - 77j)(33 - xj) (8.3)

= i+ flogn)(w—a;) Yo elrj,z], 0<j<n—1
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Das EULERsche Polygonzugverfahren Zur geometrischen Bedeutung des

lokalen Diskretisationsfehlers

Definition 16.14 Das Verfahren (8.2) heifst EULER—CAUCHYsches Polygonzugverfahren.

Bemerkung 16.12 Die Néherungswerte 7); héngen sicher von der Wahl der Schrittweiten
ho, hi, ..., h; ab. Gelangt man mit anderen Schrittweiten hg, h, ..., h; ebenfalls zur Stiitzstelle
xj, so wird der jetzt berechnete Néherungswert 7); im allgemeinen von 7; verschieden sein. O

Das EuLER-CAucHYsche Polygonzugverfahren — kurz EULER-Verfahren — zdhlt zu den soge-
nannten Einschrittverfahren.

Definition 16.15 Fin Einschrittverfahren zur ndiherungsweisen Liosung der Aufgabe (8.1)
besteht in der Vorgabe einer geeigneten Funktion ® = ®(x,y; h; f) und der Vorgabe der Be-
rechnungsvorschrift

Mo :=1Yo, Nj+1 = 0 +h;®(z;,m;h; f) Vi=0,1,...,n—1,

(8.4)
l‘j+1 = .'L'j"—hj,

mit deren Hilfe Niherungen n; fir die Werte y; := y(x;) der exakten Lisung bestimmt werden.

‘BSP. (16.8.1) ‘ Beim EuLeEr—Verfahren liegt gerade der Fall ®(z,y; h; f) := f(x,y) vor. Hier ist
die Funktionsvorschrift ® von der Schrittweite 4 unabhéngig.

‘BSP. (16.8.2)‘ Eine ganze Klasse von Einschrittverfahren gewinnt man aus der TAYLOR-

Entwicklung der exakten Losung y(x) in einer Umgebung des Startpunktes (g, yo) :

p
1
y(@) = 3 1y (o) (@ = 20)" + By
k=0 "
Vernachléssigt man das Restglied R, 1, so erhilt man mit der Schrittweite h; := z;11 — z; den

Néherungswert 141 nach der Rechenvorschrift

p
I k1 (k
M =mi by Y0 by = g+ by @G, mishys ). (8.5)
k=1""

Hier beschreibt yj(-k) den Wert der k-ten Ableitung im Punkt (z;,7;). Offenbar gilt y; = f(z;,n;)
gemif (8.1). Die zweiten und hoheren Ableitungen lassen sich im Prinzip durch wiederholte Diffe-
rentiation nach z und Substitution von y'(xz) aus (8.1) gewinnen:

y'(z) = flay),
y”(]?) = fx(xay)+fy(xay)f($ay)a

@) = foalry) + 2y (0,0) - F@9) + Foulery) - F2009) + Fy(0y) - 1" (@), (8.6)



Setzt man hier in den rechten Seiten z = z; und y = n; ein, so hat man formelméfige Ausdriicke fiir
die Grofien y§.k) vorliegen. Man beachte, dass die Berechnung der héheren Ableitungen y*)(z) nach
dem Schema (8.6) allerdings sehr rasch kompliziert wird, so dass man sich bei den Verfahren (8.5)

nur auf kleine Zahlen p beschrinkt. Mit dem Fall p = 1 liegt das EuLER—Verfahren vor.

Bemerkung 16.13 Im Gegensatz zum Einschrittverfahren kann die Funktion ® bei Mehrschritt-
verfahren auch noch von vorhergehenden Knotenstellen (x;_;,7;_;) abhéngen. O

Konsistenz, Diskretisationsfehler, Fehlerordnung

Die Rechenvorschrift (8.4) kann sicher nur dann ein brauchbares N#herungsverfahren zur
Losung der AWA (8.1) darstellen, wenn die Funktion ®(z,y;h; f) mit f(z,y) in einer be-
stimmten Relation steht. Diese Relation resultiert aus (8.4) im Limes h; — 0 :

. 1
hlj.lgo h,_] (nj+1 =) = y'(z) = ®(5,7;50; f).

Definition 16.16 Ein FEinschrittverfahren (8.4) heiffe mit der Differentialgleichung in (8.1)
konsistent, falls gilt:

®(z,y;0; f) = flw,y) Va,y. (8.7)

‘BSP. (16.8.3) ‘ Das EuLer-Verfahren ist wegen ®(x,y;h; f) = f(z,y) ganz offensichtlich konsi-
stent.

Wegen des Zusammenhangs (8.7) verzichten wir nun bei konsistenten Einschrittverfahren auf
das Argument f in der Funktion ®. Die Wahl der Funktion ® nimmt ganz entscheidend Ein-
fluss auf die Giite der Approximation der exakten Losung y(x) durch das Einschrittverfahren
(8.4). Gilt ndmlich ®(x, y; h) # f(z,y), so wird in jedem Schritt des Verfahrens (8.4) mit einer
falschen Steigung gerechnet. Die dadurch verursachte Abweichung y(x;11) — 1;4+1 wird durch
den lokalen Diskretisationsfehler gemessen.

Definition 16.17 Sei y(z) die exakte Losung der Anfangswertaufgabe (8.1). Dann heifle die
Differenz

diy1 = y(xjp1) — y(x;) — h (x5, y(x;); h) (8.8)

der lokale Diskretisationsfehler an der Stelle xj,1 = x; + h.

‘BSP. (16.8.4)‘ Lokaler Diskretisationsfehler des EvLErR—Verfahrens: Hat die Funktion f(z,y)

stetige partielle Ableitungen nach z und y bis zur Ordnung p — 1, so ist die Losung y(z) der AWA
(8.1) sicher p-mal stetig differenzierbar, und es gilt die TavLor-Entwicklung

p—1
y(x +h) = Z %y(k)(x)hh + 1% hPyP) (z: 4 0h), 0< 0 < 1. (8.9)
= k! !

Unter Verwendung der Formeln (8.6) resultiert

2
(o 1) = () = h [ (a9) + o (Falarn) + Fylarw) - F(o,)) + O() fir b 0.



Setzt man hier  := z; und z;4, = z; + h sowie y; := y(z;), so folgt unter Beachtung von
®(z,y;h) = f(z,y) fir das EuLER-Verfahren der lokale Diskretisationsfehler an der Stelle z;1,
namlich:

2
djy1 = % (fe(@jy5) + fy(x),95) - f(z5,95)) + O(R®) = O(K?) fiir h — 0. (8.10)

Die Relation (8.10) des EULER—Verfahren—Beispiels veranlasst zu folgender

Definition 16.18 Ein Einschrittverfahren (1.4) besitze die Fehlerordnung p > 0, falls fir
seinen lokalen Diskretisationsfehler d; die Abschétzung

ax |d;| < const - WPt = O(WP*Y)  fir h— 0+ (8.11)
<j<n

gilt, wobei f € CP([a,b] x R) vorausgesetzt wird.

Gemif dieser Definition hat das EULER—Verfahren die Fehlerordnung p = 1. Das Einschritt-
verfahren (8.5) hat den lokalen Diskretisationsfehler

p
Lok () 1 1 1
djiv1=y(xj1) —y(z;) — hkzz%ﬁ Wy = ] APy @D (35 4 0R), 0 < 0 < 1.
Fiir f € C?([a,b] x R) resultiert daraus eine Fehlerordnung genau p.

Die Bedeutung der Fehlerordnung p wird augenscheinlicher durch Einfiihrung der folgenden

Definition 16.19 Sei y(z) die exakte Lisung der AWA (8.1). Dann heifie die Differenz

g = y(z;) —nj (8.12)

der globale Diskretisationsfehler an der Stelle x;.

Der globale Diskretisationsfehler gibt den totalen Fehler an, den die mit dem Einschrittverfahren
(8.4) berechnete Niaherung n(z) gegeniiber der exakten Losung y(z) aufweist. Eine Abschitzung des
globalen Diskretisationsfehlers ldsst sich vornehmen, falls die Funktion ® in einem geeignet gewéihlten
Bereich

G:= {((I;vy;h) ra<z<b, |y—y(w)| <7 0< |h| < hO}

beziiglich der Variablen y LipscHITZ-stetig ist:

|®(x,y1;h) — ®(z,y2;h)| < Ly —y2| ¥V (z,y55h) € G, i=1,2. (8.13)

Setzt man jetzt g; = y(x;) —n; und gj11 = y(zj41) —nj41 in (8.8) ein und verwendet die Vorschrift
(8.4), so resultiert

gj+1 = gj + h[®(zj,y(z;); h) — @(xj,n5;h)] + dji1.
Mit (8.13) folgt hieraus die Abschitzung

lgj+1l < lgjl + |RIL |y(x;) —n5l + |djr1] = (1 + [h|L) [g;] + |djya].

Hat das Einschrittverfahren (8.4) eine Fehlerordnung p > 0, so gibt es nach (8.11) sicher eine Kon-
stante D mit max |dj| < D fiir 0 < |h| < hg. Deshalb erfiillt die Folge (|g;]);>0 die Differenzen-
<j<n -

ungleichung
95111 < (L+[BIL) lg; + D, §=0,1,2,.... (8.14)

Zur Losung von (8.14) bendtigen wir:



Satz 16.26 Gegeben sei eine Folge &5 € C, welche einer Abschdtzung der Form
&l < (1 +6)|¢|+D, ¢6>0, D>0, j=0,1,2,...,

gentigt. Dann gilt
D
el < 5 [e" = 1] +e™léo| ¥neN.

Begriindung: Durch vollstdndige Induktion nach n zeigt man die Ungleichung
n D n
[€nl < (140)" [€o] + 5 ((1+8)" —1).

Diese gilt offenbar fiir n = 1. Den Schluss von n auf (n + 1) vollzieht man unter Verwendung der
angegebenen Differenzenungleichung. Nun beachtet man weiterhin, dass fiir f(¢) := 1 +t — e’ stets
gilt: f'(t) =1 —¢€! <0 V¢ > 0. Deshalb folgt f(t) < f(0) =0, also 1+t < ¢! V¢ > 0. Daraus folgen
die Ungleichungen (1 + 6)" < e™ ¥V n € N. O

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 16.26 erhalten wir eine Abschiitzung des globalen Dis-
kretisationsfehlers.

Satz 16.27 Gegeben sei ein Einschrittverfahren (8.4) der Fehlerordnung p > 0, welches der
LipscHITZ-Bedingung (8.13) geniige. Dann gilt fiir den globalen Diskretisationsfehler g, an der
festen Stelle x,, := xg + nh, |h| < hg, die Abschdtzung

N —x
lal < [P — (et ol — 1), (8.15)

mit einer von h unabhdngigen Konstanten N.
Begriindung: Bei konstanter Schrittweite h # 0 kann (8.11) in der Form

max |d;| < N|hfP™' =D, h—0,
1<j<n

abgeschétzt werden, mit einer nur von der Funktion f(z,y) und ihren partiellen Ableitungen bis zur
Ordnung p abhiingigen Konstanten N. Mit dieser Zahl D in (8.14) und mit § := |h| - L erhalten wir

aus Satz 16.26:
N|h|p+1

nLl|h| nL|h|
hID (e 1)+e |90/

lgn| <
Beachten wir go = y(z9) — yo = 0 sowie |h| = L |z, — x|, so resultiert daraus schon die Behauptung
(8.15). O

Bemerkung 16.14 (a) Man erkennt an der Abschétzung (8.15), dass die Fehlerordnung
p > 0 mit der Konvergenzordnung beziiglich der Schrittweite h eines Einschrittverfahrens
iibereinstimmt.

(b) Insbesondere folgt auch aus (8.15), dass alle Einschrittverfahren (8.4), die der LipscHITZ—
Bedingung (8.13) geniigen und eine Fehlerordnung p > 0 haben, sowohl konsistent als auch
konvergent sind. Denn wegen (8.11) folgt fiir p > 0:

dji1

1
— |i _ _ _ . . i P —
3 ‘ = }lblrr[l) ‘h (y(x +h) —y(x)) — ®(z,y(x); h)‘ < const }ILIH(I) |h|P =0,

lim ‘
h—0

also
y'(z) = f(z,y) = (z,y;0).



Das ist die Konsistenzbedingung (8.7). Wegen (8.15) gilt ferner
}llli% |y(xn) - 77n| = }llli% |gn| =0,

und dies bedeutet die Konvergenz der Folge 7, bei festgehaltenem x,, gegen den exakten Wert
(c) Die Lipscurtz—Bedingung (8.13) gilt zum Beispiel fiir Funktionen ® mit stetiger partieller
Ableitung (0/0y)®(z,y; h) auf dem kompakten Bereich G. Fiir das EULER—Verfahren mit
®(z,y;h) = f(x,y) wird durch die Bedingung (8.13) gerade die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung y(z) zur Anfangswertaufgabe (8.1) geméafl Satz 16.14 garantiert.

(d) Die Ungleichung (8.15) konnte dazu benutzt werden, zu gegebenem x und € > 0 die
Schrittweite h zu ermitteln, mit der y(x) bis auf einen Fehler € genau berechnet werden kann.
Leider lassen sich die Konstanten N und L in der Praxis nur schwer explizit bestimmen. O

16.8.2 RuUNGE-KuTTA—Verfahren

Das EULER-Verfahren (8.2) mit der Fehlerordnung p = 1 wird bei groben Schrittweiten h;
nur eine unzureichende N#&herungslosung der Anfangswertaufgabe (8.4) liefern. Um zu Ein-
schrittverfahren hoherer Fehlerordnung p > 2 zu gelangen, geht man im Prinzip von einer
Quadraturformel fiir das Integral in der Identitét

Tj+1
v =yl = [ floy@)de,  ai=ahy, (8.16)
zj
aus. Eine allgemeine Quadraturformel mit Stiitzstellen &, &, ..., &n € [, ¥j41] und zugeho-
rigen Integrationsgewichten aq,as,. .., ay, fiihrt zu folgendem Ansatz fiir die Naherung ;44
des Funktionswertes y(z;41) :
Nj+1 =715 + h]’ Z alkl mit kl = f(&, y(&)) (817)
I=1
Die spezielle Wahl der Trapezregel als Quadraturformel mit m = 2, a; = ay = % und

& = zj, & = xj4 in (8.17) fithrt bei Wahl von n; ~ y(z;) und 7,41 ~ y(z;+1) auf das
implizite Integrationsverfahren:

M agm) + g ma)), (8.18)

Ni+1 =N + 5

in welchem der Ndherungswert 7;;, implizit definiert ist. Jeder Integrationsschritt erfordert
im allgemeinen die Losung einer nichtlinearen Gleichung.

Spezialfall: Bei einer linearen Differentialgleichung

Y = alx)y +b(x) =: f(z,y)
kann das Verfahren (8.18) in ein explizites Einschrittverfahren {iberfiihrt werden. Durch
Auflésen nach 7, ergibt sich
2+ hj a(zy)]n; + hy [b(x;) + b(xj41)]

2 = hja(wj1) 7

Mjs1 = j=01,....



Héngt die Funktion f(x,y) nichtlinear von y ab, so kann die Fixpunktgleichung (8.18) zum

Beispiel durch sukzessive Approximation nach 7, aufgeldést werden. Fiir einen geeigneten

Startwert 77(221 konvergiert die Fixpunktiteration

J

h.:

sofern f(z,y) die iibliche Liprscarrz-Bedingung |f(x,y1) — f(x,y2)| < L|y1 — yo| erfiillt und
zudem h;L/2 < 1 gilt. Da in (8.19) ohnehin der Funktionswert f(z;,7;) zu berechnen ist,
wihlt man als geeigneten Startwert einen Schritt des EULER—Verfahrens (8.2):

nyh =5+ by flag,mg). (8.20)

Wird in der Fixpunktiteration (8.19) nur ein einziger Iterationsschritt ausgefiihrt, so resultiert
mit dem Startwert (8.20) das folgende Einschritt—Verfahren:

P
i =y + by fxgm),

(8.21)

h; P
Mir1 = 77j+§](f(fcj:nj)+f(ffj+1ﬂ7y('+)1))-

Definition 16.20 Das Verfahren (8.21) heiffit HEUNsches Verfahren. Es gehirt zu den expli-
(P)

ziten Pradiktor—Korrektor—Verfahren, da zundchst ein Pradiktorwert Uji1 mit dem EULER-

Verfahren (1.0rdnung) bestimmt wird, der dann mit dem impliziten Trapezverfahren korrigiert
wird.

Das Heunsche Verfahren (ca. 1900) lisst sich folgendermaflen algorithmisch formulieren:

kl = f(xjan])a
k‘g = f(IL'J + hj, Ui + h]' k‘l); (822)
i1 = 1)j + % hj{k‘l + k‘g}

Die Formulierung unterstreicht deutlich, dass das HeEunsche Verfahren zur Klasse der Ein-
schrittverfahren gehort mit

O(x,y; h) := arks + azky = a1 f(z,y) + aof (v + q1h, y + @2 f(2, ), (8.23)

worin speziell

1
a1 = Q9 = 5, q1 = (2 = 1 (824)

zu setzen sind. Betreffs der Fehlerordnung haben wir die folgende Aussage:

Satz 16.28 Das mit der Funktion ® aus (8.23) gebildete Finschrittverfahren hat mindestens
die Fehlerordnung p = 2, falls aq, as,q1 und g wie folgt gewdhlt werden:

1
a, +as =1, Q21 = asqz = 5. (8.25)




Begriindung: Entwickelt man (8.23) an der Stelle A = 0 in eine TavyLor—Reihe, so erhélt man zusam-
men mit (8.9) fiir den lokalen Diskretisationsfehler:

diy1 = (1 —a1 —a2)h; f(z;,y;)

+% W ((1 = 2a0q1) fu (24, y5) + (1 = 2a290) fy (2, y5) - f(25,95)) + O(h3) fiir by — 0.
Ein Verfahren der Fehlerordnung p > 2 resultiert also bei Wahl von
0=(1-a1—a2) =(1-2aq1) = (1 — 2a2¢2),
und diese Bedingungen sind dquivalent mit (8.25). a

Folgerung 16.3 (a) Das HEUNsche Verfahren erfillt mit dem Parametersatz (8.24) die Be-
dingungen (8.25). Es ist also ein Einschrittverfahren der Fehlerordnung p = 2.

(b) Mit der Parameterwahl ay := 0, ay :=1; q; = go = 5 erhdilt man aus dem Ansatz (8.23)
ein weiteres Einschrittverfahren der Fehlerordnung p = 2, ndmlich

®(x,y; h) ::f(x+g,y+gf(x,y)). (8.26)

Das durch (8.26) definierte Einschrittverfahren heifit modifiziertes EULER-Verfahren (L.COL-
LATZ, 1960). Es ldsst sich wie folgt algorithmisch formulieren:

kl = f(xjanj)a
ko = f(x] + % hj, n; + % hjkl); (827)
Nj+1 = nj + hjka.

Bemerkung 16.15 Einschrittverfahren, bei denen die Funktion f(z,y) pro Integrations-
schritt k-mal ausgewertet werden muss, heiflen k—stufige Verfahren. Das HEUN—Verfahren
(HV) und das modifizierte EULER—Verfahren (MEV) sind also zweistufige Einschrittverfah-
ren. Sie gehoren aulerdem zur Klasse der RUNGE-KuTTA—Verfahren. a

Allgemeine RUNGE-KuTTA—Verfahren resultieren aus dem Ansatz (8.17), wenn die Integrati-
onsstiitzstellen & geméaf

& =w5, &§=x;+qh; V2<I<m mit 0<¢ <1 (8.28)
fixiert werden und die unbekannten Funktionswerte y(&;) nach der Idee des Pridiktorverfah-
rens festgelegt werden. Zunéchst setzt man y(&;) ~ 0, ferner:

-1
y(&) = yp = ny + hibn f(xj,05) + hy Y b f(x + aohy yr), 2<1<m. (8.29)

r=2
Fiir die spezielle Differentialgleichung ¥’ = 1 mit der Losung y(z) = C + 2 hat man y(z;) =
-1
C + z; = n; sowie y(&) = n; + qhj. Wegen y = n; + h; 3 b, werden in diesem Fall die
r=1

Pradiktorwerte y; exakt, wenn man fordert

-1
@ =7 b, 2<l<m. (8.30)
r=1

Diese Forderung ist mehr oder minder kiinstlich; sie schrinkt aber die Parametermannigfal-
tigkeit ein.



Bemerkung 16.16 Aus (8.17) und (8.29) ergibt sich eine rekursive Definition der Funkti-
onswerte k; = f(&,y;) geméiB

kl = f(l"]:n]%

-1 (8.31)
k= f (a5 + ahy g+ by 3 buky) fiir 1=2,3,....m.
r=1

Die Berechnung von (8.17) erfordert also im allgemeinen in jedem Schritt m Funktionsaus-
wertungen, so dass der Algorithmus (8.17) ein m-stufiges RUNGE-KuTTA—Verfahren (RK-
Verfahren) darstellt. Das EULER—Verfahren ist ein einstufiges RK—Verfahren. O

Dreistufige RK—Verfahren. | Gemifi den Formeln (8.17) und (8.31) konnen dreistufige RK—

Verfahren in der folgenden algorithmischen Form definiert werden:

ko= f(zg,my),

ky = f(wg + ahy g+ hibak), (8.32)
ks = f(z; + qzhj,mj + hj (bsiky + baoks));

nis1 = nj + hi{arky + agky + agks}.

Fiir die acht Parameter ay, as, as, ba1, b1, b3, g2, q3, gelten momentan nur die zwei Bedingun-
gen (8.30), das sind
q2 = ba1, g3 = b31 + bsa. (8.33)

Wir verschaffen uns weitere Bedingungen durch die Forderung, dass das Verfahren (8.32)
mindestens eine Fehlerordnung p = 3 aufweisen soll. Dazu ist der lokale Diskretisationsfehler

djv1 = y(wj1) — y(x;) — hj {arky + agks + azks}, k= f(&,y(&)), (8.34)

zu berechnen.

Satz 16.29 Das gemdf$ (8.32) definierte dreistufige RUNGE-KUTTA - Verfahren hat mindestens
die Fehlerordnung p = 3, falls neben den Gleichungen (8.33) noch die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

1 1
6 (pq5 + a3qs = 3 (8.35)
Begrindung: Wir verwenden in den folgenden Ausdriicken TaAyLOR-Entwicklungen an der Stelle h :=
h; = 0 und schreiben f anstelle von f(z;,y(z;)). Es gilt mit (8.33):

ko= flzj,y(e) = f;
ky = flzj + a2h,y(z;) + a2h f (25, y(z5))]
= fHah(fotffy)+5@h)? (foo +2f - fay + 17 fyy) + OR?)
= [+@h F+5(eh)? G+O00h);
ks = flzj+ah,y(z;) + h(bsiky + bsakz))
= [+ @hfs+h(bsiki + bs2ks) fy
+3 (a3h)? foz + a3 (b31k1 + bsoka) h? fo + 5 (bs1k1 + b3aka)?h? fyy + O(RP)
= f+h(gfe+ (bs1 +bs2) [ fy)
+h% (g2bsoF - fy + 3 G3 foz + a3 (31 + b32) [+ fay + 3 (b31 + b32)2 2+ fyy) + O(h3)

=7 f+@hF+ b2 (gbsF - fy + 3 3G) + O(R3).

1

a; +ax +a3=1; axq +azqz = 2; asqabsy =




Beriicksichtigt man die TAyLoR—Formel

y(z; + h) —y(z;) th+%h2F+éh3 (fy - F 4+ G) + O(hY),

so erhilt man aus (8.34) die folgende Darstellung des lokalen Diskretisationsfehlers:

djs1 = (L—a1—as—as)h- f+ (5 —azq —asgs)h’® - F
(8.36)

2
+((% — azqabsa) F - fy + (§ — 5 0243 — 3 a33) G) + O(hY).

Sind die vier nichtlinearen Gleichungen (8.35) erfiillt, so ergibt sich gerade d;, = O(h%) fiir h — 0,
also eine Fehlerordnung von mindestens p = 3. a

Bemerkung 16.17 Im dreistufigen RK—Verfahren (8.32) kann die Fehlerordnung p = 4 nicht
erreicht werden. Die explizite Berechnung der Terme O(h?) in der TayLor—Entwicklung (8.36)
zeigt das Auftreten eines Gliedes, das von den Parametern a,, b, ¢s unabhéngig ist und das
im allgemeinen nicht verschwindet. O

Die Gleichungen (8.35) definieren eine zweiparametrige Mannigfaltigkeit. Unter den Ein-
schrankungen ¢, # ¢3 und ¢ # % kann die (g2, ¢3)-Ebene als Parameterraum verwendet
werden. Man erhilt dann mit den verfahrensorientierten Restriktionen 0 < ¢; <1:

a _2+6QZ(]3_3(Q2+(]3) 0 — 3q3 — 2 0 = 2 — 3¢9 .
1 = 2 =, ="
64g2q3 6¢2(q3 — g2) 6¢3(q3 — ¢2) (8.37)
(I3(Q3 - Q2) .
21 q2, 31 q3 32, 32 q2(2 — 3q2)

Im Rahmen dieser Bildungsgesetze liefert (8.32) fiir jede Parameterwahl 0 < ¢2,¢3 < 1 mit
% # @2 # q3 ein dreistufiges RK—Verfahren der Fehlerordnung p = 3. Aus historischen Griinden
zitieren wir hier zwei Sonderfille.

HeUNsches Verfahren dritter Ordnung. | Dieses resultiert aus (8.32), wenn in (8.37) ¢ := 3

und g3 := % gesetzt werden. Man erhélt

3 1 2
az =0, G3ZZ, b21:§, bz =0, 532257

1
a1217

und mit diesen Parametern folgt der Algorithmus:

kv = flxg,m),

ky = f(x;+5hjm+ 5 hiki), (8.38)
ks = flx;+ 2 hj,m + 2 hiks); '
Nj+1 = 1; + i hi{ki + 3ks}.

KuTTA—Verfahren dritter Ordnung. | Wir setzen in (8.37) ¢» = 5 und ¢3 = 1. Dann ergeben

sich die Parameterwerte

1 1
as 6’ 21 5 31 ) 32



Mit diesen Parametern resultiert aus (8.32) der Algorithmus

ky = f(xjvnj)’

by = [+ 5 hjny + 5 hik), (8.39)
ks =[xy + by n; — hyky + 2h;ks);

Mia1 = 15 + § hy{ky + 4k + ks}.

Offenbar dient hier die StiMpson—Regel als Korrektor.

Prinzip der Schrittweitensteuerung. | Die absolute Grofie des lokalen Diskretisationsfehlers

dj;+1 kann dazu verwendet werden, die Schrittweite h;,; fiir den néchstfolgenden Integrations-
schritt festzulegen. Dazu setzt man a priori eine Toleranzgrenze e > 0 fest. Wird im j-ten
Integrationsschritt mit der Schrittweite h; gerechnet, so setzt man hjq := 2h;, falls |d; ] die
Toleranzgrenze um eine Zehnerpotenz unterschreitet, das heifit, falls |d;;1| < 0.1e gilt. Gilt
hingegen |d;.1| > €, so fithre man den j-ten Integrationsschritt erneut aus, jedoch mit halber
Schrittweite hj := h;/2.

Die praktische Realisierung der Schrittweitensteuerung erfordert eine einfache Methode zur
nidherungsweisen Berechnung des lokalen Diskretisationsfehlers d;,,. Die folgende Strategie
fiihrt am schnellsten zum Ziel. Zu einem RK-Verfahren mit der Fehlerordnung p, und den
Funktionskoeffizienten k; sucht man ein RK—Verfahren mit einer hoheren Fehlerordnung
p > po, welches dieselben Funktionskoeffizienten k; verwendet. Der lokale Diskretisations-
fehler d;, ldsst sich dann durch das Verfahren hoherer Ordnung schétzen, wobei allerdings
noch zusitzliche Funktionskoeffizienten k; zu berechnen sind. Nun wére es vollig widersinnig,
wenn der Mehraufwand zur Berechnung der zusitzlichen Koeffizienten nicht nutzbringend
zur Genauigkeitssteigerung eingebracht wiirde. Deshalb wird man den neuen Ndherungswert
nj+1 nach dem genaueren RK-Verfahren der Fehlerordnung p berechnen und nicht nach dem
schlechteren Verfahren der Fehlerordnung py.

‘BSP. (16.8.5) ‘ Das modifizierte EULER—Verfahren (8.27) hat den lokalen Diskretisationsfehler

d§-Af1EV’ = y(xjr1) — yla;) — hjks;

hingegen gilt fiir das KuTta—Verfahren (8.39)
1 _ o _
B = ylei) —yla) = gy Rt ket Ra}, = S(6 (&),

Die unbekannten Werte k; ersetzt man durch die bekannten Niherungen k;. Da fiir beide Verfahren
der Wert ko = f(z; + % hj,nj + 5 hjk:) iibereinstimmt, resultiert durch Elimination von y(z;41) —
y(zj): . X

dMY) o hi {1 = 2ha + k) + ) = g hi (k1 — 2k2 + ks} + O(h). (8.40)
Der Ausdruck % hj{ki — 2ks + k3}, in welchem lediglich k3 zusétzlich zu berechnen ist, liefert somit
(MEV)

einen Schétzwert fir d;

‘ BSP. (16.8.6) | Man bestimme zum HeEuNschen Verfahren (8.22) einen Schitzwert fiir den lokalen
Diskretisationsfehler

H 1 -
5 = ylaj) —y(e)) = 5hy (B + Fa).

Man ersetzt wieder k; durch k; und sucht wegen (8.22) ein RK—Verfahren 3.0Ordnung mit dem Funk-
tionsterm ky = f(z; + hj,nj + hjki). Wegen (8.32) und (8.33) muss die Wahl g, = by; = 1 getroffen



werden. Im Rahmen der Gleichungen (8.37) kann jetzt 0 < g3 < 1 beliebig fixiert werden. Zum
Beispiel resultiert mit g3 = % aus (8.37) der Parametersatz

1 1 2 1 1

= = — ==, bu=1, by =-, bya=-.

6’ a2 6’ as 30 V2 v ML=, 2=y

Wir erhalten das folgende, mit dem HEUNschen Verfahren (8.22) kompatible RK-Verfahren dritter
Ordnung:

a) =

kl = f(xjan])a

ks = flj+hyn + hiky),

? I o 311) (8.41)
ks = f(zj+ 5 hjynj+ 3 hi(k + k2));

Nj+1 = Ny —|—%h]{k1 +k2+4k3}

Analog zu (8.40) erhalten wir

1 1 1
A ~ o halh + ko dks} = S hylks £ o} + O() = S hy{—k1 = ko + 2ks} + O(h]).

Somit liefert der Term % hj{—Fki — ko 4 2k3} einen brauchbaren Schétzwert fiir den lokalen Diskreti-

(H2)
sationsfehler d] Y

m-stufige RK—Verfahren mit m > 4.| Gemif$ (8.17) und (8.31) hat das allgemeine vierstu-

fige RUNGE-KuTTA—Verfahren die algorithmische Form

ki = f(xg,my),

ky = f(x; + qhj,nj + hjba k),

ks f(xj 4+ qshj,m; + hj(bsikr + bsoks)), (8.42)
ky = f(l"] + quhj, m; + hj(barky 4 bagky + basks));

Nji+1 = Nj + hj{alkl + ang + Clgkg + a4k4}.

/

Die dreizehn freien Parameter sind zunéichst nur durch die drei Nebenbedingungen (8.30),
ndmlich

=Y b, fir =234, (8.43)

restringiert. Aus der Forderung, dass das Verfahren (8.42) mindestens die Fehlerordnung p =
4 hat, ergeben sich weitere acht Bestimmungsgleichungen, so dass als Losungsmenge eine
zweiparametrige Mannigfaltigkeit resultiert. Analog zu (8.37) koénnen auch hier ¢ und g3
als frei wihlbare Parameter verwendet werden. Wir verweisen auf die Spezialliteratur (zum
Beispiel: R.D. GriGORIEFF: Numerik gew6hnlicher Differentialgleichungen, Band 1. Stuttgart:
Teubner Verlag 1972).

Wir zitieren aus der Literatur die drei folgenden vierstufigen RK—Verfahren mit der Fehler-
ordnung p =4:

Klassisches RK—Verfahren 4.0rdnung. | Dieses hat die algorithmische Form:

ki o = f(xj,nj),

ky = flz;+ 5 h],nj—i- hiky),

ks = fxj+ Ly + L hiky), (8.44)
ky = f($j+hjﬂ7j+hjk3),

N1 = 0j + § hi{ky + 2k + 2k + k4 }.




3_RK-Verfahren 4.0rdnung. | Dieses Verfahren verwendet die %flntegrationsregel der NEwW-

TON-COTEs—Formeln (vgl. Tabelle in Abschnitt 8.5). Es hat die algorithmische Form:

k= f(l"j,m),

ky = f(zj+3 h],nj+ hiki),

ks = f(z;+ % h],nj hjk1+hjk2), (8.45)
ky = f(zj+ hj,nj+hj(ks — ks + ks3));

Ni+1 = n; + g hi{ks + ks + 3ks + k4}.

RK-Verfahren 4.0rdnung nach ENGLAND. | Der Algorithmus lautet:

ki = f(%',ﬁj),

ky = flxj+ 3 hj,n]Jr hiky),

ks = flz;+ 3 hj,n] + 3 L h(ky + k2)), (8.46)
ko = flzj+hjn;+ hj(—kz + 2k3));

M1 o= 0 + 5 hy{ky + 4ks + ka}.

Bemerkung 16.18 (a) Das Prinzip der Schrittweitensteuerung bei RK—Verfahren 3.0rdnung
durch ein RK—Verfahren 4.0rdnung ist unmdoglich. Die entsprechenden Parametersétze lassen
keine Losungen zu, fiir die ki, ks und k3 in beiden Verfahren identisch sind. Man findet aber
geschickte Varianten der Schrittweitensteuerung in der Literatur.

(b) In den bisherigen Féllen war die erreichbare Fehlerordnung p eines expliziten m—stufigen
RK-Verfahrens stets durch p = m, m = 1,2,3,4, charakterisiert. Fiir m > 5 gilt diese
Relation nicht mehr. J.C. BurcHER ("On the attainable order of Runge-Kutta methods.”
Math.Comp. 19 (1965), 408-417) hat die folgende Tabelle der maximalen Fehlerordnungen
berechnet:

m=] 1 ]2 |8 ] 45|67 [8]09 |
p= | 1 [ 2 [ 3] 4 ] 45 6 | 6 |7

(¢) Zu einem vierstufigen RK—Verfahren 4.0rdnung kann ein Schéitzwert fiir den lokalen Dis-
kretisationsfehler d;; wieder mit einem Verfahren 5.0rdnung gewonnen werden. Allerdings
ist dafiir nach obiger Tabelle ein sechsstufiges RK—Verfahren erforderlich. Ein kompatibles
Paar wurde von R. ENGLAND (”Error estimates for Runge-Kutta type solutions to systems
of ordinary differential equations.” Comp. J. 12 (1969), 166-170) angegeben. Das vierstufi-
ge Verfahren (8.46) kann durch Hinzunahme der folgenden Formeln zu einem sechsstufigen
RK—Verfahren 5.0rdnung erweitert werden:

k5 = f(l‘]—i-%h],?]J—F%h(7k1+10k2—|—k4)),
ke = f(z;+ 1 =hj,nj + 625 h;(28ky — 125ky + 546k3 + 54ky — 378ks)); (8.47)
Mis1 = 1 + 555 hi{14k1 + 35ky + 162ks + 125k }.




ENGL

Jj+1

(enery 1

336

hi{ =42k, — 224k; — 21ky + 162k + 125ke} + O(RS).

Tabelle der numerischen Niherungslésungen:

Stiitz—
stelle z;

Naherung
n; ~y(;)

Schritt—
weite h;

lokaler
Fehler

00 ~J O UL i W N .

©

0.000 00OE 0
1.000 000E 92
3.000 000E~02
7.000 000E~°2
1.500 000E~01
3.100 000E %!
6.300 000E %!
9.500 000E~°!
9.900 000E !
9.950 000E 0!
9.975 000E %!
9.987 500E %!
9.993 750E 0!
9.996 875E 01
9.998 437E~0!
9.999 218E %!
9.999 609E 0!
9.999 804E 0!
9.999 902E %!
1.000 000E+090

5.310 100E L
5.256 999E 0L
5.150 797E~0L
4.938 393E~01
4.513 585E01
3.663 969E 0L
1.964 737E 01
2.655053E702
5.310191E7%3
2.655 196E~03
1.327 761E93
6.641437E 04
3.324959E 04
1.669 315E-9
8.456 57T0E 05
4.404 360E %
2.479428E %
1.655371E9°
1.382501E9°
1.312 356 E=9°

1.000 000E 02
2.000 000E 02
4.000 000E 02
8.000 000E 02
1.600 000E 0!
3.200 000E !
3.200 000E !
4.000 000E 02
5.000 000E~03
2.500 000E~03
1.250 000E 03
6.250 000E —04
3.125 000E %4
1.562 500E~ 4
7.812 500E~05
3.906 250E %
1.953 125E05
9.765 625E 06
9.765 632E 06

—1.039422E 14
—1.385896E 14
—4.157690E 14
8.315380E 14
—1.108 717E~13
—1.552204E 12
—5.469 302E 10
—8.854216E 710
—5.537003E~11
—8.920 324E~11
—1.440 544E 10
—2.317342E 710
—3.714869E 10
—5.859 218E~10
—8.781929E 10
—1.081854E %9
—4.221097E 10
8.289 263E 10
8.542 698E 10

Tabelle der numerischen

Niherungslésungen:

Stiitz—
stelle z;

Naherung
n; ~y(z;)

Schritt—
weite h;

lokaler
Fehler

N O U W N S,

0.000 00OE 0
1.000 000E~°2
3.000 000E~02
7.000 000E~°2
1.500 000E 01
3.100 000E %!
6.300 000E~—°!
9.500 000E~!
9.900 000E !
9.950 000E %!
9.975 000E %!
9.987 500E %!
9.993 7T49E~0!
9.996 874E 0!
9.998437E 0!
9.998 828E 0!
9.999414E 0!
9.999 707E~0!
9.999 853E 0!
9.999951E~0!
9.999 975E 01
1.000 000E 90

5.310 100E°T
5.256 999E 0!
5.150 797E~0!
4.938 393E 0!
4.513 585E 01
3.663 969E 01
1.964 737E~0!
2.655052E 702
5.310152E793
2.655129E 93
1.327647E93
6.639 509E 04
3.321 802E~04
1.664 148E~04
8.372220E %
6.313973E %
3.256 670E %5
1.785111E~95
1.130 585E05
8.501 539E 96
8.295 499E 06
8.269 178E 6

1.000 000E 02
2.000 000E~02
4.000 000E 02
8.000 000E 02
1.600 000E—°1
3.200 000E !
1.600 000E~°1
2.000 000E~02
5.000 000E—03
2.500 000E 03
1.250 000E 03
3.125 000E %4
1.562 500E~ 4
7.812 500E~05
3.906 250E %
1.953 125E05
9.765 625E 06
4.882 812E 06
2.441 406E~06
2.441 406E~06
2.441 420E 06

0.000 00OE 0
0.000 000E+00
9.701276E~14
6.548 361E~13
8.197578E 12
2.480616E 10
2.767289E 10
6.048 564E 10
3.857991E~%
5.934 724E 9
9.128 510E%°
1.020 555E 99
1.617 4245709
2.556 941E~%9
4.009 808E %
1.234137E7%9
1.864 404E%9
2.474 586 E %9
2.140 462E~%
—1.070443E7%
—7.704466E 9

Fiir den lokalen Diskretisationsfehler dg- 1 ) des Verfahrens (8.46) resultiert aus diesen For-

meln der Schitzwert

O

(8.48)



‘BSP. (16.8.7) ‘ Wir zeigen die Wirkungsweise der Schrittweitensteuerung am Beispiel der An-

fangswertaufgabe
Y
(1—1x)?+y?

yl(x) = -1, ze [Oa l]a y(O) = Yo.

Die rechte Seite der Differentialgleichung wird fiir diejenige Losung y(x) indefinit, fiir die y(1) = 0
erfillt ist. Diese Losung hat den Anfangswert y(0) = yo = 0.53101006. Wir integrieren zunichst
die Anfangswertaufgabe numerisch mit dem Verfahren (8.46) von ENGLAND unter Verwendung des
Schitzers (8.48) fiir den lokalen Diskretisationsfehler. Wir starten das Verfahren mit dem Anfangs-
wert 4 := 0.531 01006 bei einer Toleranz € := 10~8 und einer Anfangsschrittweite hg := 0.01. In der
ersten der beiden obigen Tabellen wird sichtbar, wie die Schrittweite h; nachgesteuert werden muss,

damit |dj;1| < € gewéhrleistet ist.

Wir integrieren nun die Anfangswertaufgabe mit dem modifizierten EULER—Verfahren (8.27). Zur
Schitzung des lokalen Diskretisationsfehlers verwenden wir das ENGLAND—Verfahren (8.46). Es gilt
hier:

g MEV)

1
i~ g ik — Gk + 4ky + ka}t + O(hj).

Die Anfangsdaten und die Toleranz geben wir wie vorher vor. Wegen des erheblich geringeren Ge-
nauigkeitsgrades gegeniiber dem ENaGLAND—Verfahren arbeitet das modifizierte EULER—Verfahren mit
kleineren Schrittweiten, um den lokalen Diskretisationsfehler unterhalb der Toleranz zu halten. Ins-
gesamt werden auch mehr Integrationsschritte benétigt, wie die zweite der obigen Tabellen zeigt.

Um zu einer qualitativen Bewertung der hier vorgestellten 10 RK—Verfahren zu kommen, sind

nachfolgend alle Verfahren an zwei Testbeispielen mit 6 verschiedenen Schrittzahlen getestet

worden. In den Tabellen ist jeweils der maximale Fehler max |y(z;) —n;| zwischen der exakten
i<n

Losung y(x) und der RK-Losung 7; in den fquidistanten Stiitzstellen r; = j/n berechnet
worden.

Vergleichstabelle der RUNGE-KUTTA—Verfahren.

(Die Referenznummer bezeichnet den im Skript verwendeten Algorithmus.)

‘BSP. (16.8.8)‘ Die Anfangswertaufgabe

y, =2z eixz : y25 S [03 1]3

mit der exakten Losung y(z) = exp(2?) wird numerisch integriert:

1.0rdnung 2.0rdnung 3.0rdnung

Schritt— EULER HEUN MEV HEUN KuTTa

zahl (8.2) (8.22) (8.27) (8.38) (8.39)
n=10 | 5.539809E~°" || 5.068 502E~92 | 4.612 707TE~92 || 3.246 723E~%3 | 7.223 686E—4
n=15 | 4.132285E 9! || 2.344 836E 92 | 2.219985E 92 || 1.039 163E %3 | 2.406 253E 04
n=20 | 3.301576E70" || 1.342453E792 | 1.297932E92 || 4.553 958E 04 | 1.081 749E—4
n=30 | 2.358 704E7 || 6.060872E9% | 5.988 834E93 || 1.401 163E~0* | 3.427 442E—05
n==60 | 1.272964E°! || 1.535763E%% | 1.552031E9 || 1.818 217E~%° | 4.597 997E 96
n=280 | 9.744139E702 || 8.664479E~%* | 8.806 566E %4 || 7.742561E7% | 1.975666E~6




3.0rdnung 4.0rdnung 5.0rdnung
Schritt— klass. RK 3/8-RK ENGLAND ENGLAND
zahl (8.41) (8.44) (8.45) (8.46) (8.47)
n=10 [ 5.600013E 93 [[ 7.048 056E % [ 2.076 513E 9> | 1.241 347E 9% || 2.483311E»®
n=15 | 1.763064E9% || 1.431217E~% | 3.134 158E~Y6 | 2.599 724E~% || 3.578 097E 06
n=20 || 7.659794E % || 4.579684E %6 | 9.857867E 07 | 8.461 174E % | 8.880269E°7
n =230 | 2.335854E%* || 9.131 690E~°7 | 2.140 7T14E~97 | 1.717919E~%6 || 1.223 961E~97
n =60 | 3.003422E~% || 5.769 106E~°8 | 1.473381E~98 | 1.105472E~97 || 4.267 349E %9
n==80 || 1.275961E% | 1.854641E98 | 4.676 621E~” | 3.544118E~% || 1.280 568E %7

‘BSP. (16.8.9)‘ Die Anfangswertaufgabe

mit der exakten Losung y(x) = cos x wird numerisch integriert:

y:

, sin 2z
2y

)

€ [0,1],

1.0rdnung 2.0rdnung 3.0rdnung
Schritt— EULER HEUN MEV HEUN KurTaA
zahl (8.2) (8.22) (8.27) (8.38) (8.39)
n=10 [ 6.071371E92 [[ 2.339002E %3 | 5.416 909E % || 3.190 141E- | 5.952 776E
n=15 || 4.170394E7°2 || 1.018092E~03 | 2.417934E~% || 9.419327E07 | 1.727 422E~%
n=20 | 3.179605E~92 || 5.663087E~9* | 1.362235E~%* || 3.960249E~°7 | 7.214817E %6
n=30 || 2.157317E 92 | 2.487 721E%* | 6.061 396E9° || 1.168 209E 7 | 2.116 898E 6
n==60 || 1.099201E~% || 6.144205E9 | 1.516433E~% || 1.455919E~°® | 2.620 563E 07
n =280 || 8.284827E 93 || 3.445386E 9 | 8.530873E % || 6.168 193E~% | 1.102489E 97
3.0rdnung 4.0rdnung 5.0rdnung
Schritt— klass. RK 3/8-RK ENGLAND ENGLAND
zahl (8.41) (8.44) (8.45) (8.46) (8.47)
n=10 [[1.390401E%* [ 1.715017E96 | 1.108 122E 96 [ 1.031 897E % || 4.301 364E 8
n=15 | 4.136 776E~% || 3.395334E~97 | 2.165525E=97 | 2.046 590E~°7 || 5.629 772E %9
n=20 ||1.747878E % | 1.075641E 97 | 6.813297E 98 | 6.489 244FE 08 || 1.321 495E %9
n=230 ||5.185116E~% | 2.125307E98 | 1.336 320E~98 | 1.283 115E—°8 || 1.537 046E 10
n =60 | 6.487507E~97 || 1.282387E~%9 | 7.867 129E~10 | 7.630660E 10 || 3.456 079E !
n=280 | 2.7377T7T9E 97 || 3.628 883E 10 | 2.055458E 10 | 1.973603E 10 || 5.911 715E 11

Man erkennt, dass bei Verfahren derselben Ordnung problemspezifische Qualitdtsunterschiede auftre-
ten (in BSP. (16.8.8) ist die Losungsfunktion y(z) konvex, im BSP(16.8.9) ist sie konkav). Deshalb
kann generell bei Verfahren derselben Ordnung kein qualitativer Unterschied festgestellt werden.
Geht man jedoch davon aus, dass die Rechenzeit fiir ein Verfahren etwa proportional zur Anzahl
der Funktionsauswertungen steigt, so ist bei dem sechsstufigen Verfahren (8.47) der Aufwand bei
einer Schrittzahl n = 10 vergleichbar mit dem Aufwand fiir das einstufige EULER—Verfahren bei einer
Schrittzahl n = 60. Die folgende Tabelle stellt bei einem Aufwand von 60 Funktionsauswertungen

pro Verfahren die Fehlerbilanz verschiedener Verfahren zusammen:

BSP. (16.8.8) || EULER | HEUN MEV Heun | KurTa RK 3/8-RK | ENGLAND
(8.2) (8.22) | (827) | (8.38) | (8.39) | (8.44) (8.45) (8.47)
n 60 30 30 20 20 15 15 10
Fehler 1.27E~! | 6.06E~3 | 5.99E2 | 4.55E~* | 1.08E~* | 1.43E~® | 3.13E~¢ 2.48E7°

Man erkennt, dass bei gleichem Rechenaufwand die Verfahren héherer Ordnung eindeutig zu besseren

Resultaten fithren.




Aus der Abschétzung (8.14) des globalen Diskretisationsfehlers g, geht hervor, dass der Fehler
sich bei einer Schrittzahlverdoppelung in einem Verfahren p-ter Ordnung um den Faktor 277
verkleinern sollte. Man kann diesen Sachverhalt an den Tabellen auf Seite 246 nachvollziehen.
In BSP. (16.8.8) erhilt man fiir das klassische RK—Verfahren (8.44) die folgende Tabelle:

Schrittzahl | max]|g,| | Quotient bei Schrittzahlhalb.
n =10 7.048 -107° )
pY
15.4
n = 20 4.580-10°° < \
15‘8 ~ ].6 = 2 .
n = 40 2.902 - 1077 <
15.6
n = 80 1.855- 1078 4

Das Ergebnis entspricht der Tatsache, dass das klassische RK—Verfahren die Ordnung 4 hat.

16.9 Potenzreihenansitze

Eine Methode, die im weitesten Sinn zu den numerischen Verfahren zur Losung der Anfangs-
wertaufgabe

yl = f(l‘, y)7 y(!L‘O) = Yo, (91)

gezihlt werden kann, ist die Methode des Potenzreihenansatzes. Ein solcher Ansatz fiihrt
haufig auf einfach zu handhabende Rekursionsformeln. Allerdings miissen sehr starke Vor-
aussetzungen gestellt werden: Die Funktion f(z,y) muss in der Umgebung U(zy,yo) eines
Punktes (xg, o) reell analytisch sein. Das heifit, f(z,y) gestattet eine konvergente Potenz-
reihenentwicklung

Z ajr(x — o) Iy — yo)", (z,y) € U(zo,Y0)- (9.2)
7,k=0

Es sei hier ohne Beweis festgestellt, dass in diesem Fall die Losung der AWA (9.1) in einer
Umgebung V' (zy) des Punktes x, ebenfalls in eine Potenzreihe entwickelbar ist:

= ci(x — m), x € V(xo). (9.3)
1=0

Es ist zumindest plausibel, dass die gem#fl dem TayLorschen Satz definierten Koeffizienten
¢ = %y(i) (x9) durch fortgesetzte Differentiation der Gleichung y’' = f(z,y) berechnet werden
konnen. Die Anfangsbedingung y(zo) = yp fiihrt schon unmittelbar auf cq = y; ferner ergeben

sich .
y'(xo) = f(xo,Y0) = € = F?/(SUU),

V() = ety Dlanw) = e = 5o,



usw. Eine andere Mo6glichkeit der Bestimmung von ¢y, ¢, ... ergibt sich durch Einsetzen von
(9.3) in die Gleichungen (9.1) und (9.2) und anschlieBendem Koeffizientenvergleich. Man ge-
winnt allgemeine Rekursionsformeln, die hier aber wegen ihres geringen praktischen Nutzens
nicht angegeben werden sollen. Es ist vielmehr sinnvoller, sich jeweils am speziellen Beispiel
zu orientieren.

‘BSP. (16.9.1) ‘ Es soll die Losung der Anfangswertaufgabe

y =2+, y(0)=1,
in der Umgebung des Anfangspunktes zo = 0 durch eine Potenzreihenentwicklung berechnet werden.

Lésung: (a) Wir wenden die Methode des sukzessiven Differenzierens an. Ausgehend vom Startwert
Yo = cp = 1 berechnet man:

y'(0) = 0+1 = 1,
y'(0) = (2z+2y-¢)(0,1) = 2
y"(0) = (2+2”+2y-y")(0,1) = 8,
yW0) = (6y'y"+2y-y")(0,1) = 28,

usw. Somit gilt die folgende Approximation der gesuchten Losung durch ihr TayLor-Polynom vom

Grade 4:
. 2 8 28 4
y(r) = +x+§x +§x TR

(b) Wir setzen fiir die gesuchte Losung y(z) eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten an:

o o0
y(z) = Zcixl, chz Z i+ 1)1z’
Indem wir diese Ausdriicke in die gegebene DGI einsetzen, erhalten wir:
— Cauchy—Prod.
u iy
y'(z) = Z(z+1)cz+1:1: L2y (ch ) = +Z chcz k-
1=0 1=0 1=0 k=0
Ein Koeffizientenvergleich liefert nun, beginnend mit dem Koeffizienten ¢y = 1:
] : 1-e; = 3 = ¢ = 1,
[#'] : 2-co = cocr +cicp = 1,
[72] : 3-c3 = 1+ coca+crer + caco = 3 %,
[(I;3] t4d-cq4 = cocztcieot+coct tezcg = ¢4 = %,

usw. Man erhélt allgemein die Rekursionsformel

1 .
Cit1 = ——— Y ChCip, i >3,
1+ 1 P

die sich algorithmisch sehr einfach mit Hilfe von Computern bis zu jeder endlichen Ordnung 4 16sen
lasst.

Die Methode des Potenzreihenansatzes kann auch auf Differentialgleichungen héherer Ord-
nung angewendet werden; man verwendet sie insbesondere bei linearen DGIn der Ordnung
n mit analytischen Koeffizienten, wenn sonst kein anderes Verfahren zur Bestimmung eines
Fundamentalsystems greift. Wir beschriinken uns hier ausschlielich auf lineare DGIn 2.0rd-
nung.



Satz 16.30 Sind in der DGI

y" +p(x)y +q(x)y =0 (9.4)

die Koeffizientenfunktionen p,q € Abb (R,R) an der Stelle xy € R in konvergente Potenz-
reihen entwickelbar, so kann die allgemeine Losung y(x) der DGI (9.4) ebenfalls mittels einer
konvergenten Potenzreihenentwicklung um den Punkt xy berechnet werden. Die Koeffizienten
dieser Potenzreihenentwicklung bestimmt man nach der Methode des Koeffizientenvergleichs.

Begrindung: (Skizze.) Wir kénnen ohne Einschrinkung zy = 0 annehmen. Es seien
o0 o0
pz) =3 puz®, q(z) =Y qua", € B,(0) fiir ein p > 0,
n=0 n=0

die vorausgesetzten Potenzreihenentwicklungen. Wir setzen fiir y(x) eine Potenzreihe an der Stelle
2o = 0 mit unbestimmten Koeffizienten a,, an:

oo oo W
y(z) = Z an " : Z qnz"
o0 o0 o0
y'(@) = Y nanz" ' =3 (n+ Danpia" Dot b
n=0 n=0 n=0
oo oo
y'(z) = Z n(n — a,z" "% = Z(n +2)(n+ Dapgaz™ | -1
n=0 n=0 )

Wird die obige Summe gebildet, so resultiert unter Verwendung des Caucuy—Produkts nach geeig-
neter Zusammenfassung gleicher z—Potenzen:

(0] n n
Z x”((n +2)(n+ Dapso + Z(j + Dajy1pn—j + Zajqn_j) =0.
n=0 3=0 7=0

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich daraus die folgende Rekursionsformel

1 = .
Z((] + l)aj—l—lpn—j +a'jqn—j)a n = 031a23"'

an42 = _(
=0

n+1)(n+2)

Uber die beiden Koeffizienten ag und a; kann frei verfiigt werden. Will man zwei Losungen
o
(@) =Y alD"
n=0

so bestimmen, dass die Anfangsbedingungen y;(0) = 1, ¢1(0) = 0 bzw. y2(0) = 0, y5(0) = 1 ange-
nommen werden, so sind ag, a; in der folgenden Weise festzulegen:

agl) =1, agl) =0, aéQ) =0, a?) = 1.
Wird es als bereits erwiesen angenommen, dass die zugeordneten Potenzreihen fiir y; 2(z) einen
positiven Konvergenzradius haben — auf einen Konvergenzbeweis wird hier verzichtet —, so folgt aus

yi(z)  y2(z) ‘ die DGl W'(z) = —p(z)W (z)

Satz 10.3, dass die WroNsKI-Determinante W (z) := | 7, p
yi(z) ys(w)

16st, und somit wegen

W(j) — W(O)e_ foxp(t) dt — 1 . e— fomp(t) dt # 0

nicht verschwindet. Also bilden die beiden Losungen y; () und y2(x) ein Fundamentalsystem fiir die
DGL (9.4). 0



‘BSP. (16.9.2)‘ Zu bestimmen ist mit der Methode des Potenzreihenansatzes die Losung der
Anfangswertaufgabe

y'+ay=2"+2,  y(0)=0, y'(0)=1.

Hier sind die Voraussetzungen des Satzes 16.30 im Entwicklungspunkt xy = 0 erfiillt, und deshalb
darf die gesuchte Losung y(x) als Potenzreihe im Entwicklungspunkt zp angesetzt werden:

o \
ylr) = Z cpat T
k=0
o o
y(z) = Z kepa™h =37 (k + Degyra® 04
k=0
y'(z) = Z k(k —1)cpa® 2 = Z(k +2)(k + 1)cpyoz® | -1
k=0 )

Die obige Summenbildung fithrt nach Einsetzen in die DGI auf die Gleichung
S a4 S (k4 2) (k4 Degsor® = 200 + 3 aF(cpor + (k +2)(k + Degro) = 2 + 2.
k=0 k=0 k=1

Die Anfangsbedingungen erfordern ¢y = 0 und ¢; = 1, und nach der Methode des Koeffizientenver-
gleichs berechnet man

[2°] @ 2¢2 = 2 = c =1,
']t cg+3-2c3 = 0 = ¢z = 0,
2] 1 +4-3c, = 0 = ¢4 = —3—¥4,
@3] : co+5-4c5 = 1 = ¢5 = 0,

usw. Allgemein bestimmt man nun cg, k > 6, aus der Rekursionsformel

Ck
Ck+3 (k+3)(k+2)’ 2 3,

aus der wegen cg = 0 = ¢35 sofort ¢z, = 0 = c342 fiir alle n € N folgen. Setzen wir noch k£ = 3n — 2
in die Rekursionsformel ein, so nimmt diese die Form

C3n—2

a9 (9. 1 1\? E N’
3n(3n + 1) "

C3nt+1 = —
an, und mit der Induktionsverankerung c¢; = 1 kann daraus zum Beispiel durch vollstindige Induktion
das folgende Bildungsgesetz bewiesen werden:

(=D"

(B-4)(6-7)(9-10)---3nBn+ 1)’ n € N.

C3n+1 =

Somit liegt die gesuchte Losung in der folgenden Form vor:

(0]
y(r) =z + z? + Z ezt

n=1
Wir diskutieren den Konvergenzbereich der Potenzreihe mit Hilfe des Quotientenkriteriums und
o0
setzen dazu a, = c3p41 sSOWie 2 1= z3. Dann gilt y(r) =z + 22 +x 3 a,2", und die Potenzreihe
=

ist fiir alle z € R konvergent mit

= lim 3n+3)(3n+4) =

|z| < lim
n—00 | @y 41 T noo



Die Losung y(z) wird also durch eine bestindig konvergente Potenzreihe dargestellt.

Die bisherige Diskussion der Potenzreihenansitze fiir die DGI (9.4) ging von der Hypothese
aus, dass die Koeffizientenfunktionen p(z) und ¢(z) in einem Punkt z, € R jeweils konvergente

Potenzreihenentwicklungen zulassen. In diesen Féllen heifle der Punkt x( ein regulirer Punkt
der DGI (9.4).

Definition 16.21 Fir eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung in der Form

ga PE QW)

Al e Ay (9.5)

mit
P(z) =Y pa(r —m0)", Qx) =D gulr —x0)" und pj+q5+¢i #0
n=0 n=0

heifie der Punkt x, eine Stelle der Bestimmtheit oder eine auflerwesentliche Singularitiit.
Die DGI (9.5) selbst heiffe schwach singulér.

Eine auBerwesentliche Singularitit xq tritt in der DGI (9.4) lax gesprochen dann auf, wenn
die Funktion p(z) in zy einen Pol hochstens 1.0rdnung und die Funktion ¢(z) in z( einen Pol
héchstens 2.0rdnung besitzt. Treten Pole hoherer Ordnung auf, so heifit x, eine wesentliche
Singularitét.

Bei Differentialgleichungen mit einer aulerwesentlichen Singularitét fiihrt im allgemeinen ein
verallgemeinerter Potenzreihenansatz zur Bestimmung eines Fundamentalsystems:

Satz 16.31 In der Umgebung einer auferwesentlichen Singularitit o der DGI (9.5) mit
P(x) =) palz —20)", Qz) =) gulv —29)" und pj+qg+qi #0,
n=0 n=0

kann die allgemeine Lisung y(x) durch einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz

oo

y(z) = (. — 20)” Y enlx — zo)" (9.6)

n=0

gewonnen werden. Darin ist p als Wurzel der determinierenden Gleichung oder Indexglei-
chung

p(p—1)+pop+q =0 (9.7)

bestimmt, und der Koeffizient co # 0 ist frew wahlbar. Gilt fir die Wurzeln py, py der quadrati-
schen Gleichung (9.7) die Beziehung py — ps & Z, so liefert die Methode des verallgemeinerten
Potenzreihenansatzes fiir p1 und py zwei linear unabhdngige Losungen yy(x) und yo(x).

Fir py — po € Z muss mit dem folgenden Ansatz eine zweite linear unabhdngige Ldsung
berechnet werden, wobei ohne Beschrdinkung der Allgemeinheit p1 > ps angenommen wird:

Yo () = (x — x0)" i bu(z — 20)"™ + cyr () - In(z — xp). (9.8)

n=0

Hier kann auch der Fall ¢ = 0 eintreten.



Begriindung: (Skizze) Wir lassen hier Konvergenzuntersuchungen wieder weg. Ferner nehmen wir
ohne Einschrinkung zy = 0 an. Aus dem Ansatz (9.6) resultiert zunéchst

o0 o0 W
yl) = Y cpa™’ T2y gua”
n=0 n=0
o0 o0
— +p—1 —1
y(@) = Y (n+p)eaa™t? SR DY L
n=0 n=0
o0
y'(@) = Y (n+p)(n+p—Dea"? |1
n=0 J

Bilden wir die obige Summe, so ergibt sich nach Einsetzen in die DGI (9.5):

oo n "
> a0 (0 p) - p = Ven + S0k + p)eapn ke + 3 culnk) = 0.

n=0 k=0 k=0
Ein Koeffizientenvergleich fiithrt nun fiir n = 0,1, 2, ... auf die Rekursionsformel
n—1
[(n+p)(n+p—1) + (n+ p)po + qolcn + Y ck((k + p)Pu—tk + gu—k) = 0.
k=0

Fiir n = 0 erhilt man die Indexgleichung (9.7). Fiir n > 0 bestimmt die Rekursionsformel den
Koeffizienten ¢, aus den schon berechneten Koeffizienten cq,cs,...,c,—1 und dem frei wihlbaren
Koeffizienten ¢y, vorausgesetzt, der Faktor in den Klammern [---] vor ¢, verschwindet nicht. Es gilt
aber unter Beriicksichtigung der Indexgleichung (9.7):

[-:]=m+p)n+p—=1)+(n+p)po+q =n(n+p—1)+np+npy=n(n+2p—p1 — p2),

wobei wegen der ViéTaschen Wurzelsitze die Identitit p; + po = —(po — 1) gilt. Wir haben nun fiir
p = p1 die Beziehung 2p — p1 — po = p1 — p2 und fiir p = po ganz analog 2p — p1 — p2 = p2 — p1. Das
heiit, im Falle von p; — p2 = £n gilt n + 2p — p1 — p2 = 0 entweder fiir p; oder fiir py. Der Ansatz
(9.6) liefert nur eine Losung, und zwar fiir denjenigen Exponenten p;, fiir den n + 2p; — p1 — p2 # 0
gilt. Das ist der in Satz 16.31 angegebene Fall. Der dann notwendige Ansatz (9.8) kann am speziellen
Beispiel verifiziert werden. a

‘BSP. (16.9.3) ‘ Die BEessELsche Differentialgleichung. Das ist die folgende lineare DGI 2.0rd-
nung mit einer auflerwesentlichen Singularitit bei zp = O:

z2 — p?

5 Y= 0, p = const € R. (9.9)

1
yll+_yl+
T

Diese DGI tritt bei einigen kreissymmetrischen Problemen der Potentialtheorie und der Elasto-
mechanik auf, zum Beispiel bei Schwingungen von ebenen elastischen Vollkreismembranen; man
vgl. BSP. (16.6.2).

Wegen der auflerwesentlichen Singularitit im Punkt 2y = 0 werden wir ein Fundamentalsystem fiir
die BessELsche DGI mit Hilfe eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes bestimmen:

)

00
y(z) = Y cpa""P a2z — p?)
n=0

y'(z) = nz::[](n + p)epa P ‘T (+)
y'(x) = Y (n+p)(n+p—1)ec,a"P7 | -1

n=0




Bilden wir die obige Summe, so ergibt sich nach Einsetzen in die DGI (9.9):

9] o0
S enl(ntp)ntp—1+1) = p)a™ P2 £ 3" a2 =0,
n=0 n=2

Wir fiihren die Indexfunktion f(p) := p? — p? ein. Mit dieser Notation liefert ein Koeffizientenver-
gleich:
cof(p) =0, af(l+p) =0, cnf(n+p)+cp2=0Vn>2 (9.10)

Unter der Annahme ¢ # 0 folgt die Indexgleichung f(p) = 0 mit den beiden Wurzeln
P12 = *p.
Wir treffen nun Fallunterscheidungen geméfl den Vorgaben des Satzes 16.31.

Fall (A): Es sei p1 —p2 = 2p € Z. Das heif3t, p darf kein ganzzahliges Vielfaches von % sein. In diesem
Fall gilt f(n + p) = f(n £ p) = n(n £ 2p) # 0. Die Koeffizienten ¢,, konnen daher eindeutig aus den
Rekursionsformeln (9.10) berechnet werden:

(=1)Mcy = +p
2m(1+p)2+p)--- (m+pm! T
Com = ( p)(( lf) ( p) com-1 =0, meN. (911)
— mCO . _
2n(1—p)2—p)--(m—pym! 2P

Diese Koeflizienten kénnen mit Hilfe der EULERschen Gamma—Funktion I" auf eine einfachere Form
gebracht werden. Die Funktion I' wird in der Regel iiber eine definierende Funktionalgleichung ein-
gefithrt, ndmlich:

I(l+z) ==l(z), z>0, T(l)=1

Durch sukzessives Einsetzen von z = 1,2,...,n bestitigt man leicht den folgenden Zusammenhang
mit den Fakultiten: T'(1 +n) = n! V n € Ny. Fiir negative z € R wird die Gamma-Funktion durch
die funktionale Beziehung

™

Mx)l'(1—2z) = x ¢ Z, (9.12)

sinwz’

erklart. In den Punkten z = 0,—1,—2,... ist I'(z) nicht erklirt; dort hat die Funktion Polstellen.
Um den Zusammenhang mit den Koeffizienten (9.11) herzustellen, setzen wir sukzessive z = (1 +
p), (2+£p),...,(m £ p) in die Funktionalgleichung ein mit dem Ergebnis:

F1+m=+p)=1+p)2+p) - (mEp)I'(1=£p).
Daraus gewinnen wir die folgende Darstellung der nichtverschwindenden Koeffizienten:
_ (=n™
© 22D (1 4+ m £ p) m!

Com col'(l+p), meN, p2==xp.

Da iiber den Koeffizienten ¢y noch frei verfiigt werden kann, wird aus Normierungsgriinden die

folgende Wertzuweisung vorgenommen:

fi 2p fi
co = ———— fur py = +p, c¢p:= =—— fir po = —p.
0 2°T(1 + p) P1 p 0 T(1—p) P2 p

Es resultiert nun ein Fundamentalsystem fiir die BesseLsche DGI (9.9) in der Form

L\P - =™ T\ 2m
@ = ha)=(3) Zm!F((1+)m+p) (3™

m=0

TP g -1)" T\ 2m
nle) = I = (3) Zmlf((l-i—)m—iﬂ) (5)2 :

m=0




Definition 16.22 Die Funktion

T\P —-1)m T\ 2m
h(e) = (2) mammé (3" eer (9.13)

heifle BEssEL—Funktion erster Art der Ordnung p. Die Funktion J,(x) ist fir allep € R mit —p ¢ N
erklirt. Die Potenzreihe in (9.13) konvergiert bestindig.

Da die BesseL-DGI (9.9) ein Sonderfall der allgemeinen DGI (9.4) mit den Spezifikationen p(z) :=

1 und ¢(z) = 9”2:;21’2 ist, haben die beiden Funktionen Jy(z) und J_,(z) die folgende WRONSKI-
Determinante:
o N 2 .
W (z) = W(zo)e o — moW (@) w0t _ 012) 2 sin 7p.

x zl(p)T'(1 —p) T

Das heifit, die Wronski-Determinante verschwindet nur fiir p € Z, obwohl wir in unseren Herleitun-
gen 2p ¢ Z annehmen mussten. Die BEsseL—Funktionen Jy(z) und J_,(z) liefern auch dann noch
ein Fundamentalsystem, wenn p ein ungerades Vielfaches von % ist:

Satz 16.32 Die BesseL-Funktionen J,(x) und J_,(z) bilden fir jeden Index p ¢ Z ein Fundamen-
talsystem fir die BesseLsche DGI (9.9).

Fall (B): In vielen Anwendungen wird man auf den Fall p = 0 der BesseLschen DGI (9.9) gefiihrt.
Die Indexgleichung f(p) = 0 hat nun eine Doppelwurzel pyg = 0, und eine Losung der DGI (9.9) ist
durch die BesseL-Funktion Jy(z) gegeben:

(

—1)m
(m!)?

@) = o) = S EHLE ser

m=0

Eine weitere linear unabhéingige Losung erhélt man gemifl Satz 16.31 aus dem Ansatz

o0 o0 o
ya(z) = Z bz + Jo(z) Inx = Z bz + Inz Z Coma®™ -1 W
n=0 n=0 m=0
o0 o0 o0 1
yh(x) = Z nb,z™ '+ Inz Z 2meomz®™ 1 + Z Coma™ ! — 4
n=0 m=0 m=0 z
o0 o0 o0
yh(x) = Z n(n —1)b,z" ? +Inz Z 2m(2m — 1)copmz®™ 2 + Z (4m — Degpa®™ 2 | -1
n=0 m=0 m=0 J

In der Summe erhalten wir
[o¢] (o0}
b+ biw t+4by + ) (n%by + bp—2)z" 2+ Y dmcyma®™ 2 =0,
n=3 m=0

wobei wir die Koeffizienten ¢y, von Jy(z) einsetzen miissen:
5 m Com+-2-

Mit einem Koeffizientenvergleich ergibt sich:

1

1
—m bam—2 — ECQm Vm > 1.

bOZOa bzm-q-l:ovaO, b2m:
Aus der letzten Rekursion folgt — zum Beispiel mit vollstdndiger Induktion:

1 1 1
b2m:—02m(1+§+§+“‘+a)a mzl'



Somit haben wir eine zweite, linear unabhéngige Losung in der folgenden Form berechnet:

y2(z) = Jo(z) Inz — i ﬂ(1+l+l+"‘+i)(§)2m'

— (m!)? 2 3 m/ \2

Es ist klar, dass mit y1(z), y2(z) auch die Funktionen y; (z), ay:(z) + By2(z), B # 0, ein Fundamen-
talsystem fiir die BesseL-DGI (9.9) bilden. Mit der speziellen Wahl

a::g(C—ln2), B::g
s

™

erhilt man schliefllich

a1 (2) + Brale) = = (05 +C) Jole) -

Definition 16.23 Die Funktion

No(z) :%(ln——{—C)JO —% i

m=1

(1+;+;+ +%)(f)2m

heiffe NEUMANN—Funktion O—ter Ordnung. Entsprechend wird fir p € N die NEUMANN—Funktion
p—ter Ordnung oder BESSEL—-Funktion zweiter Art der Ordnung p in der folgenden Weise definiert:

Mo = 2 (o) p L (5) 7S e oy
Loy & (D)™ oy I "L
_ ;(5) mzlm(g) (nZlﬁJrn%;lﬁ).

Hierin ist C := nlggo (143 + % +- 4 % —1Inn) = 0.577215 die EULER—-MASCHERONI-Konstante.
Abschlielend zitieren wir noch ohne Beweis:

Satz 16.33 Fir p € Ny bilden die beiden BESSEL—Funktionen Jy(z) und Ny(z) ein Fundamentalsy-
stem fiir die BesseLsche DGI (9.9).

Bemerkung 16.19 Da die Differentialgleichung (9.9) invariant bleibt bei Ubergang von p zu —p,
geniigt es, die Diskussion ausschlieBlich auf den Parameterbereich p > 0 zu beschrinken. Dieser
Bereich wird aber durch die beiden Sitze 16.32 und 16.33 vollstindig abgedeckt. O




Kapitel 17

FOoURIER—Reihen und ihre Bedeutung
bei partiellen Differentialgleichungen

17.1 Der 1-dimensionale Wirmeleiter endlicher Linge

Ein wirmeleitendes Medium fiille einen Bereich Qo C R? aus, der von einer geschlossenen Fliche
0Qg berandet wird. Es bezeichne u = u(z,y,z;t) die vom Ort (z,y,z) € R? und von der Zeit
t > 0 abhéngige Temperaturverteilung in 2. Ist u nicht konstant, so gleichen sich nach der Erfah-
rung Temperaturunterschiede mit fortschreitender Zeit aus: Ein Wirmestrom flieit von den Stellen
hoherer Temperatur zu den Stellen niederer Temperatur. Ist das Medium homogen und isotrop, so
gilt fiir diesen Wirmestrom ¢ — pro Zeit— und Volumeneinheit gemessen — das von J.B. FOURIER
empirisch gewonnene Gesetz

¢ = —kgradu, k>0: Wairmeleitfahigkeit. (1.1)

Zur Herleitung der Wirmeleitungsgleichung

Der Wiarmestrom ist dem Temperaturgradienten entgegengerichtet. Ist 2 C €2y ein beliebiges Teilvo-
lumen mit hinreichend glatter Berandung 052, so ist der gesamte Wirmefluss @), der pro Zeiteinheit
durch Q hindurchtritt, in der folgenden Weise durch ein Oberflichenintegral bestimmt:

Q= / (11, q) do, 7 :  &duflere Einheitsnormale an 0.
o0

Integrale von diesem Typ konnen mit Hilfsmitteln der Vektoranalysis in Volumenintegrale iiber
das von 99 eingeschlossene Volumen © umgeformt werden (Gaussscher Integralsatz). Konkret folgt,
indem man den Wiarmestrom ¢ aus (1.1) einsetzt:

0* 0% 92

Q:—/{Q/Au(x,y,z;t)dxdydz, A::@+a—y2+@'

212



Die Gesamtwarmemenge in €2 betriigt bei Ausschluss von Warmequellen:

/ cpudx dy dz, p: Dichte, c¢: spezifische Warme.
Q

Die zeitliche Anderung dieser Gesamtwirmemenge ist gerade der Wirmefluss @, also

CIOE

—/ Ou dwdydz:—ﬁ/Audxdydz.
Q Q

Da diese Gleichung in jedem Teilvolumen ©Q C g richtig ist, muss in {2y notwendigerweise die
folgende partielle Differentialgleichung der Wirmeleitung gelten:

w = k Au, k.= % :  Temperaturleitfdhigkeit. (1.2)

Ist die Temperatur des Wirmeleiters nur in eindimensionaler Richtung verédnderlich und wird diese
Richtung als z—Richtung bezeichnet, so liegt der Sonderfall der eindimensionalen Wirmeleitungs-
gleichung vor:

up — ktge = 0, O<x<L, t>0. (1.3)

Dieser partiellen DGI geniigt zum Beispiel die Temperaturverteilung in einem Draht der Linge L,
der gegen seitliche Warmeabstrahlung isoliert ist.

Aus physikalischer Sicht méchte man gerne iiber den zeitlichen Temperaturverlauf an den Draht-
enden = 0 und z = L verfiigen. Werden diese Enden zum Beispiel in ein Eis—Wasser—Gemisch
getaucht, so gelten dort die

¢ Randbedingungen: u(0,t) =0 = u(L,t) fir ¢t > 0. (RB)

Natiirlich hat die Aufgabe (1.3), (RB) die triviale Losung u = 0, die an sich uninteressant ist, da
kein Temperaturausgleich stattfindet. Deshalb wird es sinnvoll sein, die Kenntnis der Temperatur-
verteilung zur Zeit t = 0 vorauszusetzen. Dies entspricht der Vorgabe einer

e Anfangsbedingung: u(z,0) = f(z) fir 0 <z < L, (AB)

mit vorgelegter Funktion f € Abb(R,R). Die resultierende Aufgabe (1.3), (RB), (AB) heif}t ein
Anfangs-Randwert-Problem (ARWP) fiir die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung, nédmlich

e Finde ein u = u(z,t) mit geniigender Regularitit, so dass gilt:

up — ktge =0 :0<z <L, t>0, (1.3)
(ARWP) u(0,t) =0 =wu(L,t) : t>0, (RB)
u(z,0) = f(x) :0<z< L. (AB)

Eine Losung des ARWP gelingt durch Riickfiihrung der partiellen DGI (1.3) auf eine Schar gewohn-
licher DGIn. Man bewerkstelligt dies durch einen BErRNOULLISchen Separationsansatz in der Form

u(z,t) = X(x) - T(t).

Man sucht also partikulidre Losungen als Produkte von Funktionen in jeweils nur einer der beiden
Variablen z und ¢. Ein solcher Ansatz bedeutet nicht, dass die DGI1 (1.3) nur Lésungen in dieser
Produktform zuldsst. Wir werden in Abschnitt 17.5 noch andere Losungen angeben. Wird das obige
Produkt in die DGI (1.3) eingesetzt und werden danach die Variablen geméfy ihrer Abhéngigkeit von
t bzw. x getrennt, so resultiert

T
r_Xx _ . _ 1.4
T= % a = const, (1.4)



wobei wir wieder beriicksichtigt haben, dass sich die beiden Gleichungsseiten wegen ihrer verschie-
denen funktionalen Abhéngigkeit nur in einer Konstanten treffen konnen. Wir erhalten das Paar
gewohnlicher DGIn

T — akT =0, X" —aX =0,

mit den allgemeinen Ldsungen
T(t) = Toeakt, t>0, X(z) =acoszv—a+bsinzy/—a, 0<z<L.

Fiir & > 0 wiirde T'(¢) und somit auch wu(z,t) zeitlich unbeschréinkt anwachsen. Dies steht im Wi-

derspruch zur physikalischen Realitit. Deshalb wird o := —A? < 0 ein realistischer Ansatz sein, aus
dem sich nun partikulire Losungen der DGI (1.3) in folgender Form ergeben:
ap + b()]? P A= 0,
ux(z,t) = 2kt ‘ (1.5)
eV aycos Az + bysinAz) ¢ A #O.

Diese Losungen sind nun an die Bedingungen (RB) und (AB) anzupassen, wobei zuerst die Anpas-
sung der Randbedingungen erfolgt.

e Erste Randbedingung:
ap TA= 0,
ux(0,t) =0 = = ag=0=ay.
o Zweite Randbedingung;:

by L :A=0,
ux(L,t) =0 = s = by=0=sinAL.
bye A Flsin AL : X #0,

Es wére auch die Wahl by, = 0 mdglich, die aber nur auf die triviale Losung u) = 0 fiihrt. Die

Nullstellen der Funktion sin AL werden fiir festes L > 0 gerade in den Werten
nmw
)\n = T, n e N,

erreicht, und deswegen erhalten wir die folgende Familie partikuldrer Lésungen

nmw 2
up(x,t) = bne*(T) kt sin ?, n € N, (1.6)

worin jede der Funktionen u,(z,t) die Randbedingungen (RB) erfiillt, wihrend die Anfangsbedin-
gung (AB) im allgemeinen von keinem wu,, befriedigt wird. Da die DGI (1.3) linear ist, gilt jedoch das
Superpositionsprinzip: Mit jedem einzelnen u, (z, t) ist auch jede Linearkombination der u, Losung

der DGI (1.3), und es gelten die Randbedingungen (RB). Falls sogar die Reihe Z |bnn?| konvergiert,

so liefern die WEIERSTRASS—Sétze die gleichméfige Konvergenz der Funktlonenrelhe

)2 nwT

=S bye (E) Fgin TTE (1.7)
n=1 L

und aller in der DGI (1.3) benétigten Ableitungen. Das heifit, man darf die Reihe (1.7) gliedweise
differenzieren. Somit wird klar, dass die Funktion u(x,t) selbst Losung der DGI (1.3) und der Rand-
bedingungen (RB) ist. Nun verbleibt das Problem der Anpassung der Anfangsbedingung. Kénnen
die Koeffizienten b,, in (1.7) so bestimmt werden, dass (AB) erfillt ist? Das heif}t, dass gilt:

0<z<L. (1.8)




Der franzésische Physiker J.B. FOURIER fand um 1822 die richtige Antwort. Er behauptete, dass die
Fourier-Koeffizienten b, unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an die Funktion f € Abb (R,R)
gemif der Vorschrift

by = % /OLf(g) sin"%fdg, n €N, (1.9)

zu bilden sind. Mit dieser Wahl ergibt sich nun die Losung der Aufgabe ARWP in der Form

> nx )2 nwx L nmw
u(z,t) :% Zle(f) ktsinT (/0 £(6) siandg). (1.10)

Im folgenden Abschnitt zeigen wir, wie man die Beziehungen (1.9) begriindet.

17.2 FouRrIER—Reihen und periodische Funktionen

Wir betrachten die Aufgabe, eine gegebene Funktion f € Abb (R, K) in einem festgelegten
Intervall I C R durch eine Ersatzfunktion ¢g(z) im quadratischen Mittel zu approximieren.
Diese Aufgabe tritt in den Anwendungen am héufigsten auf fiir periodische Funktionen f(z),
wobei ¢g(z) in der Klasse der FOURIER-Polynome zu bestimmen ist.

Definition 17.1 FEine Funktion f € Abb (R, K) heiffe periodisch mit der Periode T > 0,
wenn gilt:

flz+T)=f(z) Yz eR. (2.1)

‘BSP. (17.2.1) ‘ Die konstante Funktion f(z) := C = const ist periodisch mit jeder Periode T
Sie ist die einzige stetige Funktion mit dieser Eigenschaft.

‘BSP. (17.2.2) ‘ Fiir festes w > 0 sind die Funktionen

fi(z) :==coswz, fo(x) :=sinwz, f3(x):= T = fi(z) + i fo(z)

periodisch mit den Perioden

|BSP. (17.2.3)|

f(x)a f(x)a

I I AT /
X x+T - : : : -

xi x+IT/)'(
/ [}

Stetige periodische Funktion Unstetige periodische Funktion

K

—

\
XYV




Folgerung 17.1 Ist f € Abb (R, K) periodisch mit der Periode T > 0, so auch mit jeder
Perioden -T, n € N.

Folgerung 17.2 Ist f € Abb (R, K) periodisch mit der Periode T > 0, so ist f(x) = f(wz)
fiir w > 0 periodisch mit der Periode T := %

Folgerung 17.3 Ist f € Abb (R, K) periodisch mit der (kleinsten) Periode T > 0 und defi-
niert man fj(x) := f(jwx) fir festes w > 0 und j =0,1,..., so hat das Funktionensystem

f(0) =: fo(z), fi(z), foz),...

die kleinste gemeinsame Periode T :=

Begriindung: Die Funktion f] hat nach Folgerung 17.1 und 17.2 die Perioden Tjn = n - -L mit

. N Jew
n,j € N, insbesondere also die Periode T'. Dies ist aber die kleinste Periode fiir f;. O

Folgerung 17.4 Die Funktionensysteme
fol@) =1,  fou(x) := cos(nwz), fon_1(z) := sin(nwz), neN, w>0,

beziehungsweise
fulz) =™ necZ,

haben jeweils die kleinste gemeinsame Periode T := %”

Mit diesen Eigenschaften ist die folgende Definition hinreichend motiviert:

Definition 17.2 (a) Eine unendliche Reihe der Form

T(x):= % + > (ay cos(kwz) + by sin(kwz)), ax, b, €R,  w >0, (2.2)
k=1

heifie trigonometrische Reihe oder FOURIER—Reihe. Im Konvergenzfall ist die Grenzfunktion
T(x) periodisch mit der Periode T = 2;“ Die n—ten Partialsummen

To(z) := % + Y (ay cos(kwzx) + by sin(kwz)), ak, by €R, w >0, (2.3)
k=1

heiffen trigonometrische Polynome oder FOURIER—Polynome.
(b) Eine Reihe in der Form

+0o0 00 00
E(x):= Y ope™ =3 ape™ + Y a_pe ™ € C, (2.4)
k=0 k=1

k=—00

heiffe komplexe FOURIER—Reihe. Sie heiffe kovergent, wenn die beiden unendlichen Reihen
auf der rechten Seite von (2.4) konvergieren. Im Konvergenzfall ist die Grenzfunktion E(x)
periodisch mit der Periode T = %”



Bemerkung 17.1 Da e® = cosa + i sin « gilt, kénnen Real- und Imaginirteil einer kom-
plexen FOURIER-Reihe jeweils als reelle FOURIER—Reihen dargestellt werden. Umgekehrt kann
jede reelle FOurRIER-Reihe als komplexe FOURIER—Reihe geschrieben werden. Dabei gelten die

Koeffizientenrelationen O
1 . 1 )
o = 5 (ak — Zbk), a_f = 5 (ak + Zbk), k € Ng, by:=0. (25)

Gegeben seien nun ein Intervall I := [a, a + T] und eine Funktion f : I — K. Wir denken uns
f(z) in irgendeiner Weise T-periodisch auf ganz R fortgesetzt. Die Aufgabe, f(z) in Form
einer FOURIER-Reihe darzustellen, ist ein Spezialfall des folgenden Problems:

e Allgemeines Reihenentwicklungsproblem: Auf einem Intervall I C R sei ein Funktio-
nensystem

QO()(@"), 901(«1'), QOQ(@"), c

gegeben. Gesucht ist fiir eine gegebene Funktion f : I — K eine Reihenentwicklung
nach dem vorgegebenen System in der Form

f(z) = f: aonl(t). (2.6)

‘BSP. (17.2.4) ‘ TAYLOR-Entwicklungen nach dem Funktionensystem 1, z, 22, 23, ...: Bekannt-
lich erhilt man fiir reell-analytische Funktionen f : I — K mit 0 € I die Koeffizienten a; der

. . )
Entwicklung (2.6) aus den Beziehungen a;, = —5—, k € Ny.

Ein Nachteil der TaAvyLor-Entwicklungen sind die sehr hohen Differenzierbarkeitsanforderun-
gen an die Funktion f(z). Hat das System ¢g(z), ¢1(x), p2(z),... die fundamentalen Ei-
genschaften eines Orthogonalsystems, so kann das allgemeine Reihenentwicklungsproblem
unter weitaus schwicheren Voraussetzungen an f(z) gelost werden. Zur Formulierung eines
Orthogonalbegriffes sei zunéchst nochmals an den Vektorraum L([) der iiber dem Intervall
I LEBESGUE-integrierbaren Funktionen f € Abb (R, K) erinnert, den wir in Abschnitt 8.6
eingefiihrt hatten. Fiir die Theorie der FOUuRIER—Reihen hat nun der folgende Unterraum von
L(I) eine ganz zentrale Bedeutung:

LA(I) = {f € L(]) : /|f(a:)|2d:v < oo}

Dieser Vektorraum iiber K heifle der Funktionenraum der quadratisch Lebesgue—integrier-
baren Funktionen iiber I.

Bemerkung 17.2 (a) Im Sinne der LEBEsGUEschen Integrationstheorie sind Funktionen fi, fs
€ L(I) mit der Eigenschaft

[ 1£1(@) = falw) do =0

auf der Menge I fast iiberall gleich, siche Satz 8.36(b). Das heifit, die Punktmenge N :=
{z € I : fi(z) # fa(xr)} C R ist eine Nullmenge. Wir schreiben in diesem Fall f;(z) ~
f2(x), und man iiberpriift sehr einfach, dass durch ”~” eine Aquivalenzrelation auf dem
Funktionenraum L(I) induziert wird. Somit zerféllt L(I) in Klassen dquivalenter Funktionen:
Je zwei Représentanten derselben Klasse unterscheiden sich nur auf einer Nullmenge. Die so



strukturierte Menge L(I) der Aquivalenzklassen bezeichnen wir wieder mit demselben Symbol
L(I) und beachten, dass weiterhin ein Vektorraum iiber dem Korper K vorliegt. Addition und
A—Multiplikation der Klassen sind durch die entsprechenden Operationen ihrer Repréisentanten
erklért. In diesem Sinne ist nun auch die obige Definition des Teilraums L?(I) zu verstehen.

(b) Fiir f, g € L*(I) gilt die Scuwarzsche Ungleichung

[ @) de| < [1s@llg@) e < ([1#@)dz) ([l ) <00 @)

Setzt man hier speziell ¢ = 1, so folgt die Implikation f € L*(I) = [|f(z)|dx < oo; das
T

heifit, L?(I) ist tatsichlich ein Unterraum von L(T).

(c) Wegen (2.7) existiert natiirlich das Skalarprodukt

(f.9)e:= [ f@lg@de,  fog e LA(D), (28)

und somit wird auf L?(I) eine Norm

LA(I) > [ Ifllz = (S e (2.9)

induziert. Dabei ist es wesentlich, dass Funktionen f, g € L?(I), die sich nur auf einer Null-
menge unterscheiden, miteinander identifiziert werden. Das heifit, der Funktionenraum L?(T)
ist nicht nur ein Praehilbertraum iiber dem Koérper K, sondern unter der induzierten Norm
(2.9) auch ein normierter Vektorraum. In diesem Sinne kann sogar gezeigt werden, dass L?([)
vollstindig ist. Man nennt Praehilbertrdume, die unter der induzierten Norm vollstédndig sind,
auch Hilbertriume. O

Definition 17.3 Gegeben seien feste Zahlen a € R sowie T > 0, und es gelte I := [a,a + T].
FEin System stetiger Funktionen (¢g(x)),>, heiffe ein Orthogonalsystem auf I, falls gilt:

a+T

(ioe= [ o)) do

a

i k=0,1,... 2.10
>0 : 7=k, / ( )

{=0:j%m

‘BSP. (17.2.5)‘ Das Funktionensystem

1 .
po () := 2 po(z) 1= coskz, pop_1(z) 1= sinkz, keN,

bildet ein Orthogonalsystem auf jedem Intervall I := [a,a + 27| der Linge T := 27. Man rechnet
nédmlich leicht nach:

a+2m
/ coskx -sinjzdr =0 V 4,k € Ny, (2.11)
a

a+2m a+2m
/ coskw-coijdx:/ sinkz -sinjrdr =0 Vj#k, jkeé&Ny, (2.12)
a

a

a+2m
/ wi(z)dz =7 ¥k € Ny. (2.13)
a




‘BSP. (17.2.6)‘ Das Funktionensystem

1
wo(x) = 7 ok (x) 1= cos(kwzx), @or—1(z) := sin(kwz), kEeN, w>0,

bildet ein Orthogonalsystem auf jedem Intervall I := [a,a + T| der Linge T := %’r Es gilt hier:

a+T T
/ Pi(a)dz = 5 = T VkeN,. (2.14)

w

‘BSP. (17.2.7)‘ Das Funktionensystem ¢y (z) := €** k € Z, bildet ein Orthogonalsystem auf
jedem Intervall I := [a,a + 27] der Linge T := 27. Es gilt ndmlich:

a2 at+2m . . éei(k—j)a 62m(k_j) —1)=0:% .,
| eap@de = [ et = ¢ D ( ) S
a a 2’]{' : ]{7 == j

Die Frage, in welcher Weise die Koeffizienten a; in (2.6) mit der gegebenen Funktion f(z)
zusammenhéngen, kann fiir einen Spezialfall einfach beantwortet werden. Es gilt ndmlich:

Satz 17.1 Gegeben sei auf dem Intervall I := [a,a + T| ein Orthogonalsystem (px(2));>0
stetiger Funktionen. Konvergiert die Reihe -

T) = ki_o: apr () (2.16)

gleichmiBig auf I, so ist die Grenzfunktion ® : I — K stetig, und es gilt

ay —/ x)or(z dx// lor(z)|?dx ¥V k € Ny. (2.17)

Begriindung: Aus dem WEIERSTRASS—Kriterium folgt bei gleichméBiger Konvergenz schon die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion ®(x). Ferner darf die Reihe (2.16) gliedweise bestimmt integriert werden.
Dazu multiplizieren wir (2.16) mit ¢;(z) und integrieren iiber das Intervall I:

/a+T
a

Dies war behauptet worden. a

Die Zahl a € R, die in den Orthogonalsystemen der BSPe (17.2.5-7) auftritt, kann beliebig
gewdhlt werden. Wir machen nachfolgend Gebrauch davon.

2.10 .
d:z:—Zak/ )d:L‘(:)aj<(,0j,(,0j>2 Y j € Np.

Folgerung 17.5 Konwvergiert die FOURIER-Rethe

o0

T(x) = % + Y (ax cos kx + by sin kx)
k=1
auf dem Intervall I := [—m,+7] gleichméBig, so gilt notwendig

1 +m +7r
ak:—/ T(x) cos kx dx, :—/ z)sinkxdr V k € Ny.

™




Konvergiert die FOURIER-Reihe

T(x):= Z ay, cos(kwz) + by sin(kwz))
2_

%
2
auf dem Intervall I :=1[0,T] mit T := <L gleichméBig, so gilt notwendig

=7 / ) cos(kwz) dx, by = T / )sin(kwzx) dz ¥V k € No.
Konvergiert die komplexre FOURIER-Reihe
+00
— Z akeikx
k=—o00
auf dem Intervall I := [—m, +7| gleichmé&Big, so gilt notwendig

1 +m ik
Ozk:—/ E(z)e "™ dx YV k € Z.

2T —m

Bemerkung 17.3 Nach dem WEIERSTRASSKriterium liegt die oben geforderte gleichméfige

+
Konvergenz sicher vor, wenn die Reihen § (lag| + |bk|) bzw. Eoo || konvergieren. O
k=1

17.3 FouRIER—Reihen und Konvergenz im quadrati—
schen Mittel

Gegeben sei auf dem Intervall I := [a, a + T ein Orthogonalsystem (¢ (x)) .-, stetiger Funk-
tionen. Die Zahlen ¢ € R und T > 0 seien fest gewihlt. Dann gibt Satz 17.1 Anlass zu
folgender

Definition 17.4 Gegeben sei eine integrable Funktion f € L(I). Dann heiflen die Zahlen

ag —/ x)r (T dx// lor(7)]? do, k € No, (3.1)

die FourRiER—Koeffizienten der Funktion f(x) beziglich des vorgelegten Orthogonalsystems
(0k (7)) psg- Die mit diesen Koeffizienten gebildete Funktionenreihe

T) ~ io: arpr(x), x€el, (3.2)

heifie die FOUuRIER-Reihe der Funktion f(x) beziglich des Orthogonalsystems (¢r(Z))eso-

Es ist noch zu kldren, wie das Symbol "~” in (3.2) zu verstehen ist. Es ist klar, dass ”~"
durch das Gleichheitszeichen ”=" ersetzt werden kann, wenn die Funktion f(z) stetig ist und

wenn die Reihe (3.2) auf dem Intervall I gleichméfBig konvergiert.

‘BSP. (17.3.1) ‘ Fiir eine feste Zahl £ > 0 setzen wir

= s x €[4, +),
f@) = { f(z —2¢) : = € R sonst.

Dann ist f(z) periodisch mit der Periode T' = 2£. Ferner ist f(z) stetig auf ganz R mit Ausnahme
der Punkte x; := (25 + 1), j € Z, in denen f(x) Sprungstellen besitzt, siehe folgende Grafik.



f(x)a f(x)a

30 i +l 3k
I I I
-3n - n 3n X
Der Graph der 2/—periodischen Der Graph der 2r—periodischen
Funktion f(z):=z, (<z </ Funktion f(z) =22, -7 <z <7

Wihlen wir in dem Orthogonalsystem aus BSP. (17.2.6) die Zahl w geméf w := 7, ferner a := —/,
so hat die Fourier—Reihe

f(x)w%—i-kzjl(akcosk%x—kbksink%x), z € R,

die folgenden Fourier—Koeflizienten:

9 4T 1 rt
ap = T/,g f(w)cosk%xdmzz/éxcosk%xdxzo V k € N,

1t knx 1 zl kmx |+¢ 2 kmx+e 20 kil
bk = Z/_exSIHTd(I;_Z(_HCOST—€+WSIHT‘—Z)_H(_l) VkEN
Die FourieEr—Reihe lautet also:
2 X (-1 k+1
f(z) ~ 2 (=D sin kmc, z € R,
(e k /

und diese Reihe ist keineswegs gleichméBig konvergent. Wir sehen némlich:
e Fir z = 0 ist der Summenwert der Reihe gleich 0, und das ist der Funktionswert f(0).
e Fiir z = —/ ist der Summenwert der Reihe gleich 0, wihrend der Funktionswert f(—¢) = —¢
betrigt.

Wir diirfen also keineswegs ”~” durch ”=" ersetzen. Man vermutet richtig, dass dieser ”Defekt” nur
in den Unstetigkeitsstellen von f(x) auftritt.

‘BSP. (17.3.2) ‘ Wir betrachten die auf ganz R stetige und 27—periodische Funktion

B x? D ¢ € [—7, 47,
fe) = { f(z —27) : x € R sonst.

Wir wihlen das Orthogonalsystem aus BSP. (17.2.5) mit a := —7 und bilden die FOURIER-Reihe

o0
f(x)w%—i-z:(ak cos kz + by, sinkz), z € R.

k=1
Fiir die FourierR—Koeffizienten ergibt sich durch partielle Integration:
1 7 272
ay = — / 22 dr = i,
T J_n 3
1 [™ 5 1 sz?sinkz |~ 2 [ . 2z cos kx |m e 4
ap = ;ﬁﬂx COSk‘J?dJ?:;(ik T ,W$Smk$d$):7k27r 77r:(—1) L
L [m 5.
b, = —/ z°sinkzxdx =0, ké&EN,
T J—7



wobei das letzte Integral verschwindet, weil der Integrand eine ungerade Funktion ist. Es resultiert
nun die FOURIER-Reihe
2 0 (—l)k
f(x)rv?—i-élz 12 cos kzx, r €R,

die die konvergente Majorante - . E 7z besitzt. Somit liegt gleichméfige Konvergenz der FOURIER—
=1
Reihe vor, und da die Funktion f ( ) auf ganz R stetig ist, darf ”~” durch das Gleichheitszeichen
o0
"=" ersetzt werden. Betrachten wir den speziellen Wert z = , so muss also 72 = %2 + > ,;% gelten,
k=1

und daraus erhalt man den Reihenwert

=1
T

In den BSPn (17.3.1) und (17.3.2) zeigte es sich, dass Symmetrie-Eigenschaften der Funktion f(x)
das Verschwinden der FouriER—Koeffizienten a; oder by verursachen kénnen. Wir haben in der Tat:

Folgerung 17.6 Die T—periodische Funktion f € Abb(R,K) sei auf dem Periodenintervall [0,T]
L—integrierbar.

(a) Ist f eine gerade Funktion: f(x) = f(—xz) V z € R, so ist f als reine Cosinus—Reihe darstellbar:

ap > 2wk
x) ~ > + Z ay cos
k=1

(b) Ist f eine ungerade Funktion: f(z) = —f(—x) Vz € R, so ist f als reine Sinus—Reihe darstell-
bar:

T/2 9
mit =T / ) cos 7;]}70 dxr V k € Ny.

9
UL REVERINS

4 T/2
mit by = T / f(x)sin
0

> 2nk
m)NZbk sin 7
k=1

Begriindungen: (a) Da f eine gerade Funktion ist, muss die Funktion f(z)sin <7% 2rka

Deshalb gilt

ungerade sein.

T/2 2k
x) sin dr =0 VkeN.
T /T/2 T

Weil f(z) cos 2755“ eine gerade Funktion ist, gilt hingegen

T/2 2 T/2 2
/ (z) cos mhe de =2- / f(x)cos mhe dxr V k € Ny.
=7 )t T T T

Ganz analog zeigt man (b). O

Wir waren bisher davon ausgegangen, dass die T—periodische Funktion f auf ganz R oder zumindest
auf einem Periodenintervall [a, a + T] vorgegeben ist. Hiufig wird man aber vor das Problem gestellt,
die trigonometrische FouriErR—Reihe der Funktion f zu bestimmen, die nur auf einem Intervall [a, a+
L] vorgelegt ist. Da die Funktion f auf beliebig viele Arten auf ganz R als T—periodische Funktion
fortgesetzt werden kann, ist das oben genannte Problem in dieser allgemeinen Form nicht 16sbar. In
vielen Féllen verfiigt man jedoch iiber eine der folgenden Zusatzinformationen:

e [ ist die Periodenlédnge,

e a = 0, L ist die halbe Periodenlinge und f(z) ist als ungerade Funktion auf das Intervall
[—L,0) fortzusetzen. Man bestimme also die FOUrRIER—Reihe in der Form

> . knzx
$)~Zbks1nT, r €R,



e a =0, L ist die halbe Periodenlénge und f(x) ist als gerade Funktion auf das Intervall [-L,0)
fortzusetzen. Man bestimme also die FouriER-Reihe in der Form

o0
k
f(m)w%—l—kg:lakcos%, z € R.

‘BSP. (17.3.3) ‘ Wir betrachten auf dem Intervall [0, L] die Funktion f(z) := z und diskutieren
verschiedene periodische Fortsetzungen von f auf die ganze reelle Achse.

(i) Die Funktion f wird mit der Periode T := L auf ganz R fortgesetzt:

flx+L):=f(x) Yz €R.

Wir setzen die FOURIER-Reihe von f in der Form

a = 2rkz 2rkz
f(x)~—0+2(akcos + by sin ) z € R,
2 = L
mit den folgenden FouriErR-Koeffizienten an:
Q/L 27rk:1:d 0 : kEeN,
ap = — Z Cos x =
F L Jy L L : k=0,
2 (L orkx 2z L 2kmax | L L
by = E/Oxsm i x——mxcos 17 0__E’kEN'
Daraus resultiert die Darstellung
L L &1 2kmx
)~y =2 2 psin=p
k=1
f(x
f(X)a ()¢
!
I ° L
1
1
1
1
1
1
!
I N »
L X 3L 2L -L 0 L 2L X
Die Funktion f(z) := z auf dem Die Funktion f(z) wird mit der Periode
Intervall [0, L] T := L auf R fortgesetzt

Man erkennt an der Skizze, dass die Funktion f(z) — £ eine ungerade Funktion ist. Deshalb wird
das hier erzielte Resultat auf Grund von Folgerung 17.6 plausibel.

(ii) Die Funktion f wird als gerade Funktion auf das Intervall [—L,0) fortgesetzt und danach als
2L—periodische Funktion auf ganz R definiert:

f(z) :=|z| Yz € [-L, L], flz+2L):= f(z) Vz € R.

Nun kann die Funktion f(z) mit der Periodenlinge 2L als reine Cosinus-Reihe dargestellt werden:

o0
k
f(x)fv%—l—kg::lakcos%, z € R.



Wir berechnen die FouriEr—Koeflizienten geméafl

2 L
ay = E/o zdr =1L

krz 2 /ol . knz L2 kmx\ L 2L k
a = L/ xcos—dm—L(E sin — +k27r2 cos — )‘0 =722 ((=1)* —=1).

Fiir k = 2n resultiert as, = 0, und fiir £ = 2n + 1 erhalten wir ag,41 =

g Gty +1) Somit folgt

L (2n+1)7m
flo) §_w2nz 2n+1 L

Wegen der gleichméfligen Konvergenz dieser FOUrIER-Reihe und der Stetigkeit der Funktion f(z) auf
ganz R diirfen wir wieder ”~” durch ”=" ersetzen. Fiir z = L erhalten wir wegen cos(2n+ 1) = —1

[e.°]
die Identitét % = % > m und daraus den Summenwert
n=0

> 1
i eyl

n=0

f(x)a f(x)a

3L 2L L 0 L 2L X

Die Funktion f(z) wird mit der Periode Die Funktion f(z) wird mit der Periode
2L als gerade Funktion fortgesetzt 2L als ungerade Funktion fortgesetzt

(iii) Die Funktion f wird als ungerade Funktion auf das Intervall (—L, 0) fortgesetzt und danach als
2L—periodische Funktion auf ganz R definiert:

f(z) =2z Vo e (-L,L] flx+2L):= f(z) Vz eR.

Es resultiert wiederum die FouriErR-Reihe aus BSP. (17.3.1).

In BSP. (17.3.1) dndert sich nichts an der Berechnung der Fourier—Koeffizienten ay, by, wenn die
Funktion f(x) geméf f(x) := z fir z € (—¢,+¢] und f(x + 2¢) := f(z) ¥V = € R erklirt wird. Wir
haben jetzt f(4+¢) = ¢, im Gegensatz zu f(4+¢) = —¢ in BSP. (17.3.1). Dass fiir beide Funktionen
dieselbe FoURrIER-Reihe herauskommt, liegt an folgendem

Satz 17.2 Sind die T -periodischen Funktionen fi(z) und fo(z) auf dem Periodenintervall [0,T]
L—integrierbar und gilt

T
/0 |f1(z) — fa(z)| dz = 0, (3.3)

so haben fi(x) und fo(z) dieselben FOURIER-Reihen.



Begrindung: Geméaf Satz 8.36(b) gilt wegen (3.3) fi(z) = fa(z) fast tiberall auf [0, T"]. Deshalb haben
die Funktionen fi(z) und f2(z) dieselben Fourier—Koeffizienten ay, by und somit auch dieselben
Fourier—Reihen. O

Satz 17.2 trifft insbesondere zu, wenn wir Funktionen fi, fo € L*(I), I := [a,a + T}, be-
trachten, die in irgendeiner Form T-periodisch auf ganz R fortgesetzt werden. Wegen (3.3)
unterscheiden sich aber f; und f, hochstens auf einer Nullmenge. Im Sinne von L?(I) werden
solche Funktionen miteinander identifiziert; sie sind lediglich zwei Reprisentanten derselben
Aquivalenzklasse. Wir konnen nun mit dieser Interpretation des Funktionenraumes L?(I) zei-
gen, dass die folgende Approximationsaufgabe fiir eine Funktion f € L*(I) genau von dem
Fourier-Polynom der Funktion f(z) mit den Koeffizienten (3.1) gel6st wird.

e Approximationsaufgabe im quadratischen Mittel: Bestimme zu gegebener Funktion
f € L*(I) und zu gegebenem Orthogonalsystem (¢ (x)),, dasjenige

ga(@) = > apgn(a),

welches die folgende Extremaleigenschaft besitzt:

1/2

17 = gullz = ([ 1) = gu(a)]? dz) ™ = Min.

Satz 17.3 Auf dem Intervall I := [a,a + T| sei ein Orthogonalsystem (¢r(2)),~, Stetiger
Funktionen mit der folgenden Eigenschaft gegeben: -

a+T
/ lor(2)|? dr =: v = const V k € Ny. (3.4)

Fiir eine gegebene Funktion f € L*(I) seien

1 a+T
o= / f(x)pr(@) dz, k€ Ny, (3.5)
die FoUurRiEr—Koeffizienten von f(x), und es sei fir @ := (ag, ay, ..., o))" € K1
gn() =Y agpp(z) (3.6)
k=0

gesetzt. Dann nimmt der mittlere quadratische Fehler F),(d) zwischen f(x) und g, (z):

. a+T 1/2
Fa(@ =1 = gall= ([ 1£(@) = gula)? do)
sein absolutes Minimum genau fiir die FoUurier-Koeffizienten dy := (ag,ai,...,a,)" an.
Dariiber hinaus gilt die Relation
1 1 a+T n
0< - F2@) == [ [f@Pde -3 |af ¥neN, (3.7)
v 7 e k=0
und daraus resultiert im Limes n — oo die BEssELsche Ungleichung
0 1 rotT
S lal? <~ [ If@)P da (3.8)
k=0 7 Ja




Begriindung: Es gilt unter Beachtung der Orthogonalitétsrelationen (p;, pr)o = v - djk:

Fg(&) = (f—gn, [ —gn)2=(f, fl2 —2Re(f,gn)2 + (9n, gn)2

= [ e —2vRe S w473 Jol? = [ 17(@)? do — 2yRe (G0, ) + 7 (@, @),

k=0 k=0

(Hier bezeichnet (-,-) das Standardskalarprodukt in K"*1.) Aus der obigen Relation folgt

F2(@) — F2(dg) =y (@ —dp,d —dp) >0 und =0 genau fir &= dp.

Die Ungleichung (3.7) ergibt sich schlieBlich aus obiger Rechnung fiir & = @:

1
0< = F) /|f |dx—<ao,ao>——r|fu2 3" o,
k=0

wie behauptet.

Folgerung 17.7 Vorgelegt sei das trigonometrische Orthogonalsystem

1 .
wo(x) == 75 o (x) = cos(kwx), @op_1(x) :=sin(kwzx), k€N,

mit festem w > 0. In diesem Falle gilt

2 T >
T = W, 7= f(z) ~ a20 + Z ay, cos(kwx) + by sin(kwz)),
= / ) cos(kwx) dx =7 / ) sin(kwx) dz, k € Ny.

An die Stelle der Ungleichungen (3.7), (3.8) treten hier:

n

2 (T 2 |a0|2 2 2
ST ; |f(z)] dl“—T—ZﬂaH + [b]") Vn €N,

k=1
bzw. die BESSEL-Ungleichung
|Cl0|2 — 2 b < = 2d
S+ 3 (ol 10’ < 13 = 5 [ 1P e

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Die BesseL—Ungleichung (3.12) besagt, dass die Reihe %o: (Jar|? + |bk]?) der Quadrate der
k=1

Fourier—Koeffizienten einer Funktion f € L*(I) stets kon_vergiert. Deshalb muss notwendig

gelten:

khm ap =0 = hm be, also ag, by = 0O(1) (k — o0).
—00

Allgemeiner folgt daraus:

Satz 17.4 Gegeben sei die T—periodische Funktion f € CP(R) mit den FOURIER—Koeffizien-

ten (3.10). Dann gelten:

o, B

1 .
ag, by = (’)(—) (k — 00), also ap= 3 b = " mit ok, B = 0(1) (k — 0).

kp



Begriindung: Mit f € CP(R) folgt insbesondere fU) € L2(I) fiir I := [a,a 4+ T] und fiir jedes
j = 0,1,...,p. Seien ai[f], bp[f] baw. ar[fD], bp[fU)] die Fourier-Koeffizienten der Funktionen
f(z) bzw. fU)(z). Dann folgt durch partielle Integration fiir k > 0 und T' = I,

T T
axlf] = % /0 F () cos(kwz) de = —% /0 (@) sin(kwz) de = —% bl f]

Analog zeigt man by[f] = 2= ax[f'], und durch vollstéindige Induktion:

€p b[fP] : p ungerade, €p ar[f®] : p ungerade,
aglf] = =

(kw)? | ap[f®] : p gerade, bk[f]_(kw)p b[fP] : p gerade,

o0

wobel €, = £1 gilt. Wegen der Konvergenz der Reihe ) (|ak[f(f”)]|2 + |by, [f(p)]|2) folgt dann schon
k=1

die Behauptung. a

PARSEVAL—Gleichung.

Wegen (3.7) gilt Jim F,(dy) = 0 genau dann, wenn in der BesSEL-Ungleichung (3.8) das
Gleichheitszeichen eintritt. In diesem Fall erhalten wir die PARSEvAL—Gleichung

— o _ 1 got? 2
S lal == [ If@)Pdr, (3.13)
k=0 7 Ja
beziehungsweise
lao]® | & 2 2 2 7 2
+ 3 ol + ) = 2 [ 1 @) do, (3.14)
2 P T Jo

Folgerung 17.8 Genau dann gilt die PARSEVALsche Gleichung fir eine Funktion f € L*(I),
I :=[a,a+ T], wenn die FOURIER-Reihe der Funktion f(x) im quadratischen Mittel gegen
f(x) konvergiert:

a+T

lim |f(z) — zn: arer(z))* dz = 0.
k=0

n—o0 a

Definition 17.5 Ein Orthogonalsystem (¢r()),~, auf dem Intervall I := [a,a + T| heife
vollstindig, wenn die PARSEVAL-Gleichung (3.13) bzw. (3.14) fiir jedes f € L*(I) gilt. Die
Gleichung (3.13) heifit hiufig auch Vollstdndigkeitsrelation.

Folgerung 17.9 In einem vollstéindigen Orthogonalsystem (i (x)),, konvergieren fir jedes
f € L*(I) die FourRiErR—Reihen im quadratischen Mittel gegen f(x).

Es gehort zu den (schwierigen) Aufgaben der Funktionalanalysis, die Vollstindigkeit eines
Orthogonalsystems zu zeigen. Fiir das trigonometrische Funktionensystem (3.9) kennt man
allerdings die Vollstandigkeit (— Satz von FiscHER-RIEsz, Literatur).




17.4 Punktweise Konvergenz der trigonometrischen
FOURIER—Reihen

Die im vorangegangenen Abschnitt 17.3 gezeigte Konvergenz der trigonometrischen FOURIER—
Reihen im quadratischen Mittel gegen eine T—periodische Grenzfunktion f € L*(I), I :=
[a,a + T1, ist fiir viele Anwendungen unbefriedigend, da zum Beispiel die FOURIER-Reihe der
DiricHLET-Funktion f € L?*(I) in keinem rationalen Punkt z € I den Funktionswert f(z)
liefert. Wir suchen nach Kriterien, mit deren Hilfe es einfach festzustellen ist, in welchen
Punkten x € I die Relation ”~” durch das Gleichheitszeichen ”=" ersetzt werden kann. Wir
gehen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit von folgenden Voraussetzungen aus:

T:=2m, I:=[-7,+x|, undfiir fe€ L*(I) gelte:

Qo > . (41)
g(x) := 5 > (ag cos kx + by sin kx).
k=1
17 17 ,
ag == — /f(x) coskxdr, by:=— /f(x) sin kz dx, k € Ny. (4.2)
m m

Bei den weiteren Betrachtungen beschrinken wir uns ausschlielich auf Funktionen f €
Abb (R, K), die der folgenden Klassifizierung geniigen:

Definition 17.6 (der Bedingung (F))
Fine Funktion f € Abb (R, K) erfiille die Bedingung (F) genau dann, wenn gilt:

(F1) f(z+2n) = f(z) V2 € R (2n-Periodizitit) und f € L*(—n,+7).

(F2) f(x) hat in jedem Punkte x € R einen rechts— und linksseitigen Grenzwert:

f(x£0)= lim f(x+te€) existiert VzeR.

e—0+

(F3) f(z) ist in jedem Punkte x € R rechts— und linksseitig LIPSCHITZ-stetig:

1
VeeR IL>03e>0: —-|fl(xte)—fx£0)|<L V0<e<e.
€

‘BSP. (17.4.1) ‘ Die folgenden Funktionen geniigen der Bedingung (F):

e f € Abb(R,K) ist stetig, und f' € Abb (R, K) ist stetig mit hochstens endlich vielen Aus-
nahmepunkten in jedem Periodenintervall [a,a + 27], in denen f’(z) Sprungstellen endlicher
Hohe hat.

e f € Abb(R,K) ist stetig mit Ausnahme hochstens endlich vieler Sprungstellen endlicher
Hoéhe in jedem Periodenintervall [a, a4 27]. In den Sprungstellen existieren endliche links— und
rechtsseitige Ableitungen. Ansonsten ist f'(z) iiberall stetig; zum Beispiel:



4 f(x) 4 f(x) 4 f(x)

\

3 4
3 4

1
1
1
1
1
1
1
xﬂ

XV

1
1
1
1
1
1
1
1
xU 0

Knickpunkt Sprungstelle Hebbare Unstetigkeit

‘BSP. (17.4.2) ‘ Die folgenden Funktionen erfiillen nicht die Bedingung (F):

e f(x):=sini, z € [-m, +n]und f(x+27) = f(x) ¥ = € R. Die Grenzwerte f(z+0) existieren

T

in den Punkten x; := 27k, k € Z, nicht.

o f(z) :=/|z|], = € [-m,+7] und f(z + 27) = f(z) V =z € R. Der Graph von f hat in den
Punkten zy := 27k, k € Z, eine vertikale Tangente.

e Andere Beispiele von Funktionen mit vertikaler Tangente:

A f(x) | 4 f(x) A f(x)
I
I
I
: 1 \/
I I I
I I :
I I
I I I
I I I
I I I
I I I
1 » 1 » 1 »
X, X X, X X, X
Polstelle Spitze Sprungstelle

Bemerkung 17.4 Erfiillt die Funktion f(x) die Bedingung (F), so folgt aus (F3), dass die
Funktionen

g+(wo3t) = = - (f(xo £ t) — f(x0 £0)) (4.3)

~& | —

fiir jedes feste xy € R auf dem Intervall I := [—m, +7] quadratintegrabel sind, also zur
Funktionenklasse L?*(I) gehoren. Dies wird uns in der weiteren Analyse von Nutzen sein. O

Zur Untersuchung der Konvergenzfrage der FOURIER-Reihe benétigen wir einige Vorbetrach-
tungen.

Satz 17.5 Fiir x # 2nj, j € Z, gilt die Identitdit

%—FZCOSkQ?:

k=1

sin ((2n+1) - 5)

i T
2 sin

., z€R. (4.4)




Begriindung: Fiir k > 1 haben wir coskz - sin% = 1 (sin(k + %)z — sin(k — %):1:) Summation von

k =1 bis k = n liefert
l) _a f)
5 T sm2 .

n
sing . Zcoskx: -(sin(n—i—

DN | =

Division durch sin ¢ fiihrt auf die Beziehung (4.4). O
Die 2m—periodische Funktion f € Abb (R, K) sei so gegeben, dass f(z) iiber dem Intervall

[—7, +] integrabel ist. Dann existiert das FOURIER-Polynom

gn(z) == Z ay cos kx + by sinkx), n € N. (4.5)

%
2
Fiir g, (z) gilt folgende Darstellungsformel:

Satz 17.6 (vom DiricHLET-Integral)
Ist die 2m—periodische Funktion f € Abb (R, K) integrierbar iber ein Periodenintervall der
Linge 27, so gestattet g,(x) die Darstellung

sin(2n + 1)t
sint

dt VzeR. (4.6)

2 "1
gu(e) == [ 5 (fla+20)+f( —20)

Begriindung: Es sei z € R fest gewéhlt. Aus den Formeln fiir die FourierR—Koeffizienten resultiert:

1 a+27r a+27r
gn () = Py / t)dt + Z / (cos kx cos kt + sin kz sin kt) dt
T Ja
1 a+27 1 n
_ ;/a f(t)(§+kz::1cosk(t—m))dt

. 1 a+2m 3 o + 1)z
(4.9) _/ fit sin (( nt m) ) 4
21 Ja sin(*5%)
=t 1 fo—zt2m sin((2n +1)3
S.:tl' _/ f(S—i_fI:) ln((:ns )2)d8
21 Jo—zx sin 5
aQ:=r—m 1
= — -d
27 / ot /
Im ersten Integral der letzten Zeile setzen wir ¢ := 3, im zweiten hingegen ¢ := —3, und erhalten auf
diese Weise:
2> 1 in(2n + 1)t
sin(2n
@) == [ 5+ + fa—20) TP
s / 2 sint
wobei wegen
in(2 1)t
t—0 sint
die Existenz des Integrals auch bei ¢ = 0 gesichert ist. O

Wir setzen nun
sin(2n + 1)t

Ka(t) == sin t
2n+1 :t=0.

(4.7)



Die spezielle Funktion f(x) = 1 hat als 2r—periodische Funktion die Fourier—Koeffizienten
ag =2, ar = b, =0, k> 1. Also liefert Satz 17.6 die Identitét:

w/2 /2
2 " sin(2n + 1)t 2
-2 /Mdt:_/[(n(t)dt VneN. (4.8)

sint s
0

Wir sind jetzt in der Lage, den Hauptsatz iiber die punktweise Konvergenz einer FOURIER—
Reihe zu formulieren:

Satz 17.7 Die Funktion f € Abb(R,K) geniige der Bedingung (F). Dann gilt fir die zu-
gehorige FOURIER-Reihe g(z) aus (4.1) in jedem Punkte x = xy € R:

% (f(zo+0) + f(zg—0)) = % + i (ay, cos kxo + by sin kzg) ~ f(xp). (4.9)
k=1

Das heifst, die FOURIER-Reihe g(x) konvergiert im Punkte x = xy gegen das arithmetische
Mittel von rechts— und linksseitigem Funktionenlimes f(xo £ 0). Ist f(z) stetig in x = x¢, so
konvergiert g(x) im Punkte x = xo gegen f(x).

Begriindung: Sei zg € R fest gewihlt. Aus den Beziehungen (4.6) und (4.8) resultiert:

S (F(ro+0) + flzg —0)) -1

An = gn($0) - 2

w/
= %/0 2%((f($0+2t)—f($0+0))+(f(xo—2t)—f(xo—O)))Kn(t)dt

—
e~
w

=

3) 2 [7/2 t
1 2 / (9 (50:20) + g (203 20)) = (sin(2nt) cost + cos(2nt) sin) di.
7 Jo sin

Man sieht sofort, dass die Funktion

tcost  f(wo+2t) — f(zo+0)+ flzo —2t) — f(xo —0)
sint 2 -sint

U(t) := (94 (z0; 2t) + g—(z0; 2t)) cost

ungerade ist. Sie ist quadratintegrabel iiber das Periodenintervall [—F,+%]. Ferner ist U(t) 7

periodisch. Geméaf} Satz 17.4 gilt daher:

2’

i Vsin(2kt) mit by (U) = % /0 " U4 sin(2kt) dt = O(1) (k — 00).

Ganz analog ergriindet man, dass die Funktion

G(#) == (g+(20;2t) + g (20;2t)) - ¢ = % (f(zo +2t) = f(zo + 0) + f (w0 — 2t) — f(x0 = 0))

gerade ist; sie ist m—periodisch und quadratintegrabel iiber das Periodenintervall [-5, +5]. Also gilt
ebenfalls geméafl Satz 17.4:

w/2
ycos(2kt) mit  ax(G) = 4 G(t) cos(2kt) dt = O(1) (k — 0).
™ Jo

G(t)

Wir haben hiermit 1
A, = 5 (an(G’) + bn(U)) — 0 (n — o00),

und das ist die behauptete punktweise Konvergenz. O



Bemerkung 17.5 Funktionen f(z) mit der Bedingung (F) sind sicher auf dem Periodenin-
tervall [—m, +7] beschrénkt, da sonst die Funktionenlimites f(x £ 0) nicht {iberall existieren
wiirden. Gemé&f (4.9) ist dann auch die Fourier-Reihe g(z) beschrinkt. Man kann ferner
zeigen, dass die Gleichung f(z) = g(x) fiir fast alle x € R gilt. Unter diesen Eigenschaften
hat man nach Satz 17.3:

lim F2(@0) = lim [ |f(x) = ga(@)* do = [ lim |£(@) = gu(a) P do = [ 0dr =0,

n—o0 - -7

Die hier durchgefiihrte Vertauschung von ”lim” und ” /7 ist auf Grund des LEBEsGUEschen
Satzes 8.37 von der dominierten Konvergenz gestattet. Damit wird offenkundig, dass Funk-
tionen mit der Bedingung (F) die PARSEVAL-Gleichung erfiillen, so dass die Konvergenz der

Fourier—Reihe g(x) im quadratischen Mittel manifestiert ist. O
5 0 +E
c i ke
% c
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‘BSP. (17.4.3) ‘ Es sei f € Abb (R, R) in der folgenden Weise definiert:

z? : 0 <z < 2,
f(x) :={

f(x —27) : x sonst.

Offensichtlich erfiillt f(z) die Bedingung (F), da nur in den Punkten z; := 273, j € Z, Sprungstellen
mit endlichen (rechts— und linksseitigen) Ableitungen auftreten. Die FouriErR—Koeffizienten gewinnt
man mit elementarer Integration:

1 f2n 872 . k=0,
ap = —/ 22 coskxdr =1{ °
T Jo & kEeN,
1 [2r 4
b, = —/ :1c2sink:1cd:1::——7r, ke N.
7 Jo k

Hieraus resultiert die FOurRIER—Reihe

472 X coskr w-sinkzx f(z) + x#2nj, jEL,
gw:?*AQ(m - k):{

212 . x=2nj, jEZ.



Die obigen Skizzen zeigen die Approximation von f(z) durch die FouriER—Polynome g4(z) und
g15(z). Das Auftreten der ”Zipfel” (— GisBssches Phinomen) in den Sprungstellen z; := 27y ist
typisch. Die Zipfel verschwinden keinesfalls, wenn man mit g, (z) fiir n > 1 approximiert.

17.5 Die diskrete FOURIER—Transformation

Ist die 2n—periodische Funktion f(z) nur numerisch vorgegeben oder ist f(x) nicht elementar, so
lassen sich in der Regel die Integrale (4.2) fiir die Fourier-Koeffizienten ay, by von f(z) nicht mehr
analytisch berechnen. In diesem Falle ist es angezeigt, numerische Integration mit Hilfe geeigneter
Quadraturformeln durchzufiihren. Die einfachste und fiir die vorliegende Problemstellung angemes-
senste Quadraturformel ist die verallgemeinerte Trapezregel. Das Integral [ ; F(z) dz wird bei dqui-
distanter Zerlegung des Intervalls I := [a,b] mit h := (b —a)/N, z; :==a+ jh, j =0,1,...,N € N,
sehr gut durch den folgenden Nidherungswert beschrieben:

N—-1
/F(w) dz ~ g (Fwo) +2 Y F(z)) + F(an)) = Tw(F). (5.1)
7j=1

Die Relation (5.1) heifit verallgemeinerte Trapezregel.

Gegeben sei nun die 2r—periodische Funktion f € Abb (R, C). Wir wihlen I := [0, 27] als Perioden-
intervall und setzen:

27 ) 2 | 1 .
h:zﬁ, T ::]h:ﬁj, fj:zi(f(xj—i-O)—i-f(wj—O)), j=0,1,...,NeN,| (5.2)
Z fj coskxzj, bf = Z fj sinkz;, k€ Ny. (5.3)
] 1 ] 1

Mit Ck(z) = f(x) coskz bzw. Sk(z) := f(z) sinkz hat man Ck(zy) = Ck(zn) sowie Sk(zo) =
Sk(zN), so dass

1

gilt. Das heifit, die Koeffizienten aj, b; sind Nédherungswerte der FouriER—Koeffizienten ay, by (4.2)
von f(z). Wir zeigen, dass man mit Hilfe des trigonometrischen Polynoms

k m
g (z) = % + 3 (aj cos kx + b, sin kx) (5.4)
k=1

ein Approzimationsproblem im diskreten quadratischen Mittel 16sen kann. Wir bendtigen dazu einen
Orthogonalititsbegriff und fithren deshalb auf dem Raum der Gitterfunktionen

mh = { " "= (F@1), f(@2), - flen) }
ein Skalarprodukt ein:

N
(f" g" v =" flaj)g(zj) ¥V £, g" e I (5.5)
7=1

Wir zeigen zunichst ein Hilfsresultat:



Satz 17.8 Auf den Gitterpunkten x; aus (5.2) gilt:

v v 0 Ltgz,
> sinkz; =0VkeZ, Y coskzj= . (5.6)
j=1 j=1 N : N € Z.
Begriindung: Die komplexe Summe
.k
N N N : N €4,
= Z (coskx; + i sinkz;) = Z 27”’“/]\7 - o2mik _ | o
=1 j=1 e A 2
liefert durch Zerlegung in Real- und Imaginérteil bereits die Behauptung. ad

Wir zeigen jetzt mit Hilfe dieses Satzes die Giiltigkeit diskreter Orthogonalititsrelationen.

Satz 17.9 Auf den Gitterpunkten x; aus (5.2) gelten folgende diskrete Orthogonalititsrelationen:

> coskz;-sinlz; = 0 Vk,l€N (5.7)
7j=1
(0,  falls B ¢ Z und 5L ¢ Z,
Zcos kxj-coslr; = &, falls entweder B € Z oder 5L € Z, (5.8)
=t | N, falls % € 7Z und % €7,
' ket ) €7 k=t ) €7
N i l 0, falls = c7z und =y { c7z.
i Cosinlrs = 5.9
;Sln Tj - STy —%, falls % €Z und kT ¢ Z, (5.9)
\%, falls%&Zu kTEZ
Begriindung: Man verwende die Identititen
1
coskzj-sinlz; = 3 (sin(k +)z; — sin(k — 1)z;),
1
coskzj - coslz; = 3 (cos(k +1)x; + cos(k —1)z;),
1
sinkz; -sinlz; = 3 (cos(k +1)x; — cos(k —1)z;),
zusammen mit den Relationen (5.6) aus Satz 17.8. O

Wir suchen jetzt die Losung des folgenden Interpolationsproblems:

Gegeben seien die dquidistanten Stiitzstellen z; aus (5.2) und dazu Stiitzwerte f; :=
2 (f(zj+0)+f(z;—0)), 5 =0,1,...,N :=2n, n € N. Gesucht ist ein trigonometrisches |  (5.10)
Polynom g, (z) mit g,(z;) = f; Vj=0,1,...,N.

Satz 17.10 Sei f € Abb (R, C) eine 2m-periodische Funktion. Dann ist die eindeutig bestimmte
Lésung des Interpolationsproblems (5.10) gegeben durch das spezielle trigonometrische Polynom

* n—1 *
gn(x) == % + Z (aj, cos kx + by, sinkz) + %"” cos nx, (5.11)
k=1

worin die Koeffizienten aj, by gemdf (5.3) definiert sind.



Begriindung: Den N Interpolationsbedingungen g, (z;) = f; wird ein trigonometrisches Polynom mit
entsprechend vielen Koeffizienten in der Form (beachte: fo = fn)

n—1
gn(z) = % + Z (a, cos kx + Py sinkx) + % COS NT (5.12)
k=1

gerecht. Das inhomogene lineare Gleichungssystem

ap

n—1
5 + Z (akcoskxj—i-,@ksinkxj)—k% cosnz; = fj, j=12,...,N,

k=1

ist eindeutig l6sbar, da die Spaltenvektoren der Koeflizientenmatrix nicht verschwinden und wegen
(5.6)—(5.9) paarweise orthogonal sind. Wir setzen jetzt

¢/(x) := coslz, si(xz) :=sinlz, € Z.

Dann folgt aus dem Ansatz (5.12) zusammen mit (5.6)—(5.9):

N al N
5 = (gz,c?)N = (fh,cﬂN = ijcoslxj =5 caf, 1=0,1,...,n,
j=1
N o N
E'Bl = <ggas?>N:(fh33?>N:Zf]81nlw]:Ebzkﬂ l:1a23"-an_1-
j=1
Also gilt aj = oy und b} = /3, so dass (5.11) resultiert. O
[y/4r?] &

[xljt]

Interpolierendes trigonometrisches Polynom

|BSP. (17.5.1)| Es sei f € Abb (R, R) definiert durch

f(z):=2? fir —7w<z<4r und f(zr+2n):=f(z) VzeR.

Fir N:=8gilt h:=F und z;:= 7§ -4, j=0,1,...,8. Da f(x) eine gerade Funktion ist, gilt b} = 0
fiir die hier relevanten Werte k = 1,2,3. Die numerisch berechneten Koeffizienten aj, aus (5.3) sind
in folgender Tabelle aufgelistet:

k 0 1 2 3 4
6.785353 | —4.212117 | 1.233701 | —0.722 685 0.616850‘

*
Lok




Insbesondere gilt af = 11“ . Die obige Grafik zeigt die beiden Graphen der Funktionen f(z) und

*

+ a cosk$+ —4 cos4dz.
- dhombe

ao

gi(2) =,

Definiert man den diskreten mittleren quadratischen Fehler F (&) zwischen der 27—periodischen
N

Funktion f € Abb(R,C) und dem trigonometrischen Polynom g,(z) := % + > (o coskz +
k=1

B sinkz) gemaf

N 1/2
h Ol) = (Z|f]_gn($])|2) ) Q= (0[0,0[1,...,0171,61,...,,Bn)T602n+1, (513)
j=1

so besagt Satz 17.10, dass das interpolierende trigonometrische Polynom (5.11) den Fehler F* genau
zu Null macht. In diesem Zusammenhang ist es sinnvoll, nach demjenigen trigonometrischen Polynom
gm(z) vom Grade m < n zu fragen, welches den Fehler F” (&) minimiert. Als Antwort auf diese Frage
erhalten wir:

Satz 17.11 Die dquidistanten Stitzstellen xj, 7 = 0,1,...,N = 2n, n € N, seien wie in (5.2)
erklirt. Fir die 2m-periodische Funktion f € Abb(R,C) seien aj und by gemdf (5.3) definiert.

Ferner gelte fiir & := (ag, a1, ...,0m, B1,...,0m)" € C*mtl.
a m
gm () == 70 + Z (a cos kz + P sin k). (5.14)
k=1

Ist m < n, so nimmt der diskrete mittlere quadratische Fehler F(a) aus (5.13) sein absolutes
Minimum genau fiir die diskreten FoUurier-Koeffizienten &* := (aj,al,...,ak,,b%,...,b5)T € C?mt!
an. Das heifst, das trigonometrische Polynom

g (x) := 50 Z (aj, cos kx + by, sin k) (5.15)
k=1

lost das Ausgleichsproblem

Fp (@) = (Zlfy 9m ()] )UZéMin, de grml,

Begriindung: Mit Hilfe des Skalarproduktes (5.5) erschliefft man aus den Orthogonalititsrelationen
(5.6)—(5.9):

(FA@)? = ("= gho f' = gy = (", o — 2+ Re (£, gl + (gl gl
N
= YU -V Re (B Y g+ 0 + 2 (12F 45 (aul + 18P))
7j=1 k=1 k=1

N
= SIHP -5 (2 Re(d, @) — (3. @).
7j=1

5 2m
Hier haben wir im Vektorraum C?™*! das Skalarprodukt (&,7) := %fg% + > & verwendet. Aus
k=1
der obigen Rechnung folgt:

N
S (@-anda-an >0,

(Fh(@)* = (Fh(@")* =



wobei = 0 genau fiir & = @* eintritt. O

|BSP. (17.5.2)| Sei f € Abb (R, R) wie folgt definiert:

flz):=2® fir 0<z<2r und f(z+27):=f(z) VzeR.

Auf dem Periodenintervall [0,27] hat f(z) Sprungstellen bei zyp = 0 und zxy = 2m. Wir setzen
deshalb fy = fn := %m?\, = 272, Fiir N := 20 haben die numerisch berechneten Koeffizienten a}, b}
die folgenden Werte:

k] o 1 v [ 2 | 8 | 4 |
oy [ 26351844 | 4.033062 | 1.033558 | 0.478857 | 0.285669
b || 0.000000 | —12.462846 | —6.075104 | —3.874038 | —2.716 869

In der folgenden Skizze sind die Graphen von f(z) und gj(z) auf dem Periodenintervall [0, 27]
angedeutet. Die Residuen r; := gj(z;) — f; sind durch vertikale Striche markiert.

[y/4n’] a

-1.0

»

| | v
1.0 0.0 1.0 2.0 [x/n]

Approximation im diskreten quadratischen Mittel

Wir gehen jetzt der Frage nach, wie grofl der Fehler zwischen den diskreten FourierR—Koeffizienten
ay, by und den kontinuierlichen Fourier—Koeflizienten ay, by ist. Eine Antwort gibt der folgende

Satz 17.12 Die Funktion f € Abb (R, C) geniige der Bedingung (F). Es sei N :=2n, n € N, und
an einer Sprungstelle z; werde f; durch das arithmetische Mittel & (f(z; +0) + f(z; — 0)) definiert.
Dann gelten fir die diskreten Fourier-Koeffizienten aj, b aus (5.3) die Darstellungen:

00
0,7; = ak+2(a’lek+a’lN+k)a k:(),l,...,n,
ISt (5.16)

bp = be— Y (bivek —bivir), k=1,2,...,n—1
=1

Begriindung: Wir driicken in (5.3) den Funktionswert f; durch die Fourier-Reihe (4.9) aus:

(o0}
fi= % —i—Z(alcoslxj +bysinlz;), j=1,2,...,N.
=1



Somit gilt

% 2 N ag > .
o = ¥ 2:1 (? + ; (acoslz; + bysin lxj)) cos kx
J: =

2

N ) N N
(0 S conkay + 5 0 Y conlaycoskay 41y 3 sinla, - cosi,))
j=1 =1 j=1 j=1

Aus den diskreten Orthogonalititsrelationen (5.6)—(5.8) folgt daher:

(

% (Yao+ Nay +aoy +asy +-+)) = ao +2(an + apn +agy +-+), k=0,
% (% ak""%(a'ka+aN+k+a2N7k+a2N+k+"'))
o0
=ag + 3 (an—k + antk) , 1<Ek<n,

=1
[ 2 (N(an +asn+asn+ ) =2(an + azn +asn + ) , k=n.

Diese drei Relationen kénnen in der Form (5.16) zusammengefasst werden. Fiir bj gilt eine analoge
Rechnung. a

Folgerung 17.10 Es gelten die Fehlerabschitzungen

WK

lap —ag| < (lain—k| + |lainsk]), 0<k <n,

N
Il
—

(5.17)

WK

b, — b| < (lov—k| + |inss|)y 1<k <n-—1

N
Il
—

Man kann (5.17) zur Schitzung der Anzahl N der Gitterpunkte z; verwenden, die benétigt werden,
um zu vorgegebenem e > 0 die Fehlerschranken |a} —ay| < eund |bj —b| < efir k=0,1,...,m <n
zu erreichen. Dies zeigen wir in folgendem Beispiel.

|BSP. (17.5.3)| Es sei f € Abb (R, R) durch f(z) :=1fir 0 <z <, f(z) :=0firz =0,z =n
sowie durch f(—z) := —f(z) und f(z + 27) := f(z) V 2 € R erklirt, siehe folgende Skizze.

L f(X)

—

|

J

‘______(_____

1
1
1
1
|
T
1
1
1
1
|

Der Graph der Funktion f(z)

Offensichtlich erfiillt f(z) die Bedingung (F). Da f(z) eine ungerade Funktion ist, verschwinden die
Koeffizienten ay, fiir alle k € Ny. Es gilt ferner

= (- (-1,

™
0 km

2 [T 2
b, = — / 1-sinkzdex = —— coskx‘
7 Jo km

Wir haben somit b, = % fiir ungerades k sowie by, = 0 fiir gerades k. Ist € > 0 gegeben (zum Beispiel
¢ :=107%), so bestimme man nun N so, dass |b} —by| < € fiir 1 <k < m < N gilt. Zur Lésung dieser



Aufgabe verwenden wir (5.16), wobei N = 2n gerade sei. Fiir ungerades k sind dann auch IN — k
und [N + k fiir alle [ € N ungerade, und wir erhalten:

b —by = —Zb — bink) = 45:( ! ! )——%i;
S R A IN—k IN+k/ 1 & (N)Z—k
kKN
¥ T AE T TN
Aus der Bedingung |b; — bx| < 107° fiir k = 1,2,...,m, folgt N >2-10? . Zum Beispiel erhélt
man im Falle m = 10 die Abschitzung
N > 6472.

Das obige BSP. (17.5.3) lehrt, dass fiir die Erzielung einer brauchbaren Approximation der FOURIER—
Koeffizienten ay, by durch die diskreten Koeffizienten ay, b; die Zahl N oft sehr grof§ gewéhlt werden
muss. Es ist deshalb besonders wichtig, die Summen (5.3) mit mé6glichst geringem Rechenaufwand zu
bestimmen. Die Aufwandsbilanz bei direkter Auswertung von (5.3) zeigt, dass man im Falle N = 2n
zur Berechnung eines jeden Koeffizienten ay, £ =0,1,...,n,und b, k = 1,2,...,n—1, jeweils N +1
Multiplikationen/Divisionen und N trigonometrische Funktionensauswertungen benétigt. Insgesamt
also:

Zrour = N? + N w.a.0. und N? trigonometr. Funktionsauswertungen.

17.6 Die schnelle FOURIER—Transformation
(FFT; Algorithmus von CooLy und TUKEY)

Die Berechnung der Summen (5.3) kann man im Falle N := 2™ m € N, duflerst effizient durchfiihren,
wenn man zur diskreten komplexen FoURIER—Transformation {ibergeht. Wie vorher sollen fiir ge-
gebene Zahlen f; := % (f(z; +0) + f(z; — 0)) mit z; := 2Z 5, j =0,1,..., N, die trigonometrischen
Summen

N
5 (6.1)

1]\7
== E:ijOSj:L“k fir £=0,1,...,n:=
n '_

1
bt = = fii k=1,2,. n—1 6.2
3 - ]221 fjsinjzy, fiir (6.2)

berechnet werden. Hier haben wir die Identitit kz; = ZW” jk = jxj, verwendet, und wir haben wegen
der vorausgesetzten 2r—Periodizitéit von f die Relation fy = fx eingearbeitet. Wir fithren die diskrete
komplexe FouRrIER-Transformation wie folgt ein. Unter der Annahme

f reellwertig

setzen wir:
yj = foj+ifop1 fiir j=0,1,...,n—1, (6.3)
wy, = exp(— Z) =cos Z —sin 2. '
1 ik
;. Zy]w fir k=0,1,...,n—1. (6.4)
7=0




Definition 17.7 Die Abbildung C" 3 (yo,y1,---,Yn_1)" + (c§, ¢ty .. ci_)T € C™ mit

Zy]exp( 27”]]6) fir k=0,1,...,n—1,

heiffe diskrete FOURIER—Transformation. Ihre Umkehrabbildung ist gegeben durch

chexp(zm ) fur 57=0,1,...,n—1.

(Man verwende die Relation L E exp (27” (1 — k)]) = Oik-)

Der Zusammenhang zwischen den komplexen FouriEr-Transformierten cj, und den reellen Koeffizi-
enten ay, b;, wird durch den folgenden Satz hergestellt.

Satz 17.13 Es seien aj, := naj, by, := nb} und ¢ := ncj, gesetzt. Dann gilt fir k =0,1,...,n:
l -7 1 P — 1 _— kmi
ap —iby = 5 (cr +Cap) + 5 (cr — Camp) -exp (= 5, (6.5)
. 1 1 :
ah . —ibl, . = 3 (k+cnk)+ % (Ck — Cn_k) - exp (—i—%) (6.6)
Dabei sind by = b}, =0 und ¢, = ¢y 2u setzen.
Begriindung: Aus den Relationen
1 1 n—1 1 n—1 )
9 (ck +Cng) = 9 Z ij g Yj - —y(n k)) 9 Z (yj + y_j)wgzka
— 0
1 — N 1 n—1 "
% (ck —Cng) = Z (yjwik — 75 - ! R = % > (yj —m)wl
s s
resultiert unter Verwendung von (6.3):
1 — 1 e — 2L kg —ZL(25+1)k
2 (ck +Cnk) + % (ck—Cnk)re » = (f?y + fojy1e n )
Jj=0

z_: (fgj cos(2jzy) — @ sin(2jzk)) + foj41(cos(2) + 1)zy, — i sin(25 + l)xk))

= aj, —ibj,.
Also gilt (6.5), wihrend (6.6) durch Substitution von k& durch n — & aus (6.5) folgt. O
Folgerung 17.11 Werden (6.5) und (6.6) in Real- und Imagindrteil zerlegt so erhdlt man die vier
FoURriER-Koeffizienten aj, = %a%, by = %b a*_, = 1 pundbl =< b;hhk in Abhingigkeit von
¢ und c,_p. Setzt man ndmlich
R,:ciE = Re(e £G%), Af:= Ry - smk—7r - I cosk—7T

Iki = Im(ex = ¢2%), A% =R, - COS—+I s1nk—7r



so erhdlt man nach einfacher Rechnung:

ak:ﬁ(RlJcr_Allc)v k:N(—I,jthi),
1 1 1 2 (6.7)
Uy = N (R + Ap), ke = N (I + AR).

Das heifst, zur Berechnung der vier Koeffizienten ar, by, a’ ., b _, aus den zwei kompleren Fou-

RIER—Transformierten ci, c;_, sind nur acht reelle wesentliche arithmetische Operationen nitig.

Es bleibt also noch die Aufgabe zu losen, die Koeffizienten ¢, = ncj, auf effiziente Weise aus den
gegebenen Zahlen y; (6.3) zu berechnen. Dazu beachten wir, dass die Relation (6.4) eine lineare
Transformation

—

¢= an’ c:= (CO,Cl,...,Cn_l)T, Y= (yoﬂyla"'ayn—l)T (68)
des C™ in sich beschreibt. Die Koeffizienten der Matrix W,, € C(™") nimlich

Wik ::w‘zlk, 5,k=0,1,...,n—1,

sind Potenzen einer n—ten Einheitswurzel w, = exp ( — %) Sie bilden daher auf der Einheitskreis-
linie in C die Eckpunkte eines regelmifigen n-Ecks. Das heiit, von den n? Koeffizienten wj, sind
nur n Stiick voneinander verschieden, nimlich die Potenzen w!,, I = 0,1,...,n—1, und die restlichen
miissen sich auf diese n Potenzen zuriickfiithren lassen.

‘BSP. (17.6.1) ‘ Im Falle n := 4 setzen wir w := wy := e /2 = —j. Die Transformationsmatrix
W, lautet hier:
1 1 1 1
1w w? Wl
W4 — 1 ’U}2 1 ’U}2 . (69)
1 wd w? w!
Verwenden wir die Permutationsmatrix
1 0 0O
0 01 O
Ps=19 10 0]
0 001

so ist die folgende Faktorisierung sehr einfach nachzurechnen:

1 1 1 1 1 110 0 1 0 1 0
1 w?| 1 w? 1 w?|0 0 0 1| 0 1
PoWa=10mw? W% | = |0 01 1 01 o P
1 wd|w? w 0 0|1 w? 0 w! 0 —w!
Hier haben wir die Beziehungen w? = —1 und w® = —w' eingebaut. Anstelle der Transformation
(6.8) haben wir jetzt dquivalent:
5** = P23€: D4S4g. (610)
Das heifit, fiir den neuen Vektor
20 *= Yo + Y2, Z1 =11+ s,
7:=8y < { 0 . (6.11)
z = (Yo —y2)w”, 2= (y1 —ys)w,

mit w® := 1 hat man jetzt zweimal eine FoURIER—Transformation der Ordnung zwei durchzufiihren,

namlich )

cy =co =20+ 21, = o =20 + (wf)z1,
) (6.12)
4

*

= D,7 <
s =c1 = z9 + 23, 5t =3 = 29 + (wi)zs.



Dabei gilt w? = —1 = wi.

Wir zeigen jetzt, dass diesem Beispiel eine allgemeinere Struktur zugrundeliegt: Die diskrete komplexe
FourierR—Transformation der Ordnung n = 2m, m € N, kann zerlegt werden in zwei gleiche FOURIER—
Transformationen der Ordnung m.

Satz 17.14 Es sein =2m, m € N. Fiir w, := exp ( — 2£) setzen wir

Zj = Yj + Ymitj

Zmty = (Yj = Ymj)W0h,

} j=0,1,...,m—1. (6.13)

Dann kann die diskrete kompleze Fourier—Transformation (6.8) der Ordnung n zerlegt werden in

die zwei diskreten komplexen FouriErR—Transformationen der Ordnung m = 2:

2
m—1 )
Col = Z ij%,
=0 1=0,1,...,m—1. (6.14)
C2l+1 = Z Zm+jw¥rlp
§j=0
Hier haben wir wy, := w2 zu setzen.
Begriindung: (i) Fir k = 2I, [ =0,1,...,m — 1, erschlielen wir aus (6.4):
2m—1 m—1 m—1
251 2\jl il
o= Dy = D (Yi + Yme) (wp) = D zjwh.
j=0 j=0 j=0
Dabei wurde die Identitit wil(mﬂ ) = w2t - w? = w2 verwendet.
(ii) Fir k=214+1, 1 =0,1,...,m — 1, folgern wir ebenso aus (6.4):
2m—1 ) m—1 ) )
it = 3 gl = 3 (el 4 gD @)
j=0 Jj=0
m—1 ) ) m—1 )
= Z (yj - ym+j)w¥z ’ (w%)]l = Z zm+jw¥rlz'
j=0 j=0
Dies war zu zeigen. a

Bemerkung 17.6 (a) Durch die oben gezeigte Zerlegung F'T;, — 2 (F'T},/5) entstehen als wesentli-
cher Rechenaufwand die in (6.13) durchzufithrenden m = % Multiplikationen.

(b) Ist m wiederum eine gerade Zahl, also n = 4¢, so kann jede der beiden Fourier—Transformatio-
nen (6.14) nach demselben Verfahren zerlegt werden in je zwei Transformationen der Ordnung
q: FT, —2(FT,);) — 4(FT,4). Der Rechenaufwand betrigt dann gemé8 (a): 1-5+2-7 = 2-
Multiplikationen.

wis ||

(c) Gilt allgemein n = 2P, p € N, so kann in p Schritten eine Reduktion auf n Fourier-Transformati-
onen der Ordnung 1 vorgenommen werden:

FTow — 2(FTyp1) — 2% (FTyp-2) — - -+ — 2271 (FTy) — 2° (FTY).

In der eindimensionalen Fourier—Transformation bestehen die Summen (6.4) nur aus einem einzigen
Summanden mit Index j7 = 0. Ferner ist w; = 1, so dass in F'T} keine Multiplikation durchgefiihrt
werden muss. Nach (b) ergibt sich fiir n = 2P folglich ein Rechenaufwand von

n n n-lnn
Pl =9 P =5 0% = 5 2 (6.15)




komplexen Multiplikationen. Der Rechenaufwand steigt etwa linear mit der Ordnung n an. Man be-
zeichnet deshalb die hier vorgestellte Methode als schnelle Fourier-Transformation (Fast FOURIER
Transform = FFT). In der Literatur wird diese Methode den Autoren CooLEY und TUKEY zugewie-
sen, obwohl eine frithere Version bereits auf Goop zuriickgeht.

(d) Wir stellen in der folgenden Tabelle den Rechenaufwand fiir einige Zahlen p geméf (6.15) zusam-
men. Dabei wird der Reduktionsfaktor als Quotient n?/Zpr, definiert. Denn wie wir bereits frither
festgestellt haben, ben6tigt man fiir reellwertiges f(x) bei direkter Auswertung der Formeln (4.3)
ca. N? + N reelle Multiplikationen. Da jede der in (6.13) auftretenden komplexen Multiplikationen
gleichwertig ist mit vier reellen Multiplikationen, sind n? komplexe Multiplikationen gleichwertig mit

4n? = (2n)? = N? reellen Multiplikationen. O
P 5 6 8 9 10 11 12
n 32 64 256 512 1024 2048 4096
n? 1024 | 4096 | 65536 |2.62-10° | 1.05-10° | 4.19-105 | 1.68 - 107
Zrr, 80 192 1024 2304 5120 11264 24576
Red. Faktor | 12.8 21.3 64 114 205 372 683

‘BSP. (17.6.2) ‘ Wir zeigen die algorithmische Realisierung der FFT am Beispiel n = 8 = 23, In

diesem Falle gilt w := exp ( — %) = cos § — ¢ sin 7. Die zu berechnenden Hilfsgroflen z; und 2,4 ;

werden wieder mit y; und y,,4; bezeichnet.

Yo | Yo :=Yo+Ya Co | Yo := Yo + Y2 Co | Yo = Yo + Y1 =
Yyr |1 =% +Ys C2 | Y1 :=Y1+Ys3 ea |y = (yo—y1)u’ | =4
Y2 | Y2 =Y2+Ys ca | y2 = (Yo —y2)w’ | e2 | Y2 := Y2 + y3 =C2
Ys | Y3 :=ystyr o | y3 = (y1 —y3)w?® | cs | Y3 := (y2 — y3)w’ | = cg
ya | ya:= (Yo —ya)w® | e1 | ya = ya+ye 1| ys=ys+ys =c
ys | y1:=(y1 —ys)w' | c3 | ys :=ys5 +yr s | ys = (ya —ys)u’ | =c5
ys | v = (Y2 —ye)w?® | ¢s | yo == (ya — ys)w® | c3 | ys := ys + Y7 =c3
yr | yr o= (3 —yn)w® | er | yr = (ys —yo)w® | er | yr == (ys —yr)w’ | = ¢7
FTg | —2FT, — 4 FT, — 8 FTh

Indizes der Koeffizienten c;: Die Buchhaltung der Indizes der gesuchten Koeffizienten
¢ geschieht in jedem Transformationsschritt am einfachsten durch eine binire Darstellung der
Indexwerte. Fiir n := 2P bendétigt man zur Indizierung von c¢; genau p Binérstellen. Die folgende
Tabelle zeigt die Bindrdarstellung der Indexwerte nach jedem Transformationsschritt im Fallbeispiel
p=3:

o [P [
0| 000 | 000 | 000 | 000 | O
11001 |010 | 100 | 100 | 4
2010|100 | 010|010 | 2
3011 110|110 |110| 6
41100 001|001 001 | 1
5|101 (011|101 |101| &
6110|101 [ 011|011 | 3
7111|111 | 111 | 111} 7

Die Bindrdarstellungen der letzten Spalte sind genau die in umgekehrter Reihenfolge aufgeschriebe-
nen Bindrdarstellungen der ersten Spalte. Die eindeutige Zuordnung y; = c; nach Durchfiihrung aller



Rechenschritte geschieht also durch Bitumkehr der Biniirdarstellungen von j. Eine Begriindung die-
ser Tatsache erhélt man wie folgt:

1.Reduktionsschritt: FTop — 2 (FTyp-1). Alle p Binérstellen des Index j werden zyklisch vertauscht.
2.Reduktionsschritt: 2 (FTyp-1) — 4(FTyp-2). Die ersten p — 1 Binérstellen werden zyklisch ver-
tauscht.

I-ter Reduktionsschritt: 2/=1 (FTyps1-1) — 2! (FTyy-1). Die ersten p + 1 — [ Binirstellen werden zy-
klisch vertauscht.

p-ter Reduktionsschritt: 22~ (FTy) — 2P (F'T1). Die Bitumkehr ist bereits vollstindig durchgefiihrt.

Die Bitumkehr einer ganzen Zahl j mit 0 < j < n := 2P, p € N, wird durch den folgenden Al-
gorithmus bewerkstelligt, der dem Zahlenpaar (j,p) die durch Bitumkehr gewonnene ganze Zahl
k:=inv(j,p), 0 <k < n, zuordnet.

Eingabe von 7,p; 0<j < 2P;
1:=7;k:=0;
fir [:=1,2,...,p
11 := 1 div 2;
k:=2xk+1—2x1l;
i:=1il; (Endel)
v = k.

~N O O W N

Hierbei wird mit ¢ div 2 die ganzzahlige Division bezeichnet, die den Wert % auf eine ganze Zahl
abrundet.

Mit Hilfe der Funktionsroutine inv(j, p) konnen wir nun den FFT—Algorithmus (FFT) formulieren,
der aus der Vorgabe einer reellen 2r—periodischen Funktion f(z) mit den diskreten Funktionswerten
fi=1 (f(%j+0)+f(%j—0)), j=0,1,...,N — 1, fiir cine Zahl N := 2n = 2- 22, p € N, die
diskreten FouriEr—Koeffizienten ar, by, & =0,1,...,n, berechnet; siche néchste Seite.

Erweiterungen: ‘ Eine Variante der schnellen FouriER—Transformation kann auch im Falle n = mp, p
Primzahl, m € N, hergeleitet werden:

Satz 17.15 Es sei n := mp mit p prim und m € N. Fir w, := exp ( — %) setzen wir bei festem

pei0,....,p—1}:

p—1
Zjgmp = 3 YjetmWhO T = 0,1, m— 1 (6.16)
=0

Dann kann die diskrete komplexe FOURIER-Transformation (6.8) der Ordnung n = mp zerlegt werden
in die p diskreten komplexen FOURIER-Transformationen der Ordnung m.:

m—1

Chpip = O Zjemupwhy, k=0,1,...,m—1. (6.17)
j=0

Begriindung: Ersetzen wir in (6.4) k durch kp+ pu fiir festes p = 0,1,...,p—1lund K =0,1,... ,m—1,
so erschliefflen wir:

pm—1 m—1 -
(kp+ +im)(kp+ Jk
Ckp+p = E : Yj w] PHi) E : ( § : Yj+im ’LU(] (kpt ) E z]+muw
7=0 j=0 1=0

Dabei haben wir die Identitat

j+im)k ik lk ik lk ik
WP — Bl () ) =



verwendet.

Bemerkung 17.7 (a) Wir kénnen in (6.16) fiir festes j = 0,1,...

Algorithmus der FFT

N DN NN DNDNDNDNDNDNDN R /= /= = === = = =
R B A R S el s e e B L A A T

L XTSI

Eingabe von n,p, fj; n =2, 0 <j <2n —1;
fir j:=0,1,...,n—1:

Yj+1:= foj + i faj11;(Ende j)
n2:=ndiv 2;m :=n2; k := 0;
firg:=1,2,...,p:

wiederhole:

fir j:=1,2,...,m:
k1 :=k div m;
a:=inv(kl,p) * 2% w/n;
w = cosa — ¢ sina;
l=k+1;Im:=014+m;
ti= 1w * Y
Ym =Y — Ly =y +1t
k:=k+1; (Ende j)
k:=k+m;

bis k > n;

k :=0;m = m div 2; (Ende q)
firk:=1,2,...,n:

j=1inv(k —1,p) + 1;

falls j > k dann

t = yr; Yk = Y;;y; := t; (Ende falls, Ende k)
Yn+1 :=Yy1;6:=0.5/n
fir k:=0,1,...,n2:

Rt = Re (yk+1 + yn7k+1); R~ :=Re (yk+1 - yn—k+1)3
I =Im (Y1 — Ynkt1); I o= Im (Yp1 + Yks1)s

— km. o . i k.
C.—COSW,S.—SIHW,

Dl:=sxR —cxI;D2:=cxR™ +sx1;
aj :=ax* (RT™ —D1);a’_, :=ax (RT + D1);

by :=ax*(D2—17);b%  :==ax*(D2+1I"). (Ende k)

folgende Darstellung herleiten:

p—1
Zj+mp = (Zy]+lmwgl) 'wan’ /J,:O,l,,p—l
=0

m
,m — 1 wegen wy' = w, auch

(6.18)

Man erkennt hier in der runden Klammer eine diskrete komplexe FOURIER—Transformation der Ord-
nung p. Beachtet man, dass in (6.18) fiir 4 = 0 nur Summationen durchzufiithren sind, so erfordert die
Gesamtauswertung von (6.18) p(p— 1)m komplexe Multiplikationen. Zusammen mit der Auswertung
von (6.17) bendtigen wir

Zn = Zimp =0Zm +n(p—1) w.a.0.

(6.19)

(b) Ist m keine Primzahl, so konnen die p diskreten komplexen FouriEr-Transformationen (6.17)
der Ordnung m weiter reduziert werden. Falls eine Primzahlzerlegung

1

n=p{ -p3---pl, p; prim, ¢j € N,



vorliegt, so wird eine Reduktion auf FourieR—Transformationen der Ordnung 1 in ¢; + g2 + -+ - + ¢y
Schritten erreicht. O

|BSP. (17.6.3)| Sein = 240 = 2'-3-5. Dann sind gema8 (6.19) total n(1+1+1+1+2+4) = 2400
komplexe Multiplikationen durchzufiihren, falls die Reduktion auf Fourier—Transformationen der
Ordnung 1 in 4 + 1+ 1 = 6 Schritten erfolgt ist. Bei der direkten Auswertung hat man hingegen
n? = 240% = 57600 Multiplikationen durchzufithren. Wir weisen darauf hin, dass die Aufwandsfor-
mel (6.19) etwas zu pessimistisch ist. Die tatséchlich erforderliche Zahl von Multiplikationen liegt
darunter. Hat man ndmlich n = 2% so liefert (2.19) Z, = nq. Das ist der doppelte Wert, der sich
nach (6.15) ergébe.

Ordnung der FFT p=9
[fla Grad des Fourierpolynoms m=50
1.0
| >
-1.0 0.0 1.0 2.0 [x/n]
t-1.0 Pmnnmmmsmnan

FouriER—Polynom vom Grad m = 50, berechnet mit der FFT

‘ BSP. (17.6.4) ‘ Wir greifen hier nochmals das Beispiel (17.5.3) auf. Die 2r—periodische, ungerade
Funktion f(z) := 1 fir 0 < z < m und f(z) := —1 fiir 7 < x < 27 hat die nichtverschwindenden
Fourier—Koeffizienten by := %, k > 1, ungerade. Die ersten 50 mit dem FFT-Algorithmus be-
rechneten diskreten FourlER-Koeflizienten b; haben im Falle p = 9 (d.h. fiir n = 512) die in der
folgenden Tabelle aufgelisteten numerischen Werte. Im Vergleich zu den in der darunterstehenden
Tabelle angegebenen analytisch berechneten Werten erkennt man, dass der Fehler |b, — b;| etwa die
GroBenordnung 2 - 10~* hat. Mit m := 50 berechnet man aus der in BSP. (17.5.3) angegebenen Feh-
lerabschitzung die Mindeststiitzstellenzahl N > 1023.33. Wir haben exakt mit der Stiitzstellenzahl
N = 1024 gerechnet.

k| b k| b k| b k| b k| b k| b

0]0.00000 | 1]1.273236| 20.00000| 3]0.424401 | 4|0.00000]| 5 | 0.254628
6| 0.00000 | 7|0.181863 | 8|0.00000 | 9|0.141435 |10 |0.00000 | 11 | 0.115705
12 | 0.00000 | 13 | 0.097890 | 14 [ 0.00000 | 15 | 0.084823 | 16 | 0.00000 | 17 | 0.074 829
18 | 0.00000 | 19 | 0.066937 | 20 [ 0.00000 | 21 | 0.060547 | 22 | 0.00000 | 23 | 0.055 266
24| 0.00000 | 25 | 0.050830 | 26 | 0.00000 | 27 | 0.047049 | 28 | 0.00000 | 29 | 0.043 789
30 | 0.00000 | 31 | 0.040948 | 32 [ 0.00000 | 33 | 0.038451 | 34 | 0.00000 | 35 | 0.036 238
36 | 0.00000 | 37 | 0.034264 | 38 | 0.00000 | 39 | 0.032491 | 40 | 0.00000 | 41 | 0.030891
42/ 0.00000 | 43 | 0.029438 | 44 | 0.00000 | 45 | 0.028 114 | 46 | 0.00000 | 47 | 0.026 902
48 | 0.00000 | 49 | 0.025788 | 50 | 0.000 00




k|l by k by k|l by k by k|l by k br

010.00000 | 1]1.273240| 2|0.00000| 3|0.424413 | 4|0.00000 | 5| 0.254648

61 0.00000 | 7]0.181891| 8 |0.00000| 9 |0.141471 | 10| 0.00000 | 11 | 0.115749
12 1 0.00000 | 13 | 0.097942 | 14 | 0.00000 | 15 | 0.084883 | 16 | 0.00000 | 17 | 0.074 896
18 | 0.00000 | 19 | 0.067013 | 20 | 0.00000 | 21 | 0.060630 | 22 | 0.00000 | 23 | 0.055 358
241 0.00000 | 25 | 0.050930 | 26 | 0.00000 | 27 | 0.047 157 | 28 | 0.00000 | 29 | 0.043 905
30 | 0.00000 | 31 | 0.041072 | 32 { 0.00000 | 33 | 0.038583 | 34 | 0.00000 | 35 | 0.036 378
36 | 0.00000 | 37 | 0.034412 | 38 | 0.00000 | 39 | 0.032647 | 40 | 0.000 00 | 41 | 0.031 055
421 0.00000 | 43 | 0.029610 | 44 | 0.00000 | 45 | 0.028294 | 46 | 0.000 00 | 47 | 0.027 090
481 0.00000 | 49 | 0.025984 | 50 | 0.000 00

Die obige Grafik zeigt das mit den Koeffizienten b} berechnete Fourier-Polynom g, (z) aus (5.4)
vom Grade m = 50.

17.7 Das Anfangs—Randwert—Problem fiir die eindimen-
sionale Wirmeleitungsgleichung

Wir haben in Abschnitt 17.1 gezeigt, dass die Wirmeleitungs— oder Diffusionsgleichung

up = k Au, k:= % :  Temperaturleitfahigkeit, (7.1)

den zeit— und ortsabhingigen Temperaturverlauf v = wu(z,y, z;t) in einem homogenen isotropen
Wirmeleiter der Dichte p > 0 (konstant), der spezifischen Wirme ¢ und der Wirmeleitfihigkeit
% > 0 beschreibt. Treten im Inneren des Wirmeleiters Wirmequellen auf, so ist die partielle Diffe-
rentialgleichung (7.1) durch die inhomogene DGI

uy — k Au = g(z,y, 2;t) (7.2)

bei vorgegebener Funktion g zu ersetzen. Wir werden hier nicht eine allgemeine Losungstheorie
dieser partiellen DGI entwickeln, sondern lediglich auf einige spezielle Problemstellungen im eindi-
mensionalen Ortsraum eingehen. Wir haben bereits in (1.3) den Sonderfall der eindimensionalen
Wirmeleitungsgleichung andiskutiert:

up — kg, = g(:l?,t). (73)

Diese kann hiufig mit der Methode der Fourier—Reihen behandelt werden, was insbesondere im Fall
des eindimensionalen Wirmeleiters endlicher Liinge zutrifft.

Definition 17.8 Das Anfangs—Randwert—Problem (ARWP) fiir den eindimensionalen Wirme-
leiter der Linge L > 0: Zu vorgegebenen Funktionen f(x), v1(t), p2(t) und g(x,t) sowie zu gegebenen
Zahlen aj, f; € R mit a? + ,6]2 > 0 fir j = 1,2 ist eine Funktion u = u(z,t) auf [0, L] x [0, 400)
gesucht, so dass gilt:

up — kugy = g(x,t) c0<z <L, t>0, (DGI)
aluI(Oat) + ﬁlu(oat) = %1 (t)a QQUI(Lat) + IBQU(Lat) = (102(t) 01 >0, (R'B)
u(z,0) = f(x) :0<z < L. (AB)

Die partielle Differentialgleichung (DGI) heifle homogen, wenn g = 0 gilt. Die Randbedingungen
(RB) heiflen homogen, wenn ¢; = @9 = 0 gelten. Es ist nicht sinnvoll, das obige Anfangs—Randwert—
Problem in seiner vollen Allgemeinheit zu diskutieren. Wir betrachten hier nur Spezialfiille, die aber
den Charakter der Vorgehensweise bereits offenlegen.



Teil (A): | Homogene Randbedingungen

‘BSP. (17.7.1) ‘ Wir betrachten hier das folgende Anfangs—Randwert—Problem:

up —kuge =0 :0<z <L, t>0, (DGI)
(ARWP) uw(0,t) =u(L,t) =0 : ¢t >0, (RB)
u(z,0) = f(z) :0<z<L. (AB)

Dies ist das Beispiel eines quellenfreien eindimensionalen Wérmeleiters, dessen Enden auf konstanter
Temperatur 0 gehalten werden und dessen Anfangstemperatur gemifl f(z) vorgegeben ist. Wir haben
dieses Problem bereits in Abschnitt 17.1 behandelt. Geniigt die Funktion f der Bedingung (F) aus
Definition 17.6, so lautet die formale Lésung der Aufgabe ARWP geméif (1.10):

w(z, ) = % i R CAR Sin? (/[]Lf(g) s,m”T7r€ dt). (7.4)
n=1

Bemerkung 17.8 Wir sprechen hier von einer formalen L8sung, da wir nicht untersuchen wol-
len, ob die Funktion (7.4) tatsdchlich in jedem Punkt (z,t¢) die DGI und die Anfangsbedingungen
(AB) erfiillt. Zum erstgenannten Problem muss die gliedweise Differenzierbarkeit der Funktionenrei-
he iiberpriift werden, zum Beispiel mit den bekannten WEIERSTRASS—Kriterien. Zum zweitgenannten
Problem kénnen wir sicher feststellen, dass gilt:

> /2 (L 1
u(z,0) = nizjl (3 /0 f(€)sin ”T”f d€) sin = = (f(w +0) + f(z = 0)).
Da das trigonometrische Funktionensystem ¢, (x) := sin 7%, n € N, mit der kleinsten gemeinsamen

Periode T' = 2L vorgegeben war, muss die Funktion f € Abb ([0, L],R) zunichst als ungerade
Funktion auf das Intervall [—L,0) fortgesetzt werden und danach als 2L—periodische Funktion auf
ganz R definiert werden: a

f(z):=—f(-z) Yz € [-L,0), flz+2L):= f(z) Vz e R.

‘BSP. (17.7.2) ‘ Wir betrachten nun das folgende Anfangs-Randwert-Problem:

up — kg, =0 :0<z <L, t>0, (DGI)
(ARWP)  { uy(0,8) = ug(L,t) =0 : ¢ >0, (RB)
u(z,0) = f(x) :0<z < L. (AB)

Dies ist das Beispiel eines quellenfreien eindimensionalen Wérmeleiters, dessen Enden wérmeisoliert
sind und dessen Anfangstemperatur gemifl f(z) vorgegeben ist. Wir gehen wie in Abschnitt 17.1
nach der Methode des Produktansatzes vor:

e BERNOULLIscher Separationsansatz und TdV:
XII
u(z,t) = X(x)-T(t) = <

e Integration der resultierenden DGln:

ag + box :A=0,
T(t) = e 1 >0, X(w)z{ v

a)cos Az + bysinAz : A > 0.



e Anpassen der Randbedingungen:

— Erste Randbedingung;:

(0,£) = 0 x@o=o=] % A=0 bo=0=b
u s = <= = = = = = .
v Aby ¢ A >0, 0 A
— Zweite Randbedingung:
, 0 :A=0,
ug(L,t) =0 <« X (L)=0= = AL =nm, neN.
Aaysin AL @ A >0,

Wir erhalten partikuldre Losungen in der Form

= n =0,
up(x,t) = e
ane_(T) kt cos M n e N,
die bereits die geforderten Randbedingungen erfiillen.

e Superposition:

ap ad ~(nz) nwL
=5+ 3 e ) Mo M
e Anpassen der Anfangsbedingung:

u(z,0) = —i—Zancos—Nf()

Da das trigonometrische Funktionensystem og(z) := ﬁ’ @n(z) := cos "%, n € N, mit der

kleinsten gemeinsamen Periode T' = 2L vorgelegt ist, muss die Funktion f € Abb ([0, L],R)
zunichst als gerade Funktion auf das Intervall [—L,0) fortgesetzt werden und danach als
2L—periodische Funktion auf ganz R definiert werden:

f(z) = f(—z) Yz € [-L,0), flx+2L):= f(z) VzeR.

Aus den Formeln fiir die Fourier—Koeffizienten erhalten wir nun die formale Losung

u(x, t) L/ f& d£+ Ze_% cosw /f cos—gdf) (7.5)

Bemerkung 17.9 Fiir ¢t — oo resultiert aus (7.5) die asymptotische Temperaturverteilung us, =
L

% J f(&) d¢. Es stellt sich also asymptotisch der Integralmittelwert der Anfangstemperaturverteilung
0

ein, und dies ist aus energetischen Griinden véllig korrekt: Wegen der Isolierung des Warmeleiters
konnen im Zeitverlauf keine Wiarmeverluste auftreten. O

‘BSP. (17.7.3) ‘ Wir betrachten nun das folgende Anfangs-Randwert-Problem:

U — K tUgy =0 c0<z <L, t>0, (DGI)
(ARWP) ¢ u(0,t) = 0 = uy(L,t) + hu(L,t) : t>0, h>0 fest, (RB)
u(z,0) = f(x) :0<z< L. (AB)

Diese Problemstellung entspricht dem Beispiel eines quellenfreien eindimensionalen Wirmeleiters,
dessen eines Ende x = 0 auf konstanter Temperatur 0 gehalten wird und dessen anderes Ende x = L
Wirmeenergie durch Abstrahlung an das umgebende Medium abgibt. Wir gehen wie in BSP. (17.7.2)
nach der Methode des Produktansatzes vor:



e BERNOULLIscher Separationsansatz und TdV:
u(z,t) = X(x)-T(t) =

e Integration der resultierenden DGIn:

g + box :A=0,
T() =¢ ™ 120, X@)={ " " |
a)xcos Az + bysin Az : A > 0.

e Anpassen der Randbedingungen:

— Erste Randbedingung;:
:A=0
u(0,t) =0 <« X(O):():{ = ap=0=ay.

— Zweite Randbedingung;:

bo(1 + hL) : A=0,

ugp(L,t) + hu(L,t) =0 <« X' (L)+hX(L)=0=
(L) (L,%) () () {b)\()\cosAL+hsin>\L) : A >0,

= byp=0 und

AL =L NS
tan)\L——h—L &7 tané = A (7.6)

Man erkennt an der folgenden Skizze, dass die transzendente Gleichung (7.6) abzdhlbar un-
endlich viele Losungen &, > 0, n € N, hat mit m(n — 3) < &, < 7(n+ 3) und &, =~ m(n — 3)
fiir n > 1.

|tan§’u 1 1 1
|-1_§ | 1 |
1 hL I I I
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
I I 1 1
2| 0 2| &1 T |<:2 27 |
1 [ T T T
| 3_| 1 ﬁl&
I 1l 2
1 1
| 1
1
1
1

Die Losungen der transzendenten
Gleichung tan ¢ = —%

Dementsprechend hat die Gleichung tan AL = —2—% abzahlbar unendlich viele Losungen A, =

% > 0, n € N, denen die Eigenlésungen ¢, (z) := sin\,z, n € N, zugeordnet sind. Wir

erhalten nun partikuldre Losungen in der Form
up(z,t) = bne_/\%kt sinA\,z, n €N,

die bereits die geforderten Randbedingungen erfiillen.



e Superposition:
o

u(z,t) = Z bpe Mk sin \,z.
n=1
e Anpassen der Anfangsbedingung:
© ?
u(z,0) = Z by sin Az ~ f(x). (7.7)
n=1

Wegen )\, # nw haben wir keine FOURIER-Reihe vorliegen. Wir zeigen aber, dass das Funk-
tionensystem @, (z) := sin A,z auf dem Intervall I := [0, L] ein Orthogonalsystem ist. Es gilt
némlich:

on + Anon =0

“Pm
90” 4+ A2 Om =0 } (_) = ‘Pm‘Plri - ‘PIrIn‘Pn = (A%n - )\i)tpngom.
m m¥m — —_——

" Pn

=(emPp—Pmen)
Die Integration dieser letzten Gleichung iiber das Intervall [0, L] liefert

L

L
(2 =X2) [ ou@)pm(z) do= (@) (z) = e ()on(@))|] =pn(LIH(E) = Gn(L)pn(L)

Verwenden wir die Gleichung (7.6), so muss ¢} (L) = Ay, cos Ay, L = —hsin A\, L = —hy, (L)
gelten und somit auch ¢, (L)) (L) — ¢, (L)pn (L) = 0. Das heifit, fiir n # m erhalten wir

L
/0 on(@)pm(z)dz =0,  n#m,

wahrend fiir n = m gilt:

L 1 (L L 1
/ 02, (x)dx = = / (1 —cos2A\pz)dx = — — —— sin A\, L - cos A, L.
0 2 Jo 2 22,

Man kann nachweisen, dass das Funktionensystem (¢n(7)),cn auf dem Intervall [0, L] ein
vollstiindiges Orthogonalsystem ist, so dass die PARSEVAL—Gleichung gilt. Dementsprechend
erhilt man aus dem Ansatz (7.7) unter Verwendung des Satzes 17.1 die FOURIER-Koeffizienten

by, = (/OL 02 (z) dw)_1 /OL f(x)on(x) dz, n € N.

Nun resultiert die formale Losung des ARWP in der Form

L
An [ f(£) sin A, & d€

o0
t) =2 0 AR sin Az .
w(@,?) ;::1 ML —sin \, L - cos \, L ¢ S A (7:8)

‘ BSP. (17.7.4) ‘ Wir betrachten das folgende Anfangs-Randwert—Problem mit inhomogener DGI:

wp —kugy, =g(z,t) : 0<z <L, t>0, (DGI)
(ARWP)  { w(0,t) =0 =u(L,t) : ¢t >0, (RB)
u(z,0) = f(x) :0<z< L. (AB)

Diese Problemstellung entspricht dem Beispiel eines eindimensionalen Wirmeleiters, der im Inneren
Wéirmequellen der Intensitét g(z,t) besitzt und dessen Enden auf konstanter Temperatur 0 gehalten



werden. Das inhomogene Problem wird zunéchst wie das homogene Problem behandelt, welches
geméfl BSP. (17.7.1) die Losung

© nm 2
up(z,t) = Z bne*(T) kt sin?
n=1

besitzt, die bereits die geforderten Randbedingungen (RB) erfiillt. Zur Losung der inhomogenen
DGI macht man nun einen Ansatz in der Form

u(z,t) = n(t sin % 7.9
(2.0 = 3 plt)sin"] (1.9

Durch formales Einsetzen in die inhomogene DGI resultiert

S (Bult) + k(55 pu(D)) sin "7 = g(a, ).

n=1

Fiir festgehaltenes ¢ > 0 ist dies eine FOURIER-Reihe fiir die Funktion g(-, ). Die Koeffizientenformeln
liefern dementsprechend die folgende Familie von linearen gewohnlichen DGIn 1.0rdnung;:
) nm. 9 2 (L Y
Pn(t) + k(—)"pn(t) = gn(t) == — g(z,t)sin — dz, n € N.
L L Jo L
Es bezeichne ¢, (t) diejenige partikulire Losung, die der Anfangsbedingung ¢(0) = 0 geniigt. Dann

ist die Funktion
o0

_ —(22)’kt o, N

u(z,t) = nzz:l (qn(t) +bpe VL ) sin —
eine formale Losung der inhomogenen (DGI), die bereits die erforderlichen Randbedingungen
(RB) erfiillt. Das Anpassen der Anfangsbedingung (AB) geschieht nun wiederum durch FOURIER-

Entwicklung
oo
u(z,0) = Z b, Sinn—? ~ f(z).
n=1

Wir betrachten konkret das folgende

up — kg, = (1 — %)Toe_t :0<z< L, t>0, (DGI)

(ARWP) u(0,t) =0 = u(L, 1) : >0, (RB)
2L & (-1 nwr

U($’0):$N7nz::1 - sin — :0<z <L, (AB)

man vergleiche BSP. (17.3.1). Der Ansatz (7.9) fiihrt hier auf die gewohnlichen DGIn

nmwx 2Ty
—e

. nm.9 —t 2 /L T .
- = Thet Z 1— 2)sin—— dz = N

nm

mit den allgemeinen Losungen (wir nehmen hier k("L—”)2 # 1 Vn € N an, um nicht auch noch den
Resonanzfall diskutieren zu miissen!)

2Toe !
n(k(B)? — 1)

nmw

pn(t) = bne_(T)2kt +

n € N.

Die partikulire Losung ¢, () mit dem Anfangswert ¢,(0) = 0 lautet somit

2
_ 2Ty(e ! — e~ (F) Kt

nr(k(2r)? — 1)

qn(t)

b



und hieraus resultiert die folgende formale Losung des ARWP

2
© 1 9Ty et — e ()R (22)ke) . T
=2y — (=2 —(-1" —. 1
u(z,t) nZ:lmr( I k(Tf)Q—l (D" \L )sm 7 (7.10)

Teil (B): | Inhomogene Randbedingungen

‘BSP. (17.7.5) ‘ Wir betrachten exemplarisch das folgende Anfangs-Randwert-Problem:

up — kugy = g(x,t) :0<xz <L, t>0, (DGI)
(ARWP) ¢ u(0,t) =i(t), w(L,t) =a(t) : >0, (RB)
u(z,0) = f(x) :0<z<L. (AB)

Bei inhomogenen Randbedingungen fiihrt der BERNouLLIsche Separationsansatz nicht direkt auf das
gesuchte orthogonale Funktionensystem. Es muss vorher stets eine Transformation auf homogene
Randbedingungen durchgefiihrt werden. Ist w(z,t) eine Funktion mit ausreichenden Differenzier-
barkeitseigenschaften, die die inhomogenen Randbedingungen (RB) erfiillt, so gelingt eine solche
Transformation mit dem folgenden Ansatz:

u(z,t) = v(z,t) + w(z,t).

Fiir die gesuchte Funktion v(z,t) ergibt sich nun ein Anfangs—Randwert—Problem mit homogenen
Randbedingungen. Das Auffinden einer geeigneten Funktion w(x,t) gelingt oft mit einem (in der
Variablen z) polynomialen Ansatz

w(z,t) = a(t)z? + b(t)z + c(t). (7.11)

Treten die partiellen Ableitungen u, in den Randbedingungen (RB) nicht auf, so kann stets a(t) =0
gesetzt werden. Im vorliegenden BSP. fithrt der Ansatz (7.11) auf die Bedingungen w(0,t) = ¢(t) <
@1 (t) und w(L,t) = Lb(t) + @1 (t) = wo(t), also

w(e,t) = 7 (pa(t) = 01(8) + 91 (0). (7.12)

Wird jetzt u(z,t) = v(z,t) + w(z,t) in das Ausgangsproblem eingesetzt, so resultiert fiir v(z,t) das
folgende Anfangs-Randwert-Problem, wenn wir @1, @2 € C*(R. ) voraussetzen:

T

v = kvss = gla,t) = 7 (92(t) = 1(8) = p1(8) = g 1) 1 0<z <L, ¢>0, (DGI)
v(0,8) = v(L,t) =0 :t>0, (RB)
v(z,0) = f(z) = T (¢2(0) — 91(0) — 91(0) =: f(x) L 0<z<L (AB)

L

Dieses ARWP ist wieder vom Problemtyp des BSPs.(17.7.4). Wir wollen konkret werden und be-
trachten das folgende

ug — k gy = 7 Thcost :0<z <L, t>0, (DGI)
(ARWP) u(0,t) = Toe b, w(L,t) =Tysint : t >0, (RB)
u(z,0) =2 —To(F — 1) :0<z<L. (AB)

Setzen wir hier also

m%w:m%w+u—%ﬂw%+%ﬂgm,



so folgt fiir die neue Funktion v(z,t) das folgende Anfangs—Randwert—Problem:

vy — kvm:%Tl cos t—% (T) cost + Toe V) +Tpe = (1 — %)Toe_t :0<z <L, t>0, (DGI)

v(0,t) =v(L,t) =0 112> 0, (RB)

v(:z:,O):m—TO(%—l)—%(O—Tg)—Tozm :0<z<L. (AB)

Dieses Problem haben wir bereits in BSP. (17.7.4) gelost. Wir erhalten also aus der Losung (7.10):

2
> 1 /2T, e_t—ef(nTﬂ) kt (nx)? . nmx T .z .
u(z,t)=2L 2:1 E(T EEI —(=D"e () kt) SIHT+(1 - Z)Toe t—i-z T sint.
n L

Eine von der Produktform u(z,t) = T(t) - X (z) verschiedene Losungsklasse der eindimensionalen
Wirmeleitungsgleichung bilden die sogenannten Wirmepole

M) t>7cR, z ¢cR. (7.13)

1
w0 &517) 1= s exp (= T

Ar(t —7)

In der Tat, es gilt

x—£2 x—£2 1
( ) )( ( ) ),

1
— - - ¢ R
Vi P ( 4k(t — 1)/ \dk(t — )52 2(t — 7)3/2 >7 HEER,

wp = kwWggy =

so dass die Warmepole wy (z,&; ¢, 7) fiir ¢ > 7 und fiir z € R Losungen der eindimensionalen homo-
genen Wirmeleitungsgleichung sind. Ihr Name begriindet sich aus den folgenden Eigenschaften:

b wy (et =] O T lim wi(z,&8,7) =0 Vi
m wyl(x,§;t,7) = m wil(x,§;t,7) = > T,
t—71+0 . +00 : f =z, |z|—o00 !

+o0

/ \/ngl(m,f;tﬁ)dle Vt>1 VzeR.

— 00

Diese Eigenschaften besagen, dass der Warmepol wq (z,&;t,7) zum Zeitpunkt ¢ = 7 an der Stelle
z = & auf das durch die DGI (7.1) beschriebene wirmeleitende Medium aufgebracht wurde. Der Pol
zerflieBt mit der Zeit 7 < t — +o0; seine Gesamtintensitit bleibt jedoch stets konstant v/%.

Wird ein in z-Richtung ausgedehnter eindimensionaler Wérmeleiter betrachtet, der nach beiden Sei-
ten unendlich lang ist, so ist es aus energetischen Griinden plausibel, dass die Temperaturverteilung
u(z,t) den natiirlichen Randbedingungen

lim wu(z,t) =0

|z|—o00

geniigen muss. Diese Eigenschaft wird gerade von den Wérmepolen erfiillt. Man verwendet sie des-
halb, um das folgende Anfangswert—Problem oder CaucHy—Problem fiir den eindimensionalen,
beidseitig unendlich langen Wirmeleiter zu 16sen: Bestimme die Funktion u = u(z,t) so, dass gilt:

op u—kuze, =0 : z€R, t>0, (DGI)
(CP) { u(z,0) = f(z) : =z €R. (AB)

Ohne Beweis teilen wir das folgende Existenzergebnis mit:



Satz 17.16 Es gelte f € C(R) N L(R). Dann hat das Caucuy-Problem (CP) fir den eindimensio-
nalen, beidseitig unendlich langen Widrmeleiter die folgende Lisung

1 +00 1 +00 ((L‘—f)Q
u(x,t)zﬁlo f(s)wl(x,s;t,())dszmé Feyexp (- 2 l) ae (7.14)

Bemerkung 17.10 Das Integral (7.14) heifit singulires Integral von GAUSS—WEIERSTRASS. Im n—
dimensionalen Ortsraum wird das Cavcuy-Problem (CP) durch die folgende Funktion gelost: O

R = A2
u(f, ) = (4rkt) "/ / f(€)exp (-~ %)da dés - - - déy.
Rn

17.8 Parameterintegrale

Wir haben in Satz 17.16 behauptet, dass das CaucHy—Problem fiir den eindimensionalen, beidseitig
unendlich langen Wirmeleiter durch das singulire Integral (7.14) von GAUSS—WEIERSTRASS gelost
wird, ndmlich

+00
uet) == [ FOm@GL0d, R, 120,

Im Integranden treten dabei die Variablen (z,t) als Parameter auf. Dass die Funktion u(z,t) der
eindimensionalen Warmeleitungsgleichung u; — kugz, = 0 geniigt, priift man nach, indem man die

Differentialgleichung
2

0 0
&’UH(J?,S,I'I,O) - k@wl(wafatao) =0

verifiziert. Dabei wird stillschweigend vorausgesetzt, dass die Vertauschung von Differentiation und
uneigentlicher Integration erlaubt ist, dass also zum Beispiel gilt:

o 7 NN
5i | fOm@&n0de= [ 10700

Wir wollen uns mit der Rechtfertigung dieses Vertauschungsprozesses in dem einfacheren Fall ausein-
andersetzen, dass der Integrand nur von einem einzigen Parameter abhingt. Wir betrachten zunéchst
auch nur den Fall eines eigentlichen RIEMANN-Integrals.

Definition 17.9 Die Funktion f € Abb ([a,b] x [¢,d],K) sei so gegeben, dass das folgende
RIEMANN-Integral fir alle Werte y € [c,d] ezistiere:

Fly) = /abf(x,y) dr, y € led]. (8.1)

Dann heifle (8.1) ein Parameterintegral mit dem Parameter y.

‘ BSP. (17.8.1) ‘ Die Ausbreitung ebener Wellen in einem zweidimensionalen elastischen Medium

wird durch die zweidimensionale Wellengleichung

gy = (Ugy + Uyy) = 2 Asu, ¢>0: Wellenausbreitungsgeschwindigkeit, (8.2)




beschrieben. Man kann hier wie bei der eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung einen BERNOUL-
Lischen Separationsansatz u(z,y;t) = T(t) - W(x,y) durchfithren, der nach TdV auf die Beziehung

T AW 1
— = =) A >
c2T w ’ 20,
fithrt. Man erhalt die beiden DGIn
T+XAT =0, AW +XW =0. (8.3)

Im n—dimensionalen Ortsraum R™, n > 2, heif3t die partielle Differentialgleichung
AW+ XW =0

die HeLMHOLTZ-DGI. Wir betrachten speziell das Problem der freien Schwingungen einer ebenen
Rechteck-Membran, die im Ortsraum R? den Rechteckbereich [0, L] x [0, M] einnimmt und deren
Rand fest eingespannt ist. Es sollen keine dufleren Krifte auf die Membran einwirken, wihrend ihre
transversale Anfangsauslenkung u(z,y;0) und ihre Anfangsgeschwindigkeit u(z,y;0) vorgegeben
seien. In der mathematischen Formulierung fiihrt die Bestimmung der resultierenden transversalen
Auslenkung u(z,y; t) auf das folgende Anfangs—Randwert—Problem:

gy — Ayu =0 0<z<L, 0<y<M, t>0, (DGI)
u(0,y;t) =0 =wu(L,y;t 0<y< M, t>0, RB
(ARWP) (0,9;1) ( ) (RB),
u(z,0;t) =0 = u(z, M;t) :0<z <L, t>0, (RB),
w(z,y;0) = f(,y), wi(z,y;0) =h(z,y):0<z <L, 0<y< M. (AB)

Der erste Separationsansatz u(z,y;t) = T'(t) - W(z,y) fithrt auf die beiden DGln (8.3), wobei die
DGl fir T'(t) die folgende allgemeine Lisung hat:

ag + bot :A=0,
T(t):{ 0+ bo

a) cos Act + bysin Act @ A > 0.

Die HELMHOLTZ-DGI separieren wir wieder mit einem Ansatz W (x,y) := X (z)-Y (y). Nach Einsetzen
in die DGI und TdV resultiert:

X// Y// + )\2Y . 5
i . S > 0.
X Y Iu’ 7 lu’ iy
Das heifit, wir haben die beiden gew6hnlichen DGIn
X"+ u2X =0, YY"+ kY =0, k%:=\2— 2 (8.4)

zu integrieren. Deren allgemeine Losungen lauten

X( ) ao—i-,ﬁo]? : NZO, Y( ) Cg+d0y : k‘:O,
xTr) = =
oy, Cos pw + By sinpr op >0, Y cpcosky +dgsinky : k> 0.

e Anpassen der Randbedingungen:

— Die Randbedingung (RB), ist sicher erfiillt fiir
X0)=X(L)=0 = ay=p=0a,=0 sowie sinuL =0 = ,u:%, n € N.
— Die Randbedingung (RB), ist sicher erfiillt fiir

Y(0)=Y(M)=0 = cy=dy=cp=0 sowie sinkM = k:%,mEN.



Aus der Beziehung (8.4) erhalten wir nun die Separationskonstante

2 2

n m
O#A%ln:kz—’—ﬂ,Z:ﬂ'Q(ﬁ—Fm), m, n € N.

Somit liegt die folgende Schar partikulirer Losungen vor, die bereits die geforderten Randbe-
dingungen erfiillen:

. . n{wT . mw
Umn (T, Y3 ) = (Gmn €08 Appn €t + by Sin Ay ct) sin —— -sin Wy
e Superposition:
> nwT mmy
u(z,y;t) = mzn:ZI (@mn €08 A€t + b SIn Ay ct) sin < sin SV (8.5)

Hierin sind die Koeffizienten a;y,;,, by, durch

e Anpassung der Anfangsbedingungen (AB) zu bestimmen. Diese fithren auf die FOURIER—

Doppelreihen
> . nTr . mmy
U(J?,y,O) = Z amnSIHT'Slnv Nf(I,y),
m,n=1
o0
w(0,930) = 3 bunAgne sin e -sin L~ hfa,y),
m,n=1

deren Koeffizienten in Analogie zum Fall der einfachen Fourier—Reihen aus den Beziehungen

4 Mok . nmw . mm
o = 7 [ ([ 7€msin™E ag) sin " ay,
. (8.6)
4 1 . nmé . mmn
bpn = mkmnc/o (/0 h(é’,n)sdeé’) sin —~ dn

folgen.

Somit ist die obige Anfangs-Randwert-Aufgabe fiir die ebene Rechteckmembran formal gelost.

Ist zum Beispiel f € Abb ([0, L] x [0, M],R) eine stetige Funktion, so existiert sicher in jedem Punkt
y € [0, M] das Integral

4 L . N
F(y) := M /0 flz,y) sin —— dx.

In den obigen Koeffizientenformeln (8.6) wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Funktion
F(y) sin =7 nun auch auf dem Intervall [0, M] integrierbar ist, so dass die Koeffizienten a,y,, sinnvoll
erklart sind. Ist diese Pramisse richtig?

Wegen der Gleichwertigkeit der beiden Variablen x und y sollte man erwarten, dass man die Koeffi-
zienten a,,, in gleicher Weise durch

4 L M . mmy . nTx
amn—m/o (/0 f(z,y)sin Y dy)sde:I:

definieren kann. Ob dies ebenso richtig ist, beantworten wir in dem folgenden Satz.

Satz 17.17 Die Funktion f € Abb ([a,b] X [c,d], K) sei stetig. Dann gelten fir das Parame-
terintegral

F(y) == /abf(x,y)dx



die folgenden Aussagen:
(a) Die Funktion F € Abb ([c,d],K) ist stetig.
(b) Ist f, € Abb([a,b] x [c,d],K) stetig, so ist die Funktion F(y) auf dem Intervall [c,d]

stetig differenzierbar und die Ableitung F'(y) kann durch Differentiation unter dem Integral
gewonnen werden:

F'ly) = d% /abf(fv,y)dxz/ab%f(x,y)dfv-

(c) Die Funktion F(y) ist auf dem Intervall [c,d] integrierbar, und es gilt

/CdF(y)dy:/cd(/abf(x,y)dx)dyZ/ab(/cdf(x,y)dy)dx.

Begriindungen: (a) Die Funktion f ist auf der kompakten Teilmenge [a,b] X [c,d] C R? sogar
gleichméfig stetig:

Ve>03d=46() : |f(z,y) — flz,y0)| <€ Yz €la,b] Yy, yo € [¢,d] mit |y — yo| < 0.

Hieraus erschlieflen wir

b
P(w) = Foo)l < [ 17@.9) = f @yl do < eb—a)

also die behauptete Stetigkeit.
(b) Aus der TayLor—Formel erhalten wir
Somit gilt fiir das in (a) zu € > 0 existierende 0, wenn wir |h| < ¢ wéhlen:
1 b b1
5 (Pl + 1) = Fo) = [ fu(osyo)da] < 7|5 (P +h) = £@.90)) = fy(a,90)| da
a a

b (a)
< [ Uy(@v0+00) = fy@.30)| do < (b = a).

Also existiert der Grenzwert

1 b
lim > (P -+ ) = Fo) = [ f,@.0) da ¥ o € [eyd).

(c) Wir setzen

G(y) := /CyF(s)dSZ/Cy(/abf(x,s)dx) ds.

Die Funktion F'(y) ist gemif (a) stetig und somit auf beschrinkten Intervallen integrierbar, so dass
G(y) stetig differenzierbar ist:

Gwszzl%@wm;
Die Funktion . ,
Hi(y) :=/a (/C f(@,s)ds) do

ist gemif (b) ebenfalls differenzierbar, und es gilt

1w = [ (o [ fwsds)do= [ o) ds = P,

Wir erschlieBen daraus G(y) = H(y) + const, und wegen G(c) = H(c) = 0 muss const = 0 gelten.
Mit G(d) = H(d) folgt schliefllich die Behauptung. O



Bemerkung 17.11 Die Stetigkeitsvoraussetzungen in Satz 17.17 sind unangemessen hoch.

Zum Beispiel erfiillt die Funktion f(z,y) := €Y - sin = nicht die Stetigkeitsvoraussetzungen,
wenn wir [a, b] :== [—1, 1] wéhlen, obwohl die Funktion
1 1
F(y) =¢Y / sin — dx
1z

stetig und auch stetig differenzierbar ist. Die folgende Definition ist fiir den vorliegenden Fall
angemessener: O

Definition 17.10 Es seien X C R, Y C R Teilmengen. Eine Funktion f € Abb (X x Y, K)
heiffe gleichstetig in der Variablen y, wenn gilt:

Ve>035=0(e) : |f(z,y) — fz,y)| <e Ve eX Vy,yo €Y mit |y — yo| <.

Ganz analog wird die Gleichstetigkeit in der Variablen x erkldrt. Offenbar ist die Funktion
f(x,y) :==e¥ -sin 1 gleichstetig in der Variablen y € [¢,d] =: Y fiir alle 2 € R. Die Vorausset-
zungen des Satzes 17.17 konnen jetzt in der folgenden Weise abgeschwicht werden:

e Zu (a): Die Funktion f € Abb ([a,b] X [¢,d],K) ist gleichstetig in der Variablen y und
b
das Integral [ f(z,y) dz existiert in jedem Punkt y € [c, d].
e Zu (b): Die Funktion f, € Abb ([a,b] x [c,d], K) ist gleichstetig in der Variablen y und
b
das Integral [ f,(z,y) dx existiert in jedem Punkt y € [c, d].

e Zu (c): Die Funktion f € Abb ([a,b] X [¢, d], K) ist gleichstetig in jeder der Variablen x
und y.

‘BSP. (17.8.2) ‘ Wir betrachten das Parameterintegral

1
= / In(z? + ¢?) dz, y # 0.
0

Die Ableitung F'(y) kann ohne explizite Kenntnis der Funktion F(y) berechnet werden, denn geméf
Satz 17.17(b) gilt ja

F'( )_i/lln(wQ—l— 2)cl:zc—/lgln(m?—i— 2)d:Jc—/l27ydac—2arctan 1 # 0
Yy dy 0 Yy 0 ay Yy 0 $2+y2 Hya Yy .

‘BSP. (17.8.3) ‘ Zu festen Zahlen r < s betrachten wir das Parameterintegral

S
F(y) := cosy / (Siny)g["2 dr.

/2
Man berechne das Integral T := f F(y) dy. Man beachte, dass das Integral f (siny)” dac 0<y<73,

nicht elementar darstellbar ist. Da der Integrand jedoch auf der Menge |[r, s] [0, 5] stetig ist, diirfen
wir Satz 17.17(c) verwenden:

/2

71'/2 S X 1.2 s 71—/2 . 1.2
I= F(y)dy = / (/ cos y( siny) dx) dy :/ (/ cos y( siny) dy) dzx
0 r r 0

0

1 a2l |2 dz
B /r 1+$2(Slny) 0 d:L‘—/ 1+$2—afCtaDS—arCtanr_




Wir iibertragen nun die Aussagen des Satzes 17.17 auf solche Parameterintegrale, deren In-

tegrationsgrenzen variabel sind. Zunéchst gilt die folgende Verallgemeinerung der Regel Satz
17.17(b):

Satz 17.18 (Lemnizsche Differentiationsregel)

Gegeben seien eine stetige Funktion f € Abb ([a, b] X [c, d], K) mit stetiger partieller Ableitung
fy € Abb ([a,b] x [¢,d],K) sowie stetig differenzierbare Funktionen ¢; : [c,d] — [a,b]. Dann
15t das Parameterintegral

p2(y)
Fo)i= [ floy)de,  yeled,
e1(y)
stetig differenzierbar, und es gilt
d ©2(y) v2(y)
Fl)=g [ f@de= [ fay)desfea).) - 0 -1 o)) #0).| 687
p1(y) e1(y)

Begriindung: Die Funktion

()

G(y,u,v) ::/ f(z,y)dzx

u

ist gemif Satz 17.17(b) nach der Variablen y stetig partiell differenzierbar sowie stetig differenzier-
bar nach den Integrationsgrenzen u und v. Somit ist G differenzierbar, und die Differenzierbarkeit
iibertriigt sich auf die Funktion F(y) = G(y, v1(y), ¢2(y)). Wir berechnen F’(y) mit Hilfe der Ket-
tenregel, Satz 13.16(d):

d

gy TW = (eradGly), (1, 01(y), b (y)") = Gy + Gui + Gl
©2(y)
= [ K@y s+ f@a)) - i) - o)) - 4.
p1(y)
Das ist die behauptete Ableitungsregel. a

‘BSP. (17.8.4) ‘ Wir suchen die lokalen Extrema der Funktion

F(y) = (1+ |z|) dz, —2<y<2

Dazu zerlegen wir die Funktion F'(y) in die beiden Integrale
4—y? 0
F(y) = / (1+z)dz + / (1—2)d —2<y<2,
0 -
und wenden jeweils die LreiBN1zsche Differentiationsregel an:

F(y) - 1+vV4d—y? y)_1+\/4—y2(_y) —2y(1 4+ /4 —y?)
V4 —1y? —4 —y? Vi —1y?




Dies gilt genau fiir yg := 0, und wir sehen, dass das Integrationsintervall bei yg = 0 am gréften wird,
so dass wegen der Positivitit des Integranden ein lokales Maximum der Funktion F(y) vorliegen
muss. In den Punkten y = £2 gilt F'(y) = 0: Hier liegen Randminima der Funktion F(y).

Sind f € Abb ([a, b] x [¢, d], K) und ¢; € Abb ([c, d], [a, b]) stetige Funktionen, so ist auch die
folgende Funktion stetig:

©2(y)
F(y) = / fl@,y)de,  y€led.
e1(y)
Somit existiert das Integral
d d »2(y)
[Fwydy=[ (] fy)ds)dy. (5.8)
¢ ¢ pi(y)

Ganz analog kénnen stetige Funktionen t; € Abb ([a,b], [c,d]) vorgegeben werden, und es
kann die stetige Funktion

P2 ()
G@) = [ flay)dy,  welab],
¥1(z)

integriert werden. Es ist klar, dass das folgende Integral existiert:

bcxx)dx:: b( ¢ﬂ@j(x,y)dy)dx. (8.9)
/ /
a a4 (z)

Definition 17.11 Die Integrale (8.8) bzw. (8.9) heiffen Doppelintegrale oder iterierte In-
tegrale von f diber den Normalbereich

B, = {(z,y) : v1(y)
Bm = {(J"ay) : ¢1(x)

Dabei gehort zu einem Normalbereich die Voraussetzung p1(y) < p2(y) YV y € [c,d] bzw. ¢ (x)
< hy(x) Y x € [a,b] sowie die Stetigkeit der Funktionen p;, 1;, j =1,2.

IN
IN

a(y), c<y<d} baw.
(), a<a <b}.

IN

x
Y

IN

yA yA

Wy(x)

b A4

Normalbereich B,: Jede Parallele zur z—
Achse (mit hochstens zwei Ausnahmen)
schneidet den Rand 0B, in hochstens zwei
Punkten.

W4(X)

a X b X

Normalbereich B,: Jede Parallele zur
y—Achse (mit hochstens zwei Ausnahmen)
schneidet den Rand OB, in hochstens zwei
Punkten.



‘BSP. (17.8.5) ‘ Man berechne die beiden iterierten Integrale der Funktion f(z,y) := z + y iiber

den unten skizzierten Halbkreis B.

ya ya
_\\1/2()() E.g
P+(y)A \P2(Y) -
[ 5\
B -a a
X
-a W1(X) a
Integrationsbereich zum BSP. (17.8.5) Integrationsbereich zum BSP. (17.8.6)

Lésung: Der Bereich B kann sowohl als Normalbereich in der Variablen y als auch als Normalbereich

in der Variablen = aufgefasst werden: B = By = B, mit

By = {(x’y):_va’2_y2§w§\/a2_y23 Ogyéa}a
B, = {(z,y) : 0<y<Va?—22 —a<z<al
Dementsprechend folgern wir:

a + a2 _y2 a

o2 +y/a2—y? /
L = /( / (w—i—y)dw)dy:/(?—kxy)‘i aLdey:/2y a? —y?dy
0

L ’
2,9 9320 2 3
= —g (a -y ) 0 = g a .
Andererseits gilt
ta VT +a +a
2 \Val—z? 1
I, = /( / (w+y)dy) dx = /(xy+y5) Oa : d$:/(w\/a2—x2+§ (a® —a?))dz

“a 0 —a —a ungerade gerade

a 1 2
= / (> —2)dz=0a®>—-a*>=Za®

0 3

Es gilt hier also I} = I3, und dass dies kein Zufall ist, besagt die folgende Verallgemeinerung des

Satzes 17.17(c).

Satz 17.19 Der Bereich B C R? sei sowohl beziiglich der Variablen x als auch der Variablen y
ein Normalbereich. Ist die Funktion f € Abb (B, K) stetig, so existieren die beiden iterierten

Integrale (8.8) und (8.9), und es gilt Gleichheit:

d ¢2y) b da(z)
[( ] swd)ay=[( [ i)
¢ pi(y) o yi(2)

(8.10)

‘BSP. (17.8.6) Zu berechnen ist das Doppelintegral der Funktion f(z,y) := 1 iiber die oben

skizzierte Halbellipse B.



Lésung: Der Bereich B erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 17.19, so dass zur Losung der Aufgabe
eines der beiden iterierten Integral in (8.10) berechnet werden muss, zum Beispiel das Doppelintegral
iiber den Normalbereich

By :={(z,y) : —a\/1—(y/b)? <z <ay/1—(y/b)?, 0<y<b}.

Wir erhalten, indem wir in dem folgenden Integral die Substitution y = bsingp, dy = bcospdyp
durchfiihren:

b avi=(y/b)? b /2 /2
I = /( / ldx)dy:/2a 1_(%)2dy:2a’b/COSQQOdQD:ab/(1+COS2(,0)d(10
0 —ay/1=(y/b)? 0 0 0
_ mab
= 5

Der Integralwert ist genau der Flicheninhalt der Halbellipse. Dies ist kein Zufall, wie wir in Kapitel
18 zeigen werden.

Wir betrachten abschliefend uneigentliche Parameterintegrale, wie sie bereits in der Ein-
leitung zu diesem Abschnitt aufgetreten waren. Das Verhalten solcher Integrale wird weitest-
gehend von dem Begriff der gleichmifligen Konvergenz geprigt, dhnlich dem Verhalten von
Funktionenfolgen und —reihen. Wir diskutieren hier nur solche uneigentlichen Integrale, die
sich iiber unbeschrinkte Integrationsintervalle erstrecken.

Definition 17.12 Zu gegebener Funktion f € Abb ([a,00) X [¢,d], K) ezistiere fir jedes feste
b
y € [¢,d] und fiir jede Zahl b > a das Parameterintegral [ f(x,y)dz. Dann heiffe

00 . b
[ i@y de=lim [ f(ay)de (8.11)

ein uneigentliches Parameterintegral mit dem Parameter y. Existiert der obige Grenzwert,
so heife das uneigentliche Parameterintegral (8.11) konvergent, und man setzt

F(y) = /aoo fle,y)de,  y € e,d].

Andernfalls heifie das Intgral (8.11) divergent. Das uneigentliche Parameterintegral (8.11)
heife auf dem Intervall [c,d] gleichm&Big konvergent gegen F(y), wenn es fir alle € > 0
eine Zahl By = By(€) gibt, so dass gilt:

‘F(y)—/ xydx—‘/ xydx <6Vb>Bo‘v’yE[cd] (8.12)

‘BSP. (17.8.7) ‘ Wir betrachten fiir festes o > 0 das uneigentliche Parameterintegral

~ .
F(y) := / oo STy dz, y € R.
0

T

Fiir z > 1 haben wir [¥22¢| < 1, und somit

b i 00 1
‘F(y) _/ oo simnzxy dx‘ < / e O Jp = — g~ b ~ €,
0 b

T (@]

Boa

fiir alle b > By, wenn By geméfl e~ := eq fixiert wird. Das uneigentliche Parameterintegral ist

also gleichméfig konvergent.

Ganz dhnlich wie bei Funktionenreihen gilt auch bei uneigentlichen Parameterintegralen ein
WEIERSTRASS-Kriterium zum Nachweis der gleichméfligen Konvergenz:



Satz 17.20 (WEIERSTRASS—Kriterium)
Fiir gegebene Funktionen f € Abb ([a,o0) X [¢,d], K) und ¢ € Abb ([a, 0),[0,00)) gelte

(1) |f(z,y)| < pz) Yy € lcd, (ii) /aoo ¢(z) dx existiert.

Dann ist das uneigentliche Parameterintegral [ f(x,y)dz absolut und gleichméaBig konver-

gent.

o0
Begrindung: Wegen (ii) existiert zu € > 0 eine Zahl By(e) mit [ ¢(z)dz < e fiir alle b > By. Und
b
hieraus folgern wir
b 00 (i) foo
‘F(y) —/ f(w,y)dx‘ S/b |f (z,y)|dz < /b p(x)dxr <e Yb> By Yye€lcd].

Das war zu zeigen. O

‘BSP. (17.8.8) ‘ Zu festem « > 0 betrachten wir das uneigentliche Parameterintegral

1 —
F(y) = / ST OB —aw gy
0 x

Das Integral ist wegen % = 12y? + O(z?y®) (z — 0) nur an der oberen Integrationsgrenze

uneigentlich. Wir zerlegen F(y) in die zwei Teilintegrale

1 1— 00 1 —
F(y) = / SO —aw gy / ~ OB emom gy,
0 x 1 €

Fiir x > 1 gilt nun

‘ 1 —coszy _,,
—e

B SRR
< =: p(x), p(x)dr =—e * < oo.
x 1 «

Also ist das uneigentliche Parameterintegral gemif Satz 17.20 fiir alle y € R absolut und gleichmé&8ig

konvergent.

Satz 17.21 Fir die gegebene stetige Funktion f € Abb ([a,00) X [c, d], K) konvergiere das un-
eigentliche Parameterintegral F(y) := Ofof(x, y) dx auf dem Intervall [c,d] gleichmdf$ig. Dann
gelten die folgenden Aussagen: ‘

(a) Die Funktion F € Abb ([c,d], K) ist stetig.

(b) Ist f, € Abb ([a,00) X [c,d], K) stetig und konvergiert das uneigentliche Parameterintegral

[ fy(x,y) dz gleichmaf$ig auf dem Intervall [c,d], so folgt bei nur punktweiser Konvergenz des

uneigentlichen Integrals F(y) = ofof(x, y) dx fir jeden Punkt y € [c,d] die Ableitungsregel

d [ 0
F'(?J)Zd—y/a f(x,y)dx:/a % (z,y) dz.

(c) Die Funktion F(y) ist auf dem Intervall [c,d] integrierbar, und es gilt

/CdF(?J)dy:/Cd(/aoof(x,y)dx)dyZ/aoo(/Cdf(x,y)dy)dx.




Begrindungen: Wir zeigen nur (a); der Rest folgt mit ganz analogen Schliissen. Es sei nun a =: ag <
a) <ag <--- <ap < --- eine monoton wachsende Folge mit li_>m an = +00. Setzt man
n—oo

an+1
un (y) :=/ f(z,y)dz, n € Ny,

50 ist u, € Abb ([¢,d],K) gemifl Satz 17.17(a) eine stetige Funktion. Die Funktionenreihe F'(y) =
Z un (y) konvergiert nach Voraussetzung gleichméifig, so dass die Stetigkeit der Grenzfunktion F

aus Satz 9.4(b) folgt. O

‘BSP. (17.8.9) ‘ Wir betrachten das uneigentliche Parameterintegral

o
Il(x,y)::/o e 7 cos £y dE, 0<e<z, yeR.

Wegen 00 1
e oosgyl <ot Vaze yeR, [T etde=- <,
0 €

konvergiert I;(x,y) gleichméfig beziiglich (z,y) € G¢ := [¢,00) x R. Somit ist die Funktion [;(z,y)
auf der Menge G stetig, und wir diirfen beziiglich y integrieren:

Y z 17. 0 Y 0 i
/ Iy () dn ™ 12721(0)/ e’gw(/ cos én dn) d€=/ e MY ge . y(a,y).
0 0 0 0 3

Andererseits folgt wegen cos £y = 1 (e 4 %) durch direkte Integration:

T

x+z m i
1(z,y) 2/ Y4t y)df—wa (z,y) € Ge.
Demzufolge gilt
Y xdn
Ly(z,y) = /0 x;:-n arctanH = / 51n£y dg, (z,y) € Ge.

Wir haben bereits in BSP. (17.8.7) gezeigt, dass das uneigentliche Parameterintegral I5(z,y) auf der
Menge G, gleichmifig konvergiert. Somit kdnnen wir ein zweites Mal unter Verwendung von Satz
17.21(c) iber y integrieren:

y 00 1, (v 00 1— y
/ ILy(z,n)dn = / e &= (/ sinén dn) d¢ = / e*&"*fy dé = / arc tan g n dn
0 0 £ o 0 3 0 T

= yarctang L g In(z? + y?).
x

Nun gilt
© . 1—coséy /1 1 —coséy /OO _¢en 1 —coséy
34 — 34 34
e d¢ = e d¢ + e dg.
/0 &2 . 0 &2 . 1 &2 .

Die Integranden sind jeweils stetige Funktionen; das erste Integral liefert eine stetige Funktion der
Parameter (z,y) € R2. Im zweiten Integral gilt

.1 —cos 1
e fZT&ﬂs—, (2,y) € Go := [0,00) x R,

¢2
o0

sowie [ % = 1. Also liegt gleichmiissige Konvergenz auf der Menge G|y vor: Das uneigentliche Para-
1

meterintegral

00 1 —cos x
/0 engfy d¢ = yarctany % —3 In(z? 4 3°)



ist stetig in (x,y) € Go. Wir bilden auf beiden Seiten den Limes z — 0+ und erhalten:

© 1 —cosy ST
/0 e £ 5 signy

Durch partielle Integration gewinnt man

®© 1 —cosy cos€y — 100 /00 siny /00 siny
d¢ = + d¢ = dg.
/ : "y | e=y [ ¢

¢2 3 0 3 3
Hieraus resultiert das uneigentliche Parameterintegral
o
/ Sm;y e = gsigny, y € R. (8.13)
0

Bemerkung 17.12 Da die Funktion F(y) := 7 signy an der Stelle y = 0 unstetig ist, kann das

o .
uneigentliche Parameterintegral [ S‘—ngfﬂdf auf Intervallen [c,d] mit 0 € [c,d] nicht gleichméissig
0

konvergieren. a




Kapitel 18

Mehrfache Integrale

18.1 Messbare Punktmengen

Dem abgeschlossenen Intervall I; := [a,b] C R ordnet man sinnvollerweise eine Lénge
m(l1) = b — a zu. Aus elementargeometrischer Sicht ist es ebenso sinnvoll, dem Rechteck
I := [a1, 1] X [az, by] C R? einen Flicheninhalt m(l5) := (by — a;) (by — az) zuzuordnen. Die
Verallgemeinerung auf den n—dimensionalen Fall liegt auf der Hand:

Definition 18.1 Fliir gegebene Vektoren d, b € R™ sei das abgeschlossene n—dimensionale
Intervall I,, durch

—

_[n:[c_i7b]:{f€Rn N CLJSIJSI)J7 j:1,2,...,n}

definiert. Dann heiffe die Zahl

n

m(I,) := [[(b; — a )

=1

der Inhalt oder das Maf3 von I,,.

Zu den abgeschlossenen n—dimensionalen Intervallen 7,, C R" zéhlen insbesondere alle Inter-
valle mit der Kantenléinge 1, deren Anfangspunkt @ ganzzahlige Komponenten hat:

O:={FfecR":q;<z;<a;+1, a;€Z, j=1,2,...,n}.

Da die Menge Z der ganzen Zahlen abzahlbar ist, bilden solche Intervalle offenbar eine abzéhl-
bare Menge. Bei festgehaltenem @ € Z™ bezeichne I{*¥) das n—dimensionale Intervall mit der
Kantenlénge 2%, welches durch k-malige Halbierung der Seitenlingen aus dem Intervall ()
entsteht. Wir beschreiben nun, wie einer gegebenen Teilmenge M C R" ein sinnvolles Maf}
zugeordnet werden kann. Wir setzen (vgl. die Skizze auf der folgenden Seite) fiir ein festes
ke Nol

Ap=UIP mit IV c M,  By:=JI® mit 1M M £ 0.

Nun gilt ganz offensichtlich Ay, C M C By, und die Mafle
m(Ag) = > m(IP),  m(By) = Y m(I)

1®ea, ®Mep,

existieren. Durch Halbierung der Kantenlinge von I(¥) entstehen Teilintervalle I{(**1) und
somit Mengen A1, Bgy1, fiir die gilt:

Ap C Agy1, Biyr C By, m(Ag) < m(Agi1),  m(Bgy1) < m(Bg).
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Auf diese Weise erhilt man monotone Folgen

(m(Ag))gen @ monoton T, (m(Bg))gen @ monoton | .
X,A
’—\Bk
P =M
| ———
/ Ak
.' / :
\ X,
\ (
{
~ //

Zur Definition des Mafles einer
Menge M C R"

Ist die Menge M beschrinkt, so ist die Folge m(Ay) nach oben beschrénkt, wihrend die Folge
m(By) nach unten beschrinkt sein muss. Der Hauptsatz 3.3 {iber monotone Konvergenz liefert
somit die Existenz der Grenzwerte klirn m(Ay) sowie klim m(By).

—00 —00

Definition 18.2 Es sei M C R" eine beschrinkte Menge, und es seien

m;(M) := lim m(Ay), mq(M) == lim m(By)

k— 00 k— 00

die ezistierenden Grenzwerte. Dann heifse m;(M) bzw. m,(M) inneres bzw. dufleres Mafi der
Menge M. Falls
mi(M) =m,(M) =: m(M)

gilt, so heiffe m(M) das n-dimensionale R—(=RIEMANN) Maf3 von M. Die Menge M heifle
dann R—messbar. VereinbarungsgemdafS gelte m(()) = 0.

‘BSP. (18.1.1) ‘ Wir bestimmen das 2-dimensionale Maf§ der Strecke M := {(z1,22) € R? : a <

x1 < b, x2 = const}. Hier gilt offenkundig Ay = 0 und somit m(Ax) = 0. Die Menge By, enthiilt

hochstens zwei Schichten von Teilintervallen Iék), und somit gilt m(B) < (b—a)-2- 2% — 0, k — o0.

Das heifit, wir haben m;(M) = m.(M) = 0.

Durch Verallgemeinerung dieses Beispiels gelangt man zu folgender Aussage:

Folgerung 18.1 Jede rektifizierbare Parameterkurve in R™ (vgl. Definition 12.5) hat das n—dimen-
sionale Maf Null. Jede beschrinkte ebene Punktmenge hat das 3—dimensionale Mafl Null.

Es gibt auch Beispiele nichtmessbarer Mengen:

‘BSP. (18.1.2) ‘ Die Menge M sei in der folgenden Weise definiert:

M:={(z1,29) ER* : z; e Qund 0 < z; <1, zp € Rund 0 < z < 1}.

Da M keine inneren Punkte hat, gilt stets m(Ax) = 0, wiahrend wir m(Bj) = 1 haben. Hieraus
folgern wir 0 = m;(M) # mq(M) = 1, also Nichtmessbarkeit.

Wir geben hier ohne Beweis einige Eigenschaften messbarer Mengen an:



Satz 18.1 Fiir gegebene Teilmengen M, My, My C R™ gilt:
(a) Sind My und My messbar, und gilt M 0 M3 =0, so folgt

m(M; U My) = m(M;y) + m(M,), Additivitét.

(b) Sind M, und My messbar, und gilt My C My, so folgt

m(M, \ M) = m(M,) — m(Ms,).

(c) Die Menge M ist genaw dann messbar, wenn m(OM) =0 gilt.
Aus Satz 18.1(c) ergibt sich unmittelbar:

Folgerung 18.2 Jede ebene Fliche, die von einer geschlossenen, rektifizierbaren doppelpunkt-
freien Parameterkurve berandet wird, ist messbar. Fine entsprechende Verallgemeinerung gilt
in R?, usw.

18.2 Ebene Bereichsintegrale

b
In Abschnitt 8.3 wurde das RiEMANN—Integral [ f(z) dz einer Funktion f € Abb(R,R) geo-

metrisch als Fldcheninhalt derjenigen Fliche gedeutet, die zwischen dem Graphen G(f) und
der x—Achse liegt. Diese geometrische Deutung soll nun iibertragen werden auf Volumina
prismatischer Kérper, deren Grundfliche einen Bereich G der (z,y)-Ebene ausfiillen und
die "nach oben” durch eine Fliche z = f(x,y), (z,y) € G, begrenzt sind. Im einfachsten Fall
sei G ein achsenparalleles ebenes abgeschlossenes Rechteck, das heifit, ein 2—dimensionales
Intervall

G:={(z,y) €R? : ay <z <by, ag <y< by}

mit m(G) == (b1 — Cll) (b2 — Clz).

b4 4

a, b1

Zweidimensionales Intervall als Grund—
bereich eines prismatischen Koérpers

Zu G definieren wir in Analogie zum eindimensionalen Fall eine endliche Zerlegung

mit folgenden Eigenschaften



(Z1) ay = wg <xy <29 < -+ - <y 1= by, as =: Yo <Y1 < yp < oo s <Yy 1= bo.

(Z2) Gji = I x I}, wobei das Intervall I7 die Randpunkte z;_; und x; hat, wihrend das
Intervall I}/ die Randpunkte y;_; und y; besitzt, wobei noch I7 # 0 # I fiir j =
1,2,....,nund k=1,2,...,m gelte.

(Z3) Fiir jedes Indexpaar j # j' und k # k' gelte

Ifﬂ[f/:(b:]—é}ﬂ[]g’, U[f:[al,bl], U[]y:[ag,bg].

j=1 k=1

Es sei m(G,x) = (z; — xj-1) (yx — yr—1) das MaBl der Menge G, und es bezeichne schliellich

| Zum| = max /(2 — ;1) + (o — e 1)? 1 1< j<n, 1<k <m)

das Feinheitsmaf3 der endlichen Zerlegung Z,,,,.

Sei nun f € Abb (G, R) eine beschrinkte Funktion. Bei gegebener endlicher Zerlegung Z,,,
der Menge G sei (&, n,) € G ein beliebiger Zwischenpunkt. Dann heifle die Doppelsumme

=33 16, m) m(G) 2.1

die der endlichen Zerlegung Z,,, zugeordnete RIEMANNsche Niherungssumme. Gilt |Z,,,,,| —
0, so bleibt zu priifen, ob die zugeordnete Folge (S,,,) der RIEMANNschen N#herungssummen
fir jede Wahl des Zwischenpunktes (&;, 1) gegen ein und denselben Grenzwert konvergiert.

Definition 18.3 Die Funktion f € Abb(G,R) sei auf dem Rechteckbereich G = [ay, by] X
[az, by] beschrinkt. Konvergiert die Folge (2.1) der RIEMANN-Summen fir jede Wahl von end-
lichen Zerlegungen Zyp = {Gj, : 1 < j <mn, 1<k <m} mit|Z,,| = 0 und fir jede
Wahl der Zwischenstellen (§;,m,) € Gji gegen ein und denselben Grenzwert S, so heifle die
Zahl S ebenes Bereichsintegral oder Flichenintegral der Funktion f idber den Bereich G.
In diesem Fall heiffe f diber dem Bereich G RIEMANN—integrierbar, kurz: R—integrierbar,
und G heiffe Integrationsbereich. Man schreibt dafiir

S:/fdGE//Gf(x,y)dxdy: lim Zngj,nk Gik)- (2.2)

|Znm| =0 577 5

Mit dieser Definition ist noch nichts dariiber ausgesagt, fiir welche Funktionen f das Bereichs-
integral existiert. Es sind jedoch alle stetigen Funktionen f € Abb (G, R) R-integrierbar:

Satz 18.2 Die Funktion f € Abb(G,R) sei auf dem Rechteckbereich G := [a1,b1] X [ag, by
stetig. Dann ist f iber G R—integrierbar.

Begriindung: Die Funktion f ist auf der kompakten Teilmenge G sogar beschrinkt und gleichmé&Big
stetig: Es existieren

i) M:= min f(z M := max f(x

(i) M:= min_ f(zy), Jax f(#y),
und es gilt

(i) YVe>0 36=0(e) >0: [f(71)— f(@)| <ﬁ V71, @ € G mit || — Z2|| < 6.



Sei nun € > 0 fest gewéhlt und dazu die Zahl § > 0 gemé$ (ii) bestimmt. Sei Z,,, = {Gjr : 1 <j <
n, 1 <k <m} eine endliche Zerlegung von G mit |Z,,,| < 6. Wir setzen

(z,y)€G; (z,y)€G;

und definieren dazu

ﬁnm = ZZ ka >M m(G)

Ikl (2.3)
Som = ZZM]km (Gjr) < M -m(G).

j=1k=1

Dann gilt S,,,,, < Spm < Snm, und die Folge S,m ist bei Verfeinerung der Zerlegung Z,,, monoton
1, wihrend die Folge S,,,, monoton |. Wegen der Beschriinktheit beider Folgen nach oben bzw. nach
unten muss Konvergenz vorliegen. Wir haben somit

_ n.m . . (i) i n m
0< Saum —Spm = Z (f(x]k) - f(x]k)) m(G]k) < Z Z m(G]k) =6
L m(G) — “—
j=1k=1 j=1k=1
und daraus folgt nach dem EinschlieBungskriterium

li Spm = 1 Spm = i Spm =: S. 24
P O LD e WL v R (2.4)
Dies ist die behauptete Integrierbarkeit. O

Die oben gegebene Definition ist offensichtlich zur direkten Berechnung eines ebenen Bereichsintegrals
nicht sehr gut geeignet, da bereits in einfachen Féllen sehr komplizierte Rechnungen entstehen.
Wir zeigen jetzt, dass die Berechnung eines ebenen Breichsintegrals [ f dG auf die Berechnung von

G
iterierten Integralen zuriickgefithrt werden kann.
Dazu betrachten wir auf dem Rechteckbereich G := [a1,b1] X [ag2,b2] eine stetige Funktion f €
Abb (G,R). Dann existiert das Parameterintegral
by
Fly):= [ [fla,y)de

al

und gemif Satz 17.17(c) ist die Funktion F'(y) auf dem Intervall [ag, bo] integrierbar. Sei nun Z,,,
eine endliche Zerlegung des Bereichs G, Zu,, = {Gjp : 1 < j < n, 1 <k < m}. Wir setzen
m(Gy) = |IF| - [I{], worin |I}F| := x; — ;1 und |I}| := y), — y1 die Intervalllingen bezeichnen.
Da die Funktion f integrierbar ist, konvergiert die Folge der RIEMANN—Summen S,,,,, aus (2.1). Wir
schreiben die Relation (2.1) in der Form

m n

Sm = Y (D2 £(&m) 171) 117].

k=1 j=1

Wir fiithren die Summen S,,,,, und Sy, wieder gemif§ (2.3) ein. Nun gilt offenbar
Tj _
M]k|‘[f|§/xj f(xvnk)d$§M]k|If|7 j:1727"'7n7 k:1727"'7m7
-1

und daraus folgern wir

m
S < Z (Z " flang) de) |1 = 30 F ) ] < S
k=1 j=1"%i-1 k=1
Wegen (2.4) erhalten wir also im Limes |Z,,,| — 0:

S = /fdG— hr}nH ZFnk THES / / fwyd:z:

n

Unter Verwendung von Satz 17.17(c) resultiert schlieBlich:



Satz 18.3 Fir eine auf dem Rechteckbereich G = [ay,b] X [ag,bo] stetige Funktion f €
Abb (G, R) gilt

[rd6=[[ swaydriy=["([" rwoyar)ay= [" ([ 1w0) dy)

2 1 a1 2

‘BSP. (18.2.1) ‘ Es seien f(z,y) := 2¥ = ¢/ und G := [0, 1] x[1, 2] vorgegeben. Da die Funktion
f € Abb (G, R) stetig ist, folgern wir aus Satz 18.3:

2 1 2 gyt g 2 dy 3
G = v d:/ d:/—:l—.
/f /1(/036 x) Y 1y+1‘oy L yt+1l 9

G

Bemerkung 18.1 Ist M C G := [a1,bi] X [ag, bs] eine Menge vom 2-dimensionalen Maf}

Null: m(M) = 0, so erkennt man an der RIEMANN-Summe (2.1), dass die Funktionswerte

f(z,y) fiir (x,y) € M keinen Beitrag zum RiemaNN-Integral [ f dG liefern. Deshalb kann die
G

Funktion f auf einer Menge vom 2-dimensionalen Mafl Null ohne Anderung des Integralwertes
abgedndert werden. Der Satz 18.2 kann deshalb in der folgenden Weise erweitert werden: O

Satz 18.4 Die Funktion f € Abb(G,R) sei auf dem Rechteckbereich G := [a1,bi] X [as, bs]
beschrdinkt und stetig mit Unstetigkeiten hochstens auf einer 2—dimensionalen Menge M vom
Mapfe Null. Dann ist f tiber G R—integrierbar.

Mit dem Ergebnis von Satz 18.4 sind wir jetzt in der Lage, ebene Bereichsintegrale [ f dG fiir
G

solche Bereiche zu definieren, die keine achsenparallele Rechtecke sind.

Ay
b} - - -
R
a,r---
I I N
a, b, X

Einschlieflung eines Bereichs G in
ein achsenparalleles Rechteck R

Ist G C R? eine messbare Menge, so folgt aus Satz 18.1 m(0G) = 0. Wir schlieBen G in ein
achsenparalleles Rechteck R ein und setzen die gegebene Funktion f € Abb (G, R) durch Null
auf ganz R fort:

fl@y) = (z,y) €G,
0 : (z,y) € R\ G.
Ist die Funktion f € Abb(G,R) stetig und beschriinkt, so gilt dies auch fiir die Funktion

fe € Abb (R, R) mit Ausnahme hochstens der Unstetigkeitsmenge 0G vom Mafie Null. Somit
existiert gem#fl Satz 18.4 das ebene Bereichsintegral | fo dR, und wir definieren:
R

fa(z,y) = {



Definition 18.4 Die Funktion f € Abb(G,R) sei auf der messbaren Menge G C R? be-
schrinkt, und es sei R C R? ein achsenparalleles Rechteck mit G C R. Sei

f(z,y) + (2,y) € G,

fa(x,) ::{ 0 : (z,y) € R\ G.

Ist die Funktion fq tber dem Rechteck R integrierbar, so setzen wir [ fdG = [ fqdR, und
G R
das Integral | f dG heifle ebenes Bereichsintegral von f dber G.
G

Nach dieser Definition konnen wir Satz 18.4 in der folgenden Form aufsschreiben:

Satz 18.5 Die Funktion f € Abb (G,R) habe auf dem beschrinkten messbaren Bereich G C
R? héchstens auf einer Menge M C G vom Mafe Null Unstetigkeiten und sei sonst stetig.
Dann existiert das ebene Bereichsintegral | f dG.

G

Bemerkung 18.2 Gilt f(z,y) := 1 fiir alle (z,y) € G, so ergibt sich aus der Konstruktion
des ebenen Bereichsintegrals [ f dG sofort:
G

A = Fliiche (G) = m(G) = /1 4G = /dG. (2.5)

Wir nennen die Grofle dG auch ein Flichenelement. O

Fiir ebene Bereichsintegrale gelten Rechenregeln ganz analog zu den Rechenregeln des eindi-
mensionalen RIEMANN—Integrals:

Satz 18.6 Auf einem beschrinkten messbaren Bereich G C R? seien integrierbare Funktionen
f,g € Abb (G, R) gegeben. Dann gilt:

/(Af+ug)dG:)\/fdG+u/gdG VA u€R, Linearitit, (2.6)
G G G
flzy) <g(z,y) V(v,y) €G = /fdGS/gdG, (2.7)
G G
| [rac| < [ 1514, (28)
G G
G=G UGy und G°NGI=0 = /fdG:/fdG+/fdG. (2.9)
G G1 G2

Ist schlieflich f > 0 und [ fdG =0, so kann f # 0 héchstens auf einer Menge M C G vom
Mafle m(M) = 0 gelten. ¢

Die Berechnung des ebenen Bereichsintegrals [ f dG wird an Hand seiner Definition in der
Praxis kaum durchfiihrbar sein. Aus diesem Grgnd soll die Berechnung von g f dG wie bei der

Vorgabe von Rechteckbereichen auf die Berechnung von iterierten Integralen zuriickgefiihrt
werden. Eine solche Riickfiihrung gelingt stets dann, wenn G ein Normalbereich beziiglich
einer der beiden Variablen = oder y ist.



Satz 18.7 Gegeben sei eine stetige Funktion f € Abb (G, R) auf einem beschrankten messba-
ren Bereich G C R2.

(a) Ist G = G, ein Normalbereich beziglich der Variablen x:
Go={(z,y) ER* : gi(2) <y < go(w), a <z <b},

so gilt

g2()

/fdG:/b( / f(z,y) dy) dx. (2.10)

1(2)

(b) Ist G = G, ein Normalbereich beziglich der Variablen y:

so gilt
d  ha(y)
/fdG:/( / f(z,y) d:v) dy. (2.11)
G ¢ ha(y)
s y=0;(X)
0G
G
. I
I I I
: I y=g,(X) |
I ! I
a AX, b X X
Berechnung von [ fdG, wenn Berechnung von [ fdG, wenn
G G
G ein Normalbereich beziiglich z ist G ein Normalbereich beziiglich y ist
Man erhilt eine Begriindung ganz analog wie zum Satz 18.3. ad

Bemerkung 18.3 Lisst sich die beschrinkte messbare Menge G C R? in endlich viele
Normalbereiche G1, Gy, ..., Gy, disjunkt zerlegen: G? NG}, = () fiir j # k, so folgt aus Satz
18.6:

/fdG:fj/fdG,
G

-1
J Gj

wobei jedes Integral auf der rechten Seite in der Form (2.10) oder (2.11) ausgewertet werden
kann. O



Z

Zerlegung von G in Normalbereiche

‘ BSP. (18.2.2) ‘ Gesucht ist das ebene Bereichsintegral der Funktion f(z,y) := 2% 4+ y? iiber dem
Normalbereich G := {(z,y) € R? : 0 <y < x?, 0<z <2}

y=x2 4 T~ "~ ~-~"=-"=-=-=- - == y=x2

M 2 X \ 2 X
\y'

G als Normalbereich beziiglich = G als Normalbereich beziiglich y

Lésung: (a) In der angegebenen Form ist G = G, ein Normalbereich beziiglich der Variablen z. Wir
erhalten deshalb gemif} (2.10)

G[fdG = 0/2 72(1) + %) dy)dac:/;(xy—l—;y)

1 L n2_ 1312
G +50) = 105
(b) Wir kénnen G als Normalbereich G, = {(z,y) € R? : \/y <z <2, 0 <y < 4} beziiglich der

Variablen y deuten und nun das ebene Bereichsintegral gemafi (2.11) auswerten:

2 2 1
dw—/ (z* + = 2%) da
0 3

4 2

41 2 18 1
dG://Z de:/—?’z d:/_22__3/2_5/2d
G[f o(f(x+y)$)y Gt vt v =[Gt gy ay
0]
Fv+3v —v" -7 )‘0_105'

18.3 Transformation von ebenen Bereichsintegralen. Die
GREENsche Formel

Ebene Bereichsintegrale wurden bisher ausschliefilich in kartesischen Koordinaten berechnet.
In vielen Fillen wird die Berechnung wesentlich vereinfacht, wenn geeignete Koordinatensy-



steme verwendet werden, die der Geometrie des Integrationsbereichs G angepasst sind. Ein
wichtiger Vertreter solcher neuen Koordinaten sind ebene Polarkoordinaten
T =T cosp, Yy=rsinyp, 0<r, 0<p<2m. (3.1)

Polarkoordinaten lassen sich besonders erfolgreich bei kreissymmetrischen Integrationsproble-
men einsetzen. Im allgemeinen Fall werden wir von Koordinaten

u=u(z,y), v=uv(x,y) (3.2)

ausgehen. Vermoge der Transformation (3.2) wird der ebene Integrationsbereich G C R? in
einen Bereich G := G(,,) C R? abgebildet. Um die Eindeutigkeit der Abbildung

G = Glag) "3 Gy = G

sicherzustellen, und um Messbarkeitseigenschaften zu erhalten, miissen wir verlangen, dass
die Abbildung (3.2) bijektiv und stetig in beiden Richtungen ist. Diese Eigenschaften werden
gemafl dem Satz 14.7 iiber die inverse Funktion gewéhrleistet, wenn gilt

O(u,v) _
oz, y)

Uy Uy
Vg Uy

#0 V(z,y) €G

u, v € CH(G), det (3.3)

»
»

Das Flichenelement in Polarkoordinaten
Es bleibt die Frage zu kliren, wie das Flichenelement dG in den neuen Koordinaten (3.2)
ausgedriickt werden muss. In kartesischen Koordinaten gilt die elementargeometrische Be-
ziehung dG = dx dy. Fiir Polarkoordinaten (3.1) deduziert man ebenfalls aus der naiven,
elementargeometrischen Anschauung (siehe obige Skizze)

dG = rdrde.

Wir zeigen die Richtigkeit dieser Beziehung fiir den Halbkreis
G:={(z,y) eR* : 0<y< Va2 —a? —a<wz<a}

A Qo
y T
[}
1
| G*
a’-x’ ! X s
arc cos 3, 2
1 1
1 1
1 1
G I 9
1 | I
X 1 1 1
— > . . ; >
-a X=a cosp a -a X acosopa X
Der Halbkreis G in kartesischen Transformation von G auf

Koordinaten Polarkoordinaten



Es sei eine stetige Funktion f € Abb (G, R) gegeben. Dann gilt fiir das ebene Bereichsintegral von f
iiber G offenbar

/fdG / 7_x2f (z,y) dy) dz.

1.Schritt: Wir fixieren = € [—a, a] und substituieren y = h(yp), wobei gilt:

T dp

T=rcosp, y=rsing = y=ztanp=:hlp), dy=—5—.
cos?

Der Bereich G wird auf den oben skizzierten Bereich G* transformiert, und wir erhalten

frie=-] (] somonZyae [ penon2ie) s [ ra
G —@ arccosZ G*

Da beide iterierten Integrale iiber Normalbereiche erstreckt werden, kénnen die Integrationsreihen-
folgen vertauscht werden:

T/2 a cosp T 0
/fdG* = / / f(z, h( ))xdx) coci2<p / ( / f(x,h(go))xdx) cocifgo'
G+ 0 n/2 acosep

2.Schritt: Wir fixixieren nun ¢ € [0, 7] und substituieren x = g(r), wobei gilt:
x =71 cosp =:g(r), de = cos pdr, xdx=rcos®pdr.
Der Bereich G* wird auf den folgenden Bereich G transformiert:
é:z{(r,(p) eER?>:0<r<a, 0<¢p<m}.

Es gilt somit
/ FdG = / FdG”
G G*

a by 0

7/

-/ 2(0/ Fla(r), () oos” pur) 2 _,ré ([ o nonrenoar)
/7r / ,h(p ))TdT dp = /f?"(prdrchp /fdG
o ds /

Berechnen wir andererseits die Determinante der JAcoBr-Matrix der Abbildung (3.1), so finden

wir
o, y) _
a(r, ¢)
Das heifit, wir haben die Beziehung

Ty Ty
Yr Yo

det

cosp —rsing |
sing 1 cosp

~ a(x,y)
dG = | det 30 @)\drdgo.

Diese Beziehung charakterisiert bereits das allgemeine Transformationsverhalten des Flichen-
elements dG. Wir geben hier ohne Beweis den folgenden Satz an.



Satz 18.8 Gegeben seien ein beschrinkter messbarer Bereich G C R? in der (x,y)-Ebene
sowie eine stetige Funktion f € Abb (G,R). Es seien ferner u,v ebene krummlinige Koordi-
naten

z=z(u,v), y=uyu,v), (3.4)
und es sei G ein beschrinkter messbarer Bereich der (u,v)-Ebene mit den Eigenschaften

v,y € CY(G), (3.5)
aet 259 40y (uv) e G (3.6)
d(u,v) ’

Wird G durch die Abbildung (3.4) eineindeutig auf den Bereich G abgebildet (eventuell bis auf
Randpunkte von G), so gilt:

du dv

aardy=[f.  slatuo) o]t 5

(3.7)

Bemerkung 18.4 Die Bedingung (3.6) kann ohne Anderung der Aussage von Satz 18.8 wie
folgt abgedndert werden:

0(x, y)
O(u, v)

worin M eine messbare Menge in der (u,v)-Ebene vom Mafle Null sei. O

det

#0 V (u,v) € G\ M, (3.8)

‘ BSP. (18.3.1) ‘ Wir betrachten hier ebene Bereichsintegrale auf unbeschrinkten Bereichen G C
R2. In diesem Fall braucht das uneigentliche Integral [ f dG selbst bei stetigem Integranden f €
G

Abb (G, R) nicht zu existieren, wie man sich am Beispiel f = 1 vergegenwiirtigt. Bezeichne B, (0) €
R? die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt 0 und Radius r > 0, so existiert in vielen Fiillen der
Grenzwert

In diesem Fall definiert man das uneigentliche ebene Bereichsintegral [ f dG gemif
G

GNB, (0

/fdG::rgrgo / fdG.
G (0)

Der folgende Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz uneigentlicher Bereichsintegrale:

—,

Satz 18.9 Es sei G C R? ein unbeschrinkter Bereich, und fir jedes r > 0 sei G, := G N B,(0)
messbar. Die stetige Funktion f € Abb (G, R) erfiille fiir eine Zahl o > 2 die Ungleichung

|f (z,v)] Sr% Vr:=\/z24+y? : (z,y) € G, C = const.

Dann konvergiert das uneigentliche Bereichsintegral [ f dG.
G



Begriindung: Wir setzen r,, := n fiir n € N. Die Bereiche G, := G N B, (0) sind beschrinkt und
messbar, und die Funktion f € Abb (G, R) ist stetig. Somit existieren die Bereichsintegrale

I, ::/fdG VneN.
Gn

Die Folge (I,),cn C R ist eine Caucny-Folge. Gelte ndmlich n > m € N. Dann folgt unter
Verwendung von Polarkoordinaten

L, — I, — ‘/fdG—/fdG‘:‘ / fdcl<c / TiadG
Gn Gm

Gn\Gm Gn\Gm
21 n
= ¢ / (/riardr) dp = 37102 (mi_Q - nal_Q) —0, n>m — oo.
0 m
Dies ist die behauptete Konvergenz. a

‘BSP- (18-3-2)‘ Auf dem Bereich G := R? ist das uneigentliche Bereichsintegral der Funktion
flz,y) = e~ (@+¥%) 74 berechnen.

Lésung: Man verwendet Polarkoordinaten und erhélt einerseits

2w R 2
2

~@ ) g dy— 1 / —r R L
//R2 e dz dy R}I—)H(;o ( e rdr) dy R}I—)H(;o 5¢ |
=0 r=0 0

Andererseits gilt

//R2 67(“"2“/2) du dy — (/-l-oo 67I2 d:B) (/-l-oo ein dy) _ (/-I—oo eiuz du)Q,

o0 o0 o0

und dieser Zusammenhang liefert eine neue Begriindung fiir die Integralformel

+00 N
/ e " du =+/r.

— 00

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung einer reellen Verinderlichen besagt,
dass fiir eine auf dem Intervall I := [a, b] stetige und auf (a, b) stetig differenzierbare Funktion
h(z) die Beziehung

lﬁﬂ@ﬂsz@—M@

gilt. Eine Verallgemeinerung dieses Sachverhalts auf ebene Bereichsintegrale miisste zum Aus-
druck bringen, dass das Integral | f dG in einer Relation zu einem weiteren Integral [ fds
G oG

iiber den Rand 0G des Gebietes G steht, in welchem nur noch die Werte der zu integrierenden
Funktion auf 0G auftreten. Eine solche Beziehung gilt tatséichlich:

Satz 18.10 (von der Greenschen Formel)

Der beschrinkte messbare Bereich G C R? werde von einer stiickweise glatten, geschlosse-
nen, doppelpunktfreien ebenen Kurve C berandet. Diese sei so orientiert, dass das Innere
von G stets links von C' liegt, wenn C' in positiver Richtung durchlaufen wird. Ferner seien
P,Q € Abb (G,R) stetige Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen P,(z,y), Q. (z,y)
im Inneren von G. Dann gilt

tﬂ%@@-g@@ﬂG:f@@wm+Qmw@) (3.9)

G




Bemerkung 18.5 Der Rand 0G des Bereiches G kann sich aus endlich vielen, paarweise
disjunkten einfach geschlossenen Kurven Lq, Lo, ..., Ly zusammensetzen, wobei jeder Anteil
stiickweise glatt und im obigen Sinn positiv orientiert sei. Das heift, jede Randkurve L; besitzt
eine Parameterdarstellung

Ti(t) = (2a(t), mi()", 1 € [as, b,

mit stetigen Funktionen z;, y;, ¢« = 1,2,..., N, deren Ableitungen beschrinkt und bis auf
hochstens endlich viele Ausnahmestellen stetig sind. O

yA

xXv

Zusammengesetzter Rand 0G des

Bereichs G
V23
d «—
v !
G
x=h,(y);
Cc
a b X
GREENsche Formel fiir einen GRrEENsche Formel fiir einen Bereich, der
Normalbereich in Normalbereiche zerlegt wird

Begriindung von Satz 18.10 (Skizze): Es sei zunichst angenommen, dass G ein Normalbereich beziig-
lich der beiden Variablen z und y sei. Wir berechnen [ @, dG als iteriertes Integral:
G

d ha(y)
[@ac = [( [ Qpd)a= [ Q)0 - Q) v)]dy
G ¢ hi(y)

= [ Qs+ [ ety = § Qdy
C

Ganz entsprechend gilt

b g2(x)
e = [ ([ Bey)ae = [ 1P0) - Pleg )
G @ gi(x)

= /ab P(z,g1(z)) dz + /ba P(z,g2(z)) dz = ?(de.
C



Fiir diesen Fall gilt somit die GREENsche Formel. Ist nun G ein beliebiger beschrénkter und messba-
rer Bereich, so kann eine Approximation an G durch eine geniigend feine Rechteckeinteilung erreicht
werden. Jedes Rechteck ist ein Normalbereich im geforderten Sinn, so dass die GREENsche Formel
auf jedem Rechteck gilt. Beachtet man die Orientierung des Randintegrals, so erkennt man, dass
sich die Integrale iiber die inneren Rechteckseiten wegen gegensétzlicher Orientierung gerade aufhe-
ben. Es bleiben nur die Randintegrale des approximierenden Polyeders iibrig. Durch entsprechende
Verfeinerung erhilt man im Grenziibergang die Behauptung. O

Folgerung 18.3 Wird in der GREENschen Formel speziell P(x,y) :== —1 y und Q(z,y) == 3 ©
gesetzt, so resultiert eine Formel fiir die Flichenberechnung des Bereichs G :

A =TFliche (G) = m(G) = 5 § (xdy — yda). (3.10)

‘ BSP. (18.3.3) ‘ Es soll mit der Formel (3.10) der Flicheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen
a, b berechnet werden. Der Ellipsenbogen C' hat die Parameterdarstellung

Z(t) = (acost,bsint)”, t€0,2n),

und daraus folgt

1 2w
xdy —ydr = (xy — yi) dt = abdt, Agn = 2 / abdt = mab.
0

‘BSP. (18.3.4) ‘ Wird der Bereich G von einer Randkurve C' in Polarkoordinaten-Darstellung

- : T
Z(p) = (r(p) cosp,r(p) sing)”, o < ¢ < g1,

berandet, so gilt mit dem Normalenvektor 7i(¢) an C:

—rsinp — rcos @

vdy —yde = (o - yi) do = —(#(p),7i(p)) dp = —(r(%) [“” ] roosg —rsing | )%

sin ¢

= r’(p) dyp,

also

A = Fliche (G) = m(G) = / " 120 d,
®o

N —

man vergleiche (4.3) in Abschnitt 8.4.

‘BSP. (18.3.5) ‘ Wir berechnen den Flidcheninhalt eines Lemniskatenblattes: Der Lemniskaten-
bogen C' hat die Polardarstellung

3 5
r(p) = avZeosZp, >0, - <p<T T <p< L
Somit folgt
] +m/4 ) M
+
A= 3 / a? . 2cos2pdp = %Sin?go 7:/4 — a2

—7/4
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Inhalt eines Lemniskatenblattes Integrationsbereich im BSP. (18.3.6)

‘BSP. (18.3.6) ‘ Fiir den oben skizzierten Weg C' = Cy U Cy U C3 U Cy berechne man das Weg-
integral

I:= ?{ (e®Y dx + zy? dy)
c
direkt und mit Hilfe der GREENschen Formel.

Lésung: Bei direkter Berechnung haben wir
e aufCi:z=1, y=t —1<t<1, de=0, dy=dt,
e aufCorz=t, 1>t>—-1, y=1, dex=dt, dy=0,
e aufCs:z=—-1, y=t 1>t>-1, de=0, dy=dt,
e aufCprz=t, —1<t<1l, y=-1, de=dt, dy=0.

Somit folgt
=3

1 -1 -1 1 1 1
I:/ t2dt+/ etdt—i—/ (—t2)dt+/ eltdt= (st -+t —e )| =-.
-1 1 1 -1 3 3 -1 3

Formen wir andererseits das Wegintegral I mit Hilfe der GREENschen Formel in ein Bereichsintegral
um, so resultiert:

1 1 1 q 1
I = /(Q:L‘_Py)dG:/(y2_$€xy)dG:/ (/ (y2—$exy)dy) d:z::/ (—y3—emy)‘ dz
-1 V-1 -1 3 -1
G G
L2 2 1 4
— Lt (Zp_ T _e® —
—[1(3+e e”) dx (3(1) e e)_1 1

18.4 Bereichsintegrale im R”

Die fiir ebene Bereichsintegrale angestellten Uberlegungen kénnen ganz analog auf den n—

dimensionalen Fall, n > 3, iibertragen werden. Fiir eine beschrinkte messbare Menge G C R"

und eine stetige Funktion f € Abb (G, R") existiert das Bereichsintegral [ f(Z) dG. Ist G C
G

R" ein n—dimensionales Intervall: G := [ay, b1] X [ag, by] X - -+ X [an, by], so kann das Integral
[ f(Z) dG wiederum als iteriertes Integral berechnet werden:
G

/f(:z) 4G = 7( b/( . (7f(x1,x2, e 2a) d) diy - ) dey ) .
G an Qp—1 a1



Die Reihenfolge der Integration ist hier unerheblich. Fiir allgemeine Bereiche G C R"™ gelten
die bei den ebenen Bereichsintegralen getroffenen Einschrankungen hinsichtlich der Normalbe-
reiche. Wir erldutern die Berechnungsmoglichkeiten an dem fiir die Anwendungen wichtigen
Fall des rdumlichen Bereichsintegrals. Man setzt hier fiir einen beschrinkten messbaren
Bereich G C R? und fiir eine stetige Funktion f € Abb (G, R):

/f(f)dV:///Gf(x,y,z)dxdydz.

Im Fall der speziellen Funktion f = 1 resultiert

V = Volumen (G) = m(G) :/GldV:///dedydz.

‘BSP. (18.4.1)‘ Volumina prismatischer Kérper. Bereiche G C R? heiflen prismatisch, wenn

sie aus einem ebenen Bodenbereich G, ) C R? (ohne Einschrinkung sei G (z,y) als Teilmenge der
Ebene z = 0 angenommen), einer rdumlichen Deckfliche z = f(z,y) > 0 und einer zylindrischen
Mantelfléiche (deren Mantellinien Parallelen zur z—Achse sind) bestehen. Ist G,y C R? beschriinkt
und messbar und ist f : G(;,) — R eine stetige Funktion, so erhilt man

flzy)
Vprism = Volumen (G) = / dv = // (/ dz) dr dy = // f(z,y) dzdy.
G G(z,y) z=0 G

(z,y)
zA
y
X
Zum Volumen prismatischer Volumen des prismatischen Korpers
Koérper von BSP. (18.4.2)

‘BSP. (18.4.2) ‘ Zu berechnen ist das Volumen des prismatischen Korpers

G:={(x,y,2) ER* : 0< 2 +9y* <R, 0<z<a”+¢°}

Hier ist der Bodenbereich G, ) = B_R(G) die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius R > 0 um den

Mittelpunkt 0, und die Deckfliiche ist das Paraboloid z = 2 +12. Wegen der Rotationssymmetrie ist
es angebracht, Polarkoordinaten zu verwenden. Man erhilt mit dem Flichenelement dG = r dr dy:

27 R
1
V:// (x2+y2)dacdy:/ (/TZ'TdT)d(p:—WR4.
0§:1:2+y2§R2 0 0 2
(p: r—=

‘BSP. (18.4.3) ‘ Zwei Kreiszylinder mit Radien R;, Ro durchdringen sich zentrisch, so dass die
Achsenrichtungen senkrecht zueinander sind. Man bestimme das Volumen des ” Bohrloches” im dicke-
ren Zylinder.




Liosung: Es sei Ry > R; angenommen. Aus Symmetriegriinden ist der Volumenanteil unterhalb
der Ebene z = 0 (siehe folgende Skizze) genauso grofi wie der Anteil oberhalb der Ebene z = 0.
Der Bodenbereich des prismatischen Korpers oberhalb z = 0 ist die abgeschlossene Kreisscheibe
Gzy) = Br, (0), und die Deckfliiche ist der Halbzylindermantel z = /R% — y2. Wir verwenden
wegen der Kreissymmetrie wiederum Polarkoordinaten:

2w
—2// —y2dxdy—2/ /\/RQ—TQSln @rdr)
0<z2+y2<R?

2

In dem letzten Integral fithren wir eine Substitution u := r?sin? ¢ durch und erhalten:

ZFE (R% — R%sin 20)3/2 R} dp = @ /21— (1— (%)2 sin2 (10)3/2

V=-
0o 3 sin? ¢ 3 Jo sin?

de.

Fiir Ry > R; kann dieses Integral nicht mehr elementar berechnet werden. Im Sonderfall Ry = Ry =
R gilt jedoch:

E 7r/21—0083(,0d _E w/2

1—cosp
Vo= —Zo )Y
3 Jo sin? @ 4 3 ) v

(cos Y+ inZ g

SR3 [m/2
= —/ (cosgo-i—

3 Jo 4 sin? s cos2 2

2sin? £ 8R? w2 16R?
) o =— (Sln<,0+tan2)‘0 5

Durchdringung zweier Kreiszylinder, Integration iiber ein Tetraeder

BSP. (18.4.3) BSP. (18.4.4)

‘BSP (18.4. 4)‘ Wir zeigen hier zwei Moglichkeiten zur Berechnung des Bereichsintegrals
f f(Z) dV auf, wenn G C R? der folgende Tetraederbereich ist:

G:={(z,y,2) €ER?>: 0<z, 0<y, 0<z z+y+z=1}L
1. Weg:
(a) Man fixiert z = const.
(b) Man bestimmt die Schnitte S, (z,y) des Bereichs G mit der Ebene z = const.

(c) Man bestimmt die Menge H aller z mit S,(z,y) # 0. Dann folgt

/f )dV = /// o fla,y, 2 dxdy)d



1-z 1-x

z=1-y-x
e Y=1-2-X y
l
S, : S,
I . .
X 1z X y 1-x )7
1.Weg: Der Schnitt S, des 2.Weg: Der Schnitt S, des

Tetraeders mit der Ebene z = const Tetraeders mit der Ebene x = const

Im vorliegenden Beispiel des Tetraeders G ist der Schnitt
S.(z,y) :={(z,y) ER? : 0<z, 0<y, 0<z+y<l—=z}, S.(z,y)#0 Vzel01],

ein Normalbereich beziiglich beider Variablen z und y. Deshalb kann das ebene Bereichsintegral
iiber den Schnitt S, (z,y) auf zweierlei Arten als iteriertes Integral berechnet werden:

1 -2 l1-z—x 1l—z l—2z—y

/f(f)dV: / (/( / f(w,y,z)dy)dx)dz: /1 (/ / f(x,y,z)dw)dy)dz.
G z =0 y 0

(
=0 =0 y=0 =0 o=
2. Weg:
(a) Man fixiert z = const.
(b) Man bestimmt die Schnitte S;(y, z) des Bereichs G mit der Ebene x = const.

(c) Man bestimmt die Menge H aller z mit S;(y,z) # 0. Dann folgt

G/f(f) av :1! (//m(y,z)f(x,y,z) dy dz) ds.

Im vorliegenden Beispiel des Tetraeders G ist der Schnitt
Se(y,2) :={(y,2) ER? : 0<y, 0<z 0<z+y<l-z}, Si(y,2)#0 Vxelo1],

wiederum ein Normalbereich beziiglich beider Variablen y und z. Deshalb kann das ebene Be-
reichsintegral iiber den Schnitt S;(y, z) ebenfalls auf zweierlei Arten als iteriertes Integral berechnet
werden:

l-z 1—z—=x

/f(f)dV: / (/( /y f(w,y,z)dz)dy)dwz /1 (/( / f(x,y,z)dy)dz)dw.
G T

=0 y=0 z=0 z=0 2=0 y=0

Auch bei der Berechnung von rdumlichen Bereichsintegralen kann die Einfiihrung neuer Ko-
ordinaten haufig zu wesentlichen Vereinfachungen fithren. Dem Satz 18.8 entspricht hier:

Satz 18.11 Gegeben seien ein beschrinkter messbarer Bereich G C R? des (z,y, z)-Raumes
und eine stetige Funktion f € Abb (G,R). Ferner seien u,v,w krummlinige Koordinaten,

r=zxz(u,v,w), y=ylu,v,w), z=z(u,v,w). (4.1)



Es sei G ein beschrinkter messbarer Bereich des (u, v, w)-Raumes mit den Eigenschaften

r,y, 2 € CYQ), (4.2)
det % 40 VY (u,v,w) € G. (4.3)

Wird G durch die Abbildung (4.1) eineindeutig auf den Bereich G abgebildet (eventuell bis auf
Randpunkte des Bereichs G), so gilt

G/f(f) dV:///é f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))‘det %‘dudvdw

(4.4)

Bemerkung 18.6 Die Bedingung (4.3) kann ohne Anderung der Aussage des Satzes 18.11
abgeschwicht werden zur Bedingung

o(z,y, z)

det 0(u,v,w)

40V (u,v,w) € G\ M, (4.5)

worin M eine messbare Teilmenge vom Mafle Null des (u, v, w)-Raumes sei; zum Beispiel eine
rektifizierbare Parameterkurve oder eine glatte Fliche (was zu erldutern wire). O

‘BSP. (18.4.5)‘ Zylinderkoordinaten: Anstelle von (u,v,w) wihlt man das Koordinatentripel
(r,,z) mit

T =1rcosp, Yy=rsiny, z=2z, 0<r, 0<p<2m, z€R.
Man verifiziert sehr einfach
0
‘detm‘ —r 40 YVr>0,
a(r, p, 2)
und somit das folgende auch aus elementargeometrischer Sicht einleuchtende Ergebnis
dV =rdr dpdz.
AZ
dv
0
B e
AT e I
y
X
Volumenelement in rdumlichen Volumenelement in rdumlichen

Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten



‘BSP. (18.4.6) ‘ Kugelkoordinaten: Anstelle von (u, v, w) wihlt man hier das Koordinatentripel
(r,p,9) mit

r=rcospsinty, y=rsinpsind, z=r cosd, 0<r, 0<p<2r, 0<I<m.

Man verifiziert wieder sehr einfach
8(51'" Y, Z) 2
‘detm‘—r Sln’l?;éo V')">0,'19?é0,

und somit das folgende auch aus elementargeometrischer Sicht einleuchtende Ergebnis

dV = r? sind dr dep do.

‘BSP. (18.4.7) ‘ Eine Kugel vom Radius R werde ldngs eines ihrer Durchmesser mit einer zylin-

drischen Bohrung vom Radius p < R versehen. Es ist das Volumen des so entstehenden Ringes einer
Breite 2b, b > R, zu bestimmen.

Ein Ring der Breite 2b, b < R, wird aus
einer durchbohrten Kugel geschnitten

Lésung: Wir fithren die obere Ringdicke ¢ als Hilfsparameter ein. Dann gilt gemif} Skizze: V = V14V,
mit
Vi == 2br((p + a)? — p*) = 2br(a® + 2pa).

Wir berechnen das Volumen V5 unter Verwendung von Zylinderkoordinaten:

2 z20+2b VR2—z2 z0+2b1
Va = /( / ( / rdr)dz)dtp:%r / 5 (B =2 —(p+a)’)dz
=0 2=z r=p+a 20

= m(B” = (p+a)*)2b - S (20 +20)° — =),

Wir eliminieren nun die Hilfsgréfle zp, indem wir den Lehrsatz des PYTHAGORAS verwenden, ndmlich
20 = VR? — (p+ a)? — 2b. Aus dem obigen Resultat erhilt man nach einigen elementaren Rechen-
schritten:

2
Vo = 47b?(\/R2 — (p + a)? — 5b),

und somit das Gesamtvolumen

2
V = Vi + Vs =2rb(a’ + 2pa) + 4rb?(\/ R? = (p + 0)? = 3 ).

Im Sonderfall ¢ = 0 und p = v R? — b? wird ein symmetrischer Ring aus der Mittelschicht der Kugel
geschnitten. Dessen Volumen betrégt

4
V= §7rb3,

und das ist genau das Volumen einer Vollkugel vom Radius b.




Index

e-Kugel
abgeschlossene, 41
offene, 41
ﬁfOperator, 52
Abbildung
lineare, 83
Projektions—, 82
abgeschlossene

Hiille einer Menge, 42

Teilmenge, 42
abgeschlossener Halbraum, 114
abgeschlossenes Intervall, 267
Ableitung, 55

partielle, 46, 84

Regeln, 58

Richtungs—, 53, 56, 85, 87

vektorwertiger Funktionen, 87

Weg-, 60, 89
absoluter Fehler, 63
Abstiegskante, 120
Aquipotential

—flachen, 28

—linien, 28
dquivalente Metriken, 31
duflerer Punkt, 41
aufleres Maf3, 268
affine

Funktion, 82
Anfangs-Randwert—Problem, 213

fiir eindimensionale Warmeleiter, 247

Anfangswertaufgabe, 136
Anpassung

der Randbedingungen, 214
Anstieg

Richtung des steilsten, 58

Approximationsaufgabe im quadratischen Mit-

tel, 225
archimedische Spirale, 3
Astroide, 3
auflerwesentliche Singularitit, 207
auflésbar

global eindeutig, 94
lokal eindeutig, 94
Austauschverfahren, 125

Banachscher Fixpunktsatz, 34
Basisindex

kiinstlicher, 129
Basislosung

entartete, 119

nichtentartete, 121

zuldssige, 119
begleitendes

Dreibein, 17

Zweibein, 17
Bereich

konvexer, 111

Normal-, 273
Bereichsintegral

ebenes, 270, 273

uneigentliches, 278

Bernoulli

Differentialgleichung von, 147
Beriihrungspunkt

(Selbst—), 103
beschriankte Teilmenge, 42
beschrianktes Polyeder, 114
Bessel

—sche Ungleichung, 225
Binormale, 17
Bland

Regel von, 128
Bogen

—differential, 8

—element, 8

~ldnge, 7
Bogenlédngen—Parameter, 6

Cauchy
—Folge, 32
—Problem, 254
Clairaut
Differentialgleichung von, 159



D’Alembertsches Verfahren, 143, 176 Dirichlet

definite Matrix, 73, 74 ~Integral, 230
Descartes Diskretisationsfehler, 189
—sches Blatt, 101 globaler, 190
Didtproblem, 111 lokaler, 190
Differential Doppelintegrale, 261
—operator Doppelpunkt, 101
linearer, 51 Doppelreihen, Fourier—, 257
partieller, 51 Dreibein, begleitendes, 17
vektorieller, 52
totales, 63 Ebene
vollstandiges, 63, 150 Hyper—, 114
Differentialgleichung Tangential-, 61
Differentialform einer, 150 Tangentialhyper—, 61
explizite ebene Kurven, 13
n-ter Ordnung, 135 ebenes Bereichsintegral, 270, 273
gebrochen-lineare, 160 uneigentliches, 278
gewdhnliche, 135 Ecke, 111, 114
Helmholtzsche, 256 Einhiillende, 157
homogene, 140 einparametrige Kurvenschar, 155
Normalform, 140 Einschrittverfahren, 188
implizite Einsiedlerpunkt, 103
n—ter Ordnung, 135 England—Verfahren, 199
Integration einer, 136 entartete Basislosung, 119
lineare Enveloppe, 157
1.0rdnung, 142 euklidische Metrik, 43
mit getrennten Verdnderlichen, 138 Euler
partielle, 135 —Verfahren, 188
vollstandige, 150 Differentialgleichung n—ter Ordnung, 135
von Bernoulli, 147 Gamma-Funktion von, 209
von Bessel, 170, 208 Euler-Cauchysches Polygonzugverfahren, 188
von Clairaut, 159, 160 Euler-Mascheroni—Konstante, 211
von Euler Euler—Verfahren
n—ter Ordnung, 135 modifiziertes, 194
von Riccati, 148 Eulerscher Multiplikator, 150
Differentialgleichungssystem Evolute, 16
explizites Evolvente, 16
n—ter Ordnung, 136 Filar—, 24
implizites Existenzsatz
n—ter Ordnung, 135 von Peano, 164, 168
Differentiationsregel von Picard, 36
von Leibniz, 260 explizite
differenzierbar Differentialgleichung
partiell, 84 n—ter Ordnung, 135
Differenzierbarkeit, 55 explizites Differentialgleichungssystem n—ter
partielle, 46 Ordnung, 136
vektorwertiger Funktionen, 86 Extrema
Differenzieren, implizites, 98 relative, 70

Diffusionsgleichung, 247 Extremalsatz, 41



Extremwertaufgabe
mit Nebenbedingungen, 75

Faktor, integrierender, 153
Fast Fourier Transform, 243
Fehler
absoluter, 63
diskreter mittlerer quadratischer, 236
relativer, 63
Fehlerintegral, 144
Fehlerordnung, 190
Feinheitsmaf} einer endlichen Zerlegung, 270
Feld
—linien, 82
—vektor, 82
elektrisches, 81
Gradienten—, 82
Potential—, 82
Vektor—, 82
FFT, 243
—Algorithmus, 244
Filarevolvente, 24
Fixpunktsatz
von Banach, 34
Fléache
Aquipotential -, 28
Niveau—, 28
Flachenelement, 273
Flachenintegral, 270
Fourier
—Doppelreihen, 257
—Koeffizienten, 215
bzgl. eines Orthogonalsystems, 220
—Polynom, 216
—Reihe, 216
bzgl. eines Orthogonalsystems, 220
Hauptsatz iiber punktweise Konver-
genz einer, 231
—Transformation
diskrete, 240
diskrete komplexe, 239
schnelle, 243
freie Variable, 106
Frenetsche Formeln, 17, 18
Fundamentalmatrix, 172
Fundamentalsystem, 172
Funktion
affine, 82
implizite, 93

Komponenten—, 81
Kosten—, 105
lineare Vektor—, 82
periodische, 215
Vektor—, 81
vektorwertige, 81
Ziel—-, 105
Funktionalmatrix, 85

Gamma—Funktion, 209
Gaufl—Jordan—Matrix, 123
Gaufl—Weierstraf

singuldres Integral von, 255
Gauflsches Fehlerintegral, 144
Gebiet, 45, 151

einfach zusammenhéngend, 151
gebrochen-lineare Differentialgleichung, 160
Gerade

Tangenten—, 61
gewichtete Metrik, 36
gewohnliche Differentialgleichung, 135
Gitterfunktionen, 233
glatte Parameterdarstellung, 5
gleichstetig in einer Variablen, 259
Gleichung

determinierende, 207

skalare, 97
Gleichungsnebenbedingung, 105
globale Losung, 106
Gradient, 52, 55
Gradientenfeld, 82
Greensche Formel, 279
Grenzvektor, 106
Grofe

mehrfach indizierte, 50

Halbraum, abgeschlossener, 114
Halbsphére, 27
Hauptgerade, 161, 162
Hauptnormale, 17
Heaviside
Operatorenkalkiil von, 186
Heine—Borel
Satz von, 43
Helmholtz
—Differentialgleichung, 256
Hesse-Matrix, 72
definite, 74
indefinite, 74



semidefinite, 74
Hesse-Normalform, 61
Heunsches Verfahren, 193
Hohenlinien, 28
homogene Differentialgleichung, 140
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hyperbolische Spirale, 3
Hyperebene, 114

Tangential-, 61
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Integration
einer Differentialgleichung, 136
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Riemann—, 270
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Jacobi—-Matrix, 85
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Kettenlinie, 4
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vektorwertiger Funktionen, 88
knickfreie Parameterdarstellung, 5
Knickpunkt, 102
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2.Art, 163
Koeffizienten, Fourier—, 215
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Koordinaten

—transformation, 83
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Kriimmung, 12, 17
Kriimmungs
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—vektor, 12
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—Verfahren, 178
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—integrierbare Funktion, 217 Maxwell, Gesetze von, 81

Leibniz Mehrdeutigkeitskriterium, 139
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Tangentenproblem von, 54 Menge
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lineare konvexe, 114
Abbildung, 83 Metrik
Vektorfunktion, 82 dquivalente, 31

linearer Differentialoperator, 51 euklidische, 43
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e Néherungssumme
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definite, 73 “linien, 2 8
) Normalbereich, 273
der Nebenbedingung, 106
Normale, 12
Fundamental-, 172 Bi_ 17
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offene Teilmenge, 42
offener Kern einer Menge, 42
Operatorenkalkiil von Heaviside, 186
Ordnung eines Multiindex, 50
Orthogonalitétsrelationen
diskrete, 234
Orthogonalsystem
auf einem Intervall, 218
vollstiandiges, 227

Parabel
Neilsche, 158
Paraboloid
Rotations—, 29
Parameter

~Integral, 255
uneigentliches, 263

—darstellung, 2, 5

—kurve, 2

—transformation, 5
Parametrisierung

natiirliche, 6
Parseval

—~Gleichung, 227
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differenzierbar, 84
partielle

Ableitung, 46, 84

Differentialgleichung, 135

Differenzierbarkeit, 46
partieller Differentialoperator, 51
Peano

Existenzsatz von, 164, 168
periodische Funktion, 215
Picard

Existenzsatz von, 36, 166, 168, 171
Picard—-Lindel6f—Verfahren, 167, 171
Polardarstellung, 2
Polarkoordinaten, 89
Polyeder, 114
Polygonzugsverfahren

von Euler-Cauchy, 188
Polygonzugverfahren, 188
Polynom

Fourier—, 216

trigonometrisches, 216
Polytop, 114
Potentialfeld, 82
Potenzreihenansatz, 203

verallgemeinerter, 207
Produktionsplanungsproblem, 109
Produktregel, 47
Projektionsabbildung, 82
Punkt
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innerer, 41

isolierter, 103, 160

Knoten—, 163

kritischer, 71
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reguldrer, 207

Sattel—, 71, 163

singuldrer, 160

Strudel—, 163

Wirbel-, 163

quadratisch Lebesgue—-integrierbare Funktio-

nen, 217
quadratische Form
einer symmetrischen Matrix, 72

R-integrierbar, 270
R—messbar, 268
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—punkt, 42

einer Menge, 42
Randbedingungen

Anpassung der, 214
Randwertaufgaben, 137
Raum

abgeschlossener Halb—, 114

metrischer, 31
Raumkurven, 17
Regel

Ableitungs—, 58

Ketten—, 47

Produkt—, 47

von Bland, 128
regulire Parameterdarstellung, 5
Reihe

Fourier—, 216

trigonometrische, 216
Reihenentwicklungsproblem

allgemeines, 217
rektifizierbar, 7
relative Extrema, 70
relativer Fehler, 63
Restglied



Lagrange—, 67
Restriktion, 105
revidiertes Simplexverfahren, 122
Riccati-Differentialgleichung, 148
Richtung des steilsten Anstiegs, 58
Richtungsableitung, 53, 56, 85, 87
Riemann

~Maf

n—dimensionales, 268

—integrierbar, 270

Néherungssumme von, 270
Rotationsparaboloid, 29
Riickkehrpunkt

1.Art, 102

2.Art, 102
Runge-Kutta—Verfahren, 192, 194, 195

Sattelpunkt, 71, 163
Satz
Extremal—, 41
Picardscher Existenz—, 36
von der Taylorschen Formel, 67
M Schwarz, 48
von Heine—Borel, 43
Zwischenwert—, 45
Schleppkurve, 4
Schlupfvariable, 107
Schmieg
—ebene, 18
—kreis, 15
Schnabelspitze, 102
Schnittpunkt
der Hohenlinien, 79
Schraubenlinie, 4
Schwarz
Satz von, 48
semidefinite Matrix, 73, 74
Simplexalgorithmus
zweiphasiger, revidierter, 132
Simplexverfahren, revidiertes, 122
singuldrer Punkt, 101
singulédres Integral
von Gauf3~Weierstraf}, 255
Singularitéit
auflerwesentliche, 207
wesentliche, 207
skalare Gleichung, 97
Spirale
archimedische, 3

hyperbolische, 3
logarithmische, 3
Spitze, 102
Stetigkeit, 56
vektorwertiger Funktionen, 83
Streckebene, 18
Strophoide, 4
Strudelpunkt, 163
Superpositionsprinzip, 171
Supremumsprinzip, 41
symmetrische Matrix
quadratische Form, 72

Tangente, 12, 54
Tangenten
—einheitsvektor, 12
—problem von Leibniz, 54
—zuwachs, 62
Tangentengerade, 61
Tangential
—ebene, 61
~hyperebene, 61
Taylorsche Formel, 67
TdV, 138
Teilmenge
(weg—)zusammenhéngende, 45
abgeschlossene, 42
beschrinkte, 42
offene, 42
Temperaturverteilung, 212
Torsion, 18
totales Differential, 63
Trajektorie
isogonale, 155
orthogonale, 155
Traktrix, 4
Transformation
Koordinaten—, 83
Trapezregel
verallgemeinerte, 233
Trennung der Verdnderlichen, 138
trigonometrische Reihe, 216
trigonometrisches Polynom, 216

Umgebung, 42
Ungleichung

von Bessel, 225
Ungleichungsrestriktionen, 105
unrestringierte Variable, 106



Variable Zielfunktion, 105

freie, 106 zulédssige

kiinstliche, 129 Basislosung, 119

Schlupf-, 107 Menge der Losungen, 106

unrestringierte, 106 zusammenhéngende Teilmenge, 45
Variation der Konstanten, 143, 178 zusammenhéingendes Gebiet, einfach, 151
Vektor Zusatzregel

—Funktion, 81 von Bland, 128

lineare, 82 Zweibein, begleitendes, 17

—feld, 82 Zweiphasenmethode

Feld—, 82 Phase I, 128

Grenz—, 106 Phase I1I, 120

Kosten—, 106 Zwischenwertsatz, 45
vektorieller Differentialoperator, 52 Zylinderkoordinaten, 29, 91
vektorwertige Funktion, 81
Verfahren
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von England, 199

von Euler, 188
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von Heun, 193
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vollstandige

Differentialgleichung, 150
vollstdndiger metrischer Raum, 33
vollstdndiges Differential, 63
Vollstandigkeitsrelation, 227
vorzeichenbeschriankt, 106

Wirmeleitung
eindimensionale Gleichung der, 213
Gleichung der, 212, 247
partielle Differentialgleichung der, 213
Wiérmepole, 254
Wegableitung, 60, 89
wegzusammenhéngende Teilmenge, 45
Weierstraf3
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Wellengleichung
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wesentliche Singularitét, 207
Windung, 18
Wirbelpunkt, 163
Wronski
~Determinante, 172, 173
~Matrix, 172

Zerlegung, Feinheitsmaf einer endlichen, 270



