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Review: Letzte Stunde

Wiederholung Lineare Algebra:

Homogene Koordinaten:

€ erlauben Gleichbehandlung von Punkten
(Ortsvektoren) und Richtungsvektoren

€ Rotation, Translation und Skalierung (Affine
Abbildungen) in einer Transformationsmatrix

€ Projektionsmatrizen

1?’*y ) i
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Review: Letzte Stunde

Bilder

@ Selektion Abbildung der Daten auf  Bildsynthese
® Vorverarbeitung @ Geometrie und @ Doarstellung der
@ Lineare Filter @ visuelle Eigenschaften Geometrie in

(Farbe, Transparenz etc.) einem Bild
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Gitterstrukiuren

Heute:

¢ Wozu brauchen wir Gitter?

€ Natirliche Phédnomene sind in der Regel
kontinuierlich (d.h. unendlich hoch aufgelést)

¢ Computer kénnen (natirlich) nur mit
endlichen Datenmengen arbeiten

C Kontinuierliche Daten mUssen abgetastet
(digitalisiert, rasterisiert) werden,
um im Computer verarbeitet werden zu
kénnen.
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2D Gittertypen

uniform rectilinear curvilinear unstrukturiert

® Zellen: ® /ellen: @ /ellen:
gleichférmige unterschiedliche Dreiecke,
Rechtecke, Vierecke, (selten Rechtecke,
Quadrate @® Anordnung: Polygone)
® Anordnung: nicht unifc;rm, ® Anordnung:
uniform regulér aber strukturiert unstrukturiert
(Topologie)
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3D Gittertypen

uniform rectilinear curvilinear unstrukturiert

@ ellen: ® Zellen: @® /ellen:
gleichférmige unterschiedliche Tetraeder,
Hexaeder, Hexaeder, Hexaeder,

® Anordnung: ® Anordnung: Pyramiden,
uniform regular nicht uniform, Prismen

aber strukturiet  ® Anordnung:
unstrukturiert
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Allgemeine Gitterstrukturen

¢ Speicherbedarf fir Gitter
Was mufl gespeichert werden?
Allgemein:
€ Dimension
¢ Liste der Vertices (Gitterpunkte) [explizit oder implizit]
€ Liste der Zellen [explizit oder implizit]
Optional (redundant):
C Liste der Kanten
¢ Liste der Fléchen (3D)

€ Kreuzreferenzen: Zelle = Vertices, Zelle = Fléachen,
Zelle = Kanten, Flache = Kanten, usw.
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Uniforme Gitter

¢ Strukturiertes Gitter

Was muf3 gespeichert werden?
Zellen und Vertices implizit:

€ Dimension Nx, Ny, Nz:
Anzahl der Abtastpunkte in x-, y-
und z-Richtung

¢ Zellgrofie/Gitterweite Ax, Ay, Az:
Abstand der Abtastpunkte in x-, y- und z-Richtung

¢ Datenwerte als Array mit Index n
n=Nx-Ny-z+ Nx-y+x
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C Strukturiertes Gitter 7,
Was muf3 gespeichert werden?
Zellen implizit, Vertices explizit:

€ Dimension Nx, Ny, Nz:

Anzahl der Abtastpunkte in x-, y-
und z-Richtung

¢ Koordinaten der Linien/Ebenen: s -
X, X. .. X. '
©¥, ¥, . Ty,
7y 2y Ly,

¢ Datenwerte als Array mit Index n
n=Nx*Ny-z+ Nx'y+x

10

o

Curvilineare Gitter

C Strukturiertes Gitter
Was muf3 gespeichert werden?
Zellen implizit, Vertices explizit:

€ Dimension Nx, Ny, Nz:

Anzahl der Abtastpunkte in x-, y-
und z-Richtung

€ Liste der Gitterpunkte P,
x-, y- und z-Koordinaten der Gitterpunkte

¢ Datenwerte als Array mit Index n
n=Nx:Ny-z+ Nx-y+x

¢ Unstrukturiertes Gitter

Was muf3 gespeichert werden?
Zellen und Vertices explizit:

¢ Anzahl der Gitterpunkte N
¢ Anzahl der Zellen Z

C Liste der Gitterpunkte I,
x-, y- und z-Koordinaten der Gitterpunkte

C Liste der Zellen:
z.B. Tetraeder: 4 Indices der Gitterpunkte

12

usammenfassung Gi

y -

¢ Uniform rectilinear:
Vorteile: einfach, effizienter Speicherzugriff, Zellsuche ist
trivial,
Nachteile: Gberall gleiche Auflésung, keine lokale
Verfeinerung maglich

¢ Curvilinear:
Vorteile: flexibler als rectilineare Gitter
Nachteile: Gitterstruktur muf3 zusétzlich gespeichert
werden, Algorithmus zur Zellsuche erforderlich

¢ Unstrukturiert:

Vorteile: sehr hohe Flexibilitét, lokale Verfeinerung méglich
Nachteile: Position jedes Datenpunktes und Zellen missen
explizit gespeichert werden, Zellsuche erforderlich
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Beispiel: Dreiecksnetz

¢ ,Winged Edge“
kantenbasierte Datenstruktur P
1

Fir jede Kante E: By,

2 Referenzen auf Vertices

4 Referenzen auf E
benachbarte Kanten

Fir jeden Vertex P
Position (3 Koordinaten) Eoy+
1 Referenz auf eine seiner PO

Kanten
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Beispiel: Dreiecksnetz

¢ ,Shared Vertex”
flachenbasierte Datenstruktur P
7

Fir jeden Vertex P:

Position (3 Koordinaten)
Fir jedes Dreieck T:

3 Referenzen auf Vertices
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Beispiel: Dreiecksnetz

Welche Datenstruktur ist effizienter?

Faustregel: Dreiecksnetz mit n Vertices, hat ca.
3n Kanten und 2n Fléchen

¢ ,Winged Edge”
benétigt ca. (3+1)n + 6:3n = 22n Werte

¢ ,Shared Vertex”
bendtigt ca. 3n + 3:2n = 9n Werte

ABER: Winged Edge erméglicht schnellere Algorithmen,
da die Traversierung (z.B. Aufzéhlung aller Kanten zu
einem geg. Vertex, aller Vertices zu einem geg.
Dreieck, etc.) in konstanter Zeit méglich ist!
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Abtastung

Beispiel: Ein Audiosignal
€ ist in der Natur eine Schallwelle, d.h. eine
Schwingung eines Mediums (z.B. Luft)

€ Im Rechner werden Audiosignale gesampelt,
d.h. abgetastet und quantisiert (AD-Wandlung)

'Abmsl'lheo'rem: Wie muf3 das Signal

digitalisiert werden, damit bestimmte
Eigenschaften erhalten bleiben?
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Diskrete Darstellung

Kontinuierliche Signale werden abgetastet,

\/\M\M k.

\/\/\/V v
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17

Diskrete Darstellung

Kontinuierliche Signale werden abgetastet,
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Diskrete Darstellung

Kontinuierliche Signale werden abgetastet,

Lt il m i
“ S l 1 L !

€ Das Ergebnis ist ein diskretes Signal, das
aus einer Folge von Abtastwerten besteht.

christof rezk-salama, con‘lpuiergruphik und multimediasysteme, universitét siegen
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Quantisierung

Die diskreten Abtastwerte werden quantisiert,

® 1 ¢
ot A ot
H ' ! e
#%%.1 Toe eipreege
oo °
®
.. und mit einer bestimmten Genauigkeit

(z.B. 32bit) abgespeichert.
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Abtastung und Quantisierung "~

¢ Der Fehler, der durch die Quantisierung
entsteht, wird als Quantisierungsrauschen
bezeichne’r. (Wir vernachléfiigen diesen Fehler im Folgenden)

¢ Frage: Wie muf} ich den Abstand der
Abtastpunkte wahlen (Abtastfrequenz) und
welche Konsequenzen folgen daraus?

A

20

- : . - ) sl —
rregquenzsp alcirum

e
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¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als
Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenz
(Sinus und Cosinus) dargestellt werden.

christof rezk-salama, computergraphik und multimediasysteme, universitct siegén
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—~ . - - ol
rregquenzsp alctrum

e

¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als
Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenz
(Sinus und Cosinus) dargestellt werden.

sin(ar)

20

—~ . - - ol
rregquenzsp alcirum

e
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¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als
Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenz
(Sinus und Cosinus) dargestellt werden.

FLrL
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20

nzspeldrum

e

Frequ

¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als
Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenz

(Sinus und Cosinus) dargestellt werden.

s T SHL ST
! 3

1 :
~ sin(52)
i

nzspelirum

e

Frequ

¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als
Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenz

(Sinus und Cosinus) dargestellt werden.

sin(ar) + sin(3 )

sin(7 )

~1| = W=

+ —sin(bx) +
]

christof rezk-salama, computergraphik und multimediasysteme, universitdt siegen
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= S : P — & = S : P — 2
rreguenzspexirom rreguenzspexirom
¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als ¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) kann als
Uberlagerung von harmonischen Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen unterschiedlicher Frequenz Schwingungen unterschiedlicher Frequenz
(Sinus und Cosinus) dargestellt werden. (Sinus und Cosinus) dargestellt werden.
= . | o o , _ i - o P
sin(ar) + 3 sin(3 ) Z ; Slll(?( S | )
l . ) ] . i n=1.3.5..
| :-A;am(u &) - ?.\1}1{: a) Signqle e
il' i (0) b i (1) ,scharfen Kanten”
! 2 beinhalten
- s sin(134) unendlich hohe
= Frequenzen
christof rezk-salama, computergraphik und multimediasysteme, universitdt siegen
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Frequenzspekirum

¢ Jedes kontinuierliche Signal f(x) hat ein
eindeutiges Frequenzspektrum F(t).

¢ Beispiele:

o P
.?5: | 3|
, ]
.25 1

0 et b G A i e e g e e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 -5 .25 0 .25 5

1] ‘ 32 .
751 24|
y | &
2| |
]| | 0!

christof rezk-salama, compuiergruphik und multimediasysteme, universitét siegen

22

Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Frequenzspekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Fre

Cl’*

quenzsp: ekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Pre

Cl’*

quenzsp: ekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:
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Fre

Cl’*

quenzsp: ekirum

C Beispiel eines Signals mit beschranktem
Frequenzspektrum:

¢ Ein Signal heif}t bandbegrenzt, wenn sein
Frequenzspektrum auf ein endliches
Intervall beschrénkt ist.
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R L& P W = 23
Abtasttheorem

¢ Ein kontinuierliches Signal f(x), dessen
Frequenzspektrum F(t) bandbegrenzt ist,

d.h.

F(f) — 0 fUI’ |IL| > tma.r:

|aBt sich exakt rekonstruieren aus einer
diskreten Abtastung mit einer Schrittweite:

1
Qtﬂlﬂ.l'

T =
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Rekonstruktion

¢ Ein hinreichend genau abgetastetes Signal
kann aus den diskreten Abtastwerten
mit Hilfe der sinc-Funktion exakt
rekonstruiert werden.
sin(.r)

sinc(xr) = . TN W 8

christof rezk-salama, computergraphik und muihmed:qsysieme universitdt siegen
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Abtasttheorem

Was passiert nun, wenn die Abtastfrequenz
zu gering ist ¢

C Es wird ein falsches Signal rekonstruiert!

Al s .\ 11T
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Literatur

Abtasttheorem nachzulesen in:

€ J. Foley, A. van Dam, S. Feiner, and J. Hughes.
Computer Graphics, Principle And Practice.
Addison-Wesley, 1993.

Chapter 14.10.3 Sampling Theory

€ oder in jedem Lehrbuch Uber Signalverarbeitung
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Differenzieren

¢ Ableitungen im 1D: F(z) df (x)

Eigenschaften der Ableitung:
f'(x) beschreibt die Steigung der Kurve f()
Lokale Extrema: f(x) =max = f'(x)=0

€ Kantendetektion:
f('L) |flle)| =smax

@) =0
= Kante in f(x)

christof rezk-salama, computergraphik und muihmed:qsysieme universitat siegen
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......

Gradient

€ 1.Ableitung im 2D: P
Der Gradient gradf(z.y) = 0w

of (z.y)
dy

Eigenschaften des Gradientenvektors:
¢ zeigt in die Richtung des grofiten Anstiegs
C steht senkrecht auf den Isolinien

C ist gleich Null bei lokalem Extremum

Isolinien

-—- QDW’Hohenfeld
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Richtungsableitung

Partielle Ableitung im 2D:
€ in x-Richtung:  df(x.,y)

Ox
€ iny-Richtung:  af(z,y)
dy
€ in beliebige Richtung w = ( ii'; )
oy _ Wy @y
o Uz o1 "y ()i

= (wogradf(xz,y))
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Ableitungen in 3D
¢ Gradientenvektor: gt
- If-.'),r.'
gradf(z,y,2) = 9f(zy.z)
dy
df(x.y.z)
z
w,
€ Richtungsableitung in Richtung @ = | w, |:
W,
of(x,y) Of(x,y.2) COf(x.y,2) ‘ df(z y, 2)
88 - T ar T Y st
= (wogradf(z,y,z))
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(a1 &= B#__ B ES SaR 1 £ —2as 750 A By A
)ifferenzieren auf Gittern

Wie kann ich Ableitungen berechnen auf
diskreten Daten?

€ Méglichkeit 1: Approximiere die diskreten Daten
(lokal) durch eine differenzierbare Funktion und
differenziere diese.

€ Méglichkeit 2: Ersetze das Differential durch finite

leferenzen
vy _ dflz)  AL@)
flz) = dr Az

christof rezk-salama, comptﬂergraphlk und mulhmed:qsysieme universitat siegen
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Méglichleit 1: Curve Fitting

Bestimme die

T i) Ableitung f'(2;)

e e an der Stelle 2;
Li—1 X Tyl ¢

christof rezk-salama, comptﬂergruphlk und mu|‘rlmedlqsysieme universitat siegen
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Méoglichkeit 1: Curve Fitting

Bestimme die

T“ i) Ableifung ff ( Jj,)

e e an der Stelle 2;
Li—1 X Tyl ¢

1. Finde ein Polynom 2.Grades,
f(z) =azx® + bz + ¢

das die diskreten Werte lokal approximiert.

christof rezk-salama, comptﬂergraphlk und mu|‘rlmedlqsysieme universitat siegen
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Méglichkeit 1: Curve Fitting

Bestimme die

T“ i) Ableifung ff ( Jj,)

e e an der Stelle 2;
Li—1 X Li41 L

1. Finde ein Polynom 2.Grades,
f(z) =az® + bz + ¢
das die diskreten Werte lokal approximiert.

2. Differenziere dieses Polygon an der Stelle @;
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I Bestimme die

Ableitung f(2;)
an der Stelle 2;

Li—1 Ti j iyl

Vorw&ﬂsdiff?rﬁnzen; f(@iz1) — fx;)
.f (‘Li) ~ h
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Méglichkeit 2: Finite Differenzen

Bestimme die

T\? Ableitung f'(2;)

— an der Stelle 2;
Ti—1 i | Tiyl :

s )
7 («L-::) ~ ?
Rickwartsdifferenzen: '
rr —~ f(‘L,,) — f(il)-,;_l)
il h
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Méoglichkeit 2: Finite Differenzen

Bestimme die

? Ableitung f’(Jf?)
i iUh;__leHl an der S’rell;lﬂii
Vorwidrtsdifferenzen: Flai) — Flz:) :
Lg4+1) — i
fl(z;) = = p o(h)
Rickwaértsdifferenzen: Fla)— | flz. D)
flo) ~ S1000
Zentrale Differenzen: P
f;(/}:!) ~ f(m'c‘-l—l)zhj(a’i—l) O(hg)

christof rezk-salama, compuiergmphik und multimediasysteme, universitét siegen
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Interpolation

In nichts zeigt sich der Mangel an
mathematischer Bildung mehr, als in

einer Ubertrieben genauen Rechnung
(Cart Friedrich Gauss, dt. Mathematiker, 1777-1855)
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Lokale Interpolation

€ An den Datenpunkten P; sind Datenwerte
gegeben.

P Q Pff___,/ Wie bestimme ich einen
B Datenwert for einen Punkt,
der innerhalb einer Zelle
g Py

liegte

d.h. approximative Rekonstruktion des Signals

christof rezk-salama, compuiergmphik und multimediasysteme, universitét siegen
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Yi Lineares Blenden,

T ? f " f(z) = ayiva + (1 — o)y

- - mit X — X
Xr; X Lit1 a = !

Liv1 — Xy

r=x;= a=0 =20

r=Tj41 = Q= 1 S f(?) = e

christof rezk-salama, computergraphik und -muifir;ﬁediélsy;si_ég, universitdt siegen

(T10. Y10

(o1, Yo1)

(Zo0. Yoo)

L — Top

for = @ fe + (0L —a)foe =
fi = i .+ (1—0a)fo e
fle,y) = Bfi+ (1—058)fo : Yo1 — Yoo

christof rezk-salama, computergraphik und -muifir;ﬁediélsy;si_ég, universitat siegen

L0 — Loo

39

4 lineare Interpolationen

foo =afor + (1 —a)foo
foo =afou + (1-a)foo
fio =afin + (1—a)fio
fi =l & L= alrg

2 bilineare Interpolationen
fo =Bfn + (1=05)fw
i =Bfm + (1-PB)fw

1 trilineare Interpolation

f =141 + (-9

40

=2 _ 8

P
®

Ve Der Punkt P kann ausgedrickt

werden als
P=aq,P,+a;P; + a. B,

mit

a+a;+ap=1

A=A reda ( A\ P‘:; PJ,. f’;‘.)

P, P,

1 . \
a; = ._44'4F'{'(’(.£F’Pip*’-‘ )

1 . e
A Area(AF,PP)

Schwerpunktskoordinaten

(Baryzentrische Koordinaten)
1

a; =y = ap = 3

3
= P ist Schwerpunkt

]- r B -~
q Aeo ( VAV & _P} P )

oy
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Dreieckige Zellen (2D)

o ¢ Wie bestimme ich den
Flacheninhalt eines

Dreiecks Area(ARST)?
1

re (&) s=(%) r=(%)
1

B S

R, S

R* T

1
¢ 1w | = £2+ Area(LARST)
v L
Yy

Y

et

42

Lineare Interpolation im Dreieck

christof rezk-salama, computergraphik und mui‘rlmedlqsysieme universitat sm-gen

Bestimme die baryzentrischen
Koordinaten des Punkts P

P =B + @ Fp + dels
¥

Bestimme den Funktionswert
mit den gleichen Gewichten

=l 4 &)y + Gele

Anmerkung: Auch Punkte P auflerhalb des Dreiecks lassen
sich in baryzentrischen Koordinaten ausdricken. Die
Gewichte sind dann nicht mehr alle positiv. Es gilt aber
nach wie vor a; +aj +ap =1
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Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder

1. Verbinde den inneren Punkt
mit allen Randpunkten.
b
Es entstehen 4 Tetraeder als
Unterteilung

christof rezk-salama, computergraphik und .mui‘rir-nedidsysi-e.me, un;\;é-rsiid{sieééa
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Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder

1. Verbinde den inneren Punkt
mit allen Randpunkten.

i&o 2
& Es entstehen 4 Tetraeder als

Unterteilung
o

2. Das Volumen eines Teil-
Tetraeders ist das bary-
zentrische Gewicht fur den
gegeniberliegenden Punkt

christof rezk-salama, computergraphik und .mui‘rir-nedidsysi-e.me, un;\;é-rsiidfmsieééa
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Tetraeder

¢ Volumen eines Tetraeders
Vol(Tet(R.S,T.U)) mit
Vertices R, S, T'und U:

R
5\'
11 1 1
R, Se Tp Up| _ | o 1rillns e
R, S, T, U, |~ +6- Vol(Tet(R.S.T.U))
R 8 T U

45

Tetraeder
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Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder
P = arR + asS + ayT + ayU

i 1 1 1

. S 1. U.

Eom0 [/ P, 5, 1, U,
e S, T, U,

BT 1 11

R. S:QE” OF

R, 5, T, U,

R: S: TZ UZ
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Tetraeder

Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder
P = arR + asS + arT + ayU

1 BN 1 1

=m0 [/ R, P, T, U,
R, g T, U,

g =

1 1 lal

R x 'S’;r T! (-”r.r'

R, S, T, U,

R Gt P
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Tetraeder

Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder
P = arR + asS + ayT + ayU

1 1 a1
1 R,r 5',1' 2 T Utr
- U, Ry Sy P y Uy
R 2 S: P & U.

1 1 11

R T S.r T’ U!

R, S0 T, 4y
R z S z T3 U‘:
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Tetraed

Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder
P = arR + asS + arT + ayU

1 1 1

1 {I S'J.‘ :{ j'i‘ P'-‘

U R, 5, 1T, Py
| R. 5. T. &
BT T 1 11

Ry S V™ T

Ry Sy Ty Uy

B, Ot wtE
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Tetraed

Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder
P = arR + asS + ayT + ayU

1 1 1

1 {I S'J.‘ :{ t'i‘ P'-‘

(/;' Ry S Y Tu Py

| R. S. T, P,

g T 1 1.1

S R, 8., €G>0

Ry Sy Ty Uy

Interpolation: R, 5. T. U,

[ = arfr + asfs + arfr + avfu
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= P — ;g'"ili:}?,-..._ & .
Zusammentassung

¢ Gitterstrukturen in 2D und 3D
¢ uniforme Gitter
€ rectilineare Gitter
€ curvilineare Gitter

¢ unstrukturierte Gitter

¢ Datenstrukturen fir Dreiecksnetze
C ,,Shqred Verl‘ex” B . Py
¢ ,Winged Edge”

P By,
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Zusammentassung

¢ Abtasttheorem

€ Kontinuierliche Signale lassen |
sich in harmonische Schwing-
ungen zerlegen (Frequenzspektrum)

€ Bandbegrenzte Signale lassen sich aus
diskreten Abtastwerten exakt rekonstruieren

€ Exakte Rekonstruktion erfolgt mit dem Sinc-
Filter

€ Unterabtastung fuhrt zu Aliasing-Effekten
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Zusammentrassung

¢ Differenzieren auf Gittern
¢ Gradientenvektor

€ zeigt in Richtung des grofiten Anstiegs
C steht senkrecht autf den Isolinien (2D) bzw
Isofléchen (3D)
C Differenzieren auf Gittern
¢ Curve/Surface Fitting

¢ Finite Differenzen

€ Vorwidrts, Rickwdrts,

Isolinien

¢ Zentrale Differenzen
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Zusammentassung
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¢ Lokale Interpolation

€ Stickweise lineare Interpolation
¢ Kartesisch: Linear, bilinear, trilinear

€ Baryzentrisch: Dreieck und Tetraeder
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