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Review: Leizie Stunde

¢ 2D Skalarfelder
Farbkodierung Oberflachen Isolinien

Farbtabellen Wireframe Sequentielles Verfahren

Rasterisierung Hiddenlines Contour Tracing
per-Vertex Lookup Flat-Shading Midpoint Decider
per-Pixel Lookup Gouraud-Shading Asymptotic Decider
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Review: Der Gradientenvektor

€ 1.Ableitung eines 2D Skalarfeldes: Der Gradient
3f (z.)
dx
0/ ()
dy
Eigenschaften des Gradientenvektors:
€ zeigt in die Richtung des gréfiten Anstiegs
C steht senkrecht auf den Isolinien
C st gleich Null bei lokalem Extremum

Beispiel:
2D Hohenfeld

gradf(z.y) =

Isolinien
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Das Gradientenfeld

2D Skalarfeld

Gradient
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2D Vektortelder: Definition 2D Vektorfelder
|
2D Veldorfeld: € Ableitungen eines Vektorfeldes |Betrachte partielle
€ selten analytisch gegeben: Hz,y) = ( ve (2, ) ) Ableitungen der
o vy(z,y) | Vektor-Komponenten
?7(’1“ y) e ’Um(ﬁf? y) U E R?
. Uy (.’If, ’y) z,y€ R ,wie stark éndert < wie stark éndert
sich v, in sich 0, in
C Oblicherweise als diskrete Daten: xl'RiCh*U”QH - oy y-Richtung |
B ,wie stark éndert % wie stark andert
. — 7 . sich v,, in 1 sich v,, in
TivY;) — V; = el0..... \ 1 Y
(77” yz) Ui Uy i iE] ] x-Richtung2¢” y-Richtung
. 7
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2D Vektorfelder Die Jacobi-Matrix
C Ableitungen eines Vektorfeldes Wozu braucht man die Jacobi-Matrix?
Bl ) = ( i;Ei;ﬁ ) C Richtungsableitungen in Richtung /i :
y\Ly A
, : ’ P, 1 - -
¢ Totales Differenzial: M = Jzh mit [h] =1
Oh
Ovy  Ovy Beispiele:
ox O
J;; — . ) J = ( 1 \ / vy vy [ 1 \ [ v )
vy vy, B = dr Oy - Az
Ox Ay \ ()) \ ':;—i" % \{'l/ \ '(};—’” )
Die Jacobi-Matrix (Fundamental-Matrix) {0 [ ov. ou R [ ove )
beschreibt vollsténdig ,wie stark sich das Bi= = ;“ ;)f" = ‘;)”
Vektorfeld in Punkt (x,y) éndert” \ Ly \ rr B \ 1) \ = /
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Lokale Eigenschaften

Als Divergenz bezeichnet man die Summe der
Diagonalelemente der Jacobimatrix.

Rz Ous \ s dv, Ov
— divi(Z) = — + =2
dx Dy

Ay, iy

€ Die Divergenz erlaubt Aussagen Gber die Stérke von
Quellen und Senken im Vektorfeld, bzw. Gber das
,Auseinanderstémen”

weder Quelle
noch Senke

divo(2p) > 0 | | dive(Zy) < 0] | dive(dp) =0

Quelle bei 'y Senke bei Ty
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Die Divergenz

L‘\

Betrachte ein kleines Fléchen-
stick S in Umgebung von 7
C Wie stark ist die Strémung,
die reinfliefte

Anschaulich:

o / C Wie stark ist die Strémung,
Y /},v die rausflie3t2
e Tz

christof rezk-salama, computergraphik und mui‘rlmedlqsysieme universitat sm-gen

_\

Die Divergenz

Betrachte ein kleines Fléchen-
stick S in Umgebung von 7
C Wie stark ist die Strémung,
die reinfliefte
C Wie stark ist die Strémung,
die rausflief}te
€ Lasse das Fléchenstick S
O. infinitesimal klein werden.

Anschaulich:

Die Divergenz ist das
» Verhdltnis zwischen Ein-
und Ausstrémung”
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Als Rotation bezeichnet man (in 2D) die Differenz
der Elemente der Gegendiagonale der Jacobimatrix.

r)r, ‘.".}."‘.r 0 () a V.,
«'.-‘,l,:.-i ,‘f}j{! IOt rU(‘T’.) - : o = -
B dx dy

€ Die Rotation (engl. auch curl) erlaubt Aussagen Gber
die lokale Rotation, d.h die Wirbelhaftigkeit
(Vorticity) der Strémung.

Keine Rotation um Zy ||Lokale Rotation um &y

rot 7(2p) = 0 rot ¥(2p) # 0
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Die Rotation

Betrachte eine kleine Kreis-
flaéche S in Umgebung von 7
C Wie stark andert sich die
Tangentialstrébmung in x-
und y-Richtung?

Anschaulich:
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"

Die Rotation

Betrachte eine kleine Kreis-
fléche S in Umgebung von 7
C Wie stark andert sich die
Tangentialstrébmung in x-
und y-Richtung?

Anschaulich:
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Die Rotation

(e

Betrachte eine kleine Kreis-
flache S in Umgebung von 7
C Wie stark andert sich die
Tangentialstrébmung in x-
und y-Richtung?
¢ Lasse das Flachenstiuck S
infinitesimal klein werden.

Anschaulich:

Die Rotation ist ein Maf3 fur
die lokale ,Verwirbelung
einer Strémung”
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Analytische

[
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Konstantes Vektorfeld

= Ce
v(x, .U) = ( C )
Y
0 0
._L_T(-'fr- ?J) = ( 0 0 )

divala,y) = 0
rotwle.y) = @

AT L L
I
Yl
L L
LIV
I )
LLLd L
LT
Ldd AL LT

Gleichférmige, laminare Strémung,
kein Auseinanderstrémen (keine Divergenz),
keine Verwirbelung (keine Rotation)
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Analytische Beispiele )

Identitats-Vektorfeld
e = {*] ,\\\ [ / //',

I
t
Jilzy) = (1 U) “T//&*;Q‘
0 1 ) [N
divo(z,y) = 2 \
rot v(xz,y) = 0 / \
Keine Verwirbelung (Rotation),

Konstant positive Divergenz: Auseinanderstréomen
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Analytische Beispiele

jeder Punkt ist Quelle
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Zirkulares Vektorfeld -

ia,y) = ( ;j” )
Js(x,y) = ((1] _])

divi(z,y) = 0 \4\

\
rotv(z,y) = 2 N T

"'N-.b.._.-"

N
/ r h‘::\‘.\\\\
vy ".k:\; \ \ \ w

e
¥‘\ ‘tv"’/‘ I;}
-....*" // f

L

Kein ,Auseinanderstromen” (keine Divergenz),

Lokale Rotation in jedem Punkt

christof rezk-salama, computergraphik und mul‘rimediusysie.me, universitat sieé-én
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Grundlagen

(z,y) = grad f(z,y)

Pfley)  2f(ey)
i = x2 dx Ay
Ji(x,y) FPlry) f(xy)
Dz By Oy*
O f(x,y) RACY)
+
da? Iy

div @z, y)

rot t(x.y) = 0

Gradientenfelder sind konservativ, d.h. generell rotationsfrei

(Zirkulationen sind nicht méglich)
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¢ Taylorentwicklung:

f(@o+h) = flza)+h- fl(zxo) e i f”( g) Fos =
= > G,
k=0 k!
7 € Approximiere f(x)
/ Punkt z( lokal durch eine
~ To Gerade
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Grundlagen

¢ Taylorentwicklung:

h2
flao+h) = flao)+h: flae)+ 5 @)+ ... =
X }A )
= Z ;J fi8 (20)
Be=

€ Approximiere f(x) im
Punkt z( lokal durch eine
~ o Parabel

\
7 N
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Grundlagen

¢ Taylorentwicklung:

i 4 ,2;‘!
flao+h) = flao)+h: flao)+ 5 @)+ ... =
2 hE
= Zﬁf (20)
k=0 "

€ Approximiere f(x) im
Punkt z( lokal durch eine
~ o Parabel

Taylorentwicklung erlaubt
die Approximation beliebiger
Funktionen durch Polynome.

fx)

C Kritische Punkte (Fixpunkte):

Punkte im Vektorfeld, an denen die Strémung
gleich null ist, d.h.

d(@) = 0
€ Die Taylorentwicklung liefert
0@ +h) = (@) + Jo(o) b
und somit B B
U(Zg+h) =~ Jz(ag)h
Die Eigenschaften der Strémung in

unmittelbarer Umgebung des kritschen Punkt
wird allein durch J5() bestimmt.

¢ Jede Matrix kann als Summe einer symmetrischen und
einer asymmetrischen Matrix dargestellt werden:

z].._-_; — . tg‘.‘s}’m} _|_ ']La.:sym}

U

AL I
J(:_w'_\-'m) ']t'_" —i_ JT—" J(aﬁym) = Jﬁ T J(_;
Scherung: - Drehung: 77+

e LS — - —
-7 ! g m—
| -1 Ly 7 1
| 1% v v b
¥ A ,i LS
[ 7 ™ 1
Ld ]
I

(]

[}

:_, f ~ I;!
{ £ )

’ ,‘b\: ~ 1
' - s s 1
F l__;"'_’_____ e -
= ‘J/
/-

JStress-Strain-Tensor”




Eigenwerte einer Matrix ”

Als Eigenwert einer nxXn-Matrix A bezeichnet man
Skalarwerte A, die die Gleichung

Az =\

erfullen.

Diese Gleichung ist fur bestimmte Paare von
Eigenwerten A und Eigenvektoren & erfullt.

Ay = MNIdZ7 charakteristisches

(A—-AId)¥ = 0 / Polynom
lésbar for det(A - )\Id) ==
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Eigenwerte einer Matrix :
Beispiel: 0 1
i = ( —2 3 )
—-A 1
A—-)\d = (_2 3_/\)
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Eigenwerte einer Matrix }
Beispiel: 0 1
2 = ( —2 3 )
—Xx 1
det(A — A\Id) = ‘ 9 3_) l—O

“AB3-X)+2=0 M —-3x+2=0

Zwei Lésungen: =1 Agp =2
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Eigenwerte einer Matrix }

A 1 ,IT“ — 1
€ry = 1 €To = 9
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Eigenwerte einer Matrix

Betrachte das Vektorfeld ﬁ(f) = AZF

Eigenwerte einer Matrix
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Ein weiteres Beispiel:

det(A — AId) =
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Eigenwerte einer Matrix :
Ein weiteres Beispiel:
A — 0 2
N —5 2
- 2
det(A — AId) = ‘_5 2_)\'0
—A2-A)+10=0 M —204+10=0
i, 2+ +/—36
Zwei Lésungen im Komplexen: = 2
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:

(0 2
o = (5 2)
A = 1+ 3i (_1_33'5 13:%)(:;) 2

—(1+3)x+2y = 0

christof rezk-salama, con‘lpuiergraphik und multimediasysteme, universitét siegen
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:

0 2
A= (50
A =1+ 30 (_1_;3?' 1_23,)(;) = 0

(14 3i)x

| =

y =

25

Eigenwerte einer Matrix

christof rezk-salama, comptﬁergruphik und multimediasysteme, universitét siegen

Ein weiteres Beispiel:

0 2
o = (5 2)
M =1+3i (_1__531" 1551)(;) _

y =

—oT + (1 — 35) y =

christof rezk-salama, comptﬁergraphik und multimediasysteme, universitét siegen
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:

0 2
" = (5 2)
s (T5Mada)(5) -0

y =

i o .
—br + 5(1 —3i)(1+3i) z
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:

0 2
A= (53)
M =1+3i (_1:53.& 1551)(;) =

y =

i
—5x + 5(1 — 3l +dix =

11+ 30)]*
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:
( 0 2)
A =

. -1 -3i 2 X
Ay =14 3¢ ( _.511—31)(:;):{}

y = =(1+3ia
i
-5z + 5(1 —3t)(1+3i)z =a0

1 :
-5z + 3”(1 + 37)||* 20t
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:
( 0 2)
A =

. -1 —3i 2 X
Ay =14 3¢ ( _.511—31)(:;):{]

i = _7(1+3'£):I?

i
-5z + 5(1 —31)(1+3i)z =a0

—5;tf+%(\m)2;zr = 0
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:
( 0 2)
A =

: -1-3 2 &
Ay =14 3¢ ( _.511—31)(:;):{}

=5x +9r = 0 (immererfdllt)
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Eigenwerte einer Matrix

Ein weiteres Beispiel:
( 0 2 )

A =
—5 2
110 ; 1
; == —J. ‘ — = — DY
Y 2( + 3i) a Y 2(1 3017
Eigenvektor Eigenvektor

- 2 P 2
el = (1+35) I (P

christof rezk-salama, compuiergraphik und multimediasysteme, universitét siegen
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For jede reelle nxn-Matrix A gilt:
C die Matrix A hat genau n (méglicherweise

komplexe) Eigenwerte.
(jeder Eigenwert wird entsprechend seiner Vielfachheit gezéhlt)

€ Komplexe Eigenwerte treten nur als Paare
konjugiert komplexer Zahlen A2 = a £ b1

auf.
(Dies bedeutet auch, dass bei ungeradem n mindestens ein reeller

Eigenwert existiert.)

€ Der Nullvektor z&hlt nicht als Eigenvektor

christof rezk-salama, computergraphik und muihmed:qsysieme universitdt siegen

Vektorfeld-Topologie

¢ Der Verlauf der FluBlinien in unmittelbarer Umgebung
eines Fixpunktes |&f3t sich in bestimmte topologische
Kategorien einordnen:

_A %) R

—

~

———

//

i
%@E

=0
=== it
@) ® @
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0000000000
CO000CO0O0CO0O0O0O0
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Vektorteld-Topologie

Vorgehensweise:
C Bestimme kritische Punkte (Fixpunkte) im

Vektorfeld

€ Bestimme die Jacobimatrix fUr jeden Fixpunkt
(z.B. durch zentrale Differenzen)
€ Bestimme die Eigenwerte der Jacobimatrix und
klassifiziere nach der Topologie
(= Einordnung in eine der topologischen Kategorie)
€ Bestimme die Eigenvektoren zu den
Eigenwerten
(= Bestimmung der exakten Topologie, Scherung)
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Kategorie 1A:
)\1 < )\2 <0

Senke (sink, attracting node).
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

christof rezk-salama, computergraphik und muihmed:qsysieme universitat siegen
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| = e I| - . = &
Kritische Punkte

Kategorie 1: C Beispiel: [\,
Jacobimatrix besitzt 0

>
]

Kategorie 1A:
)\_]_ =2 )\2 <0

Kategorie 1B:
0< A < Ay

1

Kritische Punkte

christof rezk-salama, computergraphik und multimediasysteme, universitdt siegen

Kategorie 1: C Beispiel: [ \, 0
Jacobimatrix besitzt 0\

Kategorie 1A:
)\_]_ =2 )\2 <0

Kategorie 1B:
0< A < Ay

Quelle (source, repelling node).
Fixpunkt ist instabil.
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Kritische Punkte

Kategorie 1: C Beispiel: [\,
Jacobimatrix besitzt

S e 0 A
Kategorie 1A: J A &

)\_]_ < )\2 <0

B O i

Kategorie 1B:

0 < )\1 = )\2 \\ Y /ﬁ

Kategorie 1C:
A <0< )\, | Soffelounkt(sadde).
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Kritische Punkte

Fixpunkt ist instabil.
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Kategorie 2: C Beispiel: /
Jacobimatrix besitzt '
=il s 0 A
Kategorie 2A: Y Y Y
A <0 C
A A A

Senken auf einer Gerade
Fixpunkt ist stabil.

christof rezk-salama, computergraphik und multimediasysteme, universitdt siegen
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Kritische Punkte
Kategorie 2: C Beispiel: / o
Jacobimatrix besitzt '
_ _ 0 A
A A A A A A A A
Kategorie 2A:
A< 0 O—-O—0O—-0—< ()
Kategorie 2B: YYVY VY YVYY
A>0
Quellen auf einer Gerade
Fixpunkt ist instabil.
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Kritische Punkte

Kategorie 3:
Jacobimatrix besitzt

¢ Be:sptel A 0
(0 3)

—

Kategorie 3A:
A >0

S\
AN

Quelle (source, attracting node).
Fixpunkt ist instabil.

christof rezk-salama, computergraphik und multimediasysteme, universitdt siegen
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Kritische Punkte

Kategorie 3:

J_acobim-cﬂri-x besitzt

C Beispiel: ( A [)

Kategorie 3A: +
A >0

Kategorie 3B:
A <0 A

Senke (sink, attracting node).

Kritische Punkte

Kategorie 3:

J_acobim-cﬂri-x besitzt

C Beispiel: / )\
(0 %)

Kategorie 3A:
A >0

Kategorie 3B:
A <0

Fixpunkt ist asymptotisch stabil.
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Kategorie 3C:
A=0

000 00000000
O'0 000000000
06 O Q0O ONE 0O
OO0 QOO OO OO0 0
000 000000 00

keine Stromung (alles Fixpunkte)
Fixpunkt ist stabil.
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Kritische Punkte N
Kategorie 4: C Beispiel: [ \ 1
Jacobimatrix besitzt 0 A

Kategorie 4A:
A >0

Quelle (source, repelling focus)
Fixpunkt ist instabil.
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Kritische Punkte

Kategorie 4: C Beispiel: ( % 3 )
A

J_acobim-c:’rri-x besitzt

Kategorie 4A:
AL

Kategorie 4B:
A <0

Senke (sink, attracting focus)
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.
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Kritische Punkte

Jacobimatrix besitzt

Kategorie 5: C Beispiel: ( a —f3 )

Kategorie 5A:
Hiee 0= @

& © . g 40
Kritische Punkte
Kategorie 4: C Beispiel: [ \ 1
Jacobimatrix besitzt
T 0 A
Kategorie 4A: _:
A>0 -
OO @0 00 ® 0 0.0, 60 © 0 00 80 ®
Kategorie 4B: .
s
=10 —
Kategorie 4C:
%= Gerade von Fixpunkten
_ Fixpunkt ist stabil.
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Quellwirbel (repelling whirl)
Fixpunkt ist instabil.
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Kritische Punkie N

C Beispiel: [ o —p3
(5 )

2 komplexe EiééhWeﬁe
2 kompl.Eigenvektoren

Kategorie 5A:
Pl &

Kategorie 5B:
i £ Diss

Wirbelsenke (attracting whirl)
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

Kritische Punkte "

christof rezk-salama, compu;ergruphik und mulfimediasyshme, universitdt siegen

2 komplexe Eig;ri\r«;erfe o«

2 kompl.Eigenvektoren

Kategorie 5A:

Pl &
Kategorie 5B: @ |
@<= i=£ 3

Kategorie 5C:
@ =1

Zirkulare Strémung (center)
Fixpunkt ist stabil.

christof rezk-salama, compu;ergruphik und mulfimediasyshme, universitdt siegen
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Vektorfeld-Topologie

Quellen Senken unerreichbare
Fixpunkte

b

B

i
e |
%m
[©
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Eigenvektoren

€ Welche Rolle spielen die reellen Eigenvektoren?

(komplexe Eigenvektoren sollen hier nicht betrachtet werden)

Bei den Beispielmatrizen waren die  Bei beliebigen Jacobimatrizen
Eigenvektoren die Einheitsvektoren bestimmen die Eigenvektforen die
der Koordinatenachsen Scherung der Koordinatenachsen

christof rezk-salama, compu;ergruphik und multimediasysteme, universitét siegen




46

Stabilitéat

Stabilitat bzw Instabilitat wird durch den Realteil der
Eigenwerte bestimmt:

€ Ein lineares System ist (asymptotisch) stabil,
wenn fur alle Eigenwerte gilt:
Re), <0

€ Ein lineares System ist instabil, wenn fUr mindes-
tens einen Eigenwert gilt:

R(‘Ag, =

Anmerkung: Asymptisch stabil heifit, dass es unendlich viele Pfade zu
dem Fixpunkt gibt. Bei stabilen Systemen sind es abzéahlbar viele.

christof rezk-salama, computergraphik und .mui‘rir-nedidsysi-e.me, un;\;é-rsiimmsiegen
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Stabilitét

Was bedeutet stabil, instabil, und asymptotisch
stabil?

Numerische Bestimmung einer Partikelbahn

(vgl. néchste Stunde):

* Beginne an einem bestimmten Startpunkt 27

* Bestimme die Strémung v(x) an diesem Punkt.

* (Gehe einen kleinen Schritt in Richtung der Strémung

f_" ( .?f_(’})

i)

christof rezk-salama, computergraphik und .mui‘rir-nedidsysi-e.me, un;\;é-rsiidfmsiegen
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Stabilitat

Im kritischen Punkt ist die Stromung gleich null.
Beginne ich die Berechnung einer Partikelbahn in der Néhe
eines kritischen Punkts fGhrt mich die Stromung...

49

Zusammentassung

stabil instabil asymp. stabil
»immer direkt 4. immer aus der ,...immer zu dem
in die Umgebung Umgebung des Fixpunkt hin,
Fixpunkts” Fixpunkts heraus” aber evil. quf
Umwegen”
4Der Fehler wird geringer L,DerFehler wird Der Fehler wird
bzw bleibt konstant” groBer” irgendwann stabil”
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2D Vektorfelder

C Differenzieren vektorwertiger Funktionen
€ Totales Differenzial: Jacobi-Matrix
€ Richtungsableitung (Gber Jacobi-Matrix)
C Divergenz: beschreibt die Intensitét von Quellen und
Senken
C Rotation: beschreibt die , Wirbelhaftigkeit”
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Zusammentassung

Eigenwerte und Eigenvektoren

C Eigenvektoren sind Vektoren, die durch die Matrix
,auf sich selbst abgebildet” und dabei mit dem
Eigenwert skaliert werden.

Ar = \7
C L&se das charakteristische Polynom
det(A — AId) = 0

€ Bestimme die Eigenvektoren anschlieBend durch
einsetzen
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Kritische Punkte (Fixpunkie)

€ charakterisiert durch ¥(2p) = 0

€ Eigenschaften der Strémung in Umgebung des
Fixpunktes wird durch Jacobi-Matrix bestimmt.

C Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix erlauben
Klassifikation von kritischen Punkten (Topologie).

WS S == i
® (©) =
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2D Vektorfelder
¢ Numerische Integration
€ Runge-Kutta-Verfahren
C Zeitabhdngige Vektordaten
€ Particle Tracing

€ Streamlines (_f(fb)
€ Streaklines
€ Pathlines

T
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