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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zielsetzung

Dieses Manuskript beschreibt die mathematischen Grundlagen, die zu den Vorlesungen der Fach-
gruppe Computergraphik & Multimediasysteme als bekannt vorausgesetzt werden.

Teilweise werden hier besprochene Inhalte auch in der Vorlesung detailiert behandelt bzw. in
Ubungen aufgegriffen.

Zudem dient das Manuskript der Festlegung einheitlicher Bezeichnungen und Verwendung von
Fachtermini.

Disclosure - Was dieses Skript NICHT ist

Das Studium dieses Skriptes ist nicht fiir die Erarbeitung der Inhalte gedacht, wenn keinerlei
Vorkenntnisse vorhanden sind. Hierzu werden Verweise auf entsprechende Fachliteratur gege-
ben.

In vielen Themenfeldern finden sich in der Fachliteratur alternative Bezeichnungen fiir Sach-
verhalte, teilweise sogar unterschiedliche Verwendungen eines Begriffes. Hierauf wird i.a. nicht
eingegangen.

Hinweis

Dieses Skript ist im Aufbau begriffen und wird daher regelmifig erweitert, angepalit und ggf. korrigiert.
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1.2 Bezeichnungen

Bezeichnung: Allgemeine Schreibweisen

Zahlenrdume:

N

Z

R, Ry

natiirliche Zahlen
{1,2,3,4...}

ganze Zahlen
{0,1,—-1,2,-2,...}
rationale Zahlen
{r/qa: p,a€Z}

reelle Zahlen

nicht-negative bzw. nicht-positive
reelle Zahlen, z.B.
Ry ={acR : r<0}

Vektorrdume und Affine Ridume:

A
M

P

\

M

allgemeiner affiner Raum Vv
allgemeine Menge s
(GroBbuchstabe)

Punkt V=
normierter vektor (Linge 1) o

allgemeine Matrix

Operatoren fiir Vektoren:

N+

Q*,Q~

R+ R

Vi

naturliche Zahlen mit O
{0,1,2,3...}

positive bzw. nagetive rationale
Zahlen, z.B.
Qt={gqeQ:¢>0}

positive bzw. nagetive reele Zah-
len, z.B.

Rt ={reR:r>0}

komplexe Zahlen mit imaginérer
Einheit i:

C={a+ib: abcR}i’=—1

allgemeiner Vektorraum
Skalar
(Kleinbuchstabe)

allgemeiner Vektor

Winkel
(griechischer Buchstabe)

vl = (v1,...,v,) transponierter Vektor

|a|| = i a?  Vektornorm (Linge des Vektors)
|s| - absoluter Betrag des Skalars

(?1 . f)) = i aib; inneres Produkt oder Punktprodukt
axb - Vektorprodukt



1.2 Bezeichnungen

Mengen:

ACB,acA A ist Teilmenge von B, a ist Element von A
l[a,b) ={c€R : a<c<b} abgeschlossenes reelles Intervall
la,b[={c€R : a<c<b} offenes reelles Intervall

Rn

n-dimensionaler affiner Raum uber R

Us(P)={Q : ||[Q—P|| <€} e-Umgebung von P mit reellem € >0

oM
M

o

M

Quantoren:
=

=

Rand der Menge M
Abschluf} der Menge M

Inneres der Menge M

,,€s existiert; Beispiel:

JxeR:x*=4:,es gibt ein reelles x, dessen Quadrat 4 ergibt* (ndmlich 2
und —2)

€8 existiert genau ein‘‘; Beispiel:

JixeRT: 2 =4 es gibt genau ein positives reelles x, dessen Quadrat 4
ergibt* (ndmlich 2)

,fur alle gilt*; Beispiel:

Vn € N :n e R: fiir jedes natiirliche n gilt, dass es auch eine reelle Zahlen

. 113

1st
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Kapitel 2

Analysis

Im folgenden werden ausschlieBlich metrische Rdume A, also z.B. A = R", betrachtet. Weiter-
fiihrende Betrachtungen finden sich z.B. in [Heuser 1986, Hollig 2003].

2.1 Funktionen

Definition:
Gegeben sei ein metrischer Raum A.

Eine Funktion f ordnet jedem Element X einer Definitionsmenge D C A genau ein Element Y
der Wertemenge W C A zuordnet!.

Zeichen:

Die Funktion f ist

1. injektiv :<=> fiir jedes Paar X # X, X; € D gilt: f(X)) # f(X>)
2. surjektiv :<=> fir jedesY e W X € Dmit f(X) =Y

3. bijektiv ;<= sie injektiv und surjektiv ist

|
Lemma:
f ist genau dann bijektiv, wenn
1. f(D) =W und
2.VYeWwW 3 XeD: f(X)=Y
|

'Hier werden bewuft potentiell mehrdimmensionale Elemente (Punkte) X, Y verwendet.
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2.2 Mengen

Definition: Folgen

1. Eine Folge {P;};cn C A ist eine Funktion

N — A

A

2. Die Folge {P;};cn heiBt konvergent gegen Q, falls
Ve >0dn. e N:Vn>ng: P, € Ug(Q)

Q heiBt Grenzwert oder Limes.

Beispiel: Konvergente Folge

09

Fiir A = R? ist die Folge
{Pi}ien, Pi=(1/i,1/i%) : u

konvergent gegen den Ursprung (0,0).

it L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Definition: Offene und geschlossene Menge

1. Eine Menge M C A ist offen, falls

VPeMde>0:U(P)CM 2.1

2. Eine Menge M C A ist abgeschlossen, falls

V{P;};en konvergente Folge in M mit Grenzwert Q : Q € M 2.2)

Beispiel:

1. Jede e-Umgebung Ug(P) von P ist selbst eine offene Menge, da VQ € Ug (P) die Umgebung
Ue,o(Q) C Ug(P), falls g9 < &—[|Q —P||.



2.2 Mengen

2. Nimmt man zu einer e-Umgebung U (P) die Punkte auf dem Kreis hinzu, also
M=U(P)U{Q : [P-Q[ =&} ={Q : [P-Q[ <&}

so erhélt man eine angeschlossene Menge

\ N
Q: [P-Qf=¢}

Abbildung 2.1: e-Umgebung als offene Menge (links) und geschlossener Kreis (rechts)

Definition: Rand und Inneres einer Menge

1. Ein Punkt P ist ein Randpunkt der Menge M C A, falls fiir jedes € > 0, Ug(P) mindestens
einen Punkt aus M und mindestens ein Punkt aus A\M enthilt.

Beachte: P mul3 nicht selbst Element von M sein!
2. Der Rand einer Menge M, OM, ist die Menge aller Randpunkte von M.

3. Ein Punkt P € M ist ein innerer Punkt der Menge M C A, falls es ein € > 0 gibt, so dass
Us(P) C M.

4. Das Innere M einer Menge M ist die Menge aller inneren Punkte von M.

Beispiel:

1. (0,0) ist ein Randpunkt der Menge {(1/i,1/i> : i € N} (vgl. Besipiel zu konvergenten
Folgen).

2. Die Vereinigung einer Menge M mit ihrem Rand, also M U dM ist stets abgeschlossen, da
fiir jede konvergente Folge {P;};,cy C M mit Grenzwert Q eine der Aussagen gilt:

2.1. Q € M oder

2.2. Q ¢ M; in diesem Fall ist aber Q auf dem Rand von M, da {P;};cy gegen Q konver-
giert.
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%

Abbildung 2.2: Eine gegen den Randpunkt Q konvergente Folge {P;};cn

2.3 Eindimensionale, reellwertige Funktionen einer Variablen

Im folgenden werden Funktionen in einer Variablen (hier x) in einer Dimension, also nach y =
f(x) betrachtet:

DCR — WCR

o e =

2.3.1 Stetigkeit

Definition: Stetigkeit von Funktionen mit reeller Definitionsmenge
Gegeben sei eine Funktion f: D — W, D C R und ein innerer Punkt x € D.
f istim Punkt x € D

1. linksseitig stetig :<—> jede gegen x konvergente Folge {x;};cny C D mit x; < x Vi gilt

1.1. die Folge { f(x;) }icn ist konvergent in W
1.2. der Grenzwert von { f(x;) }ien ist f(x)

2. rechtsseitig stetig :<=> jede gegen x konvergente Folge {x;};cny C D mit x; > x Vi gilt

2.1. die Folge {f(x;) }icn ist konvergent
2.2. der Grenzwert von { f(x;) }ien ist f(x)

3. stetig :<=> f sowohl links- als auch rechtseitig stetig ist.

Beispiel:

1. Polynomfunktionen f : R — R sind stetig auf R



2.3 Eindimensionale, reellwertige Funktionen einer Variablen

2. die Heavyside-Funktion

R — R
-1 x<0
Tie e fw=
1 x>0
ist in x = O unstetig
Polynom vom Grad 2 Heavyside-Funktion

2.3.2 Differenzierbarkeit

Definition: Differenzierbarkeit

Gegeben sei die reelle Funktion f : D — W, W, D C R und der innere Punkt x € B, d.h.4e>0:
Ug (X) CD.

1. fistin x rechtseitig differenzierbar :<=> der Grenzwert

L PO — F()

h—0 h
>0

existiert und ist eindeutig.

2. fistinx linksseitig differenzierbar :<=> der Grenzwert

i £ =109

h<0

existiert und ist eindeutig.

3. fistin x differenzierbar :<=> der Grenzwert

1= i L0 00

existiert und ist eindeutig.

f' wird Ableitung von f genannt.
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Bezeichnung:

1. C(D) ist die Menge der iiber der Definitionsmenge D stetigen Funktionen
2. f heilt stetig differenzierbar, wenn

2.1. f differenzierbar ist und
2.2. f' stetig ist

3. fR(x), k € N ist die k-te Ableitung von f in x (so sie existiert)
4. f heiBit k-mal stetig differenzierbar, wenn

4.1. f k-mal differenzierbar ist und

4.2. f(k) stetig ist

5. CK(D), k € N ist die Menge der iiber der Definitionsmenge D k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen

Lokale Linearisierung

Mit Hilfe der Ableitung f’ einer Funktion

f:D—R, DWCR

kann eine lokale Linearisierung g(x) (oder

,linare Approximation®“, ,bestangepalite XIO -
Gerade*) in einem Punkt xg € D bestimmt ! X
werden: 4

() = f(x0) + & (30) (x—x0)
g(x) = f(x0) + 1 (x0) (x — x0) 8 0) +& (x0) (x—xo

2.4 Mehrdimensionale, reellwertige Funktionen einer Varia-
blen

Im folgenden werden Funktionen in einer Variablen u in m Dimensionen mit m > 1 betrachtet:

DCR — W C R"™

J1(u)
f: f2(u)

u — f(u) = )

fm(u)

Stetigkeit und Differenzierbarkeit
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1. Fiir mehrdimensionale Funktionen reduziert sich die Stetigkeitsbetrachtung auf die Kom-
ponentenfunktionen f;, d.h.:

fistin ug € D stetig :<=> f;istinug € D stetigVi=1,...,m
2. Analoges gilt fiir die Differenzierbarkeit:

fistin uy € D differenzierbar :<=> f; istin ug € D differenzierbar Vi=1,...,m

Konkret ist A,
Ho
u
Fuy = | 2
Sn(u0) -
X
der Tangentenvektor an die Kurve im
Punkte f(u) y

3. Die lokale Linearisierung fiir den Parameter u( ergibt sich analog zur eindimensionalen
Funktion als Gerade im R"™:

g(u) = f(uo) +1'(uo) (u — uo)
Bemerkung: Darstellung & Differenzierbarkeit

1. Anders als bei eindimensionalen Funktionen werden mehrdimensionale Funktionen 1i.a.
nicht als Graph dargestellt. Die Darstellung erfolgt entkoppelt von der freien Variablen u.

y:f(x 1 yzfy(u)

FIT (-G,

[

2. Durch die andere Darstellung gibt es andere Zusammenhiinge zwischen der Ableitung f’
und der geometrischen Form:

2.1. Bei eindimensionalen Funktionen entspricht f’(u) = 0 einer horiziontalen Tangente
an den Graphen von f

2.2. Bei mehrdimensionalen Funktionen ist f' (1) = 0 eine Singularitdt der Kurve von f, in
der die weitere ,,Entwicklungsrichtung* der Kurve unbestimmt ist. Damit kann auch
fiir eine differenzierbare Funktion z.B. eine Spitze entstehen
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1 T T T T 1

0.9 -

08 - 4 08 -

0.7

0.6 - 4 0.6 -

05 -

04 g 04

03

02+ 4 02+

01+

0 L L L L 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Graph eines eindimensionalen Polynoms Zweidimensionale Polynomkurve mit Spitze

2.5 Eindimensionale, reellwertige Funktionen mehrerer Va-
riablen

Eindimensionale Funktionen in n Variablen X stellen sich wie folgt dar:

f'DCR” — WcCR
X = f(X) = f(x1,...,x)

Im weiteren wird von n = 2 ausgegangen und die Benennung der Parameter auf (u,v) angepaft.
Damit entsteht eine Flache, deren Graph angezeigt werden kann.

Partielle Ableitung

Wird nur einer der Parameter u, v verandert, entstehen Kurven auf der Fliche.

Z—axis

1.5

0 1 2
u-axis y-axis

Die Ableitung dieser Kurven im Parameter (ug,vo) wird partielle Ableitung genannt?:

of f(uo+h,vo) — f(uo,vo)

fuluo,vo) = a—u(uo,vo) = lim ;
J -~ f(ug,vo+h) — f(u,
fv(u07V0) - a_{}‘(u(),\/‘o) = }ll_r)% f(u() Vo Iz f(l/l() VO)

’Die Kurzform fy, f, ist nicht mit den Komonenten einer mehrdimensionalen Funktionen zu verwechseln
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fu(uo,vo) entspricht der Steigung der Kurve in Richtung u (analog fiir v).

Lokale Linearisierung

In dem konkreten Fall n = 2 wird durch die beiden partiellen Ableitungen die Tangentialebene
an den zugehorigen Punkt definiert:

g(u,v) = f(uo,vo) + fuluo,vo)(u — uo) + fu(uo,vo) (v —vo)

= f(uo,vo) + (fu(uo,v0), fi(u0,v0)) - <” - ”0>

V—19

Die Normale fi an die Tangentialebene ist die Fldchennormale.

2.6 Dreidimensionale, reellwertige Funktionen zweier Varia-

blen
Folgender Funktionstypus wird bei der Modellierung von Fliachen verwendet:
DCR? — W CR3
f . f 1 (u, V)
Cwy) = ) = | fauy)
f3(u,v)

Bemerkung:

e die partiellen Ableitungen f, (uo,vo), f(¢0,v0) sind Tangentialvektoren, die tangential an
der Flache anliegen und die Tangentialebene aufspannen

e wie bei Funktionen einer Variablen (Kurven) treten Singularitdten fir f,(ug,vo) = 0 oder
fv(uo,vo) = 0 auf, die Spitzen oder Kanten bilden konnen, obwohl die Funktion differen-
zierbar ist

e sind f;(uo,vo) # 0 und f,(uo,vo) # 0, dann berechnet sich der Normalenvektor zu

fi (10, v0) = Ju(uo,vo) X fy(uo,vo)

| fuluo, vo) X fi(uo,vo)||
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Kapitel 3

Lineare Algebra

Das folgende Kapitel ist eine knappe Zusammenfassung der wichtigsten Begriffe der Linearen
Algebra. Weiterfiihrende Betrachtungen finden sich z.B. in [Fischer 2003, Stocker 1995].

3.1 Vektoren, Matrizen, Vektorraum

Definition: R-Vektorraum

Eine Menge V zusammen mit zwei Verkniipfungen
+ :VxV-—=V; (Xy)—X+y (Addition)

: RxV -V, (oX)—oxX (Skalarmultiplikation)
hei3t Vektorraum, wenn gilt:

1. (V,+) ist eine abelsche (kommutative) Gruppe, d.h. es gilt:
a) Abgeschlossenheit (Va,beV:a+beV)
b) Assoziativitit (Va,b,¢ €V :(a+b)+¢é=a+ (b+¢))
c) Es gibt ein eindeutiges Neutrales Element (Identitiat) (3 0cV:VaeV:0+a=
i+0=32)
d) Es gibt ein eindeutiges Inverses Element (Va eV :3; (—a) €V mita+ (—a)=
—d+a=0)
e) Kommutativitit (Va,b€V :a+b=Db+3)
(0 ist der Nullvektor und —% das Negative)
2. Es gelten auBerdem folgende Gesetze bzgl. der Skalarmultiplikation:
a) Va,peR, XxeV: a(fx) = (af)x
b) VaeR, X,yeV: a(X+y)=ox+ay
o) Va,BeR, XeV: (au+P)X=o0ox+px
d) VXeV: IX=X

Definition: Reeller Vektor, Matrix

Elemente eines Vektorraumes heiflen Vektoren.
Ein Element des Vektorraumes R” heift reeller Vektor und entspricht einer Liste von n Zahlen
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X1y Xn € R:

Eine reelle m x n-Matrix ist ein rechteckiges Schema von reellen Zahlen mit m Zeilen und n
Spalten (merke: Zeile zuerst, Spalte spiter):

X111 X12 ... Xin
X21 X22 ... X2

] i c Rmxn
Xml Xm2 -+ Xmn

Definition: Transponierte Vektoren, Matrizen

Man unterscheidet zwischen Zeilen- und Spaltenvektor. Ein Zeilenvektor wird durch Transposi-
tion zum Spaltenvektor:

X1

(xl,...,xn)T:

Xn

Im Falle einer m x n-Matrix entspricht eine Transposition der Vertauschung aller Indizes bzw.
der Spiegelung an der Diagonalen:

T
x]] .x]z x]n X11 X21 xm]
)C21 sz e )Czn X]2 sz o xm2
Xml Xm2 -+ Xmn Xin X2n -+ Xmn
|
Definition: Linearkombination
Seien Wi,..., Wy € V Vektoren in einem R-Vektorraum V und oy, . .., 0 € R reelle Skalare. Man
nennt eine Summe Zle o,;W; Linearkombination der Vektoren wy,..., W;.
|

Definition: Basis eines R-Vektorraumes

Eine Menge von Vektoren B = {W,...,W;} C V eines R-Vektorraums V heilit Basis von V,
wenn:

1. die Vektoren Wy, ..., Wy linear unabhingig sind, d.h. wenn kein Vektor w; miti € {1,... k}
als Linearkombination w; = ) Jell . JN (i} O jW; der iibrigen Vektoren dargestellt werden
kann,
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2. und wenn die Vektoren W, ..., W, den gesamten Raum V aufspannen, d.h. wenn es fiir alle
v € V Skalare o, ...,0 € R gibt mit:

k
V= Z OC,'\_’{’,'.
i=1

Bemerkung: o, ...,04 € R sind durch B und v eindeutig bestimmt.
|
Definition: Dimension eines R-Vektorraumes
Sei B={Wjy,...,W;} CV eine Basis eines Vektorraumes V. Dann ist k die Dimension des Vek-
torraumes V.
|

Beispiel: Basis

1. Die Vektorenmenge

1 0
é=10 , 6= |1 ,e3=10 mit31,32,33 S R3
0 0 1

bildet eine Basis des R-Vektorraums R>. Man nennt diese Basis die Standardbasis des R?.
2. Die Menge {x° x! x?} bildet eine Basis des Vektorraumes aller quadratischer Polynome.
3. Die Menge

1 0 0
wi=|0], wo=|[1], w3=1[2 mitW1,W2,VV3ER3
0 0 0

ist keine Basis von R3, da W3 von W, linear abhingig ist.

4. Die Menge
1 0
wi=[0], wa=11 mit Wi, w, € R
0 0

ist keine Basis von R, da beispielsweise V = (0,0, 2)T € R3 nicht als Linearkombination
der Vektoren Wi, w, dargestellt werden kann.

3.2 Vektor- und Matrixoperationen
Definition: Inneres Produkt zweier Vektoren

Seien X,y € R” zwei Vektoren. Dann ist das innere Produkt (auch Skalarprodukt) (X -y) definiert
als eine Abbildung R" x R" — R mit:

(X-y) = 3 R =xX1y1+x2y2+ ...+ Xnyn
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Definition: Liinge eines Vektors
Sei X € R” ein Vektor. dann ist die Ldnge von X gegeben durch:
X[l = v/ (X-X)
Man nennt einen Vektor der Linge 1 einen normierten Vektor. Man schreibt fiir normierte Vek-
toren X anstelle von X.

Bemerkung:

1. Das innere Produkt zweier Vektoren im R? oder im R? ist genau dann 0, wenn beide
Vektoren orthogonal zueinanderstehen.

2. Das innere Produkt zweier Vektoren X,y im R? oder R? hingt auch mit dem Cosinus des
Winkels ¢ zwischen den beiden Vektoren zusammen:

(X-y) = [[X[[-[[¥]| - cose
3. Seien a,ﬁ Vektoren im R? oder R3, wobei fi normiert ist. Dann entspricht (aﬁ) der

Liange der orthogonalen Projektion von d auf f.

Definition: Kreuzprodukt zweier Vektoren im R>

Seien X,y € R? zwei Vektoren. Dann ist das Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt) X x ¥ definiert
als eine Abbildung R? x R3 — R3:

X1 Y1 X2:y3—X3°)2
XXy=|xX2| X[|Y2] =]|X3-Y1—X1'Y3
X3 Y3 X1y2 —X2-Y1

Bemerkung:

1. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren X,y im R> entspricht einem Vektor, der sowohl ortho-
gonal zu X als auch zu y ist. Die Richtung dieses Vektors hingt von der Reihenfolge der
Operanden ab.

X Xy

el
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2. Es gilt fiir Vektoren X,y im R?
Xy =[x - [[¥]l - sin(e),

wobei @ der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist.

Definition: Matrix-/Vektormultiplikation

Seien M € R™*" eine m x n-Matrix und v € R” ein Vektor mit reellen Komponenten. Die Mul-
tiplikation MV ist definiert als Abbildung R™*" x R" — R":

X111 X12 ... Xin X1 X11X1 +X12X2 + ...+ XXy

N X21 X22 ... X2p X2 X21X1 +Xx20X2 + ...+ XopXy
My = ) . ) = )

Xml Xm2 - Xmn Xn X1 X1+ Xp2X2 + ...+ XunXn

Definition: Matrizenmultiplikation

Seien M € R™*" und N € R"*? Matrizen mit reellen Komponenten. Die Multiplikation MN ist
definiert als Abbildung R™*" x R"*P — R"™*P:

X111 X12 ... Xin yir Y12 --- Yip

Xml Xm2 .-+ Xmn Yal Yn2 -+ Ynp
X(Y11+ oo+ X1mYnl X11yr2+.oFXYn2 oo X1V1p Tt FX1nYnp
| eyt Xeynr o X2iyiz et XYmoo X21Y1p s X2nYnp
Xm1Y11 + oo T XmnYnl  Xm1Y12+ oo FXmnYn2 - Xm1Y1p T -+ XmnYnp

Bemerkung: Multiplikation von Matrizen
1. Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, d.h.:
JAeR™" BeR"™ . AB#BA
2. Es gilt fiir alle A € R™*" und B € R"*?:
(AB)T =BTAT
3. Das Neutrale Element bzgl. der Matrizenmultiplikation ist die Matrix Id :
1 0 ... 0
01 ..0
d=| . . . .
00 ... 1
Es gilt fiir alle A € R™*":
A-ld=Id-A=A
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3.3 Lineare Abbildungen und lineare Gleichungssysteme

Definition: Lineare Abbildung
Eine Abbildung L : V — W iiber R-Vektorraume V und W heifit linear, falls gilt:

1. VX, yeV: LX+Yy) =L(X)+L(y)
2. VXeV,aeR: L(ox) = aL(X)

Bemerkung: Lineare Abbildung

Jede lineare Abbildung L : R — R" ist eine Matrixabbildung, d.h. es gibt eine (bzgl. einer festen
Basis) eindeutige Matrix A € R™*" mit L(X) = AX. u

Definition: Lineares Gleichungssystem

Ein Lineares Gleichungssystem (kurz LGS) hat die Form AX = b, wobei X € R",A € R b €
R”. Falls b der Nullvektor ist, so spricht man von einem homogenen Gleichungssystem. Man
spricht von einem Gleichungssystem, weil die Losung X als Liste von skalaren Losungen einzel-
ner skalarer Gleichungen betrachtet werden kann:

ayil a2 ... Qdin X1 b1
ayy aypy ... dyp X2 b2
aml Am2 --- Qmn Xn by
ist dquivalent zu:
ajxy + apxay + ...+ aixn, = b
anxy + anxy + ... + awx, = b
amx1 + amwxa + ... + auxn = by

Bemerkung: Losen eines LGS

Falls ein LGS eine Losung besitzt, so kann diese mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahren
bestimmt werden. Dabei wird die linke Seite der Gleichung durch Zeilenoperationen auf eine
reduzierte Zeilentreppenform gebracht. Je nach Anzahl nicht-leerer Zeilen gibt es eine, unendlich
viele oder keine Losungen. [ ]

Beispiel: GauBisches Eliminationsverfahren

Wir wollen folgendes Gleichungssystem mit reellen Komponenten und unbekannten Grofen
X1,X2,x3 € R 10sen:

—X1 +x2 42x3 = 2 -1 1 2|2
3x1 —x» +x3 = 6 3 -1 116
—x1 +3x +4x3 = 4 -1 3 4|4
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1. Schritt: Elimination von xj in den letzten beiden Gleichungen (Zeile 2 + 3 mal Zeile 1,
Zeile 3 — Zeile 1):

—x1 +xp +2x3 = 2 -1 1 2|2
2% +Txz3 = 12 0 2 712
2% +2x3 = 2 0 2 2|2

2. Schritt: Elimination von x; aus der dritten Gleichung (Zeile 3 — Zeile 2):

—x1 +xp +2x3 = 2 -1 1 2 2
2xp +7x3 = 12 o 2 7 12
—5x3 = —10 0O 0 —-5|-10
|
3.4 Invertierbarkeit von Matrizen
Definition: Inverse einer Matrix
Sei M € R" " eine n x n-Matrix. Fiir die inverse Matrix M~! gilt:
1 0 ... 0
MiM—ta=| ? !
L)
0 0 1
|

Bemerkung: Inverse

Ein LGS AX = b (mitX € R”, A € R b € R") kann umgeformt werden zu X = A~ 1D, falls die
inverse Matrix A~! existiert.

Bemerkung: Schema zur Berechnung der Inversen

Falls die Inverse einer n x n-Matrix A existiert, dann kann sie mit Hilfe des GauB3schen Elimina-
tionsverfahrens berechnet werden. Hierzu ein einfaches Beispiel:

123100 1 2 3|1 00 1 2 3]1 00
45601 0]=[0-3-6|-410]|= -3 —6|-4 1 0
78 7(00 1 0 -6 —14/-7 0 1 00 -2/ 1 -21
Ade
1231 0 0 1oo[-8 3 -3
—-lo12/3 -3 0 |—-{010] 1 -1 1
00 1|-3 1 =% 00 1|4 1 -}

Qe

P~
=
g
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Definition: Determinante einer Matrix

Die Determinante einer n x n-Matrix A mit reellen Komponenten a;; (miti, j € {1,...n}) ist eine
reelle Zahl, die die folgenden drei Eigenschaften erfiillt:

1. Falls A eine obere Dreiecksmatrix ist (d.h. die Komponenten unterhalb der Diagonalen
sind 0), dann ist die Determinante von A das Produkt ihrer Diagonalkomponenten:

det(A) =aj1- Ay

2. Es gilt:
det(A) = det(AT)

3. Sei B eine weitere n x n-Matrix, dann gilt:

det(AB) = det(A)det(B)

|
Bemerkung: Determinante
1. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix wird nach dem folgenden Schema berechnet:
ap ap
det =ajiax —apnaz
arp a
2. Die Determinante einer 3 x 3-Matrix wird nach dem folgenden Schema berechnet:
air apy a3
det| a1 azxp ax
asy asz ass
= a11a22a33 +a13a21a32 + 412023031 — A31A22a13 — A11423032 — 412021433
|

Bemerkung: Wichtige Eigenschaften der Determinante

1. Eine Matrix A € R"*" ist genau dann invertierbar, wenn gilt:
det(A) #0

2. Falls A~! existiert, dann gilt:
1

det(A)

det(A~1) =
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