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2 Grundlagen und Wiederholung ... "

Motivation: Modellierung
Geometrische Modelle:  Grundlegend fir alle graphischen 3D-Anwendungen

Kriterien aus Anwendersicht:
[0 problem-orientierte Erstellungsmethoden (z.B. Genauigkeit und Freiheit)
[ intuitive Erstellungstechnik = Kontrollparameter
[0 sinnvolle Weiterverarbeitung/Wiederverwendung

Kriterien aus Informations-technischer Sicht:
[0 Geometrie als Funktion von Modellparametern (interne Reprasentation)

0 Unabhéangigkeit der Geomtrie von bestimmten Anderungen der
Kontrollparameter (z.B. affine Invarianz )

[0 Darstellung von Geometrien in Echtzeit-Graphik oder Offline-Rendering
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2.1 Wiederholung CG-I "

Bisherige Modellierung:  Spezielle Formen polygonaler Geometrien

AL T

Bewertung: + beliebige Formen erzeugbar
+/— Manipulation der Geometrie auf feinster Ebene

— keine glatten Oberflachen

Rendering basiert (fast) immer auf Polygonen
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Bezeichnung: Affiner Raum

Alle geometrischen Objekte werden durch Punkte in einem Affinen Raum
beschrieben.
Affiner Raum A: Ein um Punkte erweiterter Vektorraum.
Fur Vektoren u,v € A, Punkte P,Q € Aund a,b € R qilt:
O P — Q ist Vektor
0 P+ v,P + av sind Punkte
Koordinatensystem von  A: Besteht aus einer Vektorbasis {u,...,d,} von A
und einem Ursprungspunkt O.
Koordinatendarstellung von P € A mittels des Ortsvektors p von P:
P1
P=0+p=0+pit +petizg + ... +ppui,, P=|:
Pn
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Bezeichnung: Affine Kombination, konvexe Hiille

Affine Kombination:  Fur Punkte P4,..., P, € A und skalare Werte s, ..., s

k
mit Y s, = 1 gilt:
1=1

k

Z s;P, € A ist ebenfalls wieder Punkt, denn
1=1

k
Z siP; = s1P1 4+ s9Pos+ ... + 5. Py,

=1
= (81+...+Sk)P1+82(P2—Pl)-i-...Sk;(Pk;—Pl)
=1 — —
= Vo Vi
Konvexe Hulle: Fir Punkte Pq,..., Py € A ist sie die kleinste, umfassende,

konvexe Menge. Sie besteht aus den Punkten

k k
Q:ZSiPia mltZszzlundSZZOVz:l,,k
=1 =1
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Beispiel: Affine Kombination

Gerade durch zwei Punkte P, # Ps:
GIP1—|—S(P2—P1):(1—S)P1+SP2, seR
Abbildung ist bijektiv. Konvexe Hiille: Strecke PP

Ebene durch drei nicht kollineare Punkte P, P5, P3
E P1+81 (P2 — P1)+82 (Pg — Pl) = (1—81—82)P1—|—81P2+82P3, S1, 89 € R
Abbildung ist bijektiv. Konvexe Hille: Dreieck A (P, P5, P3)

s>0 i:)
3

(1 — S)Pl + sP»
s2 <0 Ps>

/ 2 (P1+Py+P3)
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Bezeichnung: Baryzentrische Koordinaten

Verallgemeinerung der Beispiele Gerade und Ebene

Affine Unabh angigkeit: P; € A, i =0,...,k mitdim(A) > k sind affin
unabhangig, wenn

Vektoren v, =P; — Py, i = 1,..., k linear unabhangig sind
k k k k
bzw. wenn ZSZPZ = thPz mit Zsi = Zti =l s, =t Vi= O,...,k?
1=0 1=0 1=0 1=0

Baryzentrische Koordinaten:  Eindeutige Gewichte s; eines Punktes P bzgl.
affine unabhangiger Punkte P;
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Beispiel: Baryzentrische Koordinaten bzgl. Dreieck (  R?)
Gegeben: Dreieck mit Eckpunkten Q;, i = 0,1, 2 und Punkt P
Gesucht: Baryzentrische Koord. s;, ¢ = 0,1,2 mit P = Z@ 0 5iQi, ZZ 08i =1
Ansatz: Mitsg =1 — s — S92, u; = Q; — Qo undv =P — Qo fOIgt
S1) Ule U2z (S1) _ (Vz
(Q-Q0.Q: - Qo)(3L) =P-Qs (jor 12)(3) = (1)

U2y Vg — U2,V UxUVy — ULy Vg
= 5 = —~ - und sy = Y Y

ULz U2y — U222 ULy ULz U2y — U222 ULy

Geometrische Interpretation:  s; entspricht einem Flachenverhaltnis

. area(A(Qp, P, Q>))
' area(A(Qo, Q1, Qo))
area(A(Qo, Q1,P))
area(A(Qo, Q1,Qz2))
)
)

So =

area(A(P,Q,Q>) Qu

@ area(A(Qo, Q1,Q2))
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analog sg =




2.1 Wiederholung CG-l ... "

Beispiel: Schnitt Gerade mit Ebene in RR3
Gegeben:

0 Gerade durch Punkt und Richtung: P(o) = P + ad
[0 Ebene durch drei Punkte: E(Sl, 82) = (1 — 81 — SQ)QO + 51Q1 + $2Qo

Gesucht: Parameter (baryzentrische Koordinaten) «, s, so mit
P(a) = E(s1,s2) & P+ ad = (1 =51 —52)Qo +51Q1 +52Q2
& —ad+5(Q1 — Qo) +52(Q2 — Qo) =P — Qo
... oder in Matrixform als lineares 3 x 3-System

(—a, (Q1 — Qo),(Q2 — Qo)) : <SO§L> =P -Q

52
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Beispiel: Schnitt Gerade mit Ebene in RR3: Zahlenbeispiel

Gegeben: Gerade P(a) =P + ad und Ebene durch Qg, Q1, Q»

)= (§) o oo

Lineares Gleichungssystem  ergibt sich zu
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2.1 Wiederholung CG-l ... "

Affine Abbildung

Eigenschaft: 7T affine = affine Kombination bleiben unverandert

n
Gegeben: Punkte P;, Gewichte s;, i =1,...,nmit > s; =1
1=1

k k k
Affine Abbildung: Fur P = "s,P; ist T(P) = T() _ s;P:) = > siT(Py)

=1 =1 =1
d.h.: Baryzentrische Koordinaten verandern sich durch 7' nicht

Charakterisierung: T ist affin, wenn es linear und/oder Translation ist
T(P)=M-P+t, mtMecR™ tecR"

Homogene Schreibweise fir affine Abbildungen

P = (py> — |Pv| und M(py> + (ty> — iy Py
D= t Pz
P= 1 Pz 2 0 0 0 1][1
(6(\
D) .
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2.2 Grundlagen "

Bezeichnung:

I

Geometrie: Eine Menge von Punkten (fiir uns meist im R? oder R3) ohne
spezifische Struktur

Kurve: Eine Geometrie, die (lokal) eine eindimensionale Struktur besitzt.
Flache: Eine Geometrie, die (lokal) eine zweidimensionale Struktur besitzt.

Koérper/Molumen: Eine Geometrie, die (lokal) eine dreidimensionale Struktur
besitzt. Kérper kénnen durch ihre Begrenzungsflachen beschrieben werden

Modell/Objekt: Eine Geometrie, die eine Semantik besitzt (Modell eines
Hauses)

Punkte Kurve Flache
«F = _
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2.2 Grundlagen ... "

Bezeichnung: Mannigfaltigkeit und Orientierbarkeit

Problem: ,Lokal n-dimensionale Struktur® ist eine rein intuitiv Definition

k-Mannigfaltigkeit: Eine Menge M C R? ist k-mannigfaltig, & < d wenn

VP € M 3 Umgebungen U(P) c R% V(0) c R* von P bzw. von 0
und eine stetige bijektive Abbildung f: V(0) — U(P)N M

Orientierbarkeit ( £ = 2, d = 3): Mannigfaltigkeit (Flache) mit zwei Seiten

Beispiel 2-Mannigfaltigkeit Moebius-Band (einseitig)
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2.2 Grundlagen ... "
Bemerkung:

[0 Beispiel fir Geometrien die nicht mannigfaltig sind:
ﬁ' Polygone im R3

.
Kurven im RQK 7
UP) ﬁf’

[0 Jede Mannigfaltigkeit ist zunachst unbegrenzt (Beispiel: Kugel, Ebene)

[0 Der Rand einer Mannigfaltigkeit M definieren sich tber halb-offene
Umgebungen

IMc{l,...,k},VI0)={QeV(0) : ¢; >0VicIl} C R
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2.2 Grundlagen ... "

Mathematische Repr &asentation von FI &chen und K Grpern

Polygon: Ebene 2-Mannigfaltigkeit mit Po-
lygonzug als Rand f(z)

Polygon-Netz: Polygonverband mit ge- 1
meinsamen Ecken und Kanten

Parametrische Repr &sentation:
Funktionale Beschreibung, z.B. Halb-

kreis: f(x) = v1—22, =€ [-1,1] 1

Implizite Repr asentation: Definition einer n — 1-dim. Geometrie in einem
n-dim. Raum uber Auswertung einer Funktion f : R™ — R (n = 2: Kurve,
n = 3: Flache) zu einem Isowert a:

<

Allgemein: {P = (pu,py,p.) ER® ¢ f(P)=a}
Beispiel: f(P) =p2 +p; +p:, a=r"= Kugel

Subdivisionsfl &achen: Rekursive Unterteilung eines vorgegebenen

§Kpntrollpolyeders; Grenzfall: glatte Flache.
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2.2 Grundlagen ... "

Primitiv, Objekt und Modellierungstechnik
Primitiv.: [0 Grundform der Modellierung

00 beruhen auf einer math. Repré_senta— Polygone| Parametrisch| |Imp|izit | E’rubdivision |
tion

[ Beispiel Kugel: exakte Darstellung
durch NURBS oder implizit, Approxi-
mation durch Polygone

Objekte: Verkntpfung mehrerer Primitive mit
Modellierungstechniken, z.B. boolschen
Operationen.

Modellierungstechnik: O Verfahren zur [Parameter 2
Verkntpfung mehrerer Primiti-
ve/Objekte

[0 Eingabeparameter sind Werte oder
andere Geometrie.

Flachgnbasierte Modelle: Haufigste Reprasentationsform
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