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3 Freiformkurven und -fl achen ... "

Bemerkung: Historie

Ursprung der Geometrischen Modellierung: Industrielle Fertigung i.w.
Automobilbau

vor 1960: Verschiedene Zeichenmethoden wie z.B. Kurven- oder Stahllineal.

0 Ungenauigkeit bei Ubertragung auf reale Formen fiir GuR, Stanzen etc.
[0 Flachen nur tber Kurvenscharen handhabbar
nach 1960: Ubertragung zeichentechnischer Ansétze auf Computer
(NC-Steuerung)
[0 Modellierung gekrimmte Objekte (Kurven aber auch Flachen)
[ intuitiven Kontrollparametern mit hoher Flexibilitat
effizient auf Rechnern handhabbar (— Polynome! )
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3.1 Beézier-Kurven "

Ziel: Kontrolle von Polynomen

Beliebige Formen: Funktionsgraphen gentgen nicht!
Intuitive Form-Kontrolle:  Monombasis 1,u,u?,... geht nicht!

Funktionsgraph vs. parametrische Kurve

Graph: Abtragen des abhangigen Parameters y = f(x) Uber dem freien
Parameter x

Param. Kurve: Darstellung mehrerer abhangiger Parameter
r = fy(u),y = fy(u),... ohne Raumbezug zum freien Parameter u

y=f(z)

1 y = fy(u)

= ()

«
CcCG Q_)) Prof. Dr. Andreas Kolb

Computer Graphics & Multimedia Systems -Folie 3-3- CO m p Ute rg rap hl k I I

3.1 Bézier-Kurven ... "

Kontrolle von Polynomen mit Monombasis

Direkte Nutzung der Monombasis fiir 2D parametrische Kurven vom Grad n
F(u) = a(u)) _ iPiui, mitP, cR? i=0,...,n,uc[0,1]
fy(u) P

Aber kein intuitiver Zusammenhang zwischen ,Parameterpunkten‘ P; und
Verlauf der Kurve:

1 Yy g2 1

yP2 F(u) = <(1)>l’2 + (é T

F(u) = G)xQ + <(1)>a

Po Pl

—
—_
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Beispiel: Erzeugung von parametrischen Parabel-Kurven

Gegeben: Drei Punkte: Cy, C;, C, € R?

C3(0.6)
Konstruktion:  Sei u € [0, 1], dann bilde

(1 —u)Cy+ uCy

= (1 — U)Cl + UCQ Co
( )Cy + uCy

)

= (1 —Uu 200 + 2(1 — u)uCl -+ U2CQ

1—u c,

Eigenschaften dieser Konstruktion:

1. C(u) ist affine Kombination der C;, da
1—u)?+20—wu+u?=((1-u)+u)?=1

2. Endpunktinterpolation:  C2(0) = Cq, C3(1) = C,

3. {C(u) : uel0,1]} C A(Cy,Cq,C,), also Kurve verlauft in konvexer Hiille
r Kontrollpunkte, da Gewichte > 0

(C(\))) :
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Algorithmus: de Casteljau

Gegeben: Kontrollpunkte C;, i = 0,...,n fir ein n € N, sowie der Parameter
u € [0,1]

Initialisierung: CY=C;, i=0,...,n

Rekursion: Affin-Kombinationen benachbarter Kontrollpunkte:
CI' = (1-u)CituCl ,, i=0,...,.n—k—1, k=0,...,n—1, C(u) =C}

Ci
C3 C?

U= [u] [1=u [u]

Cs Ci C;

U—v [w] [1—-w] [u] [1-uf [u]

S
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3.1 Bézier-Kurven ...

d

Bezeichnung: Bézier-Kurven ( n = 2)

Parabel: C(u) = (1 —u)*Cy+2(1 —u)uC; + _u?
—— N—_——— ~~

=B3(w)

=B2 (u)

—B3(w)

C,

Bernstein-B ézier-Polynome: Gewichte B?(u) der Affin-Kombination der C;

Bg(u)

B3 (u)

 B2(u)

C

C:

Co

Beachte: BZ?(u) entsprechen variablen Gewichten einer Affin-Kombination
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Bezeichnung: Bézier-Kurven (allgemeiner Fall)

Bernstein-B ézier-Polynome:

C(u) = Zj: C,; B'(u), mit B]'(u) = (?)ul(l — u)n—i und (?) = m

Fur beliebiges n € N wird definiert:

n)

Bézier-Kurve: Fir Kontrollpunkte Cy, ..., C,, ist: C(u) = Y BJ'(u)C;
1=0

Kubischer Fall n = 3: Haufig kommen Bézier-Kurven vom Grad 3 zum
Einsatz:

<

B (u)

3
1

(u)

B3 (u)

B3 (u

Cy

Co

Cs
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Eigenschaften der Bernstein-B  ézier-Polynome

Polynom-Basis: Polynome P € P" vom Grad n kénnen als Bézier-Kurve
dargestellt werden:

=> Aw': 3 Cy, i=0,...,n:P(u) =) C;B}(u)
i=0 1=0

Positivit at: Fur u € [0, 1] gilt stets: B*(u) >0

1 fallsi = 1 falls: =
Endpunktverhalten:  B(0) = als 1 =0 Br(1) = allsv=mn
0 sonst 0 sonst
. n n n
Zerlegung der 1: 1= [u+ (1 — )] :Z(z) (1—u)" ZB
1=0
Ableitung:
—nBJ ! (u) fallsi =0
(BM) (u) = { nB"~1(u) falls i = n
n—1 o '(1—1 .
(((%; n (B! (u) — B () falls0<i<n |
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3.1 Bézier-Kurven ... "

Eigenschaften der B ézier-Kurven

Endpunktinterpolation:  C(0) = Cy, C(1) = C,, da By (0) = Bj}(1) = 1, sonst
Br(0) = By(1) =0

Globaler Einfluss der C;: C; beeinflut C(u), v €]0,1], da hier B/*(u) # 0, Vi

Affine Invarianz: Die Kurve C ist affin invariant bzgl. seiner Kontrollpunkte:

n

T affine Abbildung = T(C(u)) =) T(C;)B}'(u) da » B'=1

1=0

Konvexe Hdlle: Aufgrund der Positivitat der B} und der affinen Invarianz
verlauft C(u), u € [0, 1] innerhalb der konvexen Hille der Kontrollpunkte

Variation Diminishing Property (ohne Beweis): Die Bézier-Kurve hat max.
soviele Wendepunkte wie ihr Kontrollpolygon:

Fall n = 2 :V Gerade g qgilt: #{g N Kontrollpolygon} > #{g N Kurve}
Fall n = 3 :V Ebene F gilt: #{F N Kontrollpolygon} > #{FE N Kurve}
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3.1 Bézier-Kurven ...

d

Eigenschaften der B ézier-Kurven (Forts.)

Ableitung: Beézier-Darstellung der ersten Ableitung:

C'(u) = Y

n (COBgl(u) +CuBIZ () + Y Ci [Br () — Bﬁl(u)}>

=1
1

n

= n) (Ciy1—Cy) B} H(u)

7

I
o

End-Tangenten (Spezialfall):  Fir « € {0,1} gilt:

C'(0)=n(C; —Co)  C'(1)=n(Cp— Cn_)

Bezug zu de Casteljau: Die letzte Kante des de Casteljau-Schemas
entspricht der Tangentenrichtung der Kurve:

C'(u)=n(Cy ' -Ci™)
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Beispiel:

Gegeben: Punkte Cy = G),Cl = (110),02 = Gg), Cs = (110). Gesucht: C(%)
‘ o

Endpunkte: C(0) = C,

Ableitung: C'(3) =3 ((g) — (%)) = (192) und

(€.§@;(U) = 3Z§) (Ciy1 — C;) B (u) =3 ((8) B§ (u) + (8) B?(u) + (_09) B? (u))
CcCG Prof. Dr. Andreas Kolb
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Auswertung von Polynomkurven

Bewertung de Casteljau: [ sehr stabil (nur Interpolation)
0 Komplexitat: O(n?) pro Auswertung, genauer

- 1 T
Vektor-Additionen: w Skalare Multiplikationen: (n + 1)n

Horner-Schema: Ausgehend von der Polynomkurve F(u) = Y  A;u’ € P"
(P™: Raum der Polynome vom Grad < n)

F(u) = Zn:Aiui = Ao +u(A; +u(Ay +u(Asz ... +u(A,_1 +uAy)))...)

[0 weniger stabil

[0 Komplexitat: O(n), genauer: n skalare Multiplikationen, n
Vektor-Additionen

«
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3.1 Bézier-Kurven ... "

Vorw arts-Differenzen

Ziel: Auswertung von F(u) = >/ A;u’ an aquidistanten Parametern
uj =uo+7-A, j=0,...,kflirein £ € N und Schrittweite A > 0
Erste Vorw artdifferenz: Betrachte Polynom 6! (u) := F(u + A) — F(u); es gilt:

S(u) =Fu+A)—Fu) =A, (u+A)" —u")+G(u), GecP!

= Ay ((Zn: (?)uZA”l> - u”) + G(u) |= ' epn?

1=0

i-te Vorw artdifferenz: Rekursive Differenzbildung

§'(u) == 8" Hu+A)=6"1(u) € P"" insbesondere: §"(u) € P konstant
Damitist =1 (u + A) = 6% (u) + 5 (u).
@

5 : .
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Algorithmus: Vorw arts-Differenzen

Initialisierung: Berechne ausgehend von ug und festem A > 0:
1. Punkte auf der Kurve: 69 := F(u;) = F(ug + jA), 7 =0,...,n
2. Differenzen . ‘
05 i=0"(uy) = 0" Mujq1) — 0" H(uy), i=1,...,n, j=0,...,n—1i

lteration: Sukzessive Berechnung der (m + 1)-ten ,Diagonale* (m > n):

?m—n)—l—l - 57731—n - ConSt’ (m—T)+1 - 677;1 5;’L+1T7 r= 07 ceey = 1
68 5? 68 5§ 50 -2 50 5OMS+1+ n+?i’5n+3
e e A e
o o 8 0 o Oite Sltegl tesl . ..
e oA /

55 5? 02, 02, 82 82 .

5n15n15n15n15n1

A A

(6( S 7 6(} — 67’1 _ 671 . 57’1 _
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Algorithmus: Vorw arts-Differenzen (Forts.)

Komplexit at O(n), n Vektor Add. pro Punkt nach der Initialisierung

Beispiel: Beispiel Vorw arts-Differenzen

Gegeben: f(u) = u? — 4u? — 2u, ug = 0,A =1

Losung:
wu: 0 1 2 3 4 5 6 7 8
5?: 0 -5 —-12 —-15 —8 15 60 133 240
(531.: -5 -7 =3 7T 23 45 73 107
5? -2 4 10 16 22 28 34
5]3. : 6 6 6 6 6 6

(G

- g) -
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Umwandlung B ézier nach Polynome

Erinnerung: Jedes Polynom € P laf3t sich in der Bernstein-Bézier-Basis
darstellen:

span{l,u,u?,...,u"} = span{ By (u),..., B"(u)}

Basis-Transformation: Die Umwandlung der Darstellung erfolgt tGber eine
(n+1) x (n + 1)-Matrix.

3 3
Beispiel n =3: C(u) = >, C;B}(u) = Y. A’
=0

i= 1=0
1 o 0 O Bi(u)= (1—-u?= —u’+3u*-3u+1

Ao Co 3 2 3 2

Al _ [-3 3 0 0 Ci| 4a Bi(u)= 3(1 —w)‘u= 3u”—6u”+3u

A )~ [3 -6 3 0 Co Bi(u) = 3(1—uu®= —3u®+ 3u?

3 1 3 -3 1) \Cs Bi(u) = ud = u

G§§ :
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Rationale B ézier-Kurven

Bislang: Nur Polynomkurven darstellbar
Ziel: Bessere Kurvenkontrolle durch Einfuhrung von Gewichten w; fur BJ*(u)

Wichtig: Affine Invarianz muss erhalten bleiben, also muss normiert werden

S, G sz” w; B} (u)
C(u) = == n " C B” ) mit B”( ) = =05,
1P ' ' ! ! [ ]
~ L 2Cy
ist 3 By (u) =1 v+ wa =10

Beispiel: Veranderung des Gewich-
tes bei C,

Cs

Sy
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Rationale B ézier-Kurven als homogene Kurven

Alternativer Ansatz:  Zeichne Kurve in WL sz (yl-)B?(u)
H_omogenen Koordinaten und proji- c, = | Wil Clu) = i=0 i
ziere Kurve auf w = 1: Wiz i

1=0
, W _ homogene Kurve
2.5
2
15
1
0.5
0 " projizierte Kurve
i (07 0)
=
g«G‘))) Computer Graphics & Mulimecia Systems +Folie 319- Computergraphik Il
3.1 Bézier-Kurven ... "

Einfluss der Gewichte

Allgemein: Je groRer w; (bei konstanten w;, j # 7), desto naher verlauft C(u)
bei C;

Spezialfall Kegelschnitte  fiir n = 2 und wg = wy = 1 ergibt sich durch
Variation von wjy:

Ellipse wy < 1
C ist Segment einer { Parabel ;} & dw; =1
wy > 1

Hyperbel

Spezialfall Kreissegment  flr n = 2:

w():wg:lund’wlzl/\/i

«
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Allgemeines Parameter-Intervall

Beliebige Parameter-Intervalle  [a, b] statt [0, 1]; Bsp. stickweise Kurven

0 0 1 1
CY o) 102 C}
C |
f N ' Cj C2
Co Cs3) W
\ I I
I I
\ ' cl e Jcz
\ 1/ ) L7
¥ rI/ t T & X
u
() (51 u9 us

Umparametrisierung: Lineare Transformation ¢ : I = [a,b] — [0, 1] &ndert
Polynomgrad nicht:

o(u) = ayS [0,1], Yu € T und

 b—ua

B/"™(u) == B"(¢(u)) = (7;) (Z:Z)Z (Z:Z)n_Z

@Rte: Die Geometrie der Kurve bleibt unverandert!

- é) -
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3.1 Bézier-Kurven ... "

Unterteilung der B ézier-Kurve C(u)

Auswertung von C bei a € [0, 1] liefert Bézier-Darstellung der Teilkurven auf
0, a] bzw. [a, 1]:

Beachte: Neue Bézier-Kurven beschreiben nur einen Teil der urspriinglichen
ometrie

s

S ‘ .
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Schnitt zwischen B ézier-Kurven mit Bisektion

Konvexe-Hiille der Kontrollpunkte disjunkt = kein Schnitt der Bézier-Kurven
= ldee: Rekursive Unterteilung der Bézier-Kurven liefert Schnittpunkte

Algorithmus:  Zum Schnitt von Bézier-Kurven vom Grad n

void intersectCurve(Point cpA[], cpB[], vector intersectPts) {
Point cpALeft[n+1], cpARight[n+1], cpBLeft[n+1], cpBRight[n+1];

if ( ! intersectConvexHull(cpA, cpB) ) return;

if ( sizeOfBBox(cpA) > epsilon ) { // subdivide curve A
subdivideCurve(cpA, cpALeft, cpARight);
intersectCurve(cpALeft, cpB, intersectPts);
intersectCurve(cpARight, cpB, intersectPts);

else if ( sizeO0fBBox(cpB) > epsilon ) { // subdivide curve B
subdivideCurve(cpB, cpBLeft, cpBRight);
intersectCurve(cpA, cpBLeft, intersectPts);
intersectCurve(cpA, cpBRight, intersectPts);

else { // both boxes smaller than epsilon
intersectPts.append(computeCenter (cpl));

~return;

«
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3.1 Bézier-Kurven ... "

Beispiel: Schnitt zwischen B ézier-Kurven

¢ Original Kontrollpunkt e Kontrollpunkt 1.Subd. e Kontrollpunkt 2.Subd.

@s
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3.1 Beézier-Kurven ... "

Bewertung B ézier-Kurven

Wesentliche Vortelle:
(1 Intuitive Kontrolle des Kurvenverlaufes

[0 stabile Berechnung (de Casteljau); alternativ schnelle, &quidistante
Auswertung (Vorw.-Diff.)

[0 affine Invarianz und konvexe Hiille
[0 Darstellung aller Polynome und Kegelschnitte

Wesentliche Nachteile:
[0 Globaler Einfluss der Kontrollpunkte
[0 Nur Polynomkurven bzw. Kegelschnitte (rationale Bézier-Kurven)
O

Anzahl Freiheitsgrade = Anzahl Kontrollpkte = Polynomgrad + 1
— mehr Freiheitsgrade nur durch héheren Polynomgrad und
mehr Rechenaufwand!

«

) .
cG ‘) (F;E)Oriip[ijrt.e/;\rgir;eﬁlsicﬁoébMuItimedia Systems -Folie 3-25- CO m p Ute rg rap h | k I I

3.2 Beézier-Splines "

Bezeichnung: Bézier-Splinekurve

Bézier-Splinekurve: Mehr Freiheitsgrade durch Aneinanderfligen von
Bézier-Kurven

Konkret: k + 1 Bézier-Segmente C/(u), j =0,...,k vom Grad n

Lokaler Parameter: Segment C’ hat als Bézier- Kurve den Param. u € [0, 1]
Globaler Parameter: 9 Cl

Parameter u* € [0,k + 1 H . ,
der gesamten Spllnekurve M

C mit
. et . CY e
ut €[, +1] | - L
: E i : I
= C(u") = C/(u) 0 T 1
D fl E :
mit u = u* — j 0 1i l 3 "u*

Frage: Welche Bedingungen missen gelten, damit C eine stetige und/oder
latte Kurve ist?

(«
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3.2 Beézier-Splines ... "

Exkursion: Stetigkeitsbedingungen

Formal: Eine Funktion f(u) ist in uy C*-stetig, wenn sie
1. in ug k-mal differenzierbar ist und
2. die k-te Ableitung in ug stetig ist

Konkret: O C~!:Die Kurve ist unstetig (Sprung)
[0 C°: Die Kurve stetig aber nicht diff.-bar (,Knick")
[0 C': Die Kurve einmal diff.-bar mit stetiger Tangente
[0 C?: Die Kurve zweimal diff.-bar mit 2. Ableitung (krimmungsstetig)

ﬂ)ﬂf‘mﬂ

C~1-stetig CV-stetig CO'-stetig C?-stetig
aber nicht C?

«
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3.2 Beézier-Splines ... "

Anschlussbedingungen ( C?)

Gegeben: Kurve C° mit Kontrollpunkten CJ, ..., CY

n

Gesucht: Kontrollpunkte C! von C!, so dass C! stetig/glatt an C° in C°(1)
anschlief3t.

CP-stetig: Es muss C°(1) = C*(0) gelten, also C° = C},

(Endpunktinterpolation)
Choa C, Co Choa C, =C;
&, :c; & @

«
9) rof. Dr. Andr: . H
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3.2 Beézier-Splines ... "

Anschlussbedingungen ( C1)

Voraussetzung: C°-Stetigkeit, also C? = C}

Zudem muss gelten:  (C%)’(1) = (C!)’(0) (Interpolation der Endtangenten)

(C%)'(1) =n (CY—Co_y) =n(Cl-Cf) = (CY(0)

o —stetlg 1 0 0
C1=Co+(Cn —Ci)
~—~
Croi ¢, &
Cn_2 C%

«
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3.2 Beézier-Splines ... "

Anschlussbedingungen ( C?)

Voraussetzung: C'-Stetigkeit, also C% = C{ und C? = C} = 5 (C%_, + C})
Zudem muss gelten:  (CY)”(1) = (C1)”(0), konkret

n—2
Allgemein: C"(u) = n(n — 1) Z(Ci-I-Q —2C;41 4 Ci) B! ?(u)
i=0
Damit: (C°)(1) = (C')’(0) & C% —2CY_, + C%_, = C} — 2C} + C}

CEM L=+ (- (O, + (CY_, - C)y)), dac), = C

S ‘ .
cG ‘) Egor;p?}rfe?rédrfﬁlsic}éoébMuItimedia Systems -Folie 3-30- CO m p Ute rg rap h | k I I



3.2.1 Catmull-Rom-Ansatz "

Ansatz: Verwendung von kubische C!-stetigen Bézier-Splines (vgl. Hermite!)
Kontrollgr 6R3en: Interpoliert werden
1. Kontrollpunkten CJ, 7 =0,...,k und C%

2. Tangentent; = (C7)(0), 5 =0,...,kund t,,; = (C*)'(1)
Angabe von zwei Kontrolltypen (Punkte, Tangenten) ist unhandlich.
Catmull-Rom-Splines

Ansatz: Vorgabe der Kontrollpunkte & Schatzung der Tangenten
Gegeben: Interpolationspunkte P;, i =0,...,k+1
Berechnung der B ézier-'Punkte: .FUr das j-te Bézier-Segment ergibt sich
Endpunkte: C) =P,;,C} =P, j=0,...,k
Tangente bei P, :t; =1 (P41 —Pj1), j=1,...,k—1
Tangenten am Rand: Z.B. to = 1 (P; — Py) und ty12 = 2 (P12 — Pri1)

Innere Kontrollpunkte: CJ — C = t; = C] = C) + 1t;, analog C} = C} — 1t;41

«
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3.2.1 Catmull-Rom-Ansatz ... "

— “i ‘\‘| i |"' ¢
0 1 2 3 4

, - 1
Tangente bei PJ : tj = 5 (Pj_|_1 — Pj—l)
Interpolation der Endpunkte: C)=P;, C,=P; |
Tangentialstetigkeit: (CJ1 - C%) — (C%‘l - C%‘l) = gﬁj
«F

5 : .
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3.2.1 Catmull-Rom-Ansatz ... "

Bewertung B ézier-Splines

Wesentliche Vorteile:
0 Alle Vorteile der Bézier-Kurven
[0 Zusatzliche Freiheitsgrade bei konstantem Grad

Wesentliche Nachteile:
O Erfillung expliziter Ubergangsbedingungen oder
[I verschiedenartige Kontrollparameter (Catmull-Rom)

Wiinschenswert:
0 ,Eingebaute* Ubergangsbedingung
[0 maximale Stetigkeit bei minimalem Einfluss der Kontrollpunkte

«

) .
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3.2.2 Hermite-Kurven l'

Bézier-Kurven interpolieren Cy, C,, und approximieren C;,i ¢ {0,n}
Hermite-Kurven interpolieren Position und Ableitungen in den Endpunkten

Zahl der Kontrollparameter  legt den Grad der Kurve fest:

Position und 1. Ableitung — 4 Parameter — kubische Polynome
Position, 1. und 2. Ableitung — 6 Parameter — quinitische Polynome etc.

Kubische Hermite-Kurve  H(u) interpolieren Py, Py, po, P1:

H(0) =P, H(1) =P, H'(0)=po, H'(1)=p:

«
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3.2.2 Hermite-Kurven ... "

Kubische Hermite-Basisfunktionen

Kubische Hermite-Kurven definiert sich zu
H(U) = Poho(U) + ﬁohl(u) + ﬁlhg(u) + Plhg(u)

Kubische Hermite-Basisfunktionen:

1 -
ho(u) = 2u® — 3u® + 1

mit 7o(0) = 1, ho(1) =0, hy(0) =0, ho(1) =0
hi(u) = u® — 2u® 4+ u

mit 21(0) =0, hy(1) =0, R}(0) =1, A{(1) =0
ho(u) = u® — u?

mit h2(0) = 0, ha(1) =0, h5(0) =0, hh(1) =1
ha(u) = —2u® + 3u?

0

5(0) =0, ha(1) = 1, h4(0) =0, B4(1) =0 0 Ha(u) 1
«F _
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3.3 B-Spline-Kurven "

Ansatz: Quadratische B-Spline Kurven

Idee: Nutze innere Kontrollpunkte C!-stetiger quadratischer Bézier-Splines als
Kontrollpunkte

Gegeben: ,Innere Kontrollpunkte* Dy, ..., Dy

Konstruktion: Sequenz D, = C}
D 5,....D; definiert
die quadratische Bézier-

Kurve C7:

. 1 1
C) = §Dj—2 + §Dj—1,
Ci = Dj

. 1 1

Beachte: Automatisch (-
stetig Dy D;

«

) -
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Ansatz: Kubische B-Spline Kurven

Idee: Nutze A-Frame-Punkte C?-stetiger kubischer Bézier-Splines als
Kontrollpunkte

Gegeben: A-Frame Punkte Dq,...,Dy

Konstruktion:  Sequenz
D;_5,....,D; definiert
kubische Bézier-Kurve

CJ:
: 2 1
C] = §Dj—2 + ng—l
: 1 2
C), = §Dj—2 + ng—l
) 1 . 1
G, = 503" +5C
j L 1t e
L1
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Bemerkung: Quadratische und kubische B-Splines

Obige Einfiihrung ist sehr speziell, denn wir brauchen
[J B-Splines fir beliebigen Grad n & beliebige Parameterintervalle
[0 Auswertung ohne Umweg Uber die Bézier-Darstellung

Basisfunktionen: Angenommen, obige B-Spline-Kurven haben die Darstellung
D(u) = > D;N;(u) fiir unbekannte Basisfunktionen N;', n =23

Fir ein 7o gewinnt man N durch: D; = 0, i # 4o und D;, = 1.
Beispiel: Bestimmung von NZ(u) als stlickw.

quadratisches Polynom (lok. Param. fir C7 : o

u=u*—j): o7}
u* € [2,3[: N3(u*)=C?*(u) = IB3(u) 05|
u' € B4f M) = C*(u) o

=3 (Bo(w) + Bi(w) + Bi(u) °2|

0.1r

0

2 25 3 3.5 4 45 5
e

5 : .
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Ziel: Basisfunktion als stiickweises Polynom N/*(u) mit gegebenem Grad
n € N, so dass

1. max. Stetigkeit zwischen den Teilkurven, also (n — 1)-stetig

2. moglichst geringer Einflussbereich der Kontrollpunkte (Lokalit at)

3. Erlegung der Eins: > N"(u) = 1, N*(u) > 0 (affine Invarianz,
konvexe Hiille )

Knotenvektor: T ={...,t;_1,t;,tix1,---}, t; < tir1, t; € R mit:
NI P

(3

[titit1

Fall n=0: Offensichtlich sinnvolle Festlegung N? = x([t;, t;1+1[), wobei

1 weM - :
X(M)(u) = “ charakteristische Funktion
0 sonst
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Rekursion:  N**!(u) ergibt sich aus gewichteter Summe von N/ (u) und

T l,n rn
n 9 )
2 (u) mit linearen w;™, w;

! NO 05 f 1.0 09 A Nl 05 11 / by ~ N2
0 i (u) 03 [wy (w) 03 M\ N (u 20wy (u)/ ot [ Vg (u)
, el el el a )
0.4 * g:i / — g:i ’,"‘ \ * 04 —* / \
o . o) I to /0

0.1 / 0.1 / \ 0.1 / 0.1
0 0 0 0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
1 0 1 " 0 1 1 T 1 1
0.9 \ R 0.9 N 0.9 s
Na(u) \wa(u) [ el Ny (u) [ oely” (1)
06 06 \ 06 /o 06
05 \ 05 JEA 05
0.4 % 04 \ 0.4 / \ % 04
03 \ 03 / \ 03 \
02 02 \ 02 / \ 02
0.1 \ 0.1 / \ 0.1
0 0 0 0
0 1 2 3 4 § 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 § 0 1 2 3 4
k . [}
Bemerkung: 1
Ilin rmn : = n rmn lin
0 w;",w," steigt/fallt auf supp(NV;*) von 0 Wy W,

nach 1 an bzw. von 1 nach 0 ab

0 Esgilt > N* = 1 (Zerlegung der Eins, s.u.)

" 0 —\
und Ni*(u) = 0 0 i i+n+1

Py
\

s

5 : .
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Definition: Normalisierte B-Spline-Basisfunktionen

Gegeben: Knotenvektor "= {... t;_1,ti, tix1, ...}, t; <tjr1,t; €R
Der Knotenvektor 7" heil3t uniform , falls ¢; = ¢

Fall n = 0: Setze Nzo =X ([tl, ti—l—lD
Rekursion n — n+ 10 N (u) i= wp™(u) - NP (u) +wlyy - NP (u) mit

é,n (U) _ u A w’l.“,n (U) _ i+n+1 (%

W (2

)
tignt+1 — t; tignt+1 —

Bemerkung: Zerlegung der 1

N bilden Zerlegung der Eins im Inneren des Knotenvektors ,da N*(u) >0
und per Induktion: >~ N? = 1 und

DUNF ) = 3 (wh" ()N () + N ()
; _ Z (™ (W) + ] (w)) N7 () = 1

\ J/

]
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Beispiel: Normalisierte B-Spline-Basisfunktionen

Gegeben: Uniformer Knotenvektor

1 fallsu e [i,i+ 1]

n i = xli i+ 1] {0 falls u & [i,7 + 1]

1,0 7,0

n=1 w’ (u)=u—1i, w, (u):i—l—l—uundNil:wl

7

;0 0 7,0 0
Ny +w; - Nijg

N}u) = (uw—1) - x[i,i + 1+ +2 —u) - x[i + 1,3 + 2]

(w—i falls u € [i,i + 1]
=qi+2—u fallsueli+1,i+2]

L 0 sonst
: . o T
I 2 I
. s . \
. / o \ . \

N? wh? . NY wiy® . NY N;

«
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cG ‘) g:;or;p?)rfe?rédrga&lsic}éojibMuItimedia Systems -Folie 3-42- CO m p Ute rg I'ap h | k I I



3.3 B-Spline-Kurven ... "

Einfluss der Knoten ¢;

1. k-facher Knotent; | <t; =t = ... =t;1k_1 < t;1 reduziert Stetigkeit
um k; Beispiel Ni, N5, NZ uniform (links) und T = {1,2, 3,3, 4} (rechts)
1 1
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

2.T={0,...,0, 1,...,1 } liefert:
N—— N —

(n + 1)-fach (n 4 1)-fach

N'=B"Vi=0,...,n

3. NJ,....,NJ, m > n bilden auf [t,,, t,,+1]
eine Basis der stlckweisen Polynome
vom Grad n mit der durch T' gegebenen

Stetigkeit
(«§

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

N§g,Ni, N3 fur T = {0,0,0,1,1,1}

- é) -
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

B-Spline-Kurven

Eine B-Spline-Kurve ist eine Affin-Kombination von de Boor-Punkten D; mit
Gewichten N zu gegebenem Knotenvektor T = {tg, ..., tn+m+1}

D(u) ==Y D;N;'(u), u € [tn, tm1]
1=0

Eigenschaften von B-Spline Kurven

Polynomiell: D ist eine stuickweise Polynomkurve vom Grad n mit
C™~!-Ubergangen bei disjunkten Knoten bzw. C"~* bei k-fachem Knoten

Lokalit at: D, beeinflul3t Kurve nur lokal, da
supp(N') = {u : N/'(u) # 0} =]t;,t;ans1[ (lOkaler Trager)
Affine Invarianz und konvexe Hille  da ", N/* = 1 und N/* > 0 auf

[tna tm—i-l]

Lokale konvexe Hiille: D\[
(S

tit:0, VErlauftin Halle der D; _,,, ..., D;

5 : .
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Algorithmus: de Boor

Gegeben: de Boor Punkte Dy, ...,D,, und der Parameter u € [t,, t;,+1]
(beliebig, aber fest)

Gesucht: Kurvenpunkt D(u) direkt aus den D, ohne Berechnung der N/

Relevante de Boor-Punkte:  Fur u € [t,,t.1] sind alle D; mit NJ*(u) # 0
notwendig:

0 _ c
D/ =D;,i=r—mn,...,r

Rekursion: Affin-Kombinationen benachbarter Kontrollpunkte:

D) =(1-al(u)D!Z] + JwD! ™ i=r—n+j,...,r, j=1,...,n

mit Gewichten:

az(u): , t=r—m+7g,...,7,j=1,...,n

Ergebnis: D(u) = D}

(6( B
cG é‘)) (F;E)Oriip%?e?réc:;eﬁlsicﬁoébMuItimedia Systems -Folie 3-45- CO m p Ute rg rap h | k I I
3.3 B-Spline-Kurven ... "

de Boor: Geometrische Interpretation

Gegeben: de Boor-Punkte Dy, ...,D,, und u € [t,,t, 1]
Geometrische L 6sung: Hiermitn =3 und r =3

. : ——— 0
D3 D py TP

3
4 b
ta—u U—t3
ta—ts| [ta—ts

7 v
2 2
D2 D3

4% 44

ta—ul| lu—ts| [ts—u| [u—ts
t4—t2 t4—t2 t5—t3 ts—t3

\

D! D!} D)

g% 4% 4k

t4—’lL U—tl t5—u U—tg tG—U U—t3
ta—t1| [ta—t1| [ts—tol| [ts—ta| [te—t3| [te—t3

0_ 0_ 1 0_" 0 _ 1. - +—F—+——F———+
(6 - 9_)) Prof. Dr. Andreas Kolb 1
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Beispiel: de Boor Algorithmus (uniformer, kubischer Fall)

Gegeben:
DO = (1, 1), D1 = (1, 10), D2 = (10, 10), D3 = (10, 1), U = 10/3, r=3

Gewichte: Ermittlung der Gewichte o = o] (10/3) = 4=%:

Q&:?/Q’ a%:4/9, aé:l/Q’ 04324/6, &321/6, &321/3

lo_bl D2 . ym L D2
22/6
56/6

D3

M/—\
Pt
~N
=
=)

[\
S b
m
© Ot
\\
/47\@_9
(62 N e)]
1 1

gou |
ANANAN

M) Py r e s ok

S0 () (o)
s

) .
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3.3 B-Spline-Kurven ... "

Ableitung von B-Spline-Kurven

Ableitung eines (stiickw.) Polynoms reduziert den Grad von n aufn — 1

Ableitung des B-Splines  mit Knotenvektor 7' = {to < t1 < ... <tmint1l}
" D, D Lo
=Y D;N/ = D'(u) = —t = lyn-t

D DN/ (u) = §_: TN

Knoteneinfligen (nach B 6hm '80)

Sttickw. Polynom  tiber D; N a— IR
T = {t07 b1y ;tm—l—n—i-l} D%_l/d \D%
ist auch stiickw. Polynom AX AR
uber LN
D;_, D, !

T* = {to, .. tryt" trs1 oo tmgnt1 } /

Kontrollpunkte  berechnen  sich

Uber de Boor-Algorithmus fur 0
t* ‘r— ' 1"‘— ¢

s

S ‘ .
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3.4 Tensor-Produkt FI achen "

|dee: Tensor-Produkt FlI achen
Ausgangslage: Kurvenschema K(u) = » " P;F;(u)
1=0

Variation der Kontrollpunkte  P; entlang anderer Kurve

m

P, =Pi(v) =) Pi;F;(v)

§=0
TP-Bézier-Flachen: l.a. werden Polynomkurven desselben Grades verwendet:
C(u,v) =Y > CyB}(u)B](v)
i=0 j=0

TP-B-Spline-FI &chen haben i.a. unterschiedlich viele Segmente in »- und
v-Richtung:

D(u,0) = > Y Dy N/ (u)N7 (v)
i=0 j=0
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3.4 Tensor-Produkt FI achen ... "

Auswertung von B ézier-Flachen

Zweistufiger de Casteljau:  Separate
Auswertung fur den Parameter

(U(),Uo):
1. Vi = 0,....,n : Ci(vg) =
S CuB () ‘ Cs

2. C(’LL(),’U()) = Z?:O Ci(’Uo)B;{l(UO)COO

Beachte: Die Rolle von v und v kann
vertauscht werden

«
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3.4 Tensor-Produkt FI achen ... "

Bemerkung: Ableitungen von Funktionen mehrerer Ver  anderlicher:

Ableitung einer Funktion f:R — R: f'(u) = %(u) = lims_,0 w

Ableitung einer Kurve  F:R — R?: F'(u) = 2E(u) = lims_,g w

Partielle Ableitungen einer FI &che F : R? — R3: Leite nach einer Variablen
ab, halte die andere dabei konstant.

OF .. Flu+d,v) —F(u,v)
g (w0) = lim 5
OF F(u,v+0) — F(u,v)

(u,v) := lim

ov 6—0 )

Also: Verwende Ableitungsregeln wie gewohnt, einmal nur fur «, einmal nur fur
V.

«

) .
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3.4 Tensor-Produkt FI achen ... "

Eigenschaften von TP-B ézier-Flachen

Interpolation der Ecken:  C(0,0) = Cgg, C(1,0) = C,0, - - -
Ableitung:

g—(j(u,v) = (% (Z <Z Ci,jB?(v)> Bv:n(“)>

(n—1,n)

=n Y (Citr; — Ciy) B} H(w)B] (v)
(4,5)=(0,0)

oC - "

5, 0v)=n > (C1,; — Co;) B} (v)
=0

oC

%(0, 0) =n(C1,0— Co,)

Globaler Einfluss der Cj;, da B} (u) - B}'(v) # 0 auf (u,v) €]0,1[?

Affine Invarianz & konvexe Hulle |, da
@) B'(u)Bj (v) = (3_; BI'(w))(>_; B} (v)) =1

- 2) -
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3.4 Tensor-Produkt FI achen ... "

Eigenschaften von TP-B-Spline-FI  &chen

Knotenvektoren S = {sg,s1,...,Smy+n+1}t, LI = {tost1,.- tm,+n+1} iN u-
bzw. v-Richtung

Lokaler Einfluss der D,;: D,; beeinfluBt D(]s;, sitn+1[X]t;, tj1nt+1[), da
Nij(u,v) := Nj*(u) - Nj*(v) = 0V (u,v) €]8i, Sitn+1[X]tj, tjrnt1]

- Nl,l(u7 ’U)

| |
| |
th—+-—--I———4 - - - - -
’ i i

S0 §1 52 83 54 55

Affine Invarianz und konvexe Hille:  gelten genauso, da
(4,5) NZn(U,)NJn(U) =1 auf [Sn, Sn—l—mu—l—l] X [tnatn—i—mv—l—l]

g&(a\ 9_)) Prof. Dr. Andreas Kolb ) _ Falia 2,53, H
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3.4 Tensor-Produkt FI &achen ... "

TP-Bézier-Splinefl achen

Probleme: 1. Objekte i.a nicht mit einer Bézier- oder B-Spline-Flache
modellierbar.
2. dreiecksformige Flachen nur mit Singularitdten (zusammenfallen
Kontrollpunkte)
= Verschwindende Ableitung, numerisch sehr problematisch!
) Cog = Clg = .. = 033

LU R e

C(ua U) Coo Sz

Cso

Coo

Ansatz: Verwende mehrere Flachenstiicke

Teilaufgaben beim Zusammenfligen von Splineflachen:
1. Kante-Kante Anschluf3

Konfiguration um eine Ecke
(s

) -
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3.4 Tensor-Produkt FI achen ... "

Getrimmte Splinefl achen

Aufgabe: Beschreibung speziell geformte Flachen, z.B. mit Lochern
Ansatz: Verwende nur Teilbereiche des Parametergebiet, z.B. [0, 1]%.

Beschreibe Teilbereiche durch geschlossene Kurven im Parametergebiet
1. pos. orientierte Kurven definieren Innenbereich
2. neg. orientierte Kurven definieren Aussenbereich

N g

[
!
-
Trimm-Kurven im ®  getrimmte Flache
Parametergebiet
(6( -
3 .
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3.5 Differentialgeometrie flir Kurven "

Bislang: Zusammengesetzte Kurven tber C*-Stetigkeit erklart

Mehrdeutigkeit: Geometrische Form (Kurve) durch verschiedene Funktionen
darstellbar:

Fir C(u),u € [a,b] und bijektives g : [¢,d] — [a, b] erzeugt
D(u) := C(g(u)), u € [¢,d]
dieselbe Geometrie, aber Ableitungen stimmen nicht tberein:
Kettenregel: D’ (u) = C'(g(u)) - ¢'(u) # C'(g(u)) falls ¢'(u) # 1
Geometrische Stetigkeit: ~ Kurven C und D sind in D(ug) G*-stetig, falls:

. : d
Jg e C* bijektiv, : D@ (ug) = - Clg(u)), i=0,....k
U’L

Konkret:;

G*-Stetigkeit: D’ (ug) = C'(g(ug)) -1, 71 > 0

G2-Stetigkeit: D" (ug) = C"(g(wo)) - (11)? + C'(g9(uo)) - Y2, Y2 > 0

@s
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3.5 Differentialgeometrie flir Kurven ... "

Definition: Geometrische Gr 0f3en einer Kurve

Ziel: Bestimme lokales Koordinatensystems zu einer Raumkurve
(Kamerafahrt).

Gegeben: Raumkurve C, C2-stetig mit C’(u), C”(u) # 0, C'(u) [y C"(u), Yu
Geometrische Gr 63envon C in wug:
Tangente tc(ug): Weist in Bewegungsrichtung: tc(ug) = C'(ug)/ ||C’ (uo)||
Krimmung kc(up): Krummung wird zunachst in einer Ebene
span{tc(ug),a} mit beliebigem a L tc(uo)

. 1 . .
definiert als: kc,a(up) = —, ra Radius des bestangepassten Kreises
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3.5 Differentialgeometrie flir Kurven ... "

Geometrische Gr 63en einer Kurve (Fortsetzung)

Geometrische Gr 63envon C in ug:
Normale nc(up): Entspricht a mit max.
Krimmung sc,a(uo)
Es gilt, dass ng¢(ug) € span{C’(ugp), C"(ugp)}.
Krimmung: kc(uo) = Kc hg (uo) (1o)
Binormale bg(ug): Dritter Vektor senkrecht zur
Tangente und Normale:

be(ug) == te(ug) x Ae(ug)

A

Frenet'sche Dreibein: Das Koordinatensystem {tc(ug), ic(uo), be(uo)}
im Punkt C(uy).

Krimmungsvektor: k¢ (uo) - iic(up)

Schmiegeebene: span{tc(ug), ic(ug)}, lokal bestandgepaRte Ebene

Normalenebene: A Ebene senkrecht zum Kurvenverlauf, also
span{ngc(up), bc(ug)}
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3.5 Differentialgeometrie flir Kurven ...

Bemerkung: Berechnung des Frenet'schen Dreibeins

Das Koordinatensystem {tc(uo), e (uo), be(ug)} wird wie folgt ermittelt:

A C’(uo)
Tangente: tec(uwy) = ————+
) = o]
. ~ C/ UQ) X C”(UO)
Binormale: bc(ug) =
o) = G {ug) x C(uo)]
da C’(ug) und C"”(ug) die Schmiegeebene aufspannen
und {tc(uo), nic(ug), be(uo)} und damit auch
{C(ug), C" (ug), be (ug)} rechtshandig ist
Normale: nc(ug) = be(ug) X te(uo)
(keine Normierung noétig, da beide schon orthonormal)
/ 17
Krimmung: rc(ug) = [C(uo) x € (uo)|

1C (uo)|?
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3.5 Differentialgeometrie flir Kurven ...

Beispiel: Frenet'sches Dreibein einer Spirale

Spirale: C(u) = =

sinu ] ,
(cos u); Ableitungen: C'(u)
u

Cos U

Mit ||C’(u)|| = V2 und C’(u) x C" (u)

<— sin u
-1

) folgt: tc(u) =

cosu
(— sin u) ;. C'(u)

—sinu
(—cosu)
0

1 Cos U
—sinu
(=)

- C'(u) x C"(u)

cosu X R R —sinu
bol) = e o = g (o) he) = betw x tetn) = (~esu)
tc A,
. X 1 /0
Firu=3: tc(3) = —2(_11) nc
—1 . 1 0

- (-0 T
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3.6 Interpolation mit B-Splines "

Gegeben: k Parameter {u,...,u;} und zugehorige Punkte
P,eR3, i=1,.... k.

Gesucht: Interpolationskurve : C(u) mit C(u;) =P;, i =1,... k.
Losungsans atze: Folgende Kurven-Schemata sind denkbar

1. Catmull-Rom Splines (s.0.)

2. B-Splines
Ansatz: Interpolation an den Knoten mit kubischen uniformen B-Spli nes

Kurve: Kubische uniforme B-Spline-Kurve D mit (also ¢; = 1):
D(u) = > D;N/(u), u€[3,m+1]
=0

Anzahl Segmente: In [3,m + 1] gibt es m — 1 Knoten ¢, d.h.

Uy =3 Uy =4, .. up =k +2=m+1alsou; =i+ 2
= m =k + 1, aber m + 1 = k + 2 Kontrollpunkte (unterbestimmt!)

F , Wie sind D; zu wahlen, sodass D(u;) =D(i+2)=P;, i =1,...,k?
(C(\))) :
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3.6 Interpolation mit B-Splines ... "

Ansatz: Interpolation mit uniformen B-Splines (Forts.)

Erinnerung: Uniforme, kubische B-Splines sind stiickweise C?-stetige
Bézier-Kurven

Umrechnung: D(u) — C’(u) firu € 5,5 + 1]:

2L 0 0o o0 -0
Ci =3Dj2+ 3D, 0§ 5 g 0 0 -0
C}=3D; 2+ 2D, , 00 L 2 1 g ... 0|/Dy P,
Co=3Cs " +3Ci L | ( 5 )—()
=1iD; 3+ 2D; 2+ itD;1 | - - e : Dyt Py
C} = 3C5 +3C{" 000 0 § 35 § O
=iD;_2+ 2D;_1 + ¢D; o 00 0 0o L 2 1

-~

cRk k+2

Bedingung: |P; =D(u;) =D(i+2)=C{™? =iDi_1 4+ 2D; + iDi1, i=1,....k
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3.6 Interpolation mit B-Splines ... "

Gesucht: Kubische, uniforme B-Spline-Kurve D mit:
1 1

D(3) = (_01), D(4) = (_11), D(5) = <1> D(6) = (0)

L6sung: Gleichungssystem mit nattirlichen Randbedingungen:

1 -2 1 0 O 0

l 2 l O 0 O DO (0,0) , ' ' ' “

6 3§ D, (—=1,0)

0 g ? g 0 0 Dy | [ (=1,1)] s} b D. |

0 0 5 3 1 0 Ds | (1,1) Al — 3 7

0 0 0 i 2 l D, (1,0) P, Ps

0 0 o § % §)\Ds (0,0) /= '
A P, =Dy |

— _ _ P, =D,
= Dy = (_é?‘;), D, = ( 01), D, = ( 6553>’ 0s
5/3 At _( 1/3 0 5
D3 o (6/5) ! D4 - (O> ’ D5 ( 6/5) ¥, 15 1 05 05 1 15
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