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Review: Der Gradientenvektor

¢ 1.Ableitung eines 2D Skalarfeldes: Der Gradient
A (x4
_ F
aadf(z.9) = | o))
M
Eigenschaften des Gradientenvektors:
€ zeigt in die Richtung des gréfiten Anstiegs
€ steht senkrecht auf den Isolinien
€ ist gleich Null bei lokalem Extremum

Beispiel:
2D Héhenfeld

Isolinien
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Das Gradientenfeld

2D Skalarfeld [~ — > 2D Vekiorfeld |

Gradient
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2D Vektorfeld:

€ selten analytisch gegeben:

o= (63

& Ublicherweise als diskrete Daten:

- Uy
(xisyi) == ( )

Vy

ﬂz! y] = (
 wie stark andert
sich 1, in
x-Richtung”

i€0,...N]

Jwie stark éndert
sich Uy in -
x-Richtung2”
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& Ableitungen eines Vektorfeldes

LNEN") )
vy, %)

Betrachte partielle
Ableitungen der
Vektor-Komponenten

wie stark andert
sich g in
y-Richtung

wie stark andert
sich Uy i
y-Richtung
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¢ Ableitungen eines Vektorfeldes

e = (e )

& Totales Differenzial:

Bug vy
Jg=| = W
Ouy vy
Jx Oy

Die Jacobi-Matrix (Fundamental-Matrix)
beschreibt vollstdndig ,wie stark sich das
Vektorfeld in Punkt (x,y) éndert”
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Wozu braucht man die Jocobi-Mo’rﬂx?
& Richtungsableitungen in Richtung /i

dvlx.y)
oh

}rf;; mit

|h| =1

Beispiele:

L (1 gon  Ore
h = - "“' _fw
0 duy  deg

E

1 =25
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Als Divergenz bezeichnet man die Summe der
Diagonalelemente der Jacobimatrix.

S de dv dv
- dive(?) = ——= | 2
> = W=

¢ Die Divergenz erlaubt Aussagen Gber die Stérke von
Quellen und Senken im Vektorfeld, bzw. Gber das

LAuseinanderstrémen”

weder Quelle
noch Senke

div#(Fp) > 0 | | divi{#) < 0| | divi{@p) =0

Quelle bei Zg | | Senke bei Ty
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Betrachte ein kleines Flachenstick S um @ = (20, v0)
% Was ist die Differenz der ein- und
ausflieBenden Strémung?

(V(z,y) - 0(z,y)) dzdy

! {/yy (o747 I (o, L g

§ /‘/'/'y}, o

Eas

[ o) - vl dw}

z_

\ 1 Yt v (g, y) — ve(z_,
O :A_/ (z+ 1/)A (z—,y) iy
— — Y Jy_ T
o L/* w(@ys) — vy (@) o
Y Az J, Ay
x_ Ty
Az
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Betrachte ein kleines Flachenstick S um & = (z0,0)
€ Was ist die Differenz der ein- und
ausflieBenden Strémung?
¢ Lasse das Fléchenstick S infinitesimal klein

werden. %/M (¥(z,y) - A, y)) d dy
1 Y+
i {/y (02 (@4, ) — va(2—, 1)) dy

+ [ o)~ o) dx}

lo) :L/‘l’* Ve(@,b) — vs(e-,1)
Ay Az
(%o, y0) s
+i vy(x7y+)fvy(x,y_)d$
Az [, Ay
Az, Ay—000, ov, ,
= sz (z0,%0) + 3—;(900790) = div g(2o,y0)
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Als Rotation bezeichnet man (in 2D) die Differenz
der Elemente der Gegendiagonale der Jacobimatrix.

gy | e . dv, dv
(-3?.:‘? rot#(&@) = —* — ==
= & dxr  dy

& Die Rotation (engl. auch curl) erlaubt Aussagen Gber
die lokale Rotation, d.h die Wirbelhaftigkeit
(Vorticity) der Strémung.

Keine Rotation um Fy ||Lokale Rotation um Ty

rot #{zp) =0 rot 9(ap) # 0

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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Betrachte ein kleines Flachenstick S um (o, vo)
« Was ist die Strémung entlang des Randes r(t) 2

5 | (F0.00)- a0 )

E as
:Al.lAy {/;fr (vy(z4,y) —vy(z—,9)) dy
T

5 3
+ (va(2,y-) = vy(2,y4)) dw}
\ V\ ./x,

_ 1 [ ueey) ~v(a.y)
O Ay /u Az N
1" vae(myy) —va(z,y-)
\ E/L SN

Y-
)ﬁf_ﬁ
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Betrachte ein kleines Fléchenstick S um (zo, 1)
€ Was ist die Strémung entlang des Randes r(t) 2
€ Lasse das Flachenstick S infinitesimal klein

werden. |S‘/ ( (1), 9(1))- 5«<xww0dt

:AxlAy {/y- vy (@+,) = vy(-,y) dy

+ [ )~ o) d}

:i /y- vy (T4, y) — vy (2, y) a

g(-)\ Ay ), Az &

(M, 90) [ ) )
Az Ay
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Konstantes Vektorfeld

o - ()

Jo(z,y) = (3 3)

divi(z,y) = 0
rotv(z,y} = 0

LI
LI
LI
LI
LIV
LI
LI
LI
LIV

Gleichférmige, laminare Strémung,
kein Auseinanderstromen (keine Divergenz),

keine Verwirbelung (keine Rotation)

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung

] Ay%o{;vy (0, %0) — iv; (0, Y0) = rot (zo, Yo)
Andreas Kolb, Martin Lambers Visuullslerung
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Identitéts-Vektorfeld \ Il
) = (7 .'\\ 4'
v \

\4

il
Hew) = (o 1) 7
divi!(:,:)=2(ul) “//// \\‘A

rot#{z.y) = 0

Keine Verwirbelung (Rotation),
Konstant positive Divergenz: Auseinanderstrémen

jeder Punkt ist Quelle

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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Zirkulares Vektorfeld <

oz,y) = (_xy)

0 -1
e = (§75) ’
divi(z,y) = 0 \\ \‘1//«//‘
rotii(z,y) = 2

Kein ,Auseinanderstromen” (keine Divergenz),
Lokale Rotation in jedem Punkt
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Gradient eines Skalar(Hshen-)felds:
wz,y) = grad flz,y)

mﬂ_@l‘uﬁ ) =)

Jelz,y) = (;".‘1 ;‘_‘*1)
i by ;::*?‘

diviz, ) = f"gn)ﬁig;w

wtilz,y} = 0

Gradientenfelder sind konservativ, d.h. generell rotationsfrei
(Zirkulationen sind nicht méglich)

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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€ Taylorentwicklung:

oot h) = fleo)+h- o) + e+ .. =

o pk
= ¥ /(=)
k=0

h
k!
7

/
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¢ Taylorentwicklung:

Fn+h) = flro)+h- Flag)+ 2 Plag)l+ .. =

4] hk By,
= zﬁﬁ (q)
‘(i [} A1

€ Approximiere f{x} im

Punkt ag lokal durch eine
~ Tn Parabel

Taylorentwicklung erlaubt
F) die Approximation beliebiger
Funktionen durch Polynome.

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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€ Kritische Punkte (Fixpunkte):
Punkte im Vektorfeld, an denen die Strémung
gleich null ist, d.h.

#(p)
€ Die Taylorentwicklung liefert
WFo+ k) & W)+ JolFo) h
und somit . .
@y +hy = Je{zo)h
Die Eigenschaften der Strémung in

unmittelbarer Umgebung des kritschen Punkt
wird allein durch J{z3} bestimmt.

Andreas Kolb, Martin Lambers Visualisierung
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¢ Jede Matrix kann als Summe einer symmetrischen und
einer asymmetrischen Matrix dargestellt werden:

Jﬂ‘ — J‘(Eﬂﬂn) 1 ‘I(wm)

J‘ﬁ aF Jﬁ' -'r(aqy_m) . Jﬁ - "IHTT
L .5‘ -

J fryam) __

Scherun A Drehung:
g 1—,5——/ = —,'-«: —\-<\-
N I L
I8 /’l
e 1| _ ey}
N2

STress Strain-Tensor” »Rotation”, Vorticity”

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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Als Eigenwert einer nxn-Matrix A bezeichnet man
Skalarwerte A, die die Gleichung

AL = AT

erfillen.
Diese Gleichung ist fir bestimmte Paare von
Eigenwerten X und Eigenvektoren & erfillt.

Arx = Aldz charakteristisches

(A —AId)F = 0 / Polynom
losbar fir  det{A — Ald)

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Beispiel: n 1
A = (—:z 3)

det(A — NId) = ““ 1

—2 :':;—.3\‘=U

“A3-=-M+2=0 M-32+2=0

Zwei Lésungen: | A=1 | | Ay =12 |

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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Beispiel:
A = ( 0 f)
- =2

e fa=2]
(22)G)-6) [ (EDE)-()
r=y 2r=y
ie(®) | ()
bz jedes Vielfache [bzw jedes Vielfache | % 7 |

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Betrachte das Vektorfeld #(Z) = AZ

0 1
A—(—zs)

Andreas Kolb, Martin Lambers Visualisierung
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Ein weiteres Beispiel:

0 2

A= (_5 2)
. —A 2
det(A — Ald) '_5 92 _ A\
M —_22+10=0
_2x\/-36
=y

Zwei Lésungen im Komplexen: % 2

A=1+3i]|2=1—3i|

—o0

~A(2—-A)+10=0

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Ein weiteres Beispiel:

A = (—Gﬁ 3)
Da=twa] (5% ,2)(3) =

1 :
y = §(1+§Si):&:

Andreas Kolb, Martin Lambers Visualisierung
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Ein weiteres Beispiel:
A — 0 2
- -5 2

[ A =1+3i| [ de=1—3i]

L. . 1
y = 51+30z v o= -3

30

Fir jede reelle nxn-Matrix A gilt:
¢ die Matrix A hat genau n (méglicherweise

komplexe) Eigenwerte.
(jeder Eigenwert wird entsprechend seiner Vielfachheit gezéhlt)

& Komplexe Eigenwerte treten nur als Paare
konjugiert komplexer Zahlen Aj2 = a + bt

auf.
(Dies bedeutet auch, dass bei ungeradem n mindestens ein reeller

Eigenwert existiert.)

& Der Nullvektor zahlt nicht als Eigenvektor

Eigenvektor Eigenvektor
ry = - Xo = ; oy -
14 3 1—3
bzw. jedes Vielfache | |Ew. jedes Vielfache | )
Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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¢ Der Verlauf der FluBlinien in unmittelbarer Umgebung
eines Fixpunktes 168t sich in bestimmte fopologische
Kategorien einordnen:

Ml

649805309484 ——

opRAQODGRARQ
oDODDODOODO

®©) ® ®

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Vorgehensweise:
L Bestimme kritische Punkte (Fixpunkte) im
Vektorfeld
& Bestimme die Jacobimatrix fir jeden Fixpunkt
(z.B. durch zentrale Differenzen)
€ Bestimme die Eigenwerte der Jacobimatrix und
klassifiziere nach der Topologie
(= Einordnung in eine der topologischen Kategorie)
& Bestimme die Eigenvektoren zu den

Eigenwerten
(= Bestimmung der exakten Topologie, Scherung)

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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Kategorie 1:
Jacobimatrix besitzt

¢ Beispiel: AN O
(% %)

Kategorie 1A:
AL < Az < 0

m

Senke (sink, attracting node).
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

Kategorie 1:
Jacobimatrix besitzt

& Beispiel: N O
(5 %)

Kategorie 1A:
Al < A <0

Kategorie 1B:
0<h <A

Quelle (source, repelling node).
Fixpunkt ist instabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers

Visualisierung
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Kategorie 1:
Jacobimatrix besitzt

¢ Beispiel: (,\] 0 )

4\1{:0"5.33

0 X
Kategorie 1A: _/) k
M <A <0
Kategorie 1B: . M:/""
0< A < Ao \\\ /
Kategorie 1C: -
Sattelpunkt (saddle).

Fixpunkt ist instabil.

Kategorie 2:
Jacobimatrix besitzt

€ Beispiel: (g ¢
(o )

Kategorie 2A:
A<O

—

Senken auf einer Gerade
Fixpunkt ist stabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers

Visualisierung
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Kategorie 2:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 2A:
A<D

Kategorie 2B:
A0

€ Beispiel: (g ¢
(0 3)

Quellen auf einer Gerade
Fixpunkt ist instabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers

Visualisierung
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Kategorie 3:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 3A:
A0

& Beispiel: { x 0
0 A

7N

Quelle (source, attracting node).
Fixpunkt ist instabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers

Visualisierung
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Kategorie 3:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 3A:
A>0

L Beispiel: { A 0
L0 A

Kategorie 3B:
A<0

AN

Senke (sink, attracting node).
F|xpun|<f ist asymptotisch sfobll

Andreas Kolb, Martin Lambers

Visualisierung
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Kategorie 3:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 3A:
A>0

Kategorie 3B:
A<0

Kategorie 3C:
A=10

© Beispiel: f A» 0
0 A

00000000000
SHOROGESHSRONCRSRS NSRS
OCO00CO00000ODOQ0
CO0QO00000CQ0
OO0 00000 000

keine Stromung (alles Fixpunkte)
Fixpunkt ist stabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers
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Kategorie 4:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 4A:
A>D

€ Beispiel: 3 1
(03)

\

Quelle (source, repelling focus)
Fixpunkt ist instabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers
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Kategorie 4:
Jacobimatrix besitzt

« Beispiel: f % 1
(3 3)

Kategorie 4A:
A0

Kategorie 4B:
A<

\

Senke (sink, attracting focus)
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers
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Kategorie 4: L Beispiel: { x 1
Jacobimatrix besitzt

0 A
Kategorie 4A: _::
Az -
O-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0
Kategorie 4B: :
A<O -
Kategorie 4C:
A=0 Gerade von Fixpunkten
_ Fixpunkt ist stabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers
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Kategorie 5:
Jacobimatrix besitzt

C Beispiel: { & —p8
(i %)

Kategorie 5A:
B#0<

Quellwirbel (repelling whirl)
Fixpunkt ist instabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers
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¢ Strémungsfeld ist lokal um kritische Punkte
Zodurch Jakobi-Matrix charakterisiert
Wi+ h) =~ Jzo)h
& Hierbei werden Punkte Z, + h in Vektoren in
Strémungsrichtungen transformiert
€ D.h.: Eine Rotationsmatrix liefert nicht
zwangsldufig eine reine Zirkulation.

1
2 2

1 _V3 y
Rotation um 60° : Jz = \% 2

46

Kategorie 5:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 5A:
BF#F0< o

Kategorie 5B:
< 0#H

« Beispiel: { o —8
A a)

Wirbelsenke (attracting whirl)
Fixpunkt ist asymptotisch stabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers
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1
SN . (1 ,/
h= (0) = U(Zy + h) = Jz,h = <2§> | 2 2
2
Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Kategorie 5:  Beispiel: { o —p
Jacobimatrix besitzt 3 a

Kategorie 5A:
B#0< o

Kategorie 5B:
a<0#£8

Kategorie 5C:
a=0

48

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung

Kategorie 5:
Jacobimatrix besitzt

Kategorie 5A:
BF#0<

Kategorie 5B:
o< O#£P

Kategorie 5C:
a—=10

C Beispiel: { & —p8
(i %)

Andreas Kolb, Martin Lambers
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Kategorie 5:  Beispiel: ( o —g
Jacobimatrix besitzt 8 a

Kategorie 5A:
BF#0<

Kategorie 5B:
a<0#£3

Kategorie 5C:
—0 Zirkulare Strémung (center)
- Fixpunkt ist stabil.

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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50
Quellen Senken unerreichbare Sattelpunkt
- .- Fixpunkte / \.
1 < =
LU Y LT
opogoanonan
ooeononannn
4 = S =
~ Vgl
5 @ o (©
Andreas Kolb, Martin Lambers V|suu||s|erung
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¢ Welche Rolle spielen die reellen Eigenvektoren2
(komplexe Eigenvektoren sollen hier nicht betrachtet werden)

Bei den Beispielmatrizen waren die Bei beliebigen Jacobimatrizen
Eigenvektoren die Einheitsvekforen bestimmen die Eigenvektoren die

Stabilitét bzw. Instabilitét wird durch den Realteil der
Eigenwerte bestimmt:
C Ein lineares System ist (asymptotisch) stabil,
wenn fir alle Eigenwerte gilt:
Redp < 0
& Ein lineares System ist instabil, wenn fir mindes-
tens einen Eigenwert gilt:

Anmerkung: Asymptisch stabil heif}t, dass es unendlich viele Pfade zu
dem Fixpunkt gibt.

der Koordinatenachsen Scherung der Koordinatenachsen

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Was bedeutet stabil, instabil, und asymptotisch
stabil2

Numerische Bestimmung einer Partikelbahn

(vgl. ndchste Stunde):

* Beginne an einem bestimmten Startpunkt

* Bestimme die Stromung #{#y} an diesem Punkt.

* Gehe einen kleinen Schritt in Richtung der Strémung

v(x0)

'

Zn

54

Im kritischen Punkt ist die Strémung gleich null.
Beginne ich die Berechnung einer Partikelbahn in der Néhe
eines kritischen Punkts fihrt mich die Strémung...

stabil instabil asymp. stabil
,...immer direkt ,...immer aus der ,...immer zu dem
in die Umgebung Umgebung des Fixpunkt hin,
Fixpunkts” Fixpunkts heraus” aber evtl. auf
Umwegen”
~_
@
e w
+Der Fehler wird geringer »DerFehler wird »Der Fehler wird
bzw bleibt konstant” groBer” irgendwann stabil

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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2D Vektorfelder

¢ Differenzieren vektorwertiger Funktionen
C Totales Differenzial: Jacobi-Matrix
€ Richtungsableitung (Gber Jacobi-Matrix)
€ Divergenz: beschreibt die Intensitét von Quellen und

Eigenwerte und Eigenvektoren

& Eigenvektoren sind Vektoren, die durch die Matrix
»auf sich selbst abgebildet” und dabei mit dem
Eigenwert skaliert werden.

AZ =A%
¢ Lése das charakteristische Polynom
det(A AId) = 0

& Bestimme die Eigenvektoren anschlieBend durch
einsetzen

Senken
€ Rotation: beschreibt die , Wirbelhaftigkeit”
J < f / pal y/+v = / o
— \ ~
— ’\
Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung
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Kritische Punkte (Fixpunkte)

€ charakterisiert durch #(#)) — 0

€ Eigenschaften der Strémung in Umgebung des
Fixpunktes wird durch Jacobi-Matrix bestimmt.

&. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix erlauben
Klassifikation von kritischen Punkten (Topologie).

%X_/J\, W
® ©) = =

58

Andreas Kolb, Martin Lambers Visuolisierung

2D Vektorfelder
& Numerische Integration
¢ Runge-Kutta-Verfahren
L Zeitabhéngige Vektordaten
¢ Particle Tracing

€ Streamlines '[_}’('IE;])
€ Streaklines
C Pathlines
ot
Y
Andreas Kolb, Martin Lambers Visuulisierung
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