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€ Betrachte ein infinitessimal ~ Rofation:
kleines Flédchenstick S

~o/
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mg(ir)=a_”! O,

iz
Totales Differenzial: %y
Ja= %ﬂf % € ,Lokale Rotation”
- % %":_ ¢ ,Verwirbelung”
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Als Eigenwert einer nxn-Matrix A bezeichnet man
Skalarwerte A, die die Gleichung

Az =A%

erfollen.

Diese Gleichung ist fir bestimmte Paare von
Eigenwerten A und Eigenvektoren & erfullt.

Az = Az charakteristisches
0

(A—Ald)E = o \Felymom
l6sbar for  det(A — AId) = 0
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& Welche Rolle spielen die reellen Eigenvektoren?
(komplexe Eigenvektoren sollen hier nicht betrachtet werden)

Bei den Beispielmatrizen waren die Bei beliebigen Jacobimatrizen
Eigenvektoren die Einheitsvektoren bestimmen die Eigenvektoren die
der Koordinatenachsen Scherung der Koordinatenachsen
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Stabilitat bzw Instabilitét wird durch den Realteil der
Eigenwerte bestimmt:

€ Ein lineares System ist (asymptotisch) stabil,
wenn fir alle Eigenwerte gilt:
Hed <0
€ Ein lineares System ist instabil, wenn fir mindes-
tens einen Eigenwert gilt:

Anmerkung: Asymptisch stabil heit, dass es unendlich viele Pfade zu
dem Fixpunkt gibt. Bei stabilen Systemen sind es abzéhlbar viele.

Im kritischen Punkt ist die Strémung gleich null.
Beginne ich die Berechnung einer Partikelbahn in der Néhe
eines kritischen Punkts fihrt mich die Strémung...
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stabil

,...immer direkt
in die Umgebung
Fixpunkts”

+Der Fehler wird geringer
bzw. bleibt konstant”

instabil

,...immer aus der

Umgebung des

Fixpunkts heraus”

N

et
i

— ,DerFehler wird

groBer”

asymp. stabil

,...immer zu dem

Fixpunkt hin,
aber evtl. auf
Umwegen”

©
«Der Fehler wird
irgendwann stabil
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& Wie bestimme ich Feldlinien (Strémungslinien) im
allgemeinen Fall?
€ Wir suchen die Bahn eines Partikels, d.h. seine Position
in Abhangigkeit der Zeit. [T 5ic  Bahn muB so
2(t) = ( =(t) ) bestimmt werden, dass
p(E) sie in jedem Punkt
o tangential zu dem

t=0 o0 gegebenen Vektorfeld

- |u f
({ et C{t—s .I:(t) verlautt
Das Vektorfeld selbst sei

10

¢ Gegeben sei ein statisches Vektorfeld #{#} und ein
Startpunkt &y = F(ly).
€ Gesucht ist die Partikelbahn Z{#}

« Taylorentwicklung:

Fltg V1) =|2F(ty) | | T%(ﬁu)'l
7 b

4
o +7) =3 + 78{xm) +...

t=2 =4 "
O\O/ zeitlich konstant
t=3 (statisch)
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¢ Gegeben sei ein statisches Vektorfeld #(Z} und ein
Startpunkt Iy = f(fﬂ).
€ Gesucht ist die Partikelbahn Z(t)

€ Taylorentwicklung:
. L ar
:E(t'(l'l?_)=$(¢u)'| Tm(tu)-l

g +7) =20 + 79(30) +...

Tip1 = T + TU(x;)
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i1 = T + TU(x;)

® Beginne an einem bestimmten Startpunkt
@ Bestimme die Stromung #{a7} an diesem Punkt.
@ Gehe einen kleinen Schritt in Richtung der Strémung

= ¢ Genauigkeit ist abhdngig
() von der Schrittweite T
¢ Warum ,explizit“2
Der Wert #;+1 ist explizit
T gegeben, da alle Terme
aus der rechten Seite
bekannt sind.
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€ Beispiel:  Zirkulares Vektorfeld  &{x,g} = ( -: )
Das explizite Euler-
Verfahren liefert hier
eine Spirale!
[ —
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& Taylorentwicklung im Punkt &tq + T) rickwarts:

— S az :
Z(tg) = Bk +7) — 7 E(t{. +7i+...
auflésen nach (o + 7}:

Fto+7) = #to) + 7 %’an AW

Tiv1 & Ty + TU(Xigr)

¢ implizit: #(#z1} ist nicht von vorneherein bekannt.
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Das explizite Euler Verfahren wird bei zu grofier Schrittweite
numerisch instabil. (Ein Beispiel dazu kommt in der Ubung)
Beispiel: €& Lésung: stabil for: .
— =—kx ) =" ka2
it g
Schrittweite klein genug zu grofle Schrittweite (instabil)
i l_ : x e b i
o 2
\ 4
\ ®
| AN
« 14
E. 1
4
a2 '.\:\ 2
oL %3"— | all L L |
o 1 2 3 a L3 8 T a a 1 2 3 4 5 L] T
analytische Lsung
numerische Lésung
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Tiv1 =~ T + T7U(wi)

@ Suche denijenigen Punkt F, dessen Geschwindigkeits-
Vektor mit dem Vektor von #hnach &y Ubereinstimmt.

€ Vorteil: numerische Stabilitét

€ Nachteil: Lésung der impliziten
Gleichung kann sehr aufwéndig
sein (z.B. iterativer Ansatz)
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€ Einfache L6sung im linearen Fall:  {Z} — A&
5’:;'4_]_ = fg + rAj':i—l—l
Id$i+1 - TAJTH.]_ b =4

Tpr = (I — 7 A)7' 7

Im linearen Fall ist also auch hier eine explizite
Berechnung der Partikelbahn méglich.

€ Im Allgemeinen ist die Lésung der impliziten Gleichung
allerdings aufwéndiger und erfordert iterative Verfahren.

G Beispiel:  Zirkulares Vektorfeld ~ #{z,y} = (—y)

z
Das implizite Euler-
Verfahren ist stabile

das explizite, aber nicht

genaver.
L

rals
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¢ Wie groB ist der Fehler2

"

T; 1?:?4-1

€ Der lokale Diskretisationsfehler (lok. Abbruchfehler) d; ist
der Fehler, der bei einem einzigen Schritt gemacht wird.
€ Er entsteht beim Abbrechen der Taylorreihe.

¢ Der globale Abbruchsfehler g; ist der Fehler, der durch

Akkumulation der lokalen Fehler entsteht.
€ Eristin der Regel eine Gréfenordnung héher als der lok. Fehler

€ Jedes num. Integrationsverfahren hat eine Fehlerordnung:

Fehlerordnung p: G = G(Tﬁl)s d; = o(T?)
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& Das Euler-Verfahren (explizit oder implizit) hat die
Fehlerordnung 1.

©

explizit implizit
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Idee: Kombiniere das explizite mit dem impliziten
Euler-Verfahren:

€ Versuche zundchst den néchsten Punkt ,vorherzusagen”
(Pradiktor) mit explizitem Euler Verfahren:
! -t, &+ L7 &+
;c,;‘t,_j} = 7; + 7v(a5)
¢ Korrigiere diesen Wert durch einen impliziten Schritt:
T P
Fua = & + (&) + 8(&D)

Explizites Heun-Verfahren

2. Ordnung

22

v(F;)

2
Tiv1
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€ Heun ist auf
gewisse Weise der

O L1 Mittelwert zwischen
explizitem und
implizitem Euler-

—
I Verfahren

auch Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung, Fehlerordnung 2
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Idee: Fihre mehrere Pradiktor-Korrektor-Schritte
hintereinander aus bis das Ergebnis konvergiert.

¢ Bestimme zunéchst den nédchsten Punkt als Vorhersage
(Pradiktor) mit expliziten Euler Verfahren
— {0} — —2 —
2 = 2 + 7o)
¢ Korrigiere diesen Wert so lange, bis sich der Wert nicht
mehr signifikant éndert.

—{E+1 = T i —{k
$§(+1 -+ E(ﬂ(fﬂi) + ( i+i )
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| Beispiel: zirkulares Vektorfeld

i e
",

-~

Pl e

EulePeyplict o

T — 008

=01

Heun explizit Heun Fixpriiferaﬁon
r—1.0
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& Klassisches Runge-Kutta-Verfahren (4.0rnung)
E-?"'1 = ﬁﬁ-ﬂ
- — 1 -
by = (& + 57h)
- — ]_ -
b = 0%+ ETkﬂ)
by = O(F + Thi)
. . j_ ey - - -
Tyl = T+ 67(&'1 + 26 + 2hy + k)
& Fehlerordnung 4
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

€ Wir haben das Vektorfelder # = f(Z}
betrachtet, z.B. ¥z} = A&

ez oz
‘ir(:: = T —

i
Gewshnliche Differentialgleichung, 1. Ordnung

#(Z(E) = 0

Mit einer Nebenbedingung #{ta} = 2 spricht man von

einer Anfangswertaufgabe (bzw. Anfangswertproblem).
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¢ Beispiel (1-dimensi

Differentialgleichung:

Numerische Lésung: Euler explizit

T T T T T Ty

A AN /]

- "v;; ‘&“;j; ‘»\J E

o) _ 4.,

onal)
Analytische Lésung:

z(t) = zge **

Numerische Lésung: Euler implizit

cIRsIREIRAE
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¢ Betrachte die Differentialgleichung

22l — y(ax(t)) = —ka(t)  mitk>0
@ Behauptung: Die Lésung dieser Gleichung ist

z(t) = e ¥
C Prife:

B — ke ™ = —kaff)
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¢ Differentialgleichung € Analytische Lésung:

20 _ o) a(t) = e

a5,
Lo
as
@2
ar
% i F] E] r] ] ¥
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¢ Differentialgleichung € Analytische Lésung:

olt) — _k a(t) a(t) = e ™

C Explizites Eulerverfabren: ;401 = a; + Tv(z;)
x1 = xpnp — Tk 20
= (1 —7k)xg
T = 3 — Thn
={l —7k)zy = (1 — ';'i':}gmu

Tp = Tp | — ThE, 1 = {]- < T;C)uxl)
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¢ Differentialgleichung € Analytische Lésung:

Ot — _k a(t) at) = e ™

¢ Explizites Eulerverfahren:  xi41 = 23 + 7v(x;)

Zn = (L — TK)"Zo

€ Vergleich mit analyt. Ldsung:
Start: @{0) = &g = 1
Fur grofes @ muB gelten: &y — 1
Dazu muB gelten:

11— k] <1

theePpERAR G

u
4
=
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¢ Differentialgleichung € Analytische Lésung:
ox(t) __ — okt
o0 = —ka(t) a(t) = e
© Explizites Eulerverfahren:  ®j4q = x; + Tv(z;)
gy = (1 — Tf:}axﬂ '-\— al
o8
€ Vergleich mit analyt. Lésung: \
Start: #(0) = xg = 1 L }
For groBes m muB gelten: @, — 0, |}
Dazu muB gelten: ; -‘:-3
—2< —7k <0 LA |
2 o 1 2 a a 5 8 a
n i: T i: & Schrittweite klein genug
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€ Differentialgleichung

ox
o0 = k(1)

¢ Implizites Eulerverfahren:

z1{(1 + TR) = =z
1
L1 = [T+ %0

= i
2 <= grm

_ 1
In = {37k Tn—1

€ Analytische Lésung:
z(t) = e ™

Tig = % + ﬂliﬁii-:-l)

1 2
= (adm) =

= (@) =

Andreas Kolb, Martin Lambers

Visualisierung

34
¢ Differentialgleichung € Analytische Lésung:
ox(t) __ — gkt
5 = —kx(t) a(t) = €
¢ Explizites Eulerverfahren:  xiv1 = x; + 7vlx;)
Tp = (1 — 7k)"=0 | f
2|
€ Vergleich mit analyt. Lésung: ik
Start: x{0) = xg = 1 AN
Fir groBes # muB gelten: a, — 1 |
Dazu muB gelten: il
2 o 1 2 3 4 5 ]
<7< k Schritiweite zu groB
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¢ Differentialgleichung
0
"g(tt) = —kx(t)

1 T
In = (m) Zo
¢ Vergleich mit analyt. Lésung:
Start: #f{0) = @g = 1

Dazu muB3 gelten:
izl <1

erfullt for alle

Fur groles n muf3 gelten: z, — @

€ Analytische Lésung:
z{t) = e ™

¢ Implizites Eulerverfahren: %41 = ®; + 7u(Ziv1)

theePpERAR G

u
4

n
=
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Integrationsverfahren fir gewdhnliche DGL.
Explizite Verfahren

¢ einfach zu berechnen

€ numerisch instabil bei grofien Schrittweiten
Implizite Verfahren

€ i.A. aufwandig zu 16sen

€ numerisch stabil

Euler: Heun: Runge-Kutta:
* sehr * einfach, * aufwéndiger,
einfach, * gut fir kleine || * gut auch bei rel.
* ungenau Schrittweiten grof3en Schritten
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