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2: Grundlagen 2?) |-'

2.2

Ziel der generativen Computergraphik: Anwendungsspezifische ,Abbilder”
der Realitat in Echtzeit

’ = effiziente Reprasentation und Darstellung von Modellen realer Sachverhalte ‘

Grundlagen:

@ Mathematik, insbesondere
@ \Vektorrechnung zur rechnerinternen Modellbeschreibung
@ Lineare Algebra fir Objekt-Transformationen
© Numerik fur rechnergestitzten Umsetzung von Algorithmen, z.B. in der

Animation

@ Farbmodelle
@ Was ist Farbe?
@ Rechnerinterne Darstellung von Farben
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Eigenschaften von Vektoren o
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Erinnerung (Lineare Algebra)
Ist V ein Vektorraum (iber den reellen Zahlen R bestehend aus
mehrdimensionalen Elementen ( Vektoren) v, dann sind definiert
Vektor-Addition + i+ v €V fird,v € V, mit:

@ Kommutativitdt: i+ v=v+d, u,veV

@ Assoziativitdt: i+ (V+w) = (d+V)+w, t4,v,weV

@ Nullelement: 3,0 € V :di+0=ud, Vi eV

@ Inverses Element:Vu € V 3;(—d) € V : d + (—1u)
Skalare Multiplikation atd € V fira e R, d € V mit:

@ Distributivitdt: a(d + V) = ad + av, (a + b)d = at + b

0
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Beispiel fur Vektorraume A l'
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Beispiel (Vektorraum der ,,Verschiebungen®)

Vektor (x,y) beschreibt ein Verschiebung um x bzw. y Einheiten nach rechts
bzw. oben

Vektorraum: V = {(z,y) : z,y € R} mit (x1,y1) + (22, y2) = (1 + T2, y1 + ¥2)

EB/

B inverses
-~ Kommutativitat Assoziativitat Element

Beispiel (Vektorraum der Geraden)
Vektor (a,b) beschreibt eine Gerade f(x) =a-x +b, a,b € R
Vektorraum: V = {(a,b) : Geradena -z +b: a,b € R}

Addition: (al, bl) aF (GQ, bg) = f({E) = (ale -+ bl) + (agl' + bQ) =
(a1 + a2)x + (by + b2) = (a1 + az, by + ba)
Frage: WarumistV = {Geradena -z +1 : a € R} kein Vektorraum?
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Basis eines Vektorraums S "
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@ Vektoren vy, ...,V € V sind linear unabhéngig, falls
k k
i=1 =1
@ eine Basisvon V : {vy,...,V,} ist eine maximale Menge lin. unabh.

Vektoren; damit:

n
vieV Jiuy,...,u, eR: U= g U;V;

i=1

@ n ist dann die Dimension des Vektor-

raums V
@ Darstellung der Vektoren bzgl. der

Basis {vy,...,V,} in Koordinaten-

Schreibweise:
Ui

= T __

U= (ur,--un)t = | Basis in 2D: {ii, tis}
un
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Inneres Produkt, Norm und Winkel ”e «7
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Inneres Prgdukt:

(W-v)=> wwv;
i=1

i = /(@ d) = />, uf
Normierter Vektor:
u, falls |a|| =1
Winkel: (d- V) = cosal|d]] ||V,
« einschlieBender Winkel

insb.: (i-V) =0 a=5V|d|=0V|V|]=0
Bi-Linearitat, d.h. linear in jeder Komponente:

(8- (sV +tW)) = s(d - ) + t(d - W)
und ((sd + t¥) - W) = s(d - W) + (¥ - %)

da z.B. Zs u; + - v))w z—sZuzwl—i—thzwl

=1
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Kreuzprodukt (3D)

UyVy — Uy Vy
Definition: 4 x v = [ u,v, — u,v,
Ug Uy — Uy Uy

Eigenschaft (Kreuzprodukt)
Bi-Linearitat, d.h.
(sU+tV) X w=s(UXW)+t(Vxw)
Nicht kommutativ: d x vV # Vv x u, aber
uxXxv=-vxu
Nicht assoziativ: U x (V x w) # (d x V) x w
Orthogonalitat: u x v steht senkrecht
(orthogonal auf, v, d.h.
(- (Uxv)=w-(xVv)=0
Parallelogrammflache:
[[d > V|| = sina ||| {|V]]
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Weitere Bezeichnungen

Orthogonale Vektoren 1, v stehen senkrecht aufeinander, also
(- V) = cos(90°) [l [|¥[| = O

Orthonormale Vektoren 1, v sind zudem Einheitsvektoren, also
(@-¥) =0, faf =[v[=1

Orthogonale/orthonormale Basen bestehen aus paarweise
orthogonalen/orthonormalen Vektoren

Kanonische (natiirliche) Basis: Haufig arbeitet man mit der Basis

1 0 0

0 1 0
1il: 7ﬁ2: 1 B 7ﬁn_

0 0 1

Mit Subscripts z,y bzw. z,y, z in R? bzw. R3
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Affiner Raum und Koordinatensystem «
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Alle geometrischen Objekte werden durch Punkte in einem Affinen Raum
beschrieben.

Affiner Raum A: Ein um Punkte erweiterter Vektorraum.
Fir Vektoren d,v € A, Punkte P,Q € A und a,b € R qilt:
@ P — Q ist Vektor, d.h. fir beliebige P,Q : 3::ve A: Q=P + v (
Verbindungsvektor)
@ P + v, P + aVv sind Punkte

Koordinatensystem von A: Besteht aus einer Vektorbasis {;,
A und einem Ursprungspunkt O.

Koordinatendarstellung von P € A mittels des Ortsvektors p von P:

...y Uptvon

P

n
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Orientierung von Koordinaten-Systemen g}%
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@ Es wird zwischen rechts- und linkshandiges Koordinatensystemen
unterschieden.

y Y
(Zeigefinger) (Zeigefinger)
(Mittelfinger)

(Mittelfinger

(PRI (Daumen

rechtshandiges System linksh&ndiges System

@ Beobachter-orientiert: = Horizont und y= up-Vektor
@ {a,b,a x b} bilden ein rechtshandiges Koordinatensysteme
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2.2: Farbmetriken g:??) |.'

Begriffskldrung nach DIN 5033, Teil 1
Farbe: ,Farbe (...) ist ein durch das Auge vermittelter Sinneseindruck (...).
Die Farbe ist diejenige Gesichtsempfindung eines dem Auge strukturlos
erscheinenden Teiles des Gesichtsfeldes, durch die sich dieser Teil (...) von
einem gleichzeitig gesehenen, ebenfalls strukturlosen angrenzenden
Bereich allein unterscheiden kann.”
= Farbe ist Ergebnis der Wahrnehmung elektromagnetischer Wellen

(Auge & Gehirn)
= Lichtstrahlen haben keine Farbe, nur eine spektrale Leistungsverteilung

Licht ist elektromagnetische Strahlung; sichtbare Wellenlédngen ca.

380 — 780 nm
700 nm light 400 nm
<in:fr;u'cd |1ed orange green blue wulel| ullrmiol[el>
| =

- [ -

= | -
~ Z
==
radio micro infrared | ultraviolet x-rays gamiarays

1012 1010 108 106 10 102 10! 1 10-! 10-210-4 100

Wavelength (nm)
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Grundlegende Begriffe g}% |,'
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Farbreiz = Strahlung, die eine Farbwahrnehmung auslést
Farbreizfunktion: Spektrale Leistungsverteilung der Strahlung

Metamerie: Verschiedene Farbreizfunktionen kdnnen dieselbe
Farbempfindung erzeugen

Farbvalenz: Menge von Farbreizen, die eine (fixe) Farbempfindung erzeugen

Spektralvalenzen: Farbvalenzen zu Strahlung einer dominanten
Wellenldnge

\,le‘—\,\,, (%) : / / %

Relative Strahlungsleistung

400 500 600 700
300 400 500

700 800
) . . Wellenldnge in nm Wellenlénge [nm] .
Farbreizfunktion (Tageslichtquelle) Metamere Farbreizfunktionen
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Additive Farbmischung und Grassmannsche Gesetzg « "

ce
Ausgangslage
Betrachte mehrere Farbreizfunktionen ¢ (), g2(A), ...
Addition der Farbreize ergibt neuen Farbreiz

d(N) = ¢1(A) + pa(A) + ...

Beispiel: Uberlagerung von Projektorbildern
Grassmannsche Gesetze (1853)

Tri-Stimulus: Raum der Farbvalenzen ( Farbraum) ist dreidimensional = drei
Primarvalenzen und deren Linearkombination beschreiben alle Farbvalenzen

Farbaddition: Wahrgenommene Farbe einer Farbaddition unabhangig von
konkreten Farbreizfunktionen ¢;

Farbraum kann als dreidimensionaler Vektorraum aufgefasst werden
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Farbrezeptoren g}%
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Die visuelle Wahrnehmung im Auge

basiert auf

Stabchen auf den Netzhaut nehmen
Helligkeitsreize wahr _

Zapfen auf den Netzhaut nehmen
Farbreize wahr

Tri-Stimulus entspricht der Annahme
von drei Zapfen-Typen (blau,
ge|b-grﬂn, rO’[) 0 — T T |‘”i|”|

"Blau"
430 nm

"Grun"
530 nm

indlichkeit

100 "Rot"

\, 560 nm

Empf

50

j . . 400 450 500 550 600 650 7[;0
Bild rechts: Experimentell ermittelte violett griin_gelbrot  Wellenange inm
Empfindlichkeit der drei
Farbrezeptortypen

Aber: Zapfen sind anatomisch nicht unterscheidbar!
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RGB Farbmodell (Rot, Griin, Blau) o | |
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Additives Farbmodell

Priméarvalenzen (nach CIE):
Spektralvalenzen (42.5 nm): Rot (R, 700 nm),
Grin (G, 546 nm), Blau(B, 436 nm)

Erzeugter Farbreiz:

Additive Farbmischung
F=RR+GG+ BB, R,G,BeR 047 - _
bea) rQ)
)

Problem: Erzeugung von beliebigen
Spektralvalenzen

F()‘) = ?()‘)R + y()‘)G + B()‘)B °T 50 600 650 700 —*
o1 - A [my]
erfordert teilweise negative Gewichte 7, g, b Farbwerte zur Erzeugung von

Spektralvalenzen

Nicht alle Spektralfarben sind mit posiviten Farbwerten erzeugbar!
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CIE-XYZ Farbmodell o
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Ansatz: Verwende nicht sichtbare Primérvalenzen X,Y und Z:
@ Y entspricht der Helligkeit (Luminanz)
@ X, Z so, dass alle Spektralvalenzen F(\) mit pos. Gewichten erzeugbar

FA) =2(M)X+75AN)Y +zZ(\)Z
Sichtbare Farbvalenzen liegen im 1. Oktanten des XYZ-Raumes

o5

Normspekirahwerte [ color matching functions]

400 450 500 550 600 650 700
Wellenlange in nm

Farbwerte zur Erzeugung von Spekiralvalenzen  Sichtbare Farbvalenzen im XY Z-Ra
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Umrechnung und Normfarbtafel
Umrechnung RGB <+ CIE

R 2.365 —0.875 —0.468 X
<G> = | —0.503 1.392 0.086 (Y)

B 0.005 —0.014 1.009 Z

Normfarbtafel (CIE Chromaticity Diagram)

Ziel: Darstellung der ,Farbart* auf 2D-Schnitt

Normfarbwertanteile: Projiziere (X,Y, Z) auf
Schnittebene X +Y 4+ Z = 1:

X _ Y s 2
Xtv+iz2'¥Y = X7v+2'* T X¥v+2

xr =

Spektralvalenzen liegen auf dem &usseren
Rand der sichtbaren Farbvalenzen

Beachte: Absténde nicht
wahrnehmungs-proportional

o | |

217 ¢

o C]

Wahrnehmungsabstande
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CMY Farbmodell (Cyan, Magenta, Yellow) s

Subtraktives Farbmodell, d.h. es wird Strahlung
absorbiert

Beispiel: Farbdrucker auf wei3em Papier

Primarvalenzen sind zu RGB-Primarvalenzen
komplementare Valenzen in RGB:

Cyan: C = G + B, Subtraktive Farbmischung
Magenta: M = R + B,
Yellow: Y =R+ G

1,1,0 1,1,1
Whi

Umrechnung der Farbwerte durch
~Basistransformation®:

()-()-)

A. Kolb CG Il - 2.2.2: Farbmodelle
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HLS Farbmodell (Hue, Luminance, Saturation) 3 |,'
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Idee: Verwende nutzerorientierte
Farbbeschreibung:

@ Hue H (Farbe): Spektralfarbe

@ Luminance L (Helligkeit)

@ Saturation S (Séttigung): Reinheit der
Farbe, Abweichung von Grau derselben
Intensitat

Wertebereiche: H < [0°,360°], S, L € [0,1]
Bedeutung der Farbwerte: H = 0: rot

S = 0: Graustufe S = 1: reine Farbe
L = 0: schwarz L =1:weil3

Die Umrechnung von/ins RGB-Modell ist
nicht linear

Weitere Farbmodelle &hnlich zu HLS: HSV HLS Farbmodell
(Hue, Saturation, Value), HSI (Hue,
Saturation, Intensity)
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2.2.3: Gamut

@
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Erinnerung: Sichtbare Primarvalenzen & Farbmischung mit pos. Farbwerten

‘ = nicht alle sichtbaren Spektralvalenzen erzeugbar‘

Reale Farbdarstellung beruht auf drei Primé&rvalenzen: Monitor (RGB),
Drucker (CMY), ...

Bereich der erzeugbaren Farbvalenzen eines Gerates

Gamut:

Monitor-, RGB- und NTSC-Gamut

A. Kolb

=2 Gamut of a standard screen
08 TTUR BT.709 phosphors [ER—

Red Green Ble Wiite
X 064 030 015 03127 {1
y 033 0,60 006 03290

570 Gamut for
510 NTSC Primaries

5
‘ Gamut for CIE Primaries
a0 | Comers on the contour

00 Dominant
" wavelength

oo | mnancrmeters
T

20 1 S

s Purpe ine

E
00 01 02 03 04 05 06 07 08 03 XL0

CGlI -

b Y

Foto-Film
RGB-Monitor

2.2.3: Gamut

Drucker- Monitor- und Film?amut
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