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Overview

1 Fourier Transform

2 Wavelet Transform



‘1 Fourier Transform

2 Wavelet Transform




DFT - Allgemeines

Fouricr e benannt nach franz. Mathematiker Jean Baptiste Joseph
Transform FOU rier
e periodische Funktion als Summe von Sinus- und
Kosinusfunktionen darstellbar
e Darstellung im Ortsbereich versus Darstellung im
Frequenzbereich
e quivalente Darstellungen (ineinander verlustfrei berfhrbar)
e Darstellung im Frequenzbereich

e niedrige Frequenzen fr groben Funktionsverlauf
e hohe Frequenzen fr Detailinformationen
(etwa abrupte Funktionswertnderungen)



DFT - Erstes Beispiel

gegeben: f(x) = 4sin3x — 3/2sin20x + 1/2 cos 100x

Fourier
Transform

Wavelet
Transform

Amplitude




Fourier
Transform

DFT - Erstes Beispiel

Anteil Kosinus- und Sinusschwingungen:
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DFT - Erstes Beispiel

Fourier
Transform

Frequenzspektrum:

Amplitude
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DFT - Zweites Beispiel

zufillig erzeugte Funktion:

Fourier
Transform

Wavelet
Transform

Amplitude
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DFT - Zweites Beispiel

Frequenzspektrum und Kompaktheit:

Fourier
Transform

Amplitude




DFT - Gedankenexperiment

Darstellung im Orts- und Frequenzbereich:

Fourier
Transform

e Lautsprecher als Tonquelle erzeugt konstantes Gerusch
— Orts- bzw. Zeitbereich

e Eine bestimmte Klaviersaite beginnt zu schwingen, wenn
ihre Frequenz im Gerusch enthalten ist. Wenn man die
Strke aller Saitenschwingungen aufzeichnet, erhlt man die
Darstellung des Signals im Frequenzbereich.

— Frequenzbereich

e Rekonstruktion des Gerusches durch Anregen der
entsprechenden Klaviersaiten



DFT - Anwendungen

Feature-Normalisierung

Fourier
Transform ® Unterdrckung von Streinflssen innerhalb der Medienobjekte

® Problem: Trennung Nutz- und Strdaten

® Trennung manchmal im Frequenzbereich mglich

Feature-Erkennung

® Korrespondenz zwischen zu extrahierenden Eigenschaften und Frequenzen
mglich

Feature-Aufbereitung
® Kompaktheit im Frequenzbereich — Minimalitt

® Orthogonalitt der Fourier-Koeffizienten



DFT - Beispiel zur Feature-Normalisierung

Beispiel: Entfernung von Frequenz =100
Transform

Wavelet
Transform

Amplitude




DFT - Feature-Erkennung, Translationsinvarianz

Funktion f(x) = 4sin3x — 3/2sin20x + 1/2 cos 100x um 7/3

four
e verschoben:

Transform

Amplitude




DFT - Feature-Erkennung, Translationsinvarianz

Anteil Kosinus- und Sinusschwingungen:

Fourier
Transform

Amplitude
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DFT - Feature-Erkennung mit Translationsinvarianz

Fourier Frequenzspektrum:

Transform

Amplitude
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DFT - Feature-Aufbereitung, Minimalitt

Ausgangsfunktion:

Fourier
Transform

Amplitude




DFT - Feature-Aufbereitung, Minimalitt

Frequenzspektrum und Abschneiden hoher Frequenzen:

Fourier
Transform

-

Amplitude




DFT - Feature-Aufbereitung, Minimalitt

approximierte, d.h. minimierte Funktion:
Fourier
Transform

Wavelet
Transform

Amplitude




DFT - Berechnung

Erinnerung lineare Algebra und komplexe Zahlen

Fourier

Transform m diskrete Funktion f(x) als Vektor des komplexen Vektorraums:
e f(x) € Dy

(Vektorraum DS hat n kanonische Basisvektoren)

m Konjugation einer komplexen Zahl: (x,y) = (x,—y)
n—1

w inneres Produkt fiir f, g € DS: (f,g) = 3 f(x) * g(x)
x=0

m Entwicklungsformel fiir Orthonormalbasis (v, ..., v, 1):

n—1
Yve DS v= Z(v, ViV
i=0



DFT - Beispiel im Vektorraum DY

Realwert

2 .
Fourier
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DFT - Fourier-Basis

Fourier

Transform ej ( X ) \/ﬁ

Wavelet

Transform 1 2Trjx 1 & W 27TJ'X

Orthonormalitat:
|lei () = 4/ (ej(x), i(x)) =1 firj=0,1,...,n—1

(ej(x), ex(x)y =0 fir j,k=0,1,...,n—1und j # k



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DFT - Fourier-Koeffizienten

m aufgrund Orthonormalitdt der Fourier-Basis Berechnung der
Fourier-Koeffizienten mittels innerem Produkt:

(rej, imj) = (fa(x), & (x))

— Transformation als einfache Multiplikation mit
DFT-Matrix moglich

m Transformation entspricht Rotation im komplexen,
hochdimensionalen Raum

m Ergebnis: komplexe Fourier-Koeffizienten

m Realteil fiir Kosinusamplituden
m Imaginarteil fiir Sinusamplituden



DFT - Transformationsformel

Fl) = (falx), &i(x))

Transform =1 o
Wavelet - Z f(x) : eJ(X)
Transform x=0
n—1
1 P27 x
= Z f(X) s ——8 n
x=0 ﬁ
1 n—1 i2mjx
— Z f(x)-e
\/E x=0

n—1

1 omjix 1 =2 _ 27rjx)
= | —=) f(x)cos——,—— > f(x)sin
(\/an n \/EXZO n

=0




DFT - Rcktransformation DFT !

n—1
Toanstorm fa(x) = ) Fali) - €(x)
Wavelet J:O
Transform n—1 1 .
= YRl) e
j=0 vn
1 n-1 i2mjx
- ﬁZF o) e

n—1 . .
1 2 1 2
_ (\f e cos 2 F(egsin 2



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DFT - Polarkoordinaten

komplexe Zahl (x, y) als Polarkoordinaten mit Lange und Winkel

m Winkel (Phase): tany = £

m Linge: [ = /x2+ )2
m Winkel driickt Verschiebung aus (Sinus versus Kosinus)

m Frequenzspektrum beriicksichtigt nur Linge



DFT - Eigenschaften

Fourier m Parseval-Theorem: (£}(x), F2(x)) = (F}(x), F3(x))
S — euklidsche Distanzen sind im Orts- und Frequenzbereich
Transform gleich

m Translation im Ortsbereich dndert ausschlieklich Phasenwinkel
m Symmetrie der Fourier-Koeffizienten: Werte sind
spiegelsymmetrisch
—— n reelle Zahlen reichen zur Darstellung von F,(x)
m Nyquist-Theorem (Abtasttheorem): zur Abbildung bestimmter

Frequenz mind. doppelt so viele Abtastwerte erforderlich —
Symmetrie



1 Fourier Transform

2 Wavelet Transform




DWT - Allgemeines

Fourier
Transform

Wavelet
Transform m hier Fokus auf Haar-Wavelets (nach Alfred Haar) als

einfachstes Wavelet
m Wavelet"steht fiir Wellchen, also lokal begrenzte Welle

m vielfiltiger Einsatz etwa in Signal- und Bildverarbeitung (etwa
JPEG2000)



DWT - Probleme der DFT

Fourier

Transfor : : :
ranstorm Probleme mit der Fourier-Transformation
Wavelet .

Transform m lokale versus globale Anderung:

m lokale Anderung im Ortsbereich
— globale Anderung im Frequenzbereich und umgekehrt
m Problem: etwa temporare Stdrgerdusche aus Audio-Signal
entfernen
m Ort und Frequenz als Feature-Wert:
m beides nicht gemeinsam in einer Darstellung verfiigbar
m Problem etwa bei Erkennung lokal begrenzter Texturen



DWT - Allgemeine Idee

m gemeinsame Darstellung von Frequenz und Ort

Fourier .. . .

Transform m Ansatz fir Fourier-Transformation:

i Window-Fourier-Transformation

fanstom m Zerlegung Ausgangssignal in disjunkte Intervalle (Fenster)

konstanter Breite
m Fourier-Transformation isoliert auf einzelnen Intervallen
m Problem: statische Intervallbreite
m Wavelet-Transformation: Frequenzen bei unterschiedlicher
Ortsaufldsung
— Multi-Resolution-Analyse

m Einschrinkung der Frequenzen durch Nyquist-Abtasttheorem
— je groBer Ortsaufldsung, desto geringer Frequenzauflésung
und umgekehrt



DWT - Graphische Darstellung

L

Original Fourier ~ Window Fourier Wavelet

= =-
- .

Ausgangssignal:

Fourier
Transform

Wavelet
Transform

Amplitude

Frequenzen

Ortsbereich



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Wavelet-Basisfunktionen

m Support (Funktionswert ungleich Null) lokal begrenzt —
Wellchen

m Generierung von Basisfunktionen aus ,,Mutter-Wavelet" durch
Verschiebung und Skalierung

m Existenz diverser Mutter-Wavelets (hier nur
Haar-Mutter-Wavelet)



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Haar-Wavelet

Funktionsprinzip (stark vereinfacht)

m Ausgangspunkt: diskrete Funktion mit 2" Funktionswerten

m schrittweises und iteriertes Berechnen der Summen
(Skalierungswerte) und Differenzen (Detailkoeffizienten)

m Abbildung der Ausgangsfunktion auf 2" — 1 Detailkoeffizienten
und einen Skalierungswert (Gesamtsumme)

m Ausgangsfunktion kann verlustfrei rekonstruiert werden



DWT - Haar-Wavelet

Beispiel
Wavelet Ausgangsfunktion: [9 7 3 5 1 1 1 5]
Transform
Auflosungsstufe Skalierungswerte Detailkoeffizienten
1 [9 735111 5]
2 [16 8 2 6] [2 -2 0 —4]
4 [24 8] [8 —4]
8 [32] [16]

Ergebnis: [32 16 8 —4 2 -2 0 —4]



DWT - Haar-Wavelet

Support der einzelnen Wavelet-Basisfunktionen
32 | + |

Wavelet 16 ‘ + ‘ — ‘

Transform

8 = = |
4| R - |

2 [li= |
-2 =] |
0] =
-4 | -]




Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Anwendungen

Feature-Normalisierung

m Storfrequenzen lassen sich lokal begrenzt entfernen

m Mutter-Wavelet kann an Stérsignal angepasst werden
— aufwandige Analyse erforderlich

m Beispiel: Entfernen von Knackgerduschen aus Audio-Signal



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Anwendungen

Feature-Erkennung/-Aufbereitung

m Anwendung fiir lokale Frequenzanalyse, etwa fiir
Textur-Feature
m Invarianzen
m konnen an Orts- & Frequenzinformationen gekniipft sein
m Verschiebungsinvarianz durch unsortierte Koeffizienten
m Invarianz bzgl. Skalierung (Verdopplung/-Halbierung der
Ortsauflésung) durch Nichtbeachtung der Auflésungsstufen

m Haar-Wavelet: geringe Berechnungskomplexitat: O(n)
m Kompaktheit und Orthogonalitit der Koeffizienten

m lokale Beschrankung bei Modifikation der
Wavelet-Koeffizienten



DWT - Anwendungen

Anwendung zur verlustbehafteten Komprimierung

Fourier
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Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Berechnung

m Ausgangspunkt: diskrete Funktion f,(x) € DE
m Berechnung der Detailkoeffizienten W und Skalierungswerte
@/ in verschiedenen Auflésungsstufen j = 1,2, 4,8,16,32, ...

m orthonormale Basisvektoren: W(x) und ®(x)



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Skalierungsbasisvektoren

i-ter Skalierungsbasisvektor ¢fl(x) der Auflosungsstufe j des
Vektorraums DY

x) = 1/3/j - d(x/j — i) fir i=0,...,n/j — 1 mit

1 firo<x<1
¢(X)_{ 0 sonst.

es gelten:
[P}l =/ (@](x), () = fiiri=0,...,n/j - 1.

<¢'/:(X),¢J,;(X)>=O firi,k=0,....,n/j—1und i # k.

1



DWT - Skalierungsbasisvektoren

Skalierungsvektoren der Stufe j=2

Fourier
Transform
@ (]
Wavelet g} 2 o 2
Transform = @ = @
a a
£ £
< <
12345678 X 12345678
(] (]
3 @, S @
5 3
£ £
< <




DWT - Detailbasisvektoren

i-ter Detailbasisvektor ¢(x) der Auflésungsstufe j des Vektorraums

ourier R.
"Fﬂamsform Dn )
S V) = UV Wlxfj =) i =0, n/j— L mi
1 fur0<x<1/2
W(x)={ -1 firl/2<x<1
0  sonst.
es gelten:

(W (x), W (x)) = dik firi,k=0,...,n/j — 1 mit

1 . i=k
5"*:{0 i # k.



DWT - Detailbasisvektoren

Detailvektoren der Stufe j=2

Fourier
Transform

o @ .
Wavelet E 32 = b
Transform %_ %
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DWT - Skalierungs- und Detailbasisvektoren

Wavelet
Transform m Detail- und Skalierungsbasisvektoren derselben Auflésung sind

orthogonal
(W (x), & (x)) = 0 fir i,k =0,...,n/j— 1.

m bilden gemeinsam orthonormale Basis fiir Vektorraum D}n/j



DWT - Skalierungs- und Detailbasisvektoren

Grundidee: Anwendung inneres Produkt der Vektoren der
Fourier Orthonormalbasis der Stufe j auf f(x) € D

Transform

Wavelet
Transform

O = (falx), (%))
= 1/ Zf O(x/j i)

W= <f()wf( ))

= 1/\fo W(x/j— i)



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Skalierungs- und Detailbasisvektoren

Berechnung auf f,(x) € DF

m erzeugt n/2 Skalierungskoeffizienten
driicken Frequenzen innerhalb entspr. Supportintervalle aus

m erzeugt n/2 Detailkoeffizienten
driickt die Funktion ohne Frequenzen innerhalb entspr.
Supportintervalle aus

m erneute Berechnung auf Funktion der Detailkoeffizienten
— nachste Auflésungsstufe

m Stopp, wenn Auflosungsstufe und Anzahl Werte gleich sind



DWT - Zerlegung in Wavelet-Koeffizienten

oty Wavelet-Koeffizienten einer Funktion f,(x) € DJ* sind

Wavelet

Transform ¢8w8w8/2w;/2w3/4wi/4wg/4wg/4 toT WS e wi/Q*]-
mit

¥ = 1/\fo W(x/j— i)

o = 1/\/Zf (x/j — i)



DWT - Zerlegung in Wavelet-Koeffizienten

Auflosung
Ausgangsfunktion: ¢! e D 1
Wavelet / \
Transform
¢2eDF Ve Df 2
d* e DR wie DR 4
o8 c D} w8 ¢ D 8



DWT - Darstellung als Matrizenmultiplikation

Fourier
Transform

Wavelet
Transform m Funktionen f,(z) und Fp,(x) als Vektoren aus R”

m A c R"™" ist eine n X n-Matrix, deren n Zeilen den
Wavelet-Basisvektoren entsprechen

m auf Grund AA* = [ (Orthonomalmatrix) gilt ||f|| = || Af||

m quadratischer Berechnungsaufwand



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Transformation mit linearem Aufwand

procedure Zerlegung(c: array [1..n] of reals)
while n>1 do
Zerlegungsschritt(c[1..n])
n:=n/2
end while
end procedure

procedure Zerlegungsschritt(c: array [1..n] of reals)
for i=1 to n/2 do
ccli] := (c[2i-1]+c¢[2i])/v2
ce[n/2+i] := (c[2i-1]-c[2i])/v/2
end for
¢ = cC
end procedure



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Rcktransformation mit linearem Aufwand

procedure Rekonstruktion(c: array [1..n] of reals)
=i
while g < n do
Rekonstruktionsschritt(c[l..g])
g:=2g
end while
end procedure

procedure Rekonstruktionsschritt(c: array [1..n] of reals)
for i=1 to n/2 do
cc[2i-1] := (c[i]+¢[n/2+i]) /v/2
cc|2i] := (c[i]-c[n/2+i])/v2
end for
c:=cc
end procedure



DWT - Zweidimensionaler Fall

Fourier
Transform

Wavelet m wichtig etwa fiir Rasterbilder

Transform
m 2 Varianten
m Standardzerlegung: Transformation in Dimension 1 komplett,
bevor Transformation in Dimension 2 startet
m Non-Standardzerlegung: Transformation alternierend pro
Auflosungsstufe

m analoges Verfahren fiir beliebig viele Dimensionen anwendbar



Fourier
Transform

Wavelet
Transform

DWT - Algorithmus zur Standardzerlegung

procedure StandardZerl(c: array [1..m,1..n| of reals)

for row := 1 to m do
Zerlegung(c[row,1..n])
end for

for col := 1 to n do
Zerlegung(c[1..m,col])
end for
end procedure



DWT - Algorithmus zur Non-Standardzerlegung

?::‘:;;,»m procedure NonStandardZerl(c: array [1..n,1..n] of reals)
Wavelet while n>1 do
Transform for row := 1 to n do
Zerlegungsschritt(c[row,1..n])
end for

for col := 1 to n do
Zerlegungsschritt(c[1..n,col])
end for
n:=n/2
end while
end procedure
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